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Å. Â. Ââåäåíñê àÿ

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâî äíîñòè â
êðóãå äëÿ ñëó÷àÿ ðàäèàëüíîé ñèììåòðèè â ìîìåíò âðåìåíè t = ¿ ïî ïðèáëèæ åííî çàäàííûì â
ìåòðèê å L 2 çíà ÷åíèÿì òåìïåðàòóðû â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 è t = T , 0 < ¿ < T. Ïîëó÷åí
îïòèìàëüíûé ìåòî ä âîññòàíîâëåíèÿ è íàéäåíà åãî ïîãðåøíîñòü.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõ î æäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâî äíîñòè â åäèíè÷íîì
êðóãåD = f (x; y) 2 R2 : x2+ y2 6 1g â ñëó÷àåðàäèàëüíîé ñèììåòðèè íà ÷àëüíîãî óñëîâèÿ
è íó ëåâîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ

ut = ¢ u = ur r +
1
r

ur ; (1)

u(r; 0) = A(r ); (2)

u(1; t) = 0: (3)

Çäåñür =
p

x2 + y2, 0 6 r 6 1, è A(r ) 2 L 2(D ), ãäå

kf (x; y)kL 2 (D ) =

vu
u
t

1
¼

ZZ

D

jf (x; y)j2 dx dy:

Íà ÷àëüíîå óñëîâèå (2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) íå çàâèñèò îò
ïîëÿðíîãî óãëà ' . Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â ýòîì ñëó÷àåèìååò âèä (ñì., íàïðèìåð,
[1]):

u(r; t) =
1X

k=1

ckJ0(º k r )e¡ º 2
k t ; (4)

ãäå º k , k 2 N, � êîðíè ôóíêöèè Áåññåëÿïåðâîãî ðî äà íó ëåâîãî ïîð ÿäêà J0(¢), ðàñ-
ïîëî æåííûå â ïîð ÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à ck � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè A(¢) ïðè
ðàçëîæåíèè ååâ ðÿä ïî ñèñòåìå f J0(º k r )gk2 N:

A(r ) =
1X

k=1

ckJ0(º k r );

ck =
1
dk

Z 1

0
A(r )J0(º k r )r dr; dk =

Z 1

0
J 2

0 (º k r )r dr:

c° 2006 Ââåäåíñêàÿ Å. Â.
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïî ääåðæêå ïðîãðàììû ¾ÓíèâåðñèòåòûÐîññèè¿ (ÓÐ.03.01.130).
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Ïó ñòüèçâåñòíû y0(r ); yT (r ) 2 L 2(D ) òàêèå, ÷òî

kA(r ) ¡ y0(r )kL 2 (D ) 6 ±0; ku(r; T) ¡ yT (r )kL 2 (D ) 6 ±T ;

ò. å. ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â ìîìåíò âðåìåíè T èçâåñòíî ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñ-
õî äÿùåé ±T , à íà ÷àëüíîå óñëîâèå � ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñ õî äÿùåé ±0. Òðåáóåòñÿ
îïòèìàëüíî âîññòàíîâèòü ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â ìîìåíò âðåìåíè ¿, 0 < ¿ < T, ïî
ôóíêöèÿì y0(¢) è yT (¢).

Â êà÷åñòâåìåòî äîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòüâñåâîçìî æíûå îòîáðàæ åíèÿ
»: L 2(D ) £ L 2(D ) ! L 2(D ). Äëÿ äàííîãî ìåòî äà » ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì
âåëè÷èíó

e(¿; ±0; ±T ; ») = sup
A(r );y0 (r );yT (r )2 L 2 (D )
kA(r )¡ y0 (r )kL 2 ( D ) 6 ±0

ku(r ;T )¡ yT (r )kL 2 ( D ) 6 ±T

ku(r; ¿) ¡ »(y0; yT )(x; y)kL 2 (D ) :

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

E(¿; ±0; ±T ) = inf
»: L 2 (D )£ L 2 (D )! L 2 (D )

e(¿; ±0; ±T ; »): (5)

Ìåòî ä, ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, íàçû-
âàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà ÷åíèÿ:

am = e¡ 2º 2
m ; ¢ m = [aT

m+1 ; aT
m ); m = 1; 2; : : : ; ¢ 0 = [aT

1 ; + 1 );

b̧1 =

8
>>><

>>>:

aT
m a¿

m+1 ¡ a¿
m aT

m+1

aT
m ¡ aT

m+1
;

±2
T

±2
0

2 ¢ m ; m 2 N;

a¿
1;

±2
T

±2
0

2 ¢ 0;

b̧2 =

8
>>><

>>>:

a¿
m ¡ a¿

m+1

aT
m ¡ aT

m+1
;

±2
T

±2
0

2 ¢ m ; m 2 N;

0;
±2

T

±2
0

2 ¢ 0:

(6)

Òåîðåìà T1. Ïðè âñåõ±0; ±T > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(¿; ±0; ±T ) =
q

b̧1±2
0 + b̧2±2

T :

Ïðè ýòîì ìåòî ä

b»(y0; yT )(x; y) =
1X

k=1

b̧1y0k + b̧2aT=2
k yT k

b̧1 + b̧2aT
k

a¿=2
k J0(º k r ); (7)

ãäå y0k è yT k � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé y0(¢) è yT (¢), ñîîòâåòñòâåííî,

y0k =
1
dk

Z 1

0
y0(r )J0(º k r )r dr; yT k =

1
dk

Z 1

0
yT (r )J0(º k r )r dr; k = 1; 2; : : : ;

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äëÿ äîê àçàòåëüñòâàòåîðåìû T1 áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ
ìåòî äîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç ðàáîò [2] è [3]. Ñíà ÷àëàïðèâåäåì îáùóþ
ïîñò àíîâêó çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïó ñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y1; : : : ; Yk � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëó ñêà-
ëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (¢; ¢)Yj , j = 1; : : : ; k, è ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëóíîðìàìè k ¢kYj ,
j = 1; : : : ; k, I j : X ! Yj , j = 1; : : : ; k, � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, à Z � ëèíåéíîå íîðìèðî-
âàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà
¤ : X ! Z íà ìíî æåñòâå

W = f x 2 X : kI j xkYj 6 ±j ; j = 1; : : : ; l ; 0 6 l < k g

(ïðè l = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî W = X ) ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ I l+1 ; : : : ; I k , çàäàííûì ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ. Ïðåäïîëàã àåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x 2 X èçâåñòåíâåêòîð y = (yl+1 ; : : : ; yk ) 2
Yl+1 £ : : : £ Yk òàêîé, ÷òî

kI j x ¡ yj kYj 6 ±j ; j = l + 1; : : : ; k:

Â êà÷åñòâåìåòî äîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìî æíûå îòîáðàæ åíèÿ
»: Yl+1 £ : : : £ Yk ! Z . Ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ äàííîãî ìåòî äà m íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

e(¤ ; W; I ; ±; ») = sup
x2 X ; y=( yl +1 ;:::;yk )2 Yl +1 £ :::£ Yk

kI j x¡ yj kYj 6 ±j ; j = l+1 ;:::;k

k¤x ¡ »(y)kZ :

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(¤ ; W; I ; ±) = inf
»: Yl +1 £ :::£ Yk ! Z

e(¤ ; W; I ; ±; »); (8)

à ìåòî ä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòî äîì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ.

Ñ ïîñò àâëåííîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà ¤ òåñíî ñâÿçàíà
ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

k¤xk2
Z ! max; kI j xk2

Yj
6 ±2

j ; j = 1; : : : ; k; x 2 X : (9)

Îáîçíà ÷èì ÷åðåçL (x; ¸ ) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (9)

L (x; ¸ ) = ¡k ¤xk2
Z +

kX

j =1

¸ j kI j xk2
Yj

;

ãäå ¸ = (¸ 1; : : : ; ¸ k ). Èç ðàáîòû [4] (ñì. òàêæå [3] è [5]) âûòåêàåòñëåäóþùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà T2. Ïó ñòüñóùåñòâóþò b̧ = (b̧1; : : : ; b̧
k ), b̧j > 0, j = 1; : : : ; k, è äîïó ñòèìûé

â (9) ýëåìåíò bx òàêèå, ÷òî

(a) minx2 X L(x; b̧) = L (bx; b̧),

(b)
P k

j =1
b̧j (kI j bxk2

Yj
¡ ±2

j ) = 0.

Òîãäà çíà÷åíèå çàäà÷è (9) ðàâíî
kX

j =1

b̧j ±2
j :
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Åñëè ïðè ýòîì äëÿ âñåõy = (yl+1 ; : : : ; yk ) 2 Yl+1 £ : : : £ Yk ñóùåñòâóåò xy � ðåøåíèå
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

lX

j =1

b̧j kI j xk2
Yj

+
kX

j = l+1

b̧j kI j x ¡ yj k2
Yj

! min; x 2 X ;

òî b»(y) = ¤xy � îïòèìàëüíûé ìåòî ä âîññòàíîâëåíèÿ è

E(¤ ; W; I ; ±) =

vu
u
t

kX

j =1

b̧j ±2
j :

Çàäà÷à (5) åñòü÷àñòíûé ñëó÷àéçàäà÷è (8). Â íåé X = Y1 = Y2 = Z = L 2(D ), k = 2,
l = 0 (ò. å. W = X ), I 1 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, à ¤ è I 2 � îïåðàòîðû, ñòàâÿùèå
â ñîîòâåòñòâèå íà ÷àëüíîìó óñëîâèþ A(r ) 2 L 2(D ) ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â ìîìåíòû
âðåìåíè ¿ è T, ñîîòâåòñòâåííî.

C Äîêàçà òåëü ñòâî òåîðåìû T1 . Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (9) â íàøåì ñëó÷àåèìååò
âèä

ku(r; ¿)k2
L 2 (D ) ! max;

ku(r; 0)k2
L 2 (D ) 6 ±2

0; ku(r; T)k2
L 2 (D ) 6 ±2

T ; u(r; 0) 2 L 2(D ):
(10)

Cîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ

ku(r; t)k2
L 2 (D ) =

1X

k=1

c2
kkJ0(º k r )k2

L 2 (D )e
¡ 2º 2

k t :

Ïîëî æèì uk = c2
kkJ0(º k r )k2

L 2 (D ) . Òîãäà çàäà÷à (10) ïðèìåò âèä

1X

k=1

uke¡ 2º 2
k ¿ ! max;

1X

k=1

uk 6 ±2
0;

1X

k=1

uke¡ 2º 2
k T 6 ±2

T ; uk > 0; k 2 N:

(11)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà çàäà÷è (11)

L ( ¹u; ¸ 1; ¸ 2) =
1X

k=1

³
¡ e¡ 2º 2

k ¿ + ¸ 1 + ¸ 2e¡ 2º 2
k T

´
uk

=
1X

k=1

e¡ 2º 2
k ¿

³
¡ 1 + ¸ 1e2º 2

k ¿ + ¸ 2e¡ 2º 2
k (T ¡ ¿)

´
uk ;

ãäå ¹u = f ukgk2 N.

Ïó ñòü b̧1 è b̧2 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (6). Ïðåäúÿâèì òàêóþ äîïó ñòèìóþ â (11)
ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü bu = f bukgk2 N (ñì. òåîðåìó T2), ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(c) minuk > 0; k2 N L( ¹u; b̧1; b̧2) = L(bu; b̧1; b̧2),

(d) b̧1
¡P 1

k=1 buk ¡ ±2
0

¢
+ b̧2

³ P 1
k=1 buke¡ 2º 2

k T ¡ ±2
T

´
= 0.



1�20 Å. Â. Ââåäåíñêàÿ

Ïó ñòü
±2

T

±2
0

2 ¢ m ; m 2 N: (12)

Òîãäà èç ðàâåíñòâ (6) âûòåêàåò, ÷òî

b̧1e2º 2
m ¿ + b̧2e¡ 2º 2

m (T ¡ ¿) = 1;

b̧1e2º 2
m +1 ¿ + b̧2e¡ 2º 2

m +1 (T ¡ ¿) = 1:

Ýòè ðàâåíñòâàîçíà ÷àþò, ÷òî ó ôóíêöèè

g(z) = ¡ 1 + ¸ 1e2zT + ¸ 2e¡ 2z(T ¡ ¿)

èìååòñÿ äâà íó ëÿ º 2
m è º 2

m+1 . Ïîñê îëüêó ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëà ïðè z 2 R+ , òî äðóãèõíó-
ëåéó íåå íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, g(º 2

k ) > 0 ïðè âñåõk > 1. Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé äîïó ñòèìîé
â (11) ïîñëåäîâàòåëüíîñò è ¹u = f ukgk2 N

L( ¹u; b̧1; b̧2) > 0:

Ïîëî æèì buk = 0 ïðè k 6= m; m + 1, à bum è bum+1 âûáåðåì èç óñëîâèé

bum + bum+1 = ±2
0;

bum e¡ 2º 2
m T + bum+1 e¡ 2º 2

m +1 T = ±2
T :

Èìååì

bum =
±2

T ¡ ±2
0aT

m+1

aT
m ¡ aT

m+1
; bum+1 =

±2
0aT

m ¡ ±2
T

aT
m ¡ aT

m+1
:

Èç (12) âûòåêàåò, ÷òî bum > 0 è bum+1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü bu =
f bukgk2 N � äîïó ñòèìàÿ â (11). Êðîìå òîãî, äëÿ íåå âûïîëíåíî óñëîâèå (d). Óñëîâèå (c)
òàêæå âûïîëíåíî, òàê êàê L(bu; b̧1; b̧2) = 0. Åñëè ±2

T =±2
0 2 ¢ 0, òî, ïîëî æèâ bu1 = ±2

0 è
bu2 = 0, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (c) è (d) ñíîâà âûïîëíåíû.

Ïîñòðîèì òåïåðü îïòèìàëüíûé ìåòî ä âîññòàíîâëåíèÿ u(¢; ¿). Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî òåî-
ðåìå T2, íàäî ñíà÷àëà ðåøèòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

b̧1kA(r ) ¡ y0(r )k2
L 2 (D ) + b̧2ku(r; T) ¡ yT (r )k2

L 2 (D ) ! min : (13)

Ïó ñòü

bA(r ) =
1X

k=1

bckJ0(º k r ): (14)

Ïðåäñò àâëÿÿ ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ êâàäðàòû íîðì â (13), ó÷èòûâàÿ (14) è (4), ïðèâå-
äåì ýòó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ê âèäó

1X

k=1

³
b̧1(bck ¡ y0k )2 + b̧2(bcke¡ º 2

k T ¡ yT k )2
´

kJ0(º k r )k2 ! min : (15)

Êîýôôèöèåíò ïðè kJ0(º k r )k2 â (15) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ïàðàáîëó îò-
íîñèòåëüíî bck , ìèíèìóì êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïðè

bck =
b̧1y0k + b̧2aT=2

k yT k

b̧1 + b̧2aT
k

:

Ïî òåîðåìå T2 ìåòî ä (7) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. B
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