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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëå-
íèÿ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà íîðìû îïåðàòîðîâ çàäàþòñÿ èíòåãðàëîì ïî áåñêîíå÷íîìó
èíòåðâàëó. Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äâîéñòâåííàÿ
ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (êàê ïðàâèëî,
íåâûïóêëàÿ), ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

The paper is concerned with recovery problems for linear
operators with noisy information when the norms of the operators
are de�ned by integrals over in�nite intervals. We investigate
conditions for when the dual extremal problem for optimal recovery
(which are usually not convex) may be solved with the help of the
Lagrangian minimality condition.

Ââåäåíèå
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y0, Y1, . . . , Ym � ëèíåéíûå

íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à Ij : X → Yj, j = 0, 1, . . . ,m, � çà-
äàííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïóñòü äàíû öåëîå k, 0 ≤ k < m è
äåéñòâèòåëüíûå δj ≥ 0, j = 1, . . . , m. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà I0 : X → Y0 íà ìíîæåñòâå
(1) W = { x ∈ X : ‖Ijx‖Yj

≤ δj, j = 1, . . . , k }
ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Ik+1, . . . , Im, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ
(ïðè k = 0 ïîëàãàåì W = X). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ W
èçâåñòåí âåêòîð y = (yk+1, . . . , ym) ∈ Yk+1 × . . . × Ym òàêîé, ÷òî
‖Ijx− yj‖Yj

≤ δj, j = k + 1, . . . , m. Òðåáóåòñÿ ïî âåêòîðó y óêàçàòü
ýëåìåíò, íàèáîëåå áëèçêèé â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Y0 ê I0x.

Ïåðåéäåì ê áîëåå òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è. Âñÿêèé ìå-
òîä, êîòîðûé ïî âåêòîðó y óêàçûâàåò àïïðîêñèìàöèþ ê ýëåìåíòó
I0x, ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà
Yk+1 × . . . × Ym â Y0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå ìåòîäû
èëè, èíûìè ñëîâàìè, âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Yk+1 × . . . ×

Ïóáëèêàöèÿ âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
(Ñîãëàøåíèå � 02.a03.21.0008 è ïðîåêò 1.962.2017) è ÐÔÔÈ (ïðîåêò �17-51-
52022).
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Ym → Y0. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ îïðåäåëèì åãî ïî-
ãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâîì

e(I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Yk+1×...×Ym

‖Ijx−yj‖Yj
≤δj , j=k+1,...,m

‖I0x− ϕ(y)‖Y0 ,

ãäå I = (I0, I1 . . . , Im), à δ = (δ1, . . . , δmn). Íàäî íàéòè ïîãðåøíîñòü
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì
(2) E(I, δ) = inf

ϕ : Yk+1×...×Ym→Y0

e(I, δ, ϕ),

à òàêæå ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü (åñëè
òàêîâûå ñóùåñòâóþò), íàçûâàåìûå îïòèìàëüíûìè.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû âîññòàíàâëèâàåì íå ñàì îïåðàòîð I0 (îí
çàäàí), à åãî çíà÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ èç ìíîæåñòâà W ïî íåòî÷íîé
èíôîðìàöèè îá ýòèõ ýëåìåíòàõ. Îäíàêî, òðàäèöèîííî ýòà çàäà÷à
íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà I0.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà I0, Ik+1, . . . , Im � ëèíåéíûå ôóíê-
öèîíàëû, à W , â îòëè÷èå îò (1), � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç X
è δk+1 = . . . = δm = 0, ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà Ñ. À. Ñìî-
ëÿêîì [1]. Èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî è öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî ìíîæåñòâà W ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé. Îáîáùåíèÿì ýòîé ïîñòàíîâêè ïî-
ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì. [2]�[8], à òàêæå áèáëèîãðàôèþ â íèõ).

Îáùèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà m = 2, à Y0, Y1 è Y2 � ãèëüáåð-
òîâû ïðîñòðàíñòâà, áûë äîêàçàí â ðàáîòå [9] è òàì æå ïîëó÷åíû
ïåðâûå êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû î âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà òåìàòèêà ïîëó÷èëà â [10]�[13].

Èññëåäîâàíèþ âîïðîñà î ïðèìåíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ê íåâûïóê-
ëûì ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [14], [15]. Â äàííîé
ñòàòüå íà îñíîâå ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êà-
ñàþùèõñÿ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

1. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à è óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè
Ëàãðàíæà

Äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (2) íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à
(3) ‖I0x‖Y0 → max, ‖Ijx‖Yj

≤ δj, j = 1, . . . ,m, x ∈ X.

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû E(I, δ) â
ñèëó ñëåäóþùåãî õîðîøî èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,
ëåììó 1 èç ðàáîòû [10]).
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Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E(I, δ) ≥ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj
≤δj , j=1,...,m

‖I0x‖Y0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y0, Y1, . . . , Ym � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñî
ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè 〈·, ·〉Yj

, j = 0, 1, . . . ,m. Òîãäà óäîáíåå
ïåðåéòè ê êâàäðàòó çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3) è ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó

(4) ‖I0x‖2
Y0
→ max, ‖Ijx‖2

Yj
≤ δ2

j , j = 1, . . . ,m, x ∈ X.

Çàäà÷à (4) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å

(5) q0(x) → min, qj(x) ≤ δ2
j , j = 1, . . . ,m, x ∈ X,

ãäå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

(6) q0(x) = −〈I0x, I0x〉Y0 , qj(x) = 〈Ijx, Ijx〉Yj
, j = 1, . . . ,m.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ â êâàäðàòè÷-
íîé çàäà÷å (5) âûïîëíåíî óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà,
êîòîðîå ìû áóäåì ïîíèìàòü â ñëåäóþùåì óñèëåííîì ñìûñëå.

Ïóñòü äàíû äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè fj : X → R, j = 0, 1, . . . , m.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

(7) f0(x) → min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , m,

âûïîëíåíî óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, åñëè ñóùåñòâó-
þò òàêèå λj ≥ 0, j = 1, . . . , m (ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà), äëÿ êîòîðûõ

inf
x∈X

L(x, λ) = inf
x∈X

fj(x)≤0, j=1,...,m

f0(x).

Çäåñü L � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

L(x, λ) = f0(x) +
m∑

j=1

λjfj(x), λ = (λ1, . . . , λm).

Ïðèâåäåííîå óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà âûïîëíÿåò-
ñÿ íå âñåãäà. Ìû áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó (5), ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è (7), îäíàêî, äàæå â íåé ýòî óñëîâèå ìîæåò
íàðóøàòüñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð äàåò çàäà÷à (5) ïðè m = 3,
X = R2, x = (x1, x2) ∈ R2, δj = 1 è

q0(x) = −(x2
1 + x2

2), q1(x) = (x1 + 2x2)
2,

q2(x) = (x1 − 2x2)
2, q3(x) = 9x2

1.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (5), â êîòîðîé êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qj èìå-
þò áîëåå îáùèé âèä, ÷åì ðàññìîòðåííûå âûøå. À èìåííî, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìû qj èìåþò âèä
(8) qj(x) = 〈Qjx, x〉, j = 0, . . . , m,

ãäå Qj : X → X∗ çàäàííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü çíà÷åíèå çàäà÷è (5) êîíå÷íî è âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ò.å. ñóùåñòâóþò
òàêèå λj ≥ 0, j = 1, . . . , m, äëÿ êîòîðûõ
(9) inf

x∈X
L(x, λ) = inf

x∈X
qj(x)≤δ2

j , j=1,...,m

q0(x), λ = (λ1, . . . , λm),

ãäå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L(x, λ) = q0(x) +
m∑

j=1

λj(qj(x)− δ2
j ).

Òîãäà
(10)

inf
x∈X

qj(x)≤δ2
j , j=1,...,m

q0(x) = −
m∑

j=1

λjδ2
j = −min

µ∈Λ

m∑
j=1

µjδ2
j , µ = (µ1, . . . , µm),

ãäå ìíîæåñòâî Λ ñîñòîèò èç òåõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà µ, ÷òî
µj ≥ 0, j = 1, . . . , m è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q0 + µ1q1 + . . . + µmqm

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(11) inf

x∈X
qj(x)≤δ2

j , j=1,...,m

q0(x) = inf
x∈XPm

j=1 λjqj(x)≤Pm
j=1 λjδ2

j

q0(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (5) êîíå÷íî,
ïðè âñåõ x ∈ X

(12) q0(x) +
m∑

j=1

λjqj(x) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

inf
x∈X

L(x, λ) = −
m∑

j=1

λjδ2
j .

Ïóñòü µ ∈ Λ è x ∈ X � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (5). Òîãäà

q0(x) ≥ L(x, µ) ≥ −
m∑

j=1

µjδ2
j .
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Áåðÿ íèæíþþ ãðàíü ïî âñåì äîïóñòèìûì ýëåìåíòàì, ïîëó÷àåì

−
m∑

j=1

λjδ2
j = inf

x∈X
qj(x)≤δ2

j , j=1,...,m

q0(x) ≥ −
m∑

j=1

µjδ2
j .

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå èç ðàâåíñòâ (10).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (11). Ïóñòü x ∈ X è

m∑
j=1

λjqj(x) ≤
m∑

j=1

λjδ2
j .

Òîãäà â ñèëó (12)

q0(x) ≥ q0(x) +
m∑

j=1

λjqj(x)−
m∑

j=1

λjδ2
j ≥ −

m∑
j=1

λjδ2
j .

Ñëåäîâàòåëüíî,

inf
x∈XPm

j=1 λjqj(x)≤Pm
j=1 λjδ2

j

q0(x) ≥ −
m∑

j=1

λjδ2
j .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

inf
x∈XPm

j=1 λjqj(x)≤Pm
j=1 λjδ2

j

q0(x) ≤ inf
x∈X

qj(x)≤δ2
j , j=1,...,m

q0(x) = −
m∑

j=1

λjδ2
j .

¤

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïðèâåäåì
óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå ñôîðìóëèðîâàííîãî óñëîâèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è (5), â êî-
òîðîé êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qj èìåþò âèä (8), ãäå ãäå Qj : X → X
çàäàííûå ëèíåéíûå ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû. Îòìåòèì, ÷òî êâàä-
ðàòè÷íûå ôîðìû qj íåïðåðûâíû, ò.ê. ïî òåîðåìå Õåëëèíãåðà�
Òåïëèöà ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû Qj íåïðåðûâíû.

Ïîëîæèì

Λ̄ =

{
λ̄ = (λ0, . . . , λm) : λj ≥ 0, j = 0, . . . , m,

m∑
j=0

λj = 1

}
.

Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (îáîçíà÷àåòñÿ îí
÷åðåç ind) � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ èç ðàçìåðíîñòåé ëèíåéíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ ýòà ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Èíäåêñ
ìîæåò ïðèíèìàòü è áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå.
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Ñëåäóÿ [15], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì qj,
j = 0, 1, . . . , m, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A, åñëè äëÿ ëþáûõ λ̄ ∈ Λ̄
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì,

λ0q0(x) + . . . + λmqm(x) x ∈ X,

ëèáî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, ëèáî åå èíäåêñ áîëüøå m.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, èíôèìóì â
çàäà÷å (5) êîíå÷åí è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A. Òîãäà äëÿ ýòîé çà-
äà÷è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì åãî ñëåäóÿ [15]. Ïîëîæèì

D = {x ∈ X : qj(x) ≤ δ2
j , j = 1, . . . ,m }, κ = inf

x∈D
q0(x).

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî D çàìêíóòî ïîñêîëüêó ôóíêöèè qj íåïðåðûâ-
íû. Ïîýòîìó D, íàäåëåííîå èíäóöèðîâàííîé èç ïîëíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X ìåòðèêîé, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Ïîýòîìó ê çàäà÷å (5) ìîæíî ïðèìåíèòü ãëàäêèé âàðèàöèîí-
íûé ïðèíöèï Èîôôå è Òèõîìèðîâà (ñì. òåîðåìó 1 èç [16]). Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 èç [16], âçÿâ

λ = 3
√

ε, αn = 3
√

ε2−(n+1), βn = 2−(3n+2), ϕx,α(ξ) = 1−
∣∣∣∣
ξ − x

α

∣∣∣∣
2

.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó w ∈ D, äëÿ êîòîðîé q0(w) ≤ κ + ε.
Â ñèëó óêàçàííîé òåîðåìû ñóùåñòâóþò (çàâèñÿùèå îò ε) íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ D,
ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ∈ D, òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ n

(13) θn ≤ 2−n, |xn − w| ≤ 3
√

ε, q0(xn) ≤ q0(w),

à ôóíêöèÿ

f0,ε(x) = q0(x) + 3
√

ε

∞∑
n=1

θn|xn − x|2

íà ìíîæåñòâå D äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå x∗. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
ýòîì â òåðìèíàõ òåîðåìû 1 èç [16] ìû âçÿëè θn =

3
√

ε2γnα
−2
n .

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å ñ íåðàâåíñòâàìè
f0,ε(x) → min, qj(x)− δ2

j ≤ 0, j = 1, . . . ,m,

â òî÷êå x∗ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 2.1 èç
[18]). Ïî ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̄ε =
(λ0

ε, . . . , λ
m
ε ) ∈ Λ̄, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

(14) ∂Lε

∂x
(x∗, λ̄ε) = 0,
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óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

(15) λj
ε

(
qj(x∗)− δ2

j

)
= 0, j = 1, . . . ,m,

è óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

(16) ind

(
∂2Lε

∂x2
(x∗, λ̄ε)

)
≤ m.

Çäåñü

Lε(x, λ̄) = λ0f0,ε(x) +
m∑

j=1

λj

(
qj(x)− δ2

j

)
.

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ f0,ε ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-
äà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ïðè÷åì ýòîò ðÿä, à òàêæå ðÿä èç ïðîèç-
âîäíûõ ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, à
ôóíêöèè qj ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè. Îòñþäà âûòåêàþò
ñîîòíîøåíèÿ

〈f ′0,ε(x), x〉 = 2f0,ε(x), 〈q′j(x), x〉 = 2qj(x), j = 0, . . . , m.

Ïîýòîìó, óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (14) íà x∗, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ äîïîë-
íÿþùåé íåæåñòêîñòè (15), ïîëó÷àåì

(17) λ0
ε

(
q0(x∗) + 3

√
ε

∞∑
n=1

θn|xn − x∗|2
)

= −
m∑

j=1

λj
εδ

2
j .

Ïåðåõîäÿ âî âòîðîì íåðàâåíñòâå (13) ê ïðåäåëó ïðè n →∞ èìå-
åì |x∗ − w| ≤ 3

√
ε, îòêóäà â ñèëó (13) ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

ïðè âñåõ n |xn − x∗| ≤ 2 3
√

ε. Ïåðåõîäÿ â òðåòüåì íåðàâåíñòâå (13)
ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì q0(x∗) ≤ q0(w) ≤ κ + ε, îòêóäà
|q0(x∗) − κ| ≤ ε, ïîñêîëüêó x∗ ∈ D è, çíà÷èò, q0(x∗) ≥ κ. Èç ïîëó-
÷åííûõ íåðàâåíñòâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ0

ε ≤ 1, ïîëó÷àåì îöåíêó

(18)
∣∣∣∣λ0

ε

(
q0(x∗) + 3

√
ε

∞∑
n=1

θn|xn − x∗|2
)
− λ0

εκ

∣∣∣∣ ≤ 5ε.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå µ = (µ1, . . . , µm), µj ≥ 0, j = 1, . . . , m è
äîêàæåì, ÷òî ïðè µ̄ε = (λ0

ε, µ) èìååò ìåñòî
(19) inf

x∈X
L0(x, µ̄ε) ≤ λ0

εκ + 5ε.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó x∗ ∈ D, òî µj(qj(x∗) − δ2
j ) ≤ 0, j =

1, . . . , m, è, ñëåäîâàòåëüíî, Lε(x∗, µ̄ε) ≤ λ0
εf0,ε(x∗). Ïîýòîìó, èñïîëü-

çóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî f0,ε(x) ≥ q0(x), ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ
x ∈ X, èìååì

inf
x∈X

L0(x, µ̄ε) ≤ inf
x∈X

Lε(x, µ̄ε) ≤ Lε(x∗, µ̄ε) ≤ λ0
εf0,ε(x∗).
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Îòñþäà â ñèëó (18) ïîëó÷àåì (19).
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ε−1 ïðèíèìàåò òîëüêî íàòóðàëüíûå

çíà÷åíèÿ. Ïåðåõîäÿ â îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (m + 1)-
ìåðíûõ âåêòîðîâ {λ̄ε} ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
λ̄ε → λ̄ äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà λ̄ = (λ0, . . . , λm). Î÷åâèäíî, λ̄ ∈ Λ̄.

Èññëåäóåì ñåìåéñòâî êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ∂2Lε

∂x2
(x, λ̄). Êàê îòìå-

÷àëîñü âûøå, ôóíêöèÿ f0,ε ïðåäñòàâèìà â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-
äà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, à ôóíêöèè qj ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè
ôîðìàìè. Ïîýòîìó êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ∂2Lε

∂x2
(x, λ̄) íå çàâèñèò îò

ïåðåìåííîé x, à çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ λ̄ è ε. Íî åñëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, èíäåêñ êàæäîé èç êîòîðûõ
íå ïðåâûøàåò îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà m, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
åäèíè÷íîì øàðå ê íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå, òî åå èíäåêñ
òàêæå íå ïðåâûøàåò òîãî æå ÷èñëà m. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.3 èç [18]. Ïîýòîìó â ñèëó
(16) èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

∂2L0

∂x2
(x, λ̄) = λ0q0 + · · ·+ λmqm

íå ïðåâûøàåò m. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ A ýòà êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Äàëåå, â ñèëó (17) è (18) âûïîëíÿåòñÿ |λ0
εκ +

∑m
j=1 λj

εδ
2
j | ≤ 5ε.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, èìååì

(20) λ0κ = −
m∑

j=1

λjδ2
j .

Íî òîãäà λ0 > 0, ïîñêîëüêó âñå λj íåîòðèöàòåëüíû è íå ðàâíû íóëþ
îäíîâðåìåííî, à âñå δj ïî óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó, ó÷è-
òûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ïî
ïåðåìåííîé λ̄, äåëÿ èõ íà λ0, íå òåðÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
λ0 = 1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q0 + λ1q1 + . . . λmqm íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà, à ìèíèìóì íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó

min
x∈X

L(x, λ) = −
m∑

j=1

λjδ2
j ,

îòêóäà â ñèëó (20) ïîëó÷àåì (9). ¤
Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå

óñëîâèÿ A.
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Ëåììà 2. Ïóñòü X̃ � âñþäó ïëîòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî h ∈ X̃, h 6= 0, ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé îïåðàòîð B = Bh : X̃ → X̃ òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ j =
0, 1, . . . , m

1) qj(B
kh) ≤ qj(h), k = 1, . . . , m,

2) 〈QjB
k1h,Bk2h〉 = 0, 0 ≤ k1 < k2 ≤ m.

Òîãäà êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qj(x), j = 0, 1, . . . , m, óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò λj ≥ 0, j =
0, 1, . . . , m, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

q = λ0q0 + λ1q1 + . . . + λmqm,

íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò h ∈
X, äëÿ êîòîðîãî q(h) < 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî X̃ � âñþäó ïëîòíî â
X, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h ∈ X̃. Äîêàæåì, ÷òî èíäåêñ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû q áîëüøå m. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ xj = Bjh, j =
0, 1, . . . , m. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ α = (α0, α1, . . . , αm) 6= 0 äëÿ
âåêòîðà

x =
m∑

k=0

αkxk

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî q(x) < 0. Â ñèëó ñâîéñòâ 1) è 2) èìååì

qj(x) = 〈Qj

m∑

k=0

αkxk,

m∑

k=0

αkxk〉 =
m∑

k=0

α2
k〈Qjxk, xk〉

=
m∑

k=0

α2
k〈QjB

kh, Bkh〉 ≤
m∑

k=0

α2
kqj(h) = qj(h)

m∑

k=0

α2
k.

Îòñþäà

q(x) =
m∑

j=0

λjqj(x) ≤

m∑

k=0

α2
k

( m∑
j=0

λjqj(h)

)
= q(h)

m∑

k=0

α2
k < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x 6= 0. Òåì ñàìûì âåêòîðû x0, x1, . . . , xm � ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà q îòðèöàòåëüíà îïðåäåëåíà íà
ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè m + 1, îáðàçîâàííîì ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êîé, íàòÿíóòîé íà ýòè âåêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ ýòîé
ôîðìû áîëüøå m. ¤
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Çàìå÷àíèå. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Bh íåðåäêî óäîáíî áðàòü â âèäå
Bh = An(h), ãäå A : X̃ → X̃ çàäàííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, à n(h)
ïðè êàæäîì h ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Íàïðèìåð, ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ïàð âåêòîð-
ôóíêöèé w(t) = (ξ(t), u(t)), t ∈ R, ãäå u(·) èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó
m-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ u(·) : R → Rm, ó êîòîðîé êâàäðàò ìîäóëÿ ñóì-
ìèðóåì íà R (ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Lm

2 (R)), à àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ n-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ ξ(·) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(21) ξ̇ = Dξ + Eu(t),

è ïðè ýòîì ξ(·) ∈ Ln
2 (R). Çäåñü D, E � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå

ìàòðèöû íóæíûõ ðàçìåðîâ. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qj îïðåäåëèì
ðàâåíñòâàìè

(22) qj(w(·)) =

∫

R
〈Gjξ(t), ξ(t)〉+ 2〈Qjξ(t), u(t)〉+ 〈Rju(t), u(t)〉 dt,

ãäå Gj, Qj, Rj � çàäàííûå ìàòðèöû íóæíûõ ðàçìåðîâ.
Êàê èçâåñòíî (ñì. [19]), ïîäïðîñòðàíñòâî X̃, ñîñòîÿùåå èç ôè-

íèòíûõ âåêòîð-ôóíêöèé (w(·)) ∈ X, âñþäó ïëîòíî â X. Â êà÷åñòâå
îïåðàòîðà A âîçüìåì ñäâèã ôóíêöèé ïî âðåìåíè íà åäèíèöó, ò.å.
A(w)(t) = w(t − 1). Â ñèëó ëåììû 2 è çàìå÷àíèÿ ê íåé â ýòîì
ïðèìåðå óñëîâèå A âûïîëíÿåòñÿ. Ýòè æå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè, åñëè â (22) èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ïî
ïðÿìîé R, à ïî ïîëîæèòåëüíîìó ëó÷ó R+ èëè ïî îòðèöàòåëüíîìó
ëó÷ó R−, à íà òðàåêòîðèþ ξ(·) íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
ξ(0) = 0. Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå â îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà X
íàäî äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî u(t) = 0, ξ(t) = 0 ïðè âñåõ t ≤ 0, à
âî âòîðîì ñëó÷àå, ÷òî u(t) = 0, ξ(t) = 0 ïðè âñåõ t ≥ 0, à â êà÷åñòâå
îïåðàòîðà A íàäî âçÿòü îïåðàòîð ñäâèãà A(w)(t) = w(t + 1).

Ïåðåéäåì ê áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü (T, Σ, µ) � èçìå-
ðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå T � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà
ïîäìíîæåñòâ T (íàçûâàåìûõ èçìåðèìûìè) è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ σ-ôèíèòíàÿ ìåðà µ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â
T ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ
Tn ∈ Σ, ÷òî µ(Tn) < ∞∀n è

⋃
n Tn = T.

Ïóñòü Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî
L2(T, µ, Y ), ñîñòîÿùåå èç èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé f : T → Y, ó
êîòîðûõ êâàäðàò ìîäóëÿ |f |2 = 〈f, f〉 ñóììèðóåì íà T . Ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â íåì îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Èçâåñòíî
([20]), ÷òî ñàìî ïðîñòðàíñòâî L2(T, µ, Y ) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.
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Ïóñòü â ñåìåéñòâå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ âûäåëåíî íåêîòîðîå åãî
ïîäñåìåéñòâî Σ̃ ⊂ Σ. Îòíîñèòåëüíî Σ̃ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
µ(e) < ∞∀ e ∈ Σ̃ è ýòî ïîäñåìåéñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ, ò.å. åñëè e1, e2 ∈ Σ̃, òî e1

⋃
2 ∈ Σ̃.

Íà ïðîñòðàíñòâå L2(T, µ, Y ) ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

(23) qj(f) =

∫

T

〈Cjf(t), f(t)〉dµ, j = 0, · · · ,m.

Çäåñü Cj : Y → Y çàäàííûå ñèììåòðè÷íûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü X ⊂ L2(T, µ, Y ) � çàäàííîå çàìêíóòîå ëèíåé-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî X̃ âñþäó ïëîòíî â X, è ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå îòîáðàæå-
íèå ϕ : T → T 1, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) ìåðà µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ϕ íà Σ̃ â òîì ñìûñëå,
÷òî ϕ−1(e) ∈ Σ̃ è µ(e) = µ(ϕ−1(e)) äëÿ ëþáîãî e ∈ Σ̃;

2) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà e ∈ Σ̃ ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå n = n(e), ÷òî µ(e

⋂
ϕ−jn(e)) = 0 ïðè êàæäîì j =

1, · · · ,m (ϕ−s � ýòî s-àÿ èòåðàöèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ−1);
3) ëèíåéíûé îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè f → f ◦ ϕ = f(ϕ) èíâàðè-

àíòåí îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà X̃, è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ X̃ åå íîñèòåëü ïðèíàäëåæèò Σ̃, ò.å. {t ∈ T : f(x) 6= 0} ∈ Σ̃.

Òîãäà äëÿ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è (5), â êîòîðîé êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû qj îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (23), ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðâûõ äâóõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî
ìåðû µ, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé, òî µ(T ) = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ h(·) ∈ X̃ è ïî-
ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé åé, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ëåììû 2,
ëèíåéíûé îïåðàòîð Bh.

Ïóñòü e0 = {t ∈ T : h(t) 6= 0} � íîñèòåëü ôóíêöèè h. Òîãäà e0 ∈ Σ̃
â ñèëó óñëîâèÿ 3). Â ñèëó óñëîâèÿ 2) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
n = n(e0), ÷òî µ(e0

⋂
ϕ̃j(e0)) = 0, j = 1, · · · ,m, ãäå ϕ̃ = ϕ−n.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà ej = ϕ̃j(e0), j = 1, · · · ,m. Òî-
ãäà â ñèëó óñëîâèÿ 1) ej ∈ Σ̃. Êðîìå òîãî, µ(ej

⋂
e0) = 0 ïðè êàæäîì

j = 1, · · · ,m, à òàêæå µ(ej) = κ, ãäå κ = µ(e0) < ∞, ïîñêîëüêó ìåðà
µ èíâàðèàíòíà òàêæå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ϕnj.

Äîêàæåì, ÷òî
(24) µ(ek1

⋂
ek2) = 0 ∀ k1, k2 : 0 ≤ k1 < k2 ≤ m.

1ò.å. ìíîæåñòâî ϕ−1(e) èçìåðèìî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà e ∈ Σ
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Ïðè k1 = 0 ýòè ðàâåíñòâà îòìå÷åíû âûøå. Ïóñòü k1 ≥ 1. Äîêàæåì,
÷òî òîãäà

(25) µ(ek1

⋃
ek2) = µ(ek1−1

⋃
ek2−1).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îáðàç îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ðàâåí îáú-
åäèíåíèþ èõ îáðàçîâ, òî èìååì

ϕ̃(ek1

⋃
ek2) = ϕ̃(ek1)

⋃
ϕ̃(ek2) = ek1−1

⋃
ek2−1 =⇒

µ(ek1

⋃
ek2) = µ(ϕ̃(ek1

⋃
ek2)) = µ(ek1−1

⋃
ek2−1),

÷òî äîêàçûâàåò (25).
Èç (25), ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k1 äî

íóëÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî µ(ek1

⋃
ek2) = µ(e0

⋃
ej) ïðè j = k2 − k1.

Íî µ(e0

⋂
ej) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, µ(ek1

⋃
ek2) = 2κ. Êðîìå òî-

ãî, µ(ek1) + µ(ek2) = 2κ, îòêóäà â ñèëó ðàâåíñòâà µ(ek1

⋂
ek2) =

µ(ek1) + µ(ek2)− µ(ek1

⋃
ek2) ïîëó÷àåì (24).

Â ñèëó óñëîâèÿ 3) îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè
A : X̃ → X̃ ñîîòíîøåíèåì (Af)(t) = f(ϕ(t)), t ∈ T è îïåðàòîð
Bh : X̃ → X̃ ñîîòíîøåíèåì Bh = An, ãäå n = n(e0). Ïî ïîñòðî-
åíèþ (Bk

hh)(t) = h(ϕnk(t)) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t 6∈ ek. Îòñþäà â
ñèëó (24) ïðè âñåõ k1 < k2 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T âûòåêàåò ðàâåí-
ñòâî 〈Cj(B

k1
h h)(t), (Bk2

h h)(t)〉 = 0. Èç ñêàçàííîãî íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 2) ëåììû 2.

Äîêàæåì óñëîâèå 1) ëåììû 2. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ âñåõ j è k âûïîëíÿåòñÿ

(26)
∫

T

〈Cjh(t), h(t)〉dµ =

∫

T

〈Cjh(ϕnk(t)), h(ϕnk(t))〉dµ.

Äåéñòâèòåëüíî, äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà êîíå÷-
íîé ìåðû T̃ ⊂ T èìååò ìåñòî

(27)
∫

T̃

〈Cjh(t), h(t)〉dµ =

∫

T̃

〈Cjh(ϕnk(t)), h(ϕnk(t))〉dµ.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Âîçüìåì òàêóþ ïðîñòóþ ôóíê-
öèþ hε, ÷òî |〈Cjh(t), h(t)〉−〈Cjhε(t), hε(t)〉| ≤ ε äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T .
Ïóñòü ôóíêöèÿ hε ïðèíèìàåò ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé ys, s = 1, 2, ....
Òîãäà
∫

T̃

〈Cjhε(t), hε(t)〉dµ =
∞∑

s=1

〈Cjys, ys〉µ(Ts), Ts = {t ∈ T̃ : hε(t) = ys}.
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Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ôóíêöèþ hε(ϕ
nk). Ïðè êàæäîì s èìååì

µ

(
{t ∈ T̃ : hε(ϕ

nk(t)) = ys}
)

= µ

(
ϕ(−nk)(Ts)

)
= µ(Ts).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
∫

T̃

〈Cjhε(t), hε(t)〉dµ =

∫

T̃

〈Cjhε(ϕ
nk(t)), hε(ϕ

nk(t))〉dµ,

îòêóäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì (27). Ñïðàâåäëèâîñòü
(26) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ðàâåíñòâî (27) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ìíîæåñòâà T̃ êîíå÷íîé ìåðû. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 1)
ëåììû 2 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ (ïðè÷åì ñî çíàêîì ðàâåíñòâà).

Ïî ëåììå 2 êâàäðàòè÷íûå ôîðìû qj(x), x ∈ X, j = 0, 1, . . . , m,
îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (23), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ A. Ïî-
ýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. ¤

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü âíà÷àëå T = Rd

� ýòî d-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé Ëåáåãà µ. Òîãäà â êà÷åñòâå Σ̃
ìîæíî âçÿòü ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó îãðàíè÷åííûõ ìíî-
æåñòâ. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ ϕ âîçüìåì ñäâèã íà ïðîèçâîëüíûé
ôèêñèðîâàííûé íåíóëåâîé âåêòîð t̄ ∈ Rd, ò.å. ϕ(t) ≡ t + t̄, t ∈ Rd.

Ïóñòü òåïåðü T = Zd, ãäå Zd � ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ d-
ìåðíûõ âåêòîðîâ z, à µ � äèñêðåòíàÿ ìåðà òàêàÿ, ÷òî µ(z) = 1 äëÿ
ëþáîé òî÷êè z ∈ Zd. Â êà÷åñòâå Σ̃ âîçüìåì ñåìåéñòâî îãðàíè÷åí-
íûõ ïîäìíîæåñòâ èç Zd, à â êà÷åñòâå ϕ � ñäâèã íà ïðîèçâîëüíûé
íåíóëåâîé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð z̄, ò.å. ϕ(z) ≡ z + z̄, z ∈ Zd.

Âîò åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü T � ýòî öèëèíäð T = T1×T2. Çäåñü
T1 � ýòî ëèáî Rd ëèáî Zd, à çàäàííàÿ íà T1 ìåðà µ1 � ýòî ëèáî ìå-
ðà Ëåáåãà, ëèáî îïèñàííàÿ âûøå äèñêðåòíàÿ ìåðà, ñîîòâåòñòâåííî.
Â êà÷åñòâå T2 âîçüìåì èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rd

èëè Zd ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìåðîé µ2. Ìåðó µ íà T îïðåäåëèì êàê
ïðîèçâåäåíèå ìåð, ò.å. µ = µ1 ⊗ µ2. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è âûøå, â
êà÷åñòâå Σ̃ âîçüìåì ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíî-
æåñòâ (âïðî÷åì, Σ̃ åñòåñòâåííî òàê áðàòü âñåãäà, êîãäà T íàäåëåíî
ìåòðèêîé). À âîò â êà÷åñòâå ϕ íàäî áðàòü ñäâèã âäîëü ïðîñòðàíñòâà
T1, ò.å. ϕ(t) ≡ t+(t̄1, 0), t = (t1, t2) ∈ T , ãäå t̄1 � ïðîèçâîëüíûé íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò èç T1. Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ
ïîäïðîñòðàíñòâî X̃ ñîñòîèò èç ôèíèòíûõ ôóíêöèé.
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2. Çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè
Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (5) (è íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
ðàçðåøèìîñòè) ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ E(I, δ) â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëÿõ
Ëàãðàíæà, à òàêæå íàéòè îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Ŷ = Yk+1 × . . . × Ym

îïðåäåëèì íîðìó îáû÷íûì îáðàçîì ïî ôîðìóëå

‖y‖bY =

( m∑

j=k+1

‖yj‖2
Yj

)1/2

.

Ëåììà 3. Ïóñòü â çàäà÷å (5), ãäå qj, j = 0, 1, . . . , m, îïðåäåëå-
íû ðàâåíñòâàìè (6), ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà ñ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà λj, j = 1, . . . ,m. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò âñþäó ïëîòíûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Ỹj ⊆ Yj, j = k + 1, . . . ,m è ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
A : Yk+1× . . .×Ym → Y0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ y = (yk+1, . . . , ym) ∈
Ỹk+1 × . . .× Ỹm ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xy ∈ X óðàâíåíèÿ

(28)
m∑

j=1

λjI∗j Ijx =
m∑

j=k+1

I∗j yj

è Ay = I0xy. Òîãäà ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ðàâíà

E(I, δ) =

( m∑
j=1

λjδ2
j

)1/2

,

à ìåòîä ϕ(y) = AΛy, ãäå Λy = (λk+1yk+1, . . . , λ
mym) ÿâëÿåòñÿ îï-

òèìàëüíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò îöåíêà
ñíèçó

(29) E(I, δ) ≥
( m∑

j=1

λjδ2
j

)1/2

.

Ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E =
Y1 × . . .× Ym ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(y1, y2)E =
m∑

j=1

λj(y1
j , y

2
j )Yj

,
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ãäå
y1 = (y1

1, . . . , y
1
m), y2 = (y2

1, . . . , y
2
m).

Ïîëîæèì
Ĩx = (I1x, . . . , Imx), ỹ0 = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , ym).

Åñëè xΛy ∈ X � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28), òî äëÿ âñåõ x ∈ X

(ĨxΛy, Ĩx)E = (ỹ0, Ĩx)E.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
‖Ĩx− ỹ0‖2

E = ‖Ĩx− ĨxΛy + ĨxΛy− ỹ0‖2
E = ‖Ĩx− ĨxΛy‖2

E +‖ĨxΛy− ỹ0‖2
E.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x ∈ X

(30) ‖Ĩx−ĨxΛy‖2
E ≤ ‖Ĩx−ỹ0‖2

E =
k∑

j=1

λj‖Ijx‖2
Yj

+
m∑

j=k+1

λj‖Ijx−yj‖2
Yj

.

Ïóñòü x ∈ W è y = (yk+1, . . . , ym) ∈ Yk+1 × . . . × Ym òàêîâû, ÷òî
‖Ijx−yj‖ ≤ δj, j = k+1, . . . , m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

ỹ = (ỹk+1, . . . , ỹm) ∈ Ỹk+1 × . . .× Ỹm,

òàêîé, ÷òî
‖yj − ỹj‖Yj

≤ ε, j = k + 1, . . . , m.

Òåì ñàìûì,
‖Ijx− ỹj‖Yj

≤ ‖Ijx− yj‖Yj
+ ‖yj − ỹj‖Yj

≤ δj + ε, j = k + 1, . . . , m.

Ïîëîæèì z = x− xΛey. Òîãäà èç (30) ñëåäóåò, ÷òî

(31)
m∑

j=1

λj‖Ijz‖2
Yj
≤

m∑
j=1

λj δ̃2
j ,

ãäå

δ̃j =

{
δj, 1 ≤ j ≤ k,

δj + ε, k + 1 ≤ j ≤ m.

Äëÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ(y) = AΛy ïîëó÷èì îöåíêó

‖I0x− AΛy‖Y0 ≤ ‖I0x− AΛỹ‖Y0 + ‖AΛ(ỹ − y)‖Y0

≤ ‖I0x− I0xΛey‖Y0 + ‖AΛ‖(m− k)ε.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ a, b > 0

sup
z∈XPm

j=1 λj‖Ijz‖2Yj
≤a2

‖I0z‖2
Y0

=
a2

b2
sup
x∈XPm

j=1 λj‖Ijx‖2Yj
≤b2

‖I0x‖2
Y0

.
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Ó÷èòûâàÿ (31) è ïðåäëîæåíèå 1, ïîëó÷èì

‖I0x− I0xΛey‖2
Y0

= ‖I0z‖2
Y0
≤ sup

z∈XPm
j=1 λj‖Ijz‖2Yj

≤Pm
j=1 λjeδ2

j

‖I0z‖2
Y0

=

∑m
j=1 λj δ̃2

j∑m
j=1 λjδ2

j

sup
z∈XPm

j=1 λj‖Ijz‖2Yj
≤Pm

j=1 λjδ2
j

‖I0z‖2
Y0

=
m∑

j=1

λj δ̃2
j .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, ïîëó÷èì

(32) ‖I0x− AΛy‖Y0 ≤
( m∑

j=1

λjδ2
j

)1/2

.

Èç (29) è (32) ñëåäóåò, ÷òî

E(I, δ) =

( m∑
j=1

λjδ2
j

)1/2

,

à ìåòîä ϕ(y) = AΛy ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. ¤

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Óðàâíåíèå (28) âîçíèêàåò èç íåîá-
õîäèìîñòè ðåøèòü ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

k∑
j=1

λj‖Ijx‖2
Yj

+
m∑

j=k+1

λj‖Ijx− yj‖2
Yj
→ min, x ∈ X,

êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ìåòîäèêå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòî-
äà âîññòàíîâëåíèÿ, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [9]. Îäíàêî, â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå íå äëÿ âñåõ yj ∈ Yj,
j = k + 1, . . . , m. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè âîññòà-
íîâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ôèêñèðîâàííûé
ìîìåíò âðåìåíè ïî íåòî÷íî çàäàííûì ðåøåíèÿì ýòîãî óðàâíåíèÿ
â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè [12]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèõîäèòñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28) íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
ìíîæåñòâ, âñþäó ïëîòíûõ â Yj, j = k + 1, . . . , m. Íåêîòîðûé âàðè-
àíò ëåììû 3 äîêàçàí â ðàáîòå [13].

Âåðíåìñÿ ê îáùåé êîíñòðóêöèè, îïèñûâàåìîé òåîðåìîé 2. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî T , µ, Y è X òàêîâû, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ýòîé òåî-
ðåìû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2), ãäå X òî æå, ÷òî è â òåîðåìå 2, à
Y0, Y1, . . . , Ym � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïîëîæèì C0 = −I∗0I0,
Cj = I∗j Ij, j = 1, . . . , m. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
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óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ íåêîòîðûìè ìíîæèòåëÿ-
ìè Ëàãðàíæà λj ≥ 0, j = 1, . . . , m èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, âû-
òåêàåò íåîòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïî-
ðîæäåííîé ëèíåéíûì îïåðàòîðîì C = λ1C1 + . . . + λmCm.

Ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð C ñòðîãî ïîëî-
æèòåëåí, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî 〈Cx, x〉 ≥ ε|x|2 äëÿ âñåõ
x ∈ Y . Òîãäà îïåðàòîð C íåïðåðûâíî îáðàòèì. Ïîýòîìó ïî ëåììå 3

E(I, δ) =

( m∑
j=1

λjδ2
j

)1/2

,

à ìåòîä

ϕ(y) = I0(λ
1C1 + . . . + λmCm)−1(λk+1I∗k+1yk+1 + . . . + λmI∗mym)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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