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ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ ÐÅØÅÍÈÉ
ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÛÌ

ÈÇÌÅÐÅÍÈßÌ

Äîêàçàíà òåîðåìà îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ñòåïåíåé íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà. Â êà-
÷åñòâå èëëþñòðàöèè äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
òåìïåðàòóðû òåëà â ðàçíîñòíîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ðàçíîñòíîé ìîäåëè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Áèáëèîãðàôèÿ: 6 íàçâ.

1. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü T : Cd → Cd � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ Cd è Tnx (Tn � n-ÿ ñòåïåíü
îïåðàòîðà T ) èçâåñòíû íåòî÷íî, à èìåííî, èçâåñòíû âåêòîðû y0, yn ∈ Cd òàêèå, ÷òî ‖x− y0‖ 6 δ0
è ‖Tnx − yn‖ 6 δn, ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà, δ0, δn > 0. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîñ-
ñòàíîâèòü (ïî âîçìîæíîñòè, íàèëó÷øèì îáðàçîì) çíà÷åíèå T kx, 0 < k < n. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Cd × Cd → Cd. Ïîãðåøíî-
ñòüþ ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(T k, Tn, δ0, δn, ϕ) = sup ‖T kx− ϕ(y0, yn)‖,
ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî x, y0, yn ∈ Cd òàêèì, ÷òî ‖x−y0‖ 6 δ0 è ‖Tnx−yn‖ 6 δn. Íàñ èíòåðåñóåò
âåëè÷èíà

E(T k, Tn, δ0, δn) = inf
ϕ : Cd×Cd→Cd

e(T k, Tn, δ0, δn, ϕ), (1)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è òå ìåòîäû, íà êîòîðûõ
íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûå îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ.

Ðàáîòà ôèíàíñîâî ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû No. 11-01-00529
è No. 12-01-90014).
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Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîé òåîðåìû ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü T : Cd → Cd � íåíóëå-
âîé íîðìàëüíûé îïåðàòîð, ò.å. TT ∗ = T ∗T . Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿ-
ùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýòîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü λ1, . . . , λd � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå
÷èñëà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ ìîäóëè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ è òåì ñàìûì

|λ1| = . . . = |λs1 | < . . . < |λsr−1+1| = . . . = |λsr |.
Îáùåå çíà÷åíèå ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â j-é ãðóïïå îáîçíà÷èì ÷åðåç µj , 1 6 j 6 r. Ðàçîáüåì
ïîëóïðÿìóþ (0,∞) íà ïðîìåæóòêè:

∆0 = (0, µn
1 ], ∆1 = (µn

1 , µ
n
2 ], . . . ,∆r−1 = (µn

r−1, µ
n
r ], ∆r = (µn

r ,∞),

ïðè÷åì ïîëóèíòåðâàë ∆0 îòñóòñòâóåò, åñëè µ1 = 0. Êàæäîìó ïðîìåæóòêó ∆j ñîïîñòàâèì ïàðó
÷èñåë uj è vj , 0 6 j 6 r (åñëè µ1 = 0, òî 1 6 j 6 r) ïî ïðàâèëó

u0 = 0,

uj =
µ2k
j µ2n

j+1 − µ2n
j µ2k

j+1

µ2n
j+1 − µ2n

j

, 1 6 j 6 r − 1,

ur = µ2k
r

è
v0 = µ

−2(n−k)
1 ,

vj =
µ2k
j+1 − µ2k

j

µ2n
j+1 − µ2n

j

, 1 6 j 6 r − 1,

vr = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T : Cd → Cd � íåíóëåâîé íîðìàëüíûé îïåðàòîð è λ1, . . . , λd � åãî
ñîáñòâåííûå ÷èñëà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Åñëè δn/δ0 ∈ ∆j,
0 6 j 6 r, òî

E(T k, Tn, δ0, δn) =
√
δ20uj + δ2nvj ,

è äëÿ ëþáîãî θ ∈ C òàêîãî, ÷òî |θ| 6 1, è ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà B : Cd → Cd, äëÿ êîòîðîãî
òîò æå áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì èç åãî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè

βi =
vjλ

n

i λ
k
i

uj + |λi|2nvj + θ

√
ujvj

uj + |λi|2nvj
√
−|λi|2k + uj + |λi|2nvj , 1 6 i 6 d,

ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ̂ : Cd × Cd → Cd, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó
ϕ̂(ξ, η) = (T k −BTn)ξ +Bη,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû îòìåòèì åå íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ïóñòü µ1 > 0 è
δn/δ0 ∈ ∆0. Òîãäà u0 = 0 è òåì ñàìûì βi = λ

−(n−k)
i , 1 6 i 6 d, ò.å. B = T−(n−k). Ñëåäîâàòåëüíî,

äåéñòâèå îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ϕ̂ òàêîâî:
ϕ̂(ξ, η) = T k(T−nη).

Ìåòîä èñïîëüçóåò òîëüêî èçìåðåíèå η, à èìåííî, íàõîäèòñÿ ýëåìåíò x èç óñëîâèÿ Tnx = η è
áåðåòñÿ îò íåãî k-ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà T .

Ïóñòü òåïåðü δn/δ0 ∈ ∆r. Òîãäà v0 = 0 è çíà÷èò, βi = 0, 1 6 i 6 d, ò.å. B � íóëåâîé îïåðàòîð.
Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä èñïîëüçóåò òîëüêî èçìåðåíèå ξ:

ϕ̂(ξ, η) = T kξ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îöåíèì ñíèçó ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
E(T k, Tn, δ0, δn). Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ (ò.å. âåëè÷èíû âåðõíåé ãðàíè ìàêñè-
ìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà) ñëåäóþùåé çàäà÷è:

‖T kx‖ → max, ‖x‖ 6 δ0, ‖Tnx‖ 6 δn, x ∈ Cd. (2)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x0 � äîïóñòèìûé âåêòîð â (2). Òîãäà, î÷åâèäíî, âåêòîð −x0 òàêæå
äîïóñòèì è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî ϕ : Cd × Cd → Cd

2‖T kx0‖ = ‖T kx0 − ϕ(0, 0)− (T k(−x0)− ϕ(0, 0))‖ 6 ‖T kx0 − ϕ(0, 0)‖+ ‖T k(−x0)− ϕ(0, 0)‖

6 2 sup
x∈Cd

‖x‖6δ0, ‖Tnx‖6δn

‖T kx− ϕ(0, 0)‖ 6 2 sup
x,y0,yn∈Cd

‖x−y0‖6δ0, ‖Tnx−yn‖6δn

‖T kx− ϕ(y0, yn)‖.

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â (2), à ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè
ïî âñåì ìåòîäàì ϕ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ïóñòü e1, . . . , ed � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Cd èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà T è
x = x1e1 + . . .+ xded. Òîãäà êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2) ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è:

d∑

j=1

|λj |2k|xj |2 → max,

d∑

j=1

|xj |2 6 δ20 ,

d∑

j=1

|λj |2n|xj |2 6 δ2n. (3)

Îöåíèì ñíèçó åå çíà÷åíèå. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 1: µ1 > 0 è δn/δ0 ∈ ∆0. Îïðåäåëèì x̂ = (x̂1, . . . , x̂d) ïî ïðàâèëó x̂1 = δn/µ

n
1 è x̂j = 0,

2 6 j 6 d. Òàê êàê δn/δ0 6 µn
1 , èìååì x̂2

1 6 δ20 è, çíà÷èò, ýëåìåíò x̂ äîïóñòèì â çàäà÷å (3).
Ñëåäîâàòåëüíî, åå çíà÷åíèå íå ìåíüøå âåëè÷èíû

d∑

j=1

|λj |2k|x̂j |2 = µ2k
1

δ2n
µ2n
1

= δ2nµ
−(n−k)
1 = δ20u0 + δ2nv0.

Ñëó÷àé 2: µ1 > 0 è δn/δ0 ∈ ∆j , 1 6 j 6 r − 1. Ïóñòü k1 è k2 òàêèå ÷èñëà, ÷òî |λk1 | = µj , à
|λk2 | = µj+1. Âûáåðåì x̂k1 è x̂k2 èç óñëîâèé

x̂2
k1

+ x̂2
k2

= δ20 , µ2n
j x̂2

k1
+ µ2n

j+1x̂
2
k2

= δ2n,

ò.å.

x̂k1 =

√
δ20µ

2n
j+1 − δ2n

µ2n
j+1 − µ2n

j

, x̂k2 =

√
δ2n − δ20µ

2n
j

µ2n
j+1 − µ2n

j

.

Ïîëîæèì x̂ = (x̂1, . . . , x̂d), ãäå x̂k1 è x̂k2 òîëüêî ÷òî îïðåäåëåíû, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íóëåâûå.
Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî x̂ � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (3) è ïîýòîìó åå çíà÷åíèå íå ìåíüøå
âåëè÷èíû

d∑

j=1

|λj |2k|x̂j |2 = µ2k
j x̂2

k1
+ µ2k

j+1x̂
2
k2

= µ2k
j

δ20µ
2n
j+1 − δ2n

µ2n
j+1 − µ2n

j

+ µ2k
j+1

δ2n − δ20µ
2n
j

µ2n
j+1 − µ2n

j

= δ20uj + δ2nvj .

Ñëó÷àé 3: µ1 > 0 è δn/δ0 ∈ ∆r. Ïîëîæèì x̂ = (x̂1, . . . , x̂d), ãäå x̂d = δ0 è x̂j = 0, 1 6 j 6 d−1.
Òàê êàê µ2n

r |x̂d|2 = µ2n
r δ20 < δ2n, âåêòîð x̂ äîïóñòèì â çàäà÷å (3) è, ñëåäîâàòåëüíî, åå çíà÷åíèå íå

ìåíüøå âåëè÷èíû
d∑

j=1

|λj |2k|x̂j |2 = µ2k
r δ20 = δ20ur + δ2nvr.

Ñëó÷àé 4. Åñëè µ1 = 0, òî ôàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî, åñëè δn/δ0 ∈ ∆j , 1 6 j 6 r, òî çíà÷åíèå çàäà÷è (3) íå ìåíüøå âåëè÷èíû δ20uj + δ2nvj .

Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîìó âûøå, ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íå ìåíüøå çíà-
÷åíèÿ çàäà÷è (2) è, çíà÷èò, åñëè δn/δ0 ∈ ∆j , j = 0, 1, . . . , r, òî äîêàçàíî, ÷òî

E(T k, Tn, δ0, δn) >
√
δ20uj + δ2nvj . (4)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå ñâåðõó âåëè÷èíû E(T k, Tn, δ0, δn) è ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû áóäåì èñêàòü ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç Cd×Cd

â Cd, ò.å. ñðåäè îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó: (ξ, η) 7→ Aξ + Bη, ãäå A è B � ëèíåéíûå
îïåðàòîðû èç Cd â Cd. Îïòèìàëüíîñòü òàêîãî ìåòîäà îçíà÷àåò, ÷òî åãî ïîãðåøíîñòü, ò.å. çíà÷åíèå
çàäà÷è

‖T kx−Ay0 −Byn‖ → max, ‖x− y0‖ 6 δ0, ‖Tnx− yn‖ 6 δn, x, y0, yn ∈ Cd (5)
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ðàâíî E(T k, Tn, δ0, δn).
Îáîçíà÷èì ξ = x− y0 è η = Tnx− yn. Òîãäà äàííàÿ çàäà÷à ïåðåïèøåòñÿ òàê:

‖T kx−Ax−BTnx+Aξ +Bη‖ → max, ‖ξ‖ 6 δ0, ‖η‖ 6 δn, x, ξ, η ∈ Cd.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè T k − A − BTn � íåíóëåâîé îïåðàòîð, òî çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ðàâíî áåñêî-
íå÷íîñòè. Â ñàìîì äåëå, åñëè ñóùåñòâóåò x0 ∈ Cd òàêîå, ÷òî T kx0 − Ax0 − BTnx0 6= 0, òî çà
ñ÷åò âûáîðà êîíñòàíòû C > 0 íà äîïóñòèìûõ ýëåìåíòàõ Cx0, ξ = 0 è η = 0 ìàêñèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî A = T k − BTn è, êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå
âåêòîðû e1, . . . , ed îïåðàòîðà T ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà B. Íî òîãäà îíè
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è îïåðàòîðà A. Åñëè αi è βi, 1 6 i 6 d, � ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ A è B, òî ÿñíî, ÷òî

αi = λk
i − βiλ

n
i , 1 6 i 6 d. (6)

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ ξ = ξ1e1+. . .+ξded è η = η1e1+. . .+ηded,
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5) ðàâåí çíà÷åíèþ çàäà÷è

d∑

i=1

|ξiαi + ηiβi|2 → max,

d∑

i=1

|ξi|2 6 δ20 ,

d∑

i=1

|ηi|2 6 δ2n. (7)

Ïóñòü δn/δ0 ∈ ∆j , è ïðè ýòîì µ1 > 0 è 1 6 j 6 r − 1 èëè µ1 = 0 è 2 6 j 6 r − 1. Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëà uj è vj ïîëîæèòåëüíû. Îöåíèì â äàííîé ñèòóàöèè ñëàãàåìûå ïîä çíàêîì ñóììû â
ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå â (7) ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

|ξiαi + ηiβi|2 6
( |αi|2

uj
+

|βi|2
vj

)
(|ξi|2uj + |ηi|2vj), 1 6 i 6 d. (8)

Åñëè (ñì. (6))
|αi|2
uj

+
|βi|2
vj

=
|λk

i − βiλ
n
i |2

uj
+

|βi|2
vj

6 1, 1 6 i 6 d, (9)

òî ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (8), ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (7) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû δ20uj+
δ2nvj è çíà÷èò, ñîãëàñíî (4), ñîâïàäàåò ñ íåé, à ìåòîä èç òåîðåìû ñ îïåðàòîðîì B, îïðåäåëÿåìûì
äàííûìè βi, i = 1, . . . , d, îïòèìàëåí.

Ïåðåïèøåì ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (9) â äðóãîé ôîðìå (âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò)

|λk
i − βiλ

n
i |2

uj
+

|βi|2
vj

=
uj + |λi|2nvj

ujvj

∣∣∣∣βi − vjλ
n

i λ
k
i

uj + |λi|2nvj

∣∣∣∣
2

+
|λi|2k

uj + |λi|2nvj .

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû ýòè âûðàæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèëè åäèíèöû, ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâàì
∣∣∣∣∣βi − vjλ

n

i λ
k
i

uj + |λi|2nvj

∣∣∣∣∣ 6
√
ujvj

uj + |λi|2nvj
√
−|λi|2k + uj + |λi|2nvj , (10)

1 6 i 6 d, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíû âûðàæåíèÿì äëÿ βi, i = 1, . . . , d, èç ôîðìó-
ëèðîâêè òåîðåìû (äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåé÷àñ ñëó÷àåâ, êîãäà δn/δ0 ∈ ∆j , à j òàêîâî, ÷òî uj

è vj îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ). Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì êîðíÿ â (10) íåîòðèöà-
òåëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êè (µ2n

j , µ2k
j ) è (µ2n

j+1, µ
2k
j+1) ëåæàò íà âîãíóòîé êðèâîé y = xk/n, è

÷åðåç íèõ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ y = uj + vjx. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ µi ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
µ2k
i 6 uj + vjµ

2n
i è, çíà÷èò, −|λi|2k + uj + |λi|2nvj > 0. Èç (10), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà

βi, i = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþùèå (9), ñóùåñòâóþò.
Èòàê, åñëè δn/δ0 ∈ ∆j , à j òàêîå, ÷òî uj è vj îäíîâðåìåííî îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ÷èñëà βi,

i = 1, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû, äàþò íóæíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è îïòèìàëüíîñòü óêàçàííîãî â òåîðåìå ìåòîäà.

Äîêàæåì, ÷òî è â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íàéäåííûå èç (10) âûðàæåíèÿ äëÿ βi, i = 1, . . . , d,
îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü µ1 > 0 è δn/δ0 ∈ ∆0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
u0 = 0 è v0 = µ

−2(n−k)
1 . Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî βi = λ

−(n−k)
i è, çíà÷èò, ñîãëàñíî (6) αi = 0,
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i = 1, . . . , d, è ìû ïîëó÷àåì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî µ1 6 |λi|, i = 1, . . . , d) îöåíêó ñâåðõó äëÿ çíà÷åíèÿ
çàäà÷è (7)

d∑

i=1

|ξiαi + ηiβi|2 =

d∑

i=1

|λi|−2(n−k)|ηi|2 6 µ
−2(n−k)
1

d∑

i=1

|ηi|2 6 δ2nv0 = δ20u0 + δ2nv0.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñïðàâåäëèâû, êîãäà µ1 > 0, à δn/δ0 ∈ ∆0.
Ïóñòü òåïåðü δn/δ0 ∈ ∆r. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ur = µ2k

r è vr = 0. Èç (10) ïîëó÷àåì, ÷òî
βi = 0 è âñëåäñòâèå (6) αi = λk

i , i = 1, . . . , d. Ñëåäîâàòåëüíî (ó÷èòûâàÿ, ÷òî |λi| 6 µr, i = 1, . . . , d)
d∑

i=1

|ξiαi + ηiβi|2 =

d∑

i=1

|λi|2k|ξi|2 6 µ2k
r

d∑

i=1

|ξi|2 6 δ20ur = δ20ur + δ2nvr,

ò.å. è â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñïðàâåäëèâû. ¤

2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå òåìïåðàòóðû ïî íåòî÷íûì äèñêðåòíûì äàííûì

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îêðóæíîñòè, çàäàâàåìîå íåÿâíîé ðàçíîñòíîé
ñõåìîé

us+1,j − usj

τ
=

us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
. (11)

Çäåñü τ è h � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, (s, j) ∈ Z+ × Zm, ãäå Zm � ãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m > 1, êîòîðóþ áóäåì ðåàëèçîâûâàòü êàê íàáîð ÷èñåë {0, 1, . . . ,m− 1} ñî ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ
m, us,j � òåìïåðàòóðà òåëà â ìîìåíò âðåìåíè sτ â òî÷êå jh.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lm2 ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé (âåêòîðîâ) x = (x0, x1, . . . , xm−1) íà Zm ñ íîðìîé

‖x‖lm2 =




m−1∑

j=0

|xj |2



1/2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçìåðåíà òåìïåðàòóðà òåëà â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè
è â ìîìåíò âðåìåíè nτ , ò.å. ïðèáëèæåííî èçâåñòíû âåêòîðû u0 = (u0,0, . . . , u0,m−1) è un =
(un,0, . . . , un,m−1), èëè, òî÷íåå ãîâîðÿ, íàì èçâåñòíû âåêòîðû y0 = (y0,0, . . . , y0,m−1) è yn =
(yn,0, . . . , yn,m−1) òàêèå, ÷òî

‖uq − yq‖lm2 6 δq, q = 0, n,

ãäå δq > 0, q = 0, n. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü âåêòîð uk = (uk,0, . . . , uk,m−1),
ãäå 0 < k < n, ò.å. âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû òåëà â ìîìåíò âðåìåíè kτ . Â êà÷åñòâå
ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : lm2 × lm2 → lm2 . Äëÿ
äàííîãî ìåòîäà ϕ åãî ïîãðåøíîñòüþ íàçîâåì âåëè÷èíó

ekn(δ0, δn, ϕ) = sup ‖uk − ϕ(y0, yn)‖lm2 ,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî u0, y0, yn ∈ lm2 òàêèì, ÷òî ‖uq − yq‖lm2 6 δq, q = 0, n. Âåëè÷èíà
Ekn(δ0, δn) = inf

ϕ : lm2 ×lm2 →lm2
ekn(δ0, δn, ϕ)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Íà Zm îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå Zm â ñåáÿ,
çàäàâàåìîå ìàòðèöåé

F =
1√
m

(
e−

2πip
m j

)m−1

p,j=0
,

êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé.
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé j ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (11), ó÷èòûâàÿ,

÷òî îíî ïåðåâîäèò ñäâèã íà ±1 â óìíîæåíèå íà exp(±2πip/m). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì, ÷òî Fus+1 = ΛFus äëÿ âñåõ s ∈ Z+, ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè

λp =

(
1 +

4τ

h2
sin2

πp

m

)−1

, p = 0, 1, . . . ,m− 1. (12)
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Èç ñîîòíîøåíèÿ Fus+1 = ΛFus ñëåäóåò, ÷òî
us+1 = Tus, s ∈ Z+,

ãäå T = F−1ΛF .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è ÿñíî, ÷òî

Ekn(δ0, δn) = E(T k, Tn, δ0, δn).

Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç òåîðåìû 1. Ïîëîæèì

µj =

(
1 +

4τ

h2
sin2

π

m
(r − j)

)−1

, j = 1, . . . r,

ãäå r = [m/2] + 1.
Îïðåäåëèì ∆j , vj è uj , j = 1, . . . , r, ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è â òåîðåìå 1. Òîãäà èç íåå

âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Åñëè δn/δ0 ∈ ∆j, 0 6 j 6 r, òî

Ekn(δ0, δn) =
√
δ20uj + δ2nvj ,

è äëÿ ëþáîãî θ ∈ C òàêîãî, ÷òî |θ| 6 1, è ëþáîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû B ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè

βp =
vjλ

n+k
p

uj + λ2n
p vj

+ θ

√
ujvj

uj + λ2n
p vj

√
−λ2k

p + uj + λ2n
p vj , p = 0, 1 . . .m− 1,

ìåòîä
ϕ̂(y0, yn) = (T k − TnB̃)y0 + B̃yn,

ãäå B̃ = F−1BF , ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Àíàëîãè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ðàññìàòðèâàëèñü â [1]�[5]. Â [4]
èçó÷àëàñü òàêæå äèñêðåòíàÿ ìîäåëü äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.

3. Äèñêðåòíûé àíàëîã ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ìîäåëü ïåðåìåùåíèÿ d-ìåðíîãî âåêòîðà, çàäàâàåìóþ ðàâåíñòâàìè
xs+1 − xs

τ
= Axs, s = 0, 1, . . . ,

ãäå xs ∈ Cd, τ > 0 è A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû âåêòîðû y0, yn ∈ Cd òàêèå, ÷òî ‖x0 − y0‖ 6 δ0 è ‖xn − yn‖ 6 δn,

ãäå ‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà, δ0, δn > 0. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå
xk, 0 < k < n. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ
ϕ : Cd × Cd → Cd. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(k, n, δ0, δn, ϕ) = sup ‖xk − ϕ(y0, yn)‖,
ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî x0, y0, yn ∈ Cd òàêèì, ÷òî ‖x0−y0‖ 6 δ0, ‖xn−yn‖ 6 δn. Íàñ èíòåðåñóåò
âåëè÷èíà

E(k, n, δ0, δn) = inf
ϕ : Cd×Cd→Cd

e(k, n, δ0, δn, ϕ).

Â ñèëó ðàâåíñòâ
xs = T sx0, T = E + τA,

ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè µ1, . . . , µd. Òîãäà T � òàêæå íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λj = 1 + τµj , j = 1, . . . , d. Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1 äàåò ðåøåíèå
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Àíàëîã ýòîé çàäà÷è äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëñÿ â [6].
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