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§ 1. Постановки задач и формулировки результатов

Пусть d – натуральное число и F – преобразование Фурье в пространстве
L2(Rd). Если x( · ) ∈ L2(Rd), то удобно считать, что функция Fx( · ) опреде-
лена на Rd с мерой Лебега, деленной на (2π)d. Норму функции y( · ) в про-
странстве суммируемых с квадратом функций на Rd с такой мерой обозначаем
∥y( · )∥L̂2(Rd), т. е.

∥y( · )∥L̂2(Rd) =
(

1
(2π)d

∫
Rd

|y(ξ)|2 dξ

)1/2

.

Для каждого r > 0 обобщенное соболевское пространство (или простран-
ство бесселевых потенциалов) Hr

2(Rd) определяется как совокупность функций
x( · ) ∈ L2(Rd), для которых

∥x( · )∥Hr
2(Rd) =

(
1

(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |(Fx)(ξ)|2 dξ

)1/2

< ∞,

где ∥ξ∥2 = ξ2
1 + · · · + ξ2

d. Соответствующим обобщенным соболевским классом
назовем множество

Hr
2 (Rd) =

{
x( · ) ∈ Hr

2(Rd)
∣∣ ∥x( · )∥Hr

2(Rd) 6 1
}
.

Если r – натуральное число, то функция x( · ) (переменных t1, . . . , td) при-
надлежит Hr

2(Rd) тогда и только тогда, когда все ее обобщенные производные
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∂α1+···+αdx/∂tα1
1 · · · ∂tαd

d , где (α1, . . . , αd) ∈ Zd
+ и α1 + · · · + αd 6 r, принадле-

жат L2(Rd). В этом случае норма∑
α1+···+αd6r

∥∥∥∥∂α1+···+αdx( · )
∂tα1

1 · · · ∂tαd

d

∥∥∥∥
L2(Rd)

эквивалентна норме в Hr
2(Rd). Таким образом, если r натурально, то Hr

2(Rd) –
классическое соболевское пространство функций на Rd.

Введем теперь определение дробной производной. Пусть α = (α1, . . . , αd) ∈
Rd

+, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd, (iξ)α = (iξ1)α1 · · · (iξd)αd , где (iξj)αj = |ξj |αj ×
exp

{
1
2πi sign ξj

}
, j = 1, . . . , d (sign 0 = 0, 00 = 1), и Eα – оператор умноже-

ния на функцию ξ 7→ (iξ)α в L̂2(Rd). Если функция x( · ) ∈ L2(Rd) такова, что
(Eα ◦ F )x( · ) ∈ L̂2(Rd), то определена функция

Dαx( · ) = (F−1 ◦ Eα ◦ F )x( · ) ∈ L2(Rd),

где F−1 – обратное преобразования Фурье, которая называется α-й производной
(по Вейлю) функции x( · ). Ясно, что если x( · ) – достаточно гладкая и быстро
убывающая функция на Rd и α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd

+, то

Dαx(t) =
∂xα1+···+αd(t)
∂tα1

1 · · · ∂tαd

d

.

Нас интересуют вопросы, которые на содержательном уровне формулиру-
ются следующим образом.

1. Пусть о каждой функции x( · ) ∈ Hr
2 (Rd) известно (точно или прибли-

женно) ее преобразование Фурье на некотором подмножестве Rd. Как по этой
информации наилучшим образом восстановить Dαx( · )?

2. Пусть имеется возможность измерить (точно или приближенно) преоб-
разование Фурье функций x( · ) ∈ Hr

2 (Rd) на любом множестве, мера которого
не превосходит некоторого числа σ > 0, т. е. имеется возможность измерить
фиксированное “число гармоник”. Какие гармоники лучше всего взять для
восстановления Dαx( · )?

Приведем точные постановки задач 1, 2. Пусть A – произвольное измеримое
подмножество в Rd и для каждой функции x( · ) ∈ Hr

2 (Rd) известно ее преоб-
разование Фурье на A либо точно, либо с точностью до δ > 0 в метрике L̂2(A),
т. е. известна функция y( · ) ∈ L̂2(A) такая, что ∥(Fx)( · ) − y( · )∥L̂2(A) 6 δ. По
этой информации мы хотим восстановить Dαx( · ), α ∈ Rd

+, в метрике простран-
ства L2(Rd). Понимается это следующим образом.

Пусть Iδ(A) : Hr
2 (Rd) → L̂2(A) – отображение, сопоставляющее с функцией

x( · ) ∈ Hr
2 (Rd) множество Iδ(A)x( · ) = { y( · ) ∈ L̂2(A) | ∥Fx( · )−y( · )∥L̂2(A) 6 δ}

(I0(A) – обычное отображение, которое сопоставляет с x( · ) функцию Fx( · )|A –
сужение Fx( · ) на A). Обозначим через ImIδ(A) образ этого отображения.

Всякий метод восстановления должен по функции (наблюдению) y( · ) ∈
Im Iδ(A) указать функцию из L2(Rd), которая является приближением к α-й
производной функции из Hr

2 (Rd). Таким образом, всякий метод есть некото-
рое отображение ϕ : Im Iδ(A) → L2(Rd). Погрешностью этого метода назовем
величину

e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ, ϕ
)

= sup
x( · )∈Hr

2 (Rd)

y( · )∈Im Iδ(A)

∥∥Dαx( · )− ϕ(y( · ))( · )
∥∥

L2(Rd)
.
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При δ = 0 последнее равенство можно записать короче:

e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, 0, ϕ
)

= sup
x( · )∈Hr

2 (Rd)

∥∥Dαx( · )− ϕ(Fx( · )|A)( · )
∥∥

L2(Rd)
.

Нас интересуют величина

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

= inf
ϕ

e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ, ϕ
)
,

где нижняя грань берется по всем методам ϕ : Im Iδ(A) → L2(Rd), называе-
мая погрешностью оптимального восстановления, и те методы ϕ̂, на которых
нижняя грань достигается, т. е.

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

= e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ, ϕ̂
)
.

Такие методы ϕ̂ будем называть оптимальными методами восстановления.
Вопрос о нахождении погрешности оптимального восстановления и опти-

мальных методов восстановления и составляет точную постановку вопроса 1.
Пусть теперь σ > 0 и Aσ – совокупность всех измеримых подмножеств Rd,

мера Лебега которых не больше σ. Нас будут интересовать также величина

Eσ

(
Dα, Hr

2 (Rd), δ
)

= inf
Aσ∈Aσ

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Aσ, δ
)

(1)

и те множества, на которых нижняя грань достигается и которые мы называем
оптимальными множествами.

Задача о нахождении величины (1) и оптимальных множеств есть точная
постановка вопроса 2.

Первоначальные идеи, связанные с данными постановками, принадлежат
А. Н. Колмогорову, который в работе [1] ввел понятие поперечника – величины,
характеризующей наилучшее приближение класса функций подпространства-
ми фиксированной размерности. Затем в 1950-е годы стали изучать наилучшие
квадратуры на классах функций (первые исследования принадлежат А. Сар-
ду [2] и С. М. Никольскому [3]). С. А. Смоляк в 1965 г. поставил [4] общую
задачу об оптимальном восстановлении линейного функционала на классе эле-
ментов по неточной информации о самих элементах и доказал, что если класс –
выпуклое центрально симметричное множество, то среди оптимальных мето-
дов существует линейный. Впоследствии была поставлена более общая задача
о восстановлении линейных операторов и тематика оптимального восстановле-
ния получила достаточно интенсивное развитие. Определенное представление
об этом можно получить из обзоров и монографий [5]–[11]. В работах [12]–[17]
изучались задачи оптимального восстановления, близкие к тем, которые рас-
сматриваются в настоящей статье. Отдельно отметим работу авторов [18], в ко-
торой исследуется та же задача, что и в данной статье, но множество A явля-
ется пространством Rd.

Перед формулировкой основных утверждений приведем некоторые опреде-
ления и обозначения.

Пусть α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd
+ и ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd. Положим

α =
d∑

j=1

αj , αα =
d∏

j=1

α
αj

j , |ξ|α =
d∏

j=1

|ξj |αj .
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Пусть 0 < α < r. Рассмотрим функцию f( · ) на Rd, определенную формулой

f(ξ) =
|ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
, ξ ∈ Rd.

Эта функция, очевидно, ограничена и стремится к нулю при ∥ξ∥ → ∞. Неслож-
ный подсчет показывает, что ее максимальным значением является

λ̂ =
αα(r − α)r−α

rr

и оно достигается только в точках(
±

√
α1

r − α
, . . . ,±

√
αd

r − α

)
.

Обозначим

δ̂ =
(

r − α

r

)r/2

и на полупрямой [0,∞] рассмотрим функцию h, определенную формулой

h(t) =


αα

rαα−1
(1− t2/r)α−1t2(1−α/r), 0 6 t 6 δ̂,

λ̂, t > δ̂.

Нетрудно убедиться в том, что функция h(t) строго монотонно возрастает на
отрезке [0, δ̂], h(0) = 0 и h(δ̂) = λ̂.

Определим для каждого λ > 0 множество

Ωλ =
{
ξ ∈ Rd | f(ξ) > λ

}
и поставим в соответствие любому измеримому подмножеству A в Rd число

λ(A) = inf
{
λ > 0 | mes(A ∩ Ωλ) = mesΩλ

}
.

Равенство mes(A ∩ Ωλ̂) = mes Ωλ̂ очевидным образом выполняется, поскольку
mes Ωλ̂ = 0, а если A совпадает п. в. с Rd, то λ(A) = 0. Таким образом, 0 6

λ(A) 6 λ̂.
Если δ = 0 и λ(A) = 0, то мы располагаем полной информацией о функции

и задача восстановления становится очевидной. По этой причине случай δ +
λ(A) = 0 далее исключен из рассмотрения.

Для каждого δ > 0 и каждого измеримого подмножества A в Rd таких, что
δ + λ(A) ̸= 0, положим

∆ = ∆(δ, A) =


δ, 0 < δ < δ̂, λ(A) 6 h(δ),
h−1(λ(A)), 0 6 δ < δ̂, λ(A) > h(δ),
δ̂, δ > δ̂,

и определим числа

λ1 = λ1(δ, A) =
r

α∆2
(δ̂ 2/r −∆2/r)h(∆), λ2 = λ2(δ, A) = h(∆).

Заметим, что h(∆) = max{λ(A), h(δ)}.
Наконец, через ⟨·, ·⟩ обозначим скалярное произведение в Rd.
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Теорема 1. Пусть α ∈ Rd
+ , 0 < α < r , δ > 0, A – измеримое подмноже-

ство в Rd и δ + λ(A) ̸= 0. Тогда Dαx( · ) ∈ L2(Rd) для любого x( · ) ∈ Hr
2(Rd) и

справедливо равенство

E(Dα, Hr
2 (Rd), A, δ) =

√(
rδ2

α∆2
(δ̂2/r −∆2/r) + 1

)
h(∆). (2)

Если δ = 0, то для каждой измеримой функции a( · ) на A такой, что для
п.в. ξ ∈ Rd

|a(ξ)− 1| 6
√

λ(A)
(1 + ∥ξ∥2)r/2

|ξ|α
, (3)

метод ϕ̂a , действующий для п.в. t ∈ Rd по правилу

ϕ̂a(Fx( · )|A)(t) =
1

(2π)d

∫
A

(iξ)αa(ξ)Fx(ξ)e⟨ξ,t⟩ dξ,

является оптимальным.
Если δ > 0, то для каждой измеримой функции a( · ) на A такой, что для

п.в. ξ ∈ Rd∣∣∣∣a(ξ)− λ1

λ1 + λ2(1 + ∥ξ∥2)r

∣∣∣∣
6

√
λ1λ2(1 + ∥ξ∥2)r/2

|ξ|α(λ1 + λ2(1 + ∥ξ∥2)r)

√
−|ξ|2α + λ1 + λ2(1 + ∥ξ∥2)r, (4)

метод ϕ̂a , действующий для п.в. t ∈ Rd по правилу

ϕ̂a(y( · ))(t) =
1

(2π)d

∫
A

(iξ)αa(ξ)y(ξ)e⟨ξ,t⟩ dξ,

является оптимальным.

Приведем комментарии к теореме 1.
1. Если δ = 0, то из выражения (2) для оптимальной погрешности восста-

новления следует, что

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, 0
)

=
√

λ(A),

т. е. преобразование Фурье функций из Hr
2 (Rd) достаточно знать только на

множестве A′ ⊂ A (включение понимается с точностью до множества меры
нуль), для которого λ(A′) = λ(A). Минимальным среди таких множеств явля-
ется Ωλ(A).

Оптимальный метод представляет собой α-ю производную функции, преоб-
разование Фурье которой вне A равно нулю, а на A есть функция Fx( · ), “сгла-
женная” с помощью функции a( · ). В силу (3) функция ξ 7→ (iξ)αa(ξ)Fx(ξ)
принадлежит L̂2(A), и если она принадлежит еще и L1(A) (например, мера A
конечна), то выражение для оптимального метода есть формула обращения
преобразования Фурье, а если не принадлежит, то интеграл в выражении для
оптимального метода при каждом t ∈ Rd надо понимать в смысле главного
значения.

На множестве A \ Ωλ(A) функция f( · ) не превосходит λ(A). Поэтому со-
гласно (3) на этом множестве можно положить a( · ) = 0, а значит, достаточно
брать интеграл только по множеству Ωλ(A).
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Если положить a( · ) = 1 на A, то формула (3) тривиальным образом выпол-
няется, т. е. наблюдаемое преобразование Фурье можно совсем не сглаживать.

Наконец, если λ(A) = λ̂, то f(ξ) 6 λ̂ для всех ξ ∈ Rd. Неравенство (3)
выполняется при a( · ) = 0 на A и поэтому в данном случае нулевой метод
является оптимальным.

Суммируя изложенное, можно утверждать, что наиболее “разумным” явля-
ется следующий оптимальный метод:

ϕ̂(Fx( · )|A)(t) =
1

(2π)d

∫
Ωλ(A)

(iξ)αFx(ξ)e⟨ξ,t⟩ dξ,

так как он использует минимальный объем информации о преобразовании Фу-
рье и не требует его обработки (кроме того, в случае λ(A) = λ̂ интеграл берется
по множеству меры нуль и тем самым ϕ̂ = 0).

2. Если δ > 0, то непосредственные (но довольно рутинные) вычисления по-
казывают, что погрешность оптимального восстановления как функция от λ(A)
убывает при убывании λ(A) от λ̂ до h(δ), а затем (что уже легко следует из
определения ∆) стабилизируется на уровне√(

r

α
(δ̂2/r − δ2/r) + 1

)
h(δ).

Таким образом, информация о преобразовании Фурье за пределами множе-
ства, для которого λ(A) 6 h(δ), оказывается лишней. Минимальным из таких
множеств является множество Ωh(δ).

В теореме 1 представлено семейство оптимальных методов, каждый из кото-
рых есть α-я производная функции, преобразование Фурье которой вне A равно
нулю, а на A является функцией y( · ), “сглаженной” с помощью функции a( · ).

На множестве A \ Ωh(∆) (напомним, что h(∆) = max{λ(A), h(δ)}) можно
положить a( · ) = 0. Действительно, в этом случае из приведенного в § 2 нера-
венства (23), равносильного соотношению (4), следует, что на этом множестве
должно выполняться условие f(ξ) 6 λ2, которое верно, поскольку λ2 = h(∆).
Таким образом, для каждого a( · ), удовлетворяющего (4), наиболее экономный
оптимальный метод имеет вид

ϕ̂a(y( · ))(t) =
1

(2π)d

∫
Ωh(∆)

(iξ)αa(ξ)y(ξ)e⟨ξ,t⟩ dξ.

Приведем также явное выражение для оптимального метода, соответствующе-
го функции a( · ), обращающей левую часть (4) в нуль:

ϕ̂(y( · ))(t)

=
1

(2π)d

∫
Ωh(∆)

(iξ)α

(
1 +

α∆2

r

1

δ̂2/r −∆2/r
(1 + ∥ξ∥2)r

)−1

y(ξ)e⟨ξ,t⟩dξ.

Перед формулировкой следующей теоремы приведем еще некоторые опре-
деления. Понятно, что функция m : λ 7→ mes Ωλ монотонно убывает на (0, λ̂],
m(λ) → ∞ при λ → 0 и m(λ̂) = 0. Для любого σ > 0 обозначим через λ(σ)
единственное решение уравнения m(λ) = σ.
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Теорема 2. Пусть α ∈ Rd
+ , 0 < α < r , δ > 0, σ > 0 и λ(σ, δ) =

max(λ(σ), h(δ)). Тогда любое множество, совпадающее с точностью до мно-
жества меры нуль с Ωλ(σ,δ) , является оптимальным.

Отметим, что если δ = 0, то λ(σ, δ) = λ(σ), поскольку h(0) = 0, тем самым
Ωλ(σ) – оптимальное множество, и чем больше σ, тем меньше погрешность
оптимального восстановления, равная

√
λ(σ).

Если δ > 0 и σ > 0 таковы, что λ(σ) 6 h(δ), то информация о преобра-
зовании Фурье за пределами множества Ωh(δ) оказывается лишней, поскольку
погрешность оптимального восстановления не уменьшается.

§ 2. Доказательства

Доказательство теоремы 1. Покажем прежде всего, что если x( · ) ∈
Hr

2(Rd), то Dαx( · ) ∈ L2(Rd). Действительно, согласно определениям λ̂ и про-
странства Hr

2(Rd) имеем

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ

6 λ̂
1

(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ < ∞.

Далее, по определению α-й производной и теореме Планшереля

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ =
∫

Rd

|Dαx(t)|2 dt,

т. е. Dαx( · ) ∈ L2(Rd).
Теперь оценим снизу величину погрешности оптимального восстановления

E(Dα, Hr
2 (Rd), A, δ). Покажем, что она не меньше значения экстремальной за-

дачи

∥Dαx( · )∥L2(Rd) → max, ∥Fx( · )∥L̂2(A) 6 δ, ∥x( · )∥Hr
2(Rd) 6 1, (5)

т. е. верхней грани максимизируемого функционала при данных ограничениях
(при этом если δ = 0, то первое ограничение задачи имеет вид Fx( · ) = 0 для
п. в. ξ ∈ A).

Пусть x0( · ) – допустимая функция в (5) (т. е. x0( · ) удовлетворяет огра-
ничениям задачи); тогда, очевидно, функция −x0( · ) также допустима и мы
для любого ϕ : L̂2(A) → L2(Rd) (ϕ(0)( · ) – значение отображения ϕ на нулевой
функции) имеем

2∥Dαx0( · )∥L2(Rd) 6
∥∥Dαx0( · )− ϕ(0)( · )

∥∥
L2(Rd)

+
∥∥Dα(−x0)( · )− ϕ(0)( · )

∥∥
L2(Rd)

6 2 sup
x( · )∈Hr

2 (Rd)
∥Fx( · )∥L̂2(A)6δ

∥∥Dαx( · )− ϕ(0)( · )
∥∥

L2(Rd)

6 2 sup
x( · )∈Hr

2 (Rd),y( · )∈L̂2(A)
∥Fx( · )−y( · )∥L̂2(A)6δ

∥∥Dαx( · )− ϕ(y( · ))( · )
∥∥

L2(Rd)
.

Переходя слева к верхней грани по всем допустимым функциям в задаче (5), а
справа к нижней грани по всем методам ϕ, получаем требуемое.
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Теперь оценим снизу значение задачи (5). Для этого удобно переписать
задачу в образах Фурье. Согласно теореме Планшереля квадрат значения за-
дачи (5) равен значению задачи

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ → max,
1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)|2 dξ 6 δ2,

1
(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ 6 1.

(6)

Если δ = 0, то первое ограничение в этой задаче имеет вид Fx( · ) = 0 для
п. в. ξ ∈ A.

Рассмотрим отдельно несколько случаев.
Случай 1. δ > δ̂. Положим

ξ̂ =
(√

α1

r − α
, . . . ,

√
αd

r − α

)
,

где, напомним, α = (α1, . . . , αd). Для каждого ε > 0 обозначим

ξ̂ε =
(

1 +
ε

∥ξ̂∥

)
ξ̂,

рассмотрим шар Bε = {ξ ∈ Rd | ∥ξ − ξ̂ε∥ 6 ε} и определим на Rd функции

zε(ξ) =

(2π)d/2

(∫
Bε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Очевидно, что zε( · ) ∈ L̂2(Rd). Положим xε( · ) = F−1zε( · ) и покажем, что
функции xε( · ) допустимы в задаче (6).

Второе ограничение в задаче (6), очевидно, выполнено. Если A∩Bε = ∅, то
первое ограничение тривиальным образом верно.

Пусть A ∩ Bε ̸= ∅. Легко проверить, что (1 + ∥ξ̂∥2)−r = δ̂2 и ∥ξ∥ > ∥ξ̂∥ для
всех ξ ∈ Bε. Учитывая это, будем иметь

1
(2π)d

∫
A

|Fxε(ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
A∩Bε

|Fxε(ξ)|2 dξ 6

(∫
Bε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1

mes Bε

6

(∫
Bε

(1 + ∥ξ̂∥2)r dη

)−1

mes Bε = (1 + ∥ξ̂ ∥2)−r = δ̂ 2 6 δ2.

Итак, для любого ε > 0 функция xε( · ) допустима в задаче (5), а значит,
значение этой задачи не меньше

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fxε(ξ)|2 dξ =
(∫

Bε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1 ∫
Bε

|ξ|2α dξ.

При ε → 0 эта величина стремится (по теореме о среднем) к величине

f(ξ̂) =
|ξ̂ |2α

(1 + ∥ξ̂∥2)r
,
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которая равна λ̂, поскольку в точке ξ̂ достигается максимум функции f (что
отмечено перед формулировкой теоремы).

Поскольку квадрат погрешности оптимального восстановления не меньше
значения задачи (5), при δ > δ̂ получена оценка

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

>
√

λ̂. (7)

Величина в правой части (7) совпадает с величиной погрешности оптимального
восстановления, указанной в теореме, так как в рассматриваемом случае ∆ = δ̂

и h(δ̂) = λ̂.
Случай 2. 0 < δ < δ̂, λ(A) 6 h(δ). Пусть

ξ̃ =
(√

α1(1− δ2/r)
αδ2/r

, . . . ,

√
αd(1− δ2/r)

αδ2/r

)
.

Для каждого ε > 0 обозначим

ξ̃ε =
(

1− ε

∥ξ̃∥

)
ξ̃

и рассмотрим шар B̃ε = {ξ ∈ Rd | ∥ξ − ξ̃ε∥ 6 ε}.
Поскольку δ < δ̂ и тем самым r(1− δ2/r)/α > 1, то

f(ξ̃) =
|ξ̃|2α

(1 + ∥ξ̃∥2)r
=

αα

rαα−1
(1− δ2/r)α−1δ2(1−α/r)

=
r

α
(1− δ2/r)h(δ) > h(δ) > λ(A).

Следовательно, ξ̃ ∈ int Ωλ(A), поэтому Bε ⊂ int Ωλ(A) для достаточно малых ε,
а значит, mes(A ∩ B̃ε) = mes B̃ε для таких ε. Определим на Rd функции

zε(ξ) =


(2π)d/2 δ√

mes B̃ε

, ξ ∈ B̃ε,

0, ξ /∈ B̃ε.

Ясно, что zε( · ) ∈ L̂2(Rd). Положим xε( · ) = F−1zε( · ) и покажем, что функ-
ции xε( · ) допустимы в задаче (6). Первое ограничение в задаче выполняет-
ся очевидным образом. Далее элементарно проверяется, что ∥ξ∥ 6 ∥ξ̃∥, если
ξ ∈ B̃ε, а δ2(1 + ∥ξ̃∥2)r = 1, и поэтому

1
(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mes B̃ε

∫
B̃ε

(1 + ∥ξ∥2)r dξ

6
δ2

mes B̃ε

(1 + ∥ξ̃ ∥2)r mes B̃ε = δ2(1 + ∥ξ̃ ∥2)r = 1.

Итак, функции xε( · ) допустимы в задаче (5), а значит, для всех достаточно
малых ε > 0 значение этой задачи не меньше

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mes B̃ε

∫
B̃ε

|ξ|2α dξ

=
1

(1 + ∥ξ̃∥2)r mes B̃ε

∫
B̃ε

|ξ|2α dξ.
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При ε → 0 эта величина стремится (по теореме о среднем) к числу

|ξ̃|2α

(1 + ∥ξ̃∥2)r
=

αα

αα

(1− δ2/r)α

δ2α/r
δ2 =

(
r

α
(δ̂ 2/r − δ2/r) + 1

)
h(δ).

Тогда по тем же соображениям, что и выше, для рассматриваемого случая
доказана оценка

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

>

√(
r

α
(δ̂2/r − δ2/r) + 1

)
h(δ), (8)

правая часть которой совпадает с величиной погрешности оптимального вос-
становления, указанной в теореме, поскольку в рассматриваемом случае ∆ = δ.

Случай 3. 0 6 δ < δ̂, λ(A) > h(δ). Пусть сначала λ(A) = λ̂. Тогда для
каждого 0 < λ < λ̂ справедливо неравенство mes(A ∩ Ωλ) < mes Ωλ, а значит,
для таких λ

mes(Ωλ ∩ (Rd \A)) = mes(Ωλ \A) = mesΩλ −mes(A ∩ Ωλ) > 0.

Обозначим Gλ = Ωλ ∩ (Rd \A) и определим функции на Rd по правилу

zλ(ξ) =

(2π)d/2

(∫
Gλ

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Gλ,

0, ξ /∈ Gλ.

Ясно, что zλ( · ) ∈ L̂2(Rd). Положим xλ( · ) = F−1zλ( · ). Элементарно проверя-
ется, что функции xλ( · ) допустимы в задаче (6). Тогда для всех указанных λ
(учитывая, что f(ξ) > λ, если ξ ∈ Ωλ) имеем

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fxλ(ξ)|2 dξ =
(∫

Gλ

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1 ∫
Gλ

|ξ|2α dξ

=
(∫

Gλ

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1 ∫
Gλ

|ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r dξ

>

(∫
Gλ

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1

λ

∫
Gλ

(1 + ∥ξ∥2)r dξ = λ,

и тем самым значение задачи (6) не меньше λ. Переходя к пределу при λ → λ̂,
получаем, что значение этой задачи не меньше λ̂.

Снова, поскольку квадрат погрешности оптимального восстановления не
меньше значения задачи (6), для случая λ(A) = λ̂ доказана оценка

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

>
√

λ̂, (9)

где величина справа также совпадает с величиной погрешности оптимального
восстановления из формулировки теоремы, так как в рассматриваемой ситуа-
ции ∆ = δ̂.

Пусть теперь λ(A) < λ̂. Покажем сначала, что для всех 0 < ε < λ(A) мера
множества

Fε = (Rd \A) ∩ (Ωλ(A)−ε \ Ωλ(A))
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положительна. Предположим, что mes Fε = 0 для некоторого ε. Тогда, учиты-
вая, что Ωλ(A) ⊂ Ωλ(A)−ε, получим

mes
(
A ∩ (Ωλ(A)−ε \ Ωλ(A))

)
= mes(Ωλ(A)−ε \ Ωλ)

= mes Ωλ(A)−ε −mes(Ωλ(A) ∩ Ωλ(A)−ε) = mesΩλ(A)−ε −mes Ωλ(A).

С другой стороны,

mes
(
A ∩ (Ωλ(A)−ε \ Ωλ(A))

)
= mes

(
(A ∩ Ωλ(A)−ε) \ Ωλ(A)

)
= mes(A ∩ Ωλ(A)−ε)−mes(A ∩ Ωλ(A)).

Из определения λ(A) легко вытекает, что mes(A ∩ Ωλ(A)) = mes Ωλ(A). Тогда
из полученных выражений следует равенство mes(A ∩ Ωλ(A)−ε) = mesΩλ(A)−ε,
которое противоречит определению λ(A). Итак, mes Fε ̸= 0 для всех 0 < ε <
λ(A).

Пусть сначала δ = 0. Для указанных ε определим функции на Rd по правилу

zε(ξ) =

(2π)d/2

(∫
Fε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Fε,

0, ξ /∈ Fε.

Ясно, что zε( · ) ∈ L̂2(Rd). Положим xε( · ) = F−1zε( · ). Элементарно проверя-
ется, что функции xε( · ) допустимы в задаче (6). Те же рассуждения, что и
выше, показывают, что

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fxε(ξ)|2 dξ > λ(A)− ε,

откуда, как и раньше, следует, что

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, 0
)

>
√

λ(A). (10)

Величина справа в (10) совпадает с величиной погрешности оптимального вос-
становления из формулировки теоремы, так как в рассматриваемом случае
δ = 0 и h(∆) = λ(A).

Пусть теперь δ > 0. Положим

ξ′ =
(√

α1(1−∆2/r)
α∆2/r

, . . . ,

√
αd(1−∆2/r)

α ∆2/r

)
.

Для каждого ε > 0 обозначим

ξ′ε =
(

1− ε

∥ξ′∥

)
ξ′

и рассмотрим шар B′
ε = {ξ ∈ Rd | ∥ξ − ξ′ε∥ 6 ε}.

Поскольку λ(A) < λ̂, то ∆ = h−1(λ(A)) < h−1(λ̂) = δ̂, и тогда аналогично
случаю 2 имеем

f(ξ′) =
|ξ′|2α

(1 + ∥ξ′∥2)r
=

αα

rαα−1
(1−∆2/r)α−1∆2(1−α/r)

=
r

α
(1−∆2/r)h(∆) > h(∆) = λ(A).
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Это означает, что ξ′ ∈ int Ωλ(A). Следовательно, для достаточно малых ε > 0
шар B′

ε принадлежит Ωλ(A), и тем самым B′
ε ∩ Fε = ∅.

Простая проверка показывает, что ∥ξ∥ 6 ∥ξ′∥, если ξ ∈ B′
ε и (1 + ∥ξ′∥2)r =

1/∆2. Далее, поскольку λ(A) > h(δ), то ∆ = h−1(λ(A)) > δ, и поэтому

δ2

mes B′
ε

∫
B′

ε

(1 + ∥ξ∥2)r dξ 6
δ2

mes B′
ε

∫
B′

ε

(1 + ∥ξ′∥2)r dξ = δ2(1 + ∥ξ′∥2)r =
δ2

∆2
< 1.

Обозначим через Cε левую часть последнего неравенства и для указанных
выше ε определим функции на Rd по правилу

zε(ξ) =


(2π)d/2 δ√

mes B′
ε

, ξ ∈ B′
ε,

(2π)d/2
√

1− Cε

(∫
Fε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1/2

, ξ ∈ Fε,

0, ξ /∈ B′
ε ∪ Fε.

Ясно, что zε( · ) ∈ L̂2(Rd). Положим xε( · ) = F−1zε( · ) и покажем, что функ-
ции xε( · ) допустимы в задаче (6).

Действительно, так как B′
ε ⊂ Ωλ(A), то mes B′

ε = mes(A∩B′
ε) и, следователь-

но,

1
(2π)d

∫
A

|Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mes B′
ε

∫
A∩B′

ε

dξ =
δ2

mes B′
ε

mes(A ∩B′
ε) = δ2.

Далее, имеем

1
(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mes B′
ε

∫
B′

ε

(1 + ∥ξ∥2)r dξ

+ (1− Cε)
(∫

Fε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1 ∫
Fε

(1 + ∥ξ∥2)r dξ = Cε + 1− Cε = 1,

и, таким образом, функции xε( · ) для достаточно малых ε допустимы в зада-
че (6). Тогда для всех таких ε значение этой задачи не меньше

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fxε(ξ)|2 dξ =
δ2

mes B′
ε

∫
B′

ε

|ξ|2α dξ

+ (1− Cε)
(∫

Fε

(1 + ∥η∥2)r dη

)−1 ∫
Fε

|ξ|2α dξ. (11)

Поступая так же, как и выше, получаем, что произведение двух последних
сомножителей во втором слагаемом справа в (11) не меньше λ(A)−ε. Оценивая
первое слагаемое и Cε по теореме о среднем, получаем, что при ε → 0 всё
выражение справа в (11) стремится к величине

δ2|ξ′|2α +
(
1− δ2(1 + ∥ξ′∥2)r

)
λ(A) =

αα

αα

(1−∆2/r)α

∆2α/r
δ2

+
(

1− δ2

∆2

)
λ(A) =

(
rδ2

α∆2
(δ̂ 2/r −∆2/r) + 1

)
λ(A).
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Следовательно, для 0 6 δ < δ̂, λ(A) > h(δ) получена оценка

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

>

√(
rδ2

α∆2
(δ̂2/r −∆2/r) + 1

)
λ(A), (12)

правая часть которой совпадает с величиной погрешности оптимального вос-
становления из формулировки теоремы, так как в рассматриваемом случае
h(∆) = λ(A).

Итак, для всех δ > 0 и измеримых множеств A ⊂ Rd таких, что δ +
λ(A) ̸= 0, получена оценка снизу для погрешности оптимального восстанов-
ления (см. (7)–(10) и (12)), которая совпадает с величиной погрешности оп-
тимального восстановления приведенной в формулировке теоремы. Оценим
теперь сверху эту величину и построим оптимальные методы.

Пусть δ > 0 и A ⊂ Rd фиксированы и δ + λ(A) ̸= 0. Оптимальность метода
ϕ : Im Iα(A) → L2(Rd) означает, что его погрешность, т. е. значение задачи∥∥Dαx( · )− ϕ(y( · ))( · )

∥∥
L2(Rd)

→ max, x( · ) ∈ Hr
2 (Rd),∥∥Fx( · )− y( · )

∥∥
L̂2(A)

6 δ, y( · ) ∈ L̂2(A),
(13)

совпадает с E(Dα, Hr
2 (Rd), A, δ).

Если δ = 0, то задача (13) переписывается следующим образом:∥∥Dαx( · )− ϕ(Fx( · )|A)( · )
∥∥

L2(Rd)
→ max, x( · ) ∈ Hr

2 (Rd). (14)

Рассмотрим отдельно несколько случаев.
Случай (a): δ = 0. Поскольку отображение x( · ) 7→ Dαx( · ) в образах

Фурье есть умножение функции ξ 7→ (iξ)α на Fx( · ), то и оптимальные ме-
тоды естественно искать среди подобных отображений. С каждой измери-
мой функцией a( · ) на A такой, что a( · )

√
f( · ) ∈ L∞(A), сопоставим отоб-

ражение ϕa : ImI0(A) → L2(Rd), действующее в образах Фурье по правилу
Fϕa(y( · ))(ξ) = (iξ)αã(ξ)ỹ(ξ) для п. в. ξ ∈ Rd, где ã( · ) = a( · ), ỹ( · ) = y( · ) на A и
ã( · ) = 0, ỹ( · ) = 0 вне A. Определение корректно, так как если y( · ) ∈ ImI0(A),
то y( · ) = Fx( · )|A для некоторого x( · ) ∈ Hr

2(Rd), и тогда

1
(2π)d

∫
A

∣∣Fϕa(y( · ))(ξ)
∣∣2 dξ =

1
(2π)d

∫
A

|ξ|2α |a(ξ)|2 |Fx(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
A

|a(ξ)|2 |ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ

6
∥∥ |a( · )|2f( · )

∥∥
L∞(A)

1
(2π)d

∫
A

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ < ∞.

Таким образом, согласно теореме Планшереля имеем ϕa(y( · ))( · ) ∈ L2(Rd).
Пусть ϕa – такое отображение. Оценим квадрат максимизируемого функ-

ционала в (14) с ϕ = ϕa, переходя по теореме Планшереля к образам Фурье
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(f(ξ) 6 λ(A), если ξ ∈ Rd \A)

1
(2π)d

∫
Rd

∣∣(iξ)αFx(ξ)− ϕa(Fx( · )|A)(ξ)
∣∣2 dξ

=
1

(2π)d

∫
A

∣∣(iξ)αFx(ξ)− (iξ)αa(ξ)Fx(ξ)
∣∣2 dξ +

1
(2π)d

∫
Rd\A

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ

=
1

(2π)d

∫
A

|1− a(ξ)|2 |ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ

+
1

(2π)d

∫
Rd\A

|ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ

6 vrai sup
ξ∈A

|1− a(ξ)|2f(ξ)
1

(2π)d

∫
A

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ

+ λ(A)
1

(2π)d

∫
Rd\A

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ. (15)

Отсюда видно, что если
|1− a(ξ)|2f(ξ) 6 λ(A) (16)

для п. в. ξ ∈ Rd, то величина из правой части в (15) не превосходит λ(A) и
значит, погрешность метода ϕa не превосходит

√
λ(A). Тогда с учетом (10)

имеем √
λ(A) 6 E

(
Dα, Hr

2 (Rd), A, 0
)

6 e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, 0, ϕa

)
6

√
λ(A),

т. е. E(Dα, Hr
2 (Rd), A, 0) =

√
λ(A), а ϕa – оптимальный метод.

Существование таких функций a( · ) очевидно. Например, подходит функ-
ция, равная тождественно единице.

Если λ(A) = λ̂, то f(ξ) 6 λ̂ для любого ξ ∈ Rd и (16) выполняется с a( · ) = 0,
т. е. нулевой метод оптимален в данном случае.

Если функция ξ 7→ (iξ)αa(ξ)Fx(ξ) принадлежит L1(A) (например, если ме-
ра A конечна), то выражение для оптимального метода, приведенное в теореме,
является формулой обращения преобразования Фурье. В противном случае ин-
теграл для каждого t ∈ Rd надо понимать в смысле главного значения.

Случай (b): δ > 0, λ(A) = λ̂. Покажем, что в этой ситуации нулевой метод
является оптимальным.

В самом деле,

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

6 e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ, 0
)

= sup
x( · )∈Hr

2 (Rd),y( · )∈L̂2(A)
∥Fx( · )−y( · )∥L̂2(A)6δ

∥Dαx( · )∥L2(Rd) 6 sup
x( · )∈Hr

2 (Rd)

∥Dαx( · )∥L2(Rd). (17)

Согласно теореме Планшереля квадрат величины из правой части в (17) равен
значению задачи

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ → max,
1

(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ 6 1. (18)

Отсюда в силу определения λ̂ имеем

1
(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ =
1

(2π)d

∫
Rd

|ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ 6 λ̂,
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т. е. значение задачи (18) не превосходит λ̂. Следовательно, для случаев δ > δ̂

и 0 6 δ < δ̂, λ(A) = λ̂ (см. (7) и (9)) имеем√
λ̂ 6 E

(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

6 e
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ, 0
)

6
√

λ̂,

т. е. E(Dα, Hr
2 (Rd), A, δ) =

√
λ̂ и ϕ̂ = 0 – оптимальный метод.

Случай (c): 0 < δ < δ̂, 0 6 λ(A) < λ̂. В этой ситуации ранее были получены
оценки снизу для погрешности оптимального восстановления (см. (8) и (12)),
которые, как нетрудно проверить, можно записать в виде одной формулы:

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), A, δ
)

>
√

λ1δ2 + λ2, (19)

причем λi > 0, i = 1, 2.
Пусть a( · ) – измеримая функция на A такая, что функция ξ 7→ (iξ)αa(ξ)

принадлежит L∞(A). Оптимальные методы, как и выше, будем искать среди
таких отображений ϕa : ImIδ(A) → L2(Rd), которые в образах Фурье действуют
по правилу Fϕa(y( · ))(ξ) = (iξ)αã(ξ)ỹ(ξ) для п. в. ξ ∈ Rd, где ã( · ) = a( · ),
ỹ( · ) = y( · ) на A и ã( · ) = 0, ỹ( · ) = 0 вне A. Ясно, что ϕa( · ) ∈ L2(Rd).

Пусть ϕa – такой метод. Оценим значение задачи (13) в этой ситуации.
Переходя по теореме Планшереля к образам Фурье, получаем, что квадрат ее
значения равен значению следующей задачи:

1
(2π)d

∫
A

∣∣(iξ)αFx(ξ)− (iξ)αa(ξ)y(ξ)
∣∣2 dξ +

1
(2π)d

∫
Rd\A

|ξ|2α |Fx(ξ)|2 dξ → max,

1
(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ 6 δ2, (20)

1
(2π)d

∫
Rd

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ 6 1, x( · ) ∈ Hr
2(Rd), y( · ) ∈ L̂2(A).

Теперь оценим по неравенству Коши–Буняковского для каждого ξ ∈ A вы-
ражение под знаком первого интеграла в максимизируемом функционале:∣∣(iξ)αFx(ξ)− (iξ)αa(ξ)y(ξ)

∣∣2 = |ξ|2α
∣∣(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))

∣∣2
6 |ξ|2α

(
|1− a(ξ)|2

λ2(1 + ∥ξ∥2)r
+
|a(ξ)|2

λ1

)(
λ2(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2

+ λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2
)
. (21)

Обозначим

Sa = vrai sup
ξ∈A

|ξ|2α

(
|1− a(ξ)|2

λ2(1 + ∥ξ∥2)r
+
|α(ξ)|2

λ1

)
.

Если предположить, что Sa 6 1, то, интегрируя по A неравенство (21) и учи-
тывая, что f(ξ) 6 λ(A) за пределами A, получаем следующую оценку для
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максимизируемого функционала в (20):

λ2
1

(2π)d

∫
A

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ + λ1
1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+
1

(2π)d

∫
Rd\A

|ξ|2α

(1 + ∥ξ∥2)r
(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ

6 λ2
1

(2π)d

∫
A

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ + λ1
1

(2π)d

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+ λ(A)
1

(2π)d

∫
Rd\A

(1 + ∥ξ∥2)r |Fx(ξ)|2 dξ. (22)

Если λ(A) 6 h(δ), то ∆ = δ и тем самым λ(A) 6 h(∆) = λ2. Если же
λ(A) > h(δ), то λ2 = h(∆) = λ(A). Итак, всегда λ(A) 6 λ2, и поэтому из оцен-
ки (22), учитывая ограничения в задаче (20), получаем, что максимизируемый
функционал в этой задаче не превосходит величины λ2+λ1δ

2, т. е. погрешность
метода ϕa не превосходит

√
λ2 + λ1δ2. Вместе с (19) это означает, что метод ϕa

оптимален.
Теперь покажем, что указанные функции a( · ), для которых Sa 6 1, суще-

ствуют.
Если для п. в. ξ ∈ Rd выполняется неравенство

|ξ|2α

(
|1− a(ξ)|2

λ2(1 + ∥ξ∥2)r
+
|α(ξ)|2

λ1

)
6 1, (23)

то Sa 6 1. Далее, если

− |ξ|2α + λ1 + λ2(1 + ∥ξ∥2)r > 0 ∀ ξ ∈ Rd, (24)

то нетрудно проверить (выделяя полный квадрат), что (23) равносильно соот-
ношению, приведенному в теореме. Из него следует, что для любой измери-
мой функции a( · ), ему удовлетворяющей, функция ξ 7→ (iξ)αa(ξ) принадле-
жит L∞(A), и, таким образом, оптимальных методов “достаточно много”.

Осталось доказать неравенство (24). Для этого рассмотрим функцию g( · )
на полупрямой [0,∞), определенную формулой

g(x) =
αα

α α
(x1/r − 1)α.

Простая проверка показывает, что эта функция вогнута на [x0,∞), где x0 =
(r/(r − α))r.

В нашем случае ∆ < δ̂, или равносильно ∆−2 > x0. Непосредственный
подсчет показывает, что прямая x 7→ λ1 +λ2x является касательной к графику
функции g( · ) в точке ∆−2, и поэтому в силу вогнутости g( · ) имеем

g(x) 6 λ1 + λ2x ∀x > x0.

Пусть ξ ∈ Rd. Положим xξ = (1 + ∥ξ∥2)r. Тогда

g(xξ) =
αα

α α
∥ξ∥2α.

Из теоремы о среднем арифметическом и среднем геометрическом (см. [19,
с. 29]) легко следует, что

|ξ|2α 6
αα

α α
∥ξ∥2α.
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Объединяя последние соотношения и учитывая, что xε > x0, получаем

|ξ|2α 6
αα

α α
∥ξ∥2α = g(xξ) 6 λ1 + λ2xξ = λ1 + λ2(1 + ∥ξ∥2)r,

что и доказывает (24), а значит, и выражение для функций a( · ) из формули-
ровки теоремы.

Как и в случае δ = 0, если функция ξ 7→ (iξ)αa(ξ)Fx(ξ) принадлежит L1(A)
(например, если мера A конечна), то выражение для оптимального метода, при-
веденное в теореме, есть формула обращения преобразования Фурье. В про-
тивном случае интеграл для каждого t ∈ Rd надо понимать в смысле главного
значения. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть Aσ ∈ Aσ. Покажем, что λ(Aσ) >
λ(σ). Действительно, если λ(Aσ) < λ(σ), то существует такое λ < λ(σ), что
mes(Aσ ∩ Ωλ) = mes Ωλ, и так как mes Ωλ > mes Ωλ(σ) = σ, то mes Aσ > σ, что
невозможно.

Пусть δ = 0. Из теоремы 1 вытекает, что

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Aσ, 0
)

=
√

λ(Aσ) >
√

λ(σ).

Однако поскольку mes Ωλ(σ) = σ и λ(Ωλ(σ)) = λ(σ), то Ωλ(σ) – оптимальное
множество и, очевидно, любое множество, отличающееся от Ωλ(σ) лишь на мно-
жестве меры нуль, также оптимально.

Если δ > δ̂, то для любого множества и, в частности, для любого Aσ выпол-
нено

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Aσ, 0
)

=
√

λ̂.

Следовательно, в этом случае любое множество является оптимальным.
Пусть теперь 0 < δ < δ̂ и Aσ ∈ Aσ. Если λ(σ) > h(δ), то λ(σ, δ) = λ(σ).

Выше показано, что λ(Aσ) > λ(σ) и тем самым λ(Aσ) > h(δ). В этом слу-
чае погрешность оптимального восстановления, как отмечено в комментарии 2
к теореме 1, убывает с убыванием λ(A), и поскольку λ(Aσ) > λ(σ) = λ(Ωλ(σ)),
то

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Aσ, δ
)

> E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Ωλ(σ), δ
)
.

Следовательно, Ωλ(σ) – оптимальное множество.
Пусть λ(σ) 6 h(δ); тогда λ(σ, δ) = h(δ). Если λ(Aσ) > h(δ), то по тем же

соображениям, что и в предыдущем случае, получаем

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Aσ, δ
)

> E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Ωh(δ), δ
)
.

Если же λ(Aσ) 6 h(δ), то согласно теореме 1

E
(
Dα, Hr

2 (Rd), Aσ, δ
)

=

√(
r

α
(δ̂2/r − δ2/r) + 1

)
h(δ) = E

(
Dα, Hr

2 (Rd), Ωh(δ), δ
)
,

т. е. Ωh(δ) – оптимальное множество.
Итак, при δ > 0 множество Ωλ(σ,δ) и любое множество, отличающееся от

Ωλ(σ,δ) на множестве меры нуль, оптимальны. Терема доказана.
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Рассмотрим теперь один пример. Пусть α = (1, 0, . . . , 0) и r = 2. Иными
словами, рассматривается задача восстановления частной производной xt1( · )
на классе H2

2 (Rd). В этом случае

λ̂ =
1
4
, δ̂ =

1
2
,

Ωλ =
{

(ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd
∣∣∣ ξ2

1

(1 + ξ2
1 + · · ·+ ξ2

d)2
> λ

}
.

Нетрудно убедиться в том, что Ωλ при λ < 1/4 представляет собой два шара:

Ωλ =
{

(ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd
∣∣∣ (
|ξ1| −

1
2
√

λ

)2

+ ξ2
2 + · · ·+ ξ2

d 6
1
4λ

− 1
}

.

Из теоремы 1 получаем, что E(Dα, H2
2 (Rd), A, δ) = 1/2 при δ > 1/2, а при

δ < 1/2

E
(
Dα, H2

2 (Rd), A, δ
)

=


√

(1− δ)δ, λ(A) 6
δ

2
,√(

1− 4λ(A)
4λ(A)

)
δ2 + λ(A), λ(A) >

δ

2
.

Семейство оптимальных методов для рассматриваемого случая также может
быть легко получено из теоремы 1. В частности, при 0 < δ < 1/2 метод

ϕ̂(Fx( · )|A)(t) =
1

(2π)d

∫
A

iξ1

1 + ∆2

1−2∆ (1 + ξ2
1 + · · ·+ ξ2

d)2
Fx(ξ)e⟨ξ,t⟩ dξ,

где

∆ =


δ, λ(A) 6

δ

2
,

2λ(A), λ(A) >
δ

2
,

является оптимальным.
В силу известной формулы для объема d-мерного шара имеем

mes Ωλ =
2πd/2

Γ(d/2 + 1)

(
1
4λ

− 1
)d/2

и тем самым получаем

λ(σ) =
1
4

(
1 +

1
π

(
σ

2
Γ
(

d

2
+ 1

))2/d)−1

.

Как отмечалось в доказательстве теоремы 2, при δ > 1/2 любое множество
оптимально. При δ < 1/2 из той же теоремы вытекает, что шары{

(ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd
∣∣∣ (
|ξ1| −

√
R2 + 1

)2 + ξ2
2 + · · ·+ ξ2

d 6 R2
}

,

где

R =


1√
π

(
σ

2
Γ
(

d

2
+ 1

))1/d

, σ <
2

πd/2Γ(d/2 + 1)

(
1
2δ
− 1

)d/2

,√
1
2δ
− 1, σ >

2
πd/2Γ(d/2 + 1)

(
1
2δ
− 1

)d/2

,
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являются оптимальным множеством.
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