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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïî çíà÷åíèÿ ì
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè, çàäàþùåé íà÷àëüíóþ ôîðìó
ñòðóíû, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ â ðàâíîìåðíîé íîðìå. Ïðè-
âîäèòñÿ ðåøåíèå áîëåå îáùåé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòî -
ðà, îïðåäåëåííîãî íà âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ èç l2, ïî
ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ.

1. Постановка задачи

Рассмотрим волновое уравнение с нулевыми граничными усло-
виями и нулевой начальной скоростью

(1)

utt = uxx ,
u(0, t) = u(π, t) = 0 ,
u(x, 0) = f (x),

ut (x, 0) = 0 .

Как известно, точное решение этой задачи имеет вид

(2) u(x, t) =
1X

j =1

aj (f ) cosjt sinjx,

где

aj (f ) =
2
π

Z �

0
f (x) sin jx dx

— коэффициенты Фурье функции f (x).
Предположим, что f (�) 2 W n

2 ([0, π]), где

W n
2 ([0, π]) = f f (�) 2 L2([0, π]) : f (n� 1)(�) абс. непр. на [0, π],

kf (n)(�)kL 2([0;� ]) � 1g,

а

kg(�)kL 2([0;� ]) =

s
2
π

Z �

0
jg(x)j2 dx.
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Будем считать, что нам известны приближенные значения пер-
вых N коэффициентов Фурье функции f (�) y1, . . . , yN , причем

(3) jaj (f ) � yj j � δj , δj > 0, j = 1 , ..., N.

Поставим задачу поиска оптимального метода восстановления ре-
шения задачи (2) в момент времени T на классе W n

2 ([0, π]) по
информационному оператору F N

� (δ = δ1, ..., δN ), который каждой
функции f (�) 2 W n

2 ([0, π]) сопоставляет множество векторов y =
(y1, . . . , yN ), удовлетворяющих условию (3).

В качестве методов восстановления будем рассматривать произ-
вольные операторы ϕ : RN ! L2([0, π]). Ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ для данного метода ϕ назовем величину

e(T, W n
2 ([0, π]), F N

� , ϕ)

= sup
f (�)2 W n

2 ([0;� ]) ; y=( y1 ;:::;y )2 RN

jaj (f )� yj j� � j ; j =1 ;:::;N

ku(�, T ) � ϕ(y)( �)kL 2([0;� ]) .

Величина

E(T, W n
2 ([0, π]), F N

� ) = inf
' : RN ! L 2([0;� ])

e(T, W n
2 ([0, π]), F N

� , ϕ)

называется ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ , а ме-
тод, на котором достигается нижняя грань, называется îïòèìàëü-
íûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ .

Рассмотрим более общую задачу оптимального восстановления
оператора Q : X ! l1 , заданного равенством

Qx = ( η1x1, η2x2, . . .), j 2 N,

где x = ( x1, x2, . . .) 2 X, а

X =
�

x = ( x1, x2, . . .) : kxkX =
1X

j =1

νj jxj j < 1
�

,

νj > 0, j 2 N. Положим µj = η2
j и будем предполагать, что µj /νj !

0 при j ! 1 . Тогда при всех x 2 X Qx 2 l2. Нас интересует задача
восстановления оператора Q по приближенным значениям первых
N компонент x1, . . . , xN .

Положим
W = f x 2 X : kxkX � 1g.

Будем считать, что для каждого x 2 W нам известен вектор y =
(y1, . . . , yN ) такой, что

jxj � yj j � δj , j = 1 , ..., N.

В качестве методов восстановления рассматриваются всевозмож-
ные отображения ϕ : lN

1 ! l2. Погрешность восстановления для
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данного метода ϕ определяется равенством

e(Q, W, IN , δ, ϕ) = sup
x2 W; y2 lN

∞
jx j � yj j� � j ; j =1 ;:::;N

kQx � ϕ(y)kl2

(здесь δ = ( δ1, ..., δN ), IN x = ( x1, . . . , xN )).
Погрешностью оптимального восстановления называется вели-

чина

(4) E(Q, W, IN , δ) = inf
' : lN

∞! l2
e(Q, W, IN , δ, ϕ),

а метод, на котором достигается нижняя грань, называется опти-
мальным методом восстановления оператора Q на классе W по ин-
формации IN , заданной с погрешностью в норме lN

1 .
Спучай, когда коэффициенты Фурье заданы с погрешностью в

норме lN
2 , как для задачи (1), так и для задачи (4), исследовался в

работе [1].

2. Основные результаты

Пусть νj монотонно возрастает,

lim
j ! + 1

νj = + 1 , lim
j ! + 1

µj /νj = 0 .

Без ограничения общности можно считать, что
µ1

ν1
�

µ2

ν2
� ... �

µN

νN

(этого можно добиться соответствующей перенумеровкой). Пусть
q > N таково, что

µq

νq
= max

j>N

µj

νj
.

Если ν1δ1 < 1 и
µ1

ν1
>

µq

νq
,

положим

p0 = p0(δ) = max
�

p :
pX

j =1

νj δ2
j < 1,

µp

νp
>

µq

νq
, 1 � p � N

�
,

в противном случае считаем, что p0 = 0 .
Положим

q0 =

8
><

>:

q,
µq

νq
�

µp0+1

νp0+1

p0 + 1 ,
µq

νq
<

µp0+1

νp0+1
.

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(5) E(Q, W, IN , δ) =

vu
u
t µq0

νq0

+
p0X

j =1

�
µj �

µq0

νq0

νj

�
δ2

j ,
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ïðè ýòîì ìåòîä

(6) bϕ(y) =
p0X

j =1

ηj

�
1 �

µq0νj

νq0µj

�
yj ej ,

ãäåej , j = 1 , 2, . . ., � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â l2

(ej )k =

(
1, k = j,
0, k 6= j,

k = 1 , 2, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Вернемся к задаче оптимального восстановления решения вол-
нового уравнения. Если f (�) 2 W n

2 ([0, π]), то

f (x) =
1X

j =1

aj (f ) sin jx,

где
1X

j =1

j2na2
j (f ) � 1,

т.е. νj = j2n . Из (2) вытекает, что µj = cos2 jT . Соответственно
q > N таково, что

cos2 qT
q2n

= max
j>N

cos2 jT
j2n

.

Тогда в случае, если δ1 < 1 и cos2 T >
cos2 qT

q2n
,

p0 = p0(δ) = max
�

p :
pX

j =1

j2nδ2
j < 1,

cos2 pT
p2n

>
cos2 qT

q2n
, 1 � p � N

�
,

иначе p0 = 0 .
Соответственно

q0 =

8
>>><

>>>:

q,
cos2 qT

q2n
�

cos2(p0 + 1) T
(p0 + 1) 2n

p0 + 1 ,
cos2 qT

q2n
<

cos2(p0 + 1) T
(p0 + 1) 2n

.

Из теоремы 1 вытекает

Ñëåäñòâèå 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(T, W n
2 ([0, π]), F N

� ) =

vu
u
t cos2 q0T

q2
0

+
p0X

j =1

�
cos2 jT �

cos2 q0T
q2

0
j2

�
δ2

j ,
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ïðè ýòîì ìåòîä

u(x, T ) �
p0X

j =1

�
1 �

j2 cos2 q0T
q2

0 cos2 jT

�
yj cosjT sinjx

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3. Доказательство

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Рассмотрим экстремальную задачу
1X

j =1

µj jxj j2 ! max, jxj j2 � δ2
j , j = 1 , ..., N,

1X

j =1

νj jxj j2 � 1.

Положим uj = jxj j2, j 2 N, и перепишем эту задачу так:
(7)

1X

j =1

µj uj ! max, uj � δ2
j , j = 1 , ..., N,

1X

j =1

νj uj � 1, uj � 0.

Введем функцию Лагранжа для этой задачи

L (u, λ, λ1, ..., λN ) =
NX

j =1

(� µj + λj + λνj )uj +
1X

j = N +1

(� µj + λνj )uj ,

где u = f uj gj 2 N.
Из работы [2] (см. также [3]) вытекает, что если найдутся такие

bλ, bλ1, ..., bλN � 0, что для допустимой в задаче (7) последовательно-
сти bu = f buj gj 2 N выполнены условия

(a) min
u j � 0

L (u, bλ, bλ1, ..., bλN ) = L (bu, bλ, bλ1, ..., bλN ),

(b)
NX

j =1

bλj

�
buj � δ2

j

�
= 0 , bλ

� 1X

j =1

νj buj � 1
�

= 0 ,

то bu — решение задачи (7), а ее значение равно
NX

j =1

bλj δ2
j + bλ.

Если при этом для всех y 2 lN
1 существует решение xy экстремаль-

ной задачи

(8)
NX

j =1

bλj jxj � yj j2 + bλkxk2
X ! min, x 2 X,

то

(9) E(Q, W, IN , δ) =

vu
u
t

NX

j =1

bλj δ2
j + bλ,
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а метод
bϕ(y) = Qxy

является оптимальным.
Задача (8) может быть записана в виде

NX

j =1

�
bλj (xj � yj )2 + bλνj x2

j

�
+ bλ

1X

j = N +1

νj x2
j ! min, x 2 X.

Нетрудно убедиться, что ее решение есть

xy =
NX

j =1

bλj

bλj + bλνj

yj ej .

Поэтому достаточно найти bλ, bλ1, ..., bλN � 0 и допустимую в (7) по-
следовательность bu = f buj gj 2 N, для которых будут выполнены усло-
вия (a) и (b). При этом метод

(10) bϕ(y) =
NX

j =1

ηj

bλj

bλj + bλνj

yj ej

будет оптимальным.
Предположим, что p0 > 0. Положим bλ =

µq0

νq0

, bλj = µj �

µq0

νq0

νj , j = 1 , ..., p0, bλj = 0 , p0 < j � N.

buj =

8
>>><

>>>:

δ2
j , j = 1 , ..., p0,

1 �
P p0

j =1 νj δ2
j

νq0

, j = q0,

0, j > p0, j 6= q0.

Легко проверить, что последовательность buj — допустимая и вы-
полнены условия (b). При этом

L (u, bλ, bλ1, ..., bλN ) =
1X

j = p0+1

�
� µj +

µq0

νq0

νj

�
uj � 0,

так как в силу выбора q0

µq0

νq0

�
µj

νj
, j > p0.

Поскольку L (bu, bλ, bλ1, ..., bλN ) = 0 , условие (a) выполнено.
Подставляя bλ и bλ1, ..., bλN в (9) и (10), получаем погрешность оп-

тимального восстановления и оптимальность метода

bϕ(y) =
p0X

j =1

ηj

�
1 �

µq0νj

νq0µj

�
yj ej .
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Пусть p0 = 0 . При этом либо ν1δ2
1 � 1, либо

µ1

ν1
�

µq

νq
. В обо-

их случях положим bλ =
µq0

νq0

, bλj = 0 , j = 1 , ..., N, buq0 =

1
νq0

, buj = 0 , j 6= q0. Тогда последовательность buj — допустимая,

L (u, bλ, bλ1, ..., bλN ) =
1X

j =1

�
� µj +

µq0

νq0

νj

�
uj =

1X

j =1

νj

�
µq0

νq0

�
µj

νj

�
uj � 0

в силу выбора q0, а L (bu, bλ, bλ1, ..., bλN ) = 0 , то есть условие (a) вы-
полнено. Условия (b) также очевидным образом выполнены. При
этом из (9) и (10) следует, что

E(Q, W, IN , δ) =
r

µq0

νq0

,

а метод bϕ(y) = 0 — оптимальный.
�
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