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ОПТИМАЛЬНОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ФРЕДГОЛЬМА ПО

НЕТОЧНОЙ ИСХОДНОЙ ИНФОРМАЦИИ

1. Постановки

Рассмотрим уравнение Фредгольма второго рода с ядром, зависящим от модуля
разности аргументов:

f(t) +

π∫
−π

|t− x| f(x) d x = g(t). (1)

Считаем, что функция g(t) — четная, тогда ее ряд Фурье:

g(t) =
a0 (g)

2
+
∞∑
n=1

an (g) cos nt, (2)

где коэффициенты Фурье

a n (g) =
2
π

π∫
0

g (x) cos nx dx.

Ряд Фурье для ядра уравнения (1) имеет вид:

|t− x| = π

2
− 4
π

∞∑
n=0

cos ((2n+ 1) (t− x))
(2n+ 1)2

. (3)

Решение уравнения (1) ищем в виде ряда:

f(t) =
c0

2
+
∞∑
n=1

cn cos nt. (4)

Подставляем (2), (3), (4) в (1), получаем коэффициенты Фурье:

c0 =
a0 (g)
1 + π2

; c2n = a2n (g) ; c2n+1 =
a2n+1 (g)

1− 4
(2n+1)2

.

Тогда точное решение (4) задачи (1) запишется в виде:

f(t) =
a0 (g)

2 (1 + π2)
+
∞∑
n=1

a2n (g) cos 2nt+
∞∑
n=0

a2n+1 (g) cos (2n+ 1) t
1− 4

(2n+1)2

. (5)

Предположим, что g(t) ∈W r
2 ([−π, π]), где

W r
2 ([−π, π]) = { f(·) ∈ L2([−π, π]) : f (r−1)(·) абс. непр. на [−π, π],

‖f (r)(·)‖L2([−π,π]) ≤ 1 },
а

‖g (·)‖ L2([−π;π]) =

√√√√√ 1
π

π∫
−π

|g (t)|2 dt.
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Будем считать, что нам известны приближенные значения первых N + 1
коэффициентов Фурье функции g(·), y0, y1, . . . , yN , причем

N∑
i=0

|ai (g)− yi|2 ≤ δ2, δ > 0. (6)

Поставим задачу поиска оптимального метода восстановления решения задачи
(1) на классе W r

2 ([−π; π]) по информационному оператору FN+1
δ , который каждой

функции g(t) ∈W r
2 ([−π; π]) сопоставляет множество векторов y = (y0, y1, . . . , yN ),

удовлетворяющих условию (6).
В качестве методов восстановления будем рассматривать произвольные

операторы ϕ : RN+1 → L2 ([−π; π]) . Погрешностью восстановления для данного
метода ϕ назовем величину

e
(
W r

2 ([−π; π]) , FN+1
δ , ϕ

)
=

= sup
g(t)∈W r

2 ([−π;π]), y=(y0,...,yN )∈RN+ 1

N∑
i=0
| ai(g)−yi|2≤δ2

‖f (·)− ϕ (y) (·)‖ L2([−π,π]) .

Величина

E
(
W r

2 ([−π; π]) , FN+1
δ

)
= inf
ϕ: RN+ 1→L2 ([−π;π])

e
(
W r

2 ([−π; π]) , FN+1
δ , ϕ

)
называется погрешностью оптимального восстановления, а метод, на котором
достигается нижняя грань, называется оптимальным методом восстановления.

2. Основные результаты

Следуя работам [2],[3], и используя выводы теоремы 1 работы [1], нетрудно
получить следующие результаты.

Случай 1. r = 1.

I).При δ ≥ 1
3
√
π
E = 3

5 , а метод f(t) ≈ 0 — оптимальный.

II). При δ < 1
3
√
π
.

a) Если N— четное, то E =
√

81
25πδ

2 + 1−9πδ2

(N−3)2
, а оптимальный метод

f(t) ≈ y0
2(1+π2)

+

+
N
2∑

n=1

(
(1 + b (N) ν2n)

−1 y2n cos2nt+ (2n−1)2(1+b(N)ν2n−1)−1y2n−1 cos(2n−1)t
(2n−3)(2n+1)

)
,

b (N) = 1

9π

([
3(N−1)(N+3)

5(N+1)

]2
−1

) , νk = πk2.

б) Если N— нечетное, то E =
√

81
25πδ

2 + 1−9πδ2

(N+1)2
, а оптимальный метод

f(t) ≈ y0
2(1+π2)

+

+
N−1

2∑
n=1

(
(1 + b (N) ν2n)

−1 y2n cos2nt + (2n−1)2(1+b(N)ν2n−1)−1y2n−1 cos(2n−1)t
(2n−3)(2n+1)

)
,

b (N) = 1

9π

([
3(N+1)

5

]2
−1

) , νk = πk2.

Случай 2. r ≥ 2(r 6=∞).

I). При δ ≥ 1√
π
E = 1

3 , а метод f(t) ≈ 0 — оптимальный.

II). а) При 1
2
√
π
≤ δ < 1√

π
E =

√
πδ2(22r−9)+8

22r−1
, а оптимальный метод
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f(t) ≈ y0
2(1+π2)

+ (1 + b)−1 y1 cos t+
(
1 + b22r

)−1 y2 cos 2t,
b = 8

(22r−9)
.

б) При 1
3
√
π
≤ δ < 1

2
√
π
E =

√
πδ2(25·32r−81·22r)+56

25(32r−22r)
, а оптимальный метод

f(t) ≈ y0
2(1+π2)

−1
3 (1 + b)−1 y1 cos t +

(
1 + b22r

)−1 y2 cos 2t +

+9
5

(
1 + b32r

)−1 y3 cos 3t,
b = 56

(25·32r−81·22r)
.

III). При δ < 1
3
√
π

a) Если N— четное, то E =
√

81
25πδ

2 + 1−32rπδ2

(N−1)2(N+3)2(N+1)2r−4 , а оптимальный
метод

f(t) ≈ y0
2(1+π2)

+

+
N
2∑

n=1

(
(1 + b (N) ν2n)

−1 y2n cos2nt + (2n−1)2(1+b(N)ν2n−1)−1y2n−1 cos(2n−1)t
(2n−3)(2n+1)

)
b (N) = 1

π

([
9(N−1)(N+3)(N+1)r−2

5

]2
−32r

) , νk = πk2r.

б) Если N— нечетное, то E =
√

81
25πδ

2 + 1−32rπδ2

(N+1)2r , а оптимальный метод

f(t) ≈ y0
2(1+π2)

+

+
N+1

2∑
n=1

(
(1 + b (N) ν2n)

−1 y2n cos2nt + (2n−1)2(1+b(N)ν2n−1)−1y2n−1 cos(2n−1)t
(2n−3)(2n+1)

)
,

b (N) = 1

π
(

81(N+1)2r

25
−32r

) , νk = πk2r.
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