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О некоторых неравенствах типа Карлсона

В статье находится точная константа в неравенстве

∥w(·)x(·)∥Lq(T ) ⩽ K∥w0(·)x(·)∥γLp(T )

( d∑
j=1

∥φj(·)x(·)∥rLr(T )

)(1−γ)/r

,

где T – конус в Rd, а веса w(·), w0(·) и φj(·), j = 1, . . . , d, – измеримые
однородные функции. Аналогичные точные неравенства получены для
дифференциальных операторов.
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Введение

Хорошо известное неравенство Карлсона [1]

∥x(t)∥L1(R+) ⩽
√
π∥x(t)∥1/2L2(R+)∥tx(t)∥

1/2
L2(R+), R+ = [0,+∞),

обобщалось многими авторами (см., например, [2]–[7]). Сформулируем одно из
обобщений этого неравенства, которым мы будем пользоваться.

Рассмотрим в Rd сферическую систему координат

t1 = ρ cosω1,

t2 = ρ sinω1 cosω2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

td−1 = ρ sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 cosωd−1,

td = ρ sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1.

Для функции f(t), t ∈ Rd, положим

f̃(ω) = |f(cosω1, . . . , sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1)|, ω = (ω1, . . . , ωd−1).

Введем следующие обозначения:

P = {(p, q, r) : 1 ⩽ q < p, r}, P1 = {(p, q, r) : 1 ⩽ q = r < p},
P2 = {(p, q, r) : 1 ⩽ q = p < r}.
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Пусть |w(·)|, |w0(·)|, |w1(·)| – измеримые однородные функции на Rd порядков
θ, θ0, θ1 соответственно, T – конус в Rd, а Ω – область изменения ω, когда t ∈ T .
Из того, что T – конус, следует, что Ω не зависит от ρ. Положим

J(ω) = sind−2 ω1 sin
d−3 ω2 · · · sinωd−2.

Из работы [7] (следствие 4 при n = 1) вытекает следующий результат.

Теорема 1. Пусть w(·), w0(·), w1(·) ̸= 0 для почти всех t ∈ T , (p, q, r) ∈
P ∪ P1 ∪ P2 и γ ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫
Ω

(
w̃(ω)

w̃γ
0 (ω)w̃1(ω)(1−γ)

)q̃

J(ω) dω <∞,

где
γ =

θ1 − θ − d(1/q − 1/r)

θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p)
,

1

q̃
=

1

q
− γ

p
− 1− γ

r
.

Тогда для всех x(·) таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T ) и w1(·)x(·) ∈ Lr(T ), имеет
место точное неравенство

∥w(·)x(·)∥Lq(T ) ⩽ K∥w0(·)x(·)∥γLp(T )∥w1(·)x(·)∥1−γ
Lr(T ),

где

K = γ−γ/p(1− γ)−(1−γ)/r

(
B(q̃γ/p, q̃(1− γ)/r)I

|θ1 − θ0 + d(1/r − 1/p)|(γr + (1− γ)p)

)1/q̃

,

а B(·, ·) – B-функция Эйлера.

Для (p, q, r) ∈ P теорема 1 была доказана в работе [4] (см. также следствие 4
из работы [5]).

В силу свойств B-функций

B

(
q̃γ

p
,
q̃(1− γ)

r

)
=
γr + (1− γ)p

γr
B

(
q̃γ

p
+ 1,

q̃(1− γ)

r

)
.

Поэтому константа K может быть записана в виде

K = γ−γ/p(1− γ)−(1−γ)/r

(
B(q̃γ/p+ 1, q̃(1− γ)/r)I

r|θ1 − θ − d(1/q − 1/r)|

)1/q̃

.

§ 1. Точные неравенства на конусах в Rd

Пусть

w1(t) =

( n∑
j=1

|φj(t)|r
)1/r

.

Тогда

∥w1(·)x(·)∥rLr(T ) =

n∑
j=1

∥φj(·)x(·)∥rLr(T ).

Тем самым теорема 1 может быть переформулирована в следующем виде.
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Теорема 2. Пусть |w(·)|, |w0(·)| – измеримые однородные функции поряд-
ков θ , θ0 , а |φj(·)|, j = 1, . . . , n, – измеримые однородные функции порядка θ1 .
Пусть, кроме того, w(t), w0(t) ̸= 0 и

∑n
j=1 |φj(t)| ≠ 0 для почти всех t ∈ T ,

(p, q, r) ∈ P ∪ P1 ∪ P2 и γ ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫
Ω

(
w̃(ω)

w̃γ
0 (ω)(

∑n
j=1 φ̃

r
j(ω))

(1−γ)/r

)q̃

J(ω) dω <∞.

Тогда для всех x(·) таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T ) и φj(·)x(·) ∈ Lr(T ), j =

1, . . . , n, имеет место точное неравенство

∥w(·)x(·)∥Lq(T ) ⩽ K∥w0(·)x(·)∥γLp(T )

( n∑
j=1

∥φj(·)x(·)∥rLr(T )

)(1−γ)/r

.

Следствие 1. Пусть |w(·)|, |w0(·)| – измеримые однородные функции по-
рядков d(1− 1/q), d− (λ+ d)/p, а |φj(·)|, j = 1, . . . , n, – измеримые однородные
функции порядка d + (µ − d)/r , λ, µ > 0. Пусть, кроме того, w(t), w1(t) ̸= 0 и∑n

j=1 |φj(t)| ̸= 0 для почти всех t ∈ T и (p, q, r) ∈ P ∪ P1 ∪ P2 . Предположим,
что

I =

∫
Ω

(
w̃(ω)

w̃pα
0 (ω)(

∑n
j=1 φ̃

r
j(ω))

β

)1/(1/q−α−β)

J(ω) dω <∞,

где
α =

µ

pµ+ rλ
, β =

λ

pµ+ rλ
.

Тогда для всех x(·) таких, что w0(·)x(·) ∈ Lp(T ) и φj(·)x(·) ∈ Lr(T ), j =

1, . . . , n, имеет место точное неравенство

∥w(·)x(·)∥Lq(T ) ⩽ K̂∥w0(·)x(·)∥pαLp(T )

( n∑
j=1

∥φj(·)x(·)∥rLr(T )

)β

,

где

K̂ =
1

(pα)α(rβ)β

(
I

λ+ µ
B

(
α

1/q − α− β
,

β

1/q − α− β

))1/q−α−β

.

В случае, когда T = Rd
+, q = 1, p, r > 1, w(t) ≡ 1, n = 1,

w0(t) =W 1−(λ+1)/p(t), w1(t) =W 1+(µ−1)/r(t),

где W (·) – однородная функция порядка d, утверждение следствия 1 было
получено в работе [3]. В одномерном случае (d = 1) при сформулированных
выше условиях соответствующее утверждение было получено в работе [2].

§ 2. Точные неравенства для дифференциальных операторов

2.1. Точные неравенства в метрике L2(Rd). Пусть S – пространство
Шварца быстро убывающих бесконечно дифференцируемых функций на R,
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S′ – соответствующее пространство обобщенных функций, F : S′ → S′ – преоб-
разование Фурье.

Пусть |φj(·)|, j = 1, . . . , n, – однородные функции порядка ν, а |ψ(·)| – одно-
родные функция порядка η. Положим

Xp =
{
x(·) ∈ S′ : φj(·)Fx(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , n, Fx(·) ∈ Lp(Rd)

}
.

Для функций x(·) ∈ Xp определим операторы Dj , j = 1, . . . , n, равенствами

Djx(·) = F−1(φj(·)Fx(·))(·), j = 1, . . . , n,

и оператор
Λx(·) = F−1(ψ(·)Fx(·))(·) (2.1)

(будем предполагать, что функция ψ(·) такова, что ψ(·)Fx(·) ∈ L2(Rd) для
x(·) ∈ Xp).

Положим

Cp(ν, η) = γ̂−γ̂/p(1− γ̂)−(1−γ̂)/2

(
B(q̂γ̂/p+ 1, q̂(1− γ̂)/2)

2|ν − η|

)1/q̂

,

где

γ̂ =
ν − η

ν + d(1/2− 1/p)
, q̂ =

1

γ̂(1/2− 1/p)
.

Из теоремы 6 работы [7] (аналогично теореме 2) вытекает следующий результат.

Теорема 3. Пусть 2 < p ⩽ ∞, γ̂ ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫
Πd−1

ψ̃q̂(ω)

(
∑n

j=1 φ̃
2
j (ω))

q̂(1−γ̂)/2
J(ω) dω <∞, Πd−1 = [0, π]d−2 × [0, 2π].

Тогда имеет место точное неравенство

∥Λx(·)∥L2(Rd) ⩽
Cp(ν, η)I

1/q̂

(2π)dγ̂/2
∥Fx(·)∥γ̂

Lp(Rd)

( n∑
j=1

∥Djx(·)∥2L2(Rd)

)(1−γ̂)/2

. (2.2)

Рассмотрим некоторые конкретные веса. Пусть α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+. Оп-

ределим оператор Dα (производная порядка α) равенством

Dαx(·) = F−1((iξ)αFx(ξ))(·),

где (iξ)α = (iξ1)
α1 · · · (iξd)αd . Ясно, что если x(·) – достаточно гладкая функция

на Rd, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd и α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd
+, то

Dαx(t) =
∂xα1+···+αd(t)

∂tα1
1 · · · ∂tαd

d

.

Положим
ψθ(ξ) = (|ξ1|θ + · · ·+ |ξd|θ)2/θ, θ > 0.
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Через Λ
η/2
θ обозначим оператор Λ, определенный равенством (2.1) для ψ(ξ) =

ψ
η/2
θ (ξ). В частности, Λ2 = −∆, где ∆ – оператор Лапласа. Получим точное

неравенство (2.2) для Λ = Λ
η/2
θ иDj = Dνej , j = 1, . . . , d, где {ej} – стандартный

базис в Rd.
Для φj(ξ) = (iξj)

ν имеем φ̃j(ω) = t̃νj (ω), где

t̃1(ω) = |cosω1|,
t̃2(ω) = |sinω1 cosω2|,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

t̃d−1(ω) = |sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 cosωd−1|,
t̃d(ω) = |sinω1 sinω2 · · · sinωd−2 sinωd−1|.

Заметим, что
∑d

k=1 t̃
2
k (ω) = 1.

Для величины I из теоремы 3 имеем

I =

∫
Πd−1

(∑d
k=1 t̃

θ
k (ω)

)q̂η/θ
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
2ν
k (ω)

)q̂(1−γ̂)/2
. (2.3)

Если ν ⩽ 1, то
d∑

k=1

t̃ 2νk (ω) ⩾
d∑

k=1

t̃ 2k (ω) = 1. (2.4)

Если же ν > 1, то по неравенству Гёльдера

1 =

d∑
k=1

t̃ 2k (ω) ⩽

( d∑
k=1

t̃ 2νk (ω)

)1/ν

d1−1/ν .

Таким образом,
d∑

k=1

t̃ 2νk (ω) ⩾ d1−ν . (2.5)

Из (2.4) и (2.5) вытекает, что I <∞.
Теорема 3 доказана.
Из теоремы 3 получаем

Следствие 2. Пусть 2 < p ⩽ ∞ и ν > η ⩾ 0. Тогда имеет место точное
неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd) ⩽

Cp(ν, η)I
1/q̂

(2π)dγ̂/2
∥Fx(·)∥γ̂

Lp(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)(1−γ̂)/2

,

где I определено равенством (2.3).

В частности, при θ = 2, ν ∈ Z, 2 < p ⩽ ∞ и ν > η ⩾ 0 имеет место точное
неравенство

∥(−∆)η/2x(·)∥L2(Rd) ⩽
Cp(ν, η)I

1/q̂

(2π)dγ̂/2
∥Fx(·)∥γ̂

Lp(Rd)

( d∑
j=1

∥∥∥∥∂νx∂tνj
(·)

∥∥∥∥2
L2(Rd)

)(1−γ̂)/2

.
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Пусть теперь Λ = Dα, а Dj = Dνej , j = 1, . . . , d. Тогда величина I из
теоремы 3 имеем вид

I =

∫
Πd−1

(
t̃α1
1 (ω) · · · t̃αd

d (ω)
)q1
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
2ν
k (ω)

)q1(1−γ1)/2
, (2.6)

где

γ1 =
ν − |α|

ν + d(1/2− 1/p)
, q1 =

1

γ1(1/2− 1/p)
, |α| = α1 + · · ·+ αd.

Из (2.4) и (2.5) вытекает, что I <∞. Из теоремы 3 получаем

Следствие 3. Пусть 2 < p ⩽ ∞ и ν > |α| ⩾ 0. Тогда имеет место точное
неравенство

∥Dαx(·)∥L2(Rd) ⩽
C̃p(ν, |α|)I1/q1

(2π)dγ1/2
∥Fx(·)∥γ1

Lp(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)(1−γ1)/2

,

где

C̃p(ν, |α|) = γ
−γ1/p
1 (1− γ1)

−(1−γ1)/2

(
B(q1γ1/p+ 1, q1(1− γ1)/2)

2(ν − |α|)

)1/q1

,

а I определено равенством (2.6).

Получим точное неравенство для оператора Λ
η/2
θ для случая, когда p = 2.

Теорема 4. Пусть ν > η > 0 и 0 < θ ⩽ 2ν . Тогда имеет место точное
неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd) ⩽

dη(1/θ−1/(2ν))

(2π)d(1−η/ν)/2
∥Fx(·)∥1−η/ν

L2(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)η/(2ν)

.

(2.7)

Доказательство. Рассмотрим экстремальную задачу

∥Λη/2
θ x(·)∥2L2(Rd) → max, ∥Fx(·)∥2L2(Rd) ⩽ δ2,

d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd) ⩽ 1.

(2.8)
Для 0 < ε < (2π)d/(2ν)(dδ2)−1/(2ν) положим

ξ̂ε =

(
(2π)d

dδ2

)1/(2ν)

(1, . . . , 1)− (ε, . . . , ε), Bε = {ξ ∈ Rd : |ξ − ξ̂ε| < ε}.

Рассмотрим функцию xε(·) такую, что

Fxε(ξ) =


δ√

mesBε

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.
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Тогда ∥Fxε(·)∥2L2(Rd) = δ2 и

d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd) =
δ2

(2π)d mesBε

d∑
j=1

∫
Bε

|ξj |2ν dξ ⩽ 1.

Поэтому функция xε(·) является допустимой в задаче (2.8). Обозначив значе-
ние этой задачи через S, имеем

S ⩾ ∥Λη/2
θ xε(·)∥2L2(Rd) =

δ2

(2π)d mesBε

∫
Bε

ψη
θ (ξ) dξ =

δ2

(2π)d
ψη
θ (ξ̃ε), ξ̃ε ∈ Bε.

Устремляя ε к нулю, получаем

S ⩾ dη(2/θ−1/ν)

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

. (2.9)

Положим

L(x(·), λ1, λ2) = −∥Λη/2
θ x(·)∥2L2(Rd) + λ1∥Fx(·)∥2L2(Rd) + λ2

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)

=
1

(2π)d

∫
Rd

(
−ψη

θ (ξ) + (2π)dλ1 + λ2

d∑
j=1

|ξj |2ν
)
|Fx(ξ)|2 dξ.

Так как θ ⩽ 2ν, то из неравенства Гёльдера следует, что

d∑
j=1

|ξj |θ ⩽

( d∑
j=1

|ξj |2ν
)θ/(2ν)

d1−θ/(2ν).

Положив ρ = (|ξ1|θ + · · ·+ |ξd|θ)1/θ, получим

d∑
j=1

|ξj |2ν ⩾ ρ2νd1−2ν/θ.

Таким образом,

−ψη
θ (ξ) + (2π)dλ1 + λ2

d∑
j=1

|ξj |2ν ⩾ f(ρ),

где
f(ρ) = −ρ2η + (2π)dλ1 + λ2ρ

2νd1−2ν/θ.

Положим

λ1 =
dη(2/θ−1/ν)

(2π)d

(
1− η

ν

)(
(2π)d

δ2

)η/ν

, λ2 = dη(2/θ−1/ν) η

ν

(
(2π)d

δ2

)η/ν−1

.

Нетрудно убедиться, что функция f(ρ) достигает минимума на [0,+∞) в точке

ρ0 = d(1/θ−1/(2ν))

(
(2π)d

δ2

)1/(2ν)

,
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причем f(ρ0) = 0. Значит,

−ψη/2
θ (ξ) + (2π)dλ1 + λ2

d∑
j=1

|ξj |2ν ⩾ 0.

Следовательно, L(x(·), λ1, λ2) ⩾ 0.
Для любой допустимой в задаче (2.8) функции x(·) имеем

−∥Λη/2
θ x(·)∥2L2(Rd) ⩾ −∥Λη/2

θ x(·)∥2L2(Rd) + λ1
(
∥Fx(·)∥2L2(Rd) − δ2

)
+ λ2

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd) − 1

)
= L(x(·), λ1, λ2)− λ1δ

2 − λ2 ⩾ −λ1δ2 − λ2.

Отсюда следует, что

S ⩽ λ1δ
2 + λ2 = dη(2/θ−1/ν)

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

.

Учитывая (2.9), получаем

S = dη(2/θ−1/ν)

(
δ2

(2π)d

)1−η/ν

. (2.10)

Предположим, что x(·) ∈ L2(Rd) и Dνejx(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , d. Положим

A =

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)1/2

.

Тогда для ε > 0 и x̂(·) = x(·)/(A+ ε) имеем

d∑
j=1

∥Dνej x̂(·)∥2L2(Rd) =
A2

(A+ ε)2
< 1, ∥Fx̂(·)∥L2(Rd) =

∥Fx(·)∥L2(Rd)

A+ ε
.

Из (2.10) вытекает, что

∥Λη/2
θ x̂(·)∥2L2(Rd) ⩽

dη(2/θ−1/ν)

(2π)d(1−η/ν)
∥Fx̂(·)∥2(1−η/ν)

L2(Rd)
.

Отсюда получаем

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd) ⩽

dη(1/θ−1/(2ν))

(2π)d(1−η/ν)/2
∥Fx(·)∥1−η/ν

L2(Rd)
(A+ ε)η/ν .

Устремляя ε к нулю, получаем неравенство (2.7).
Предположим, что существует постоянная

C <
dη(1/θ−1/(2ν))

(2π)d(1−η/ν)/2
,
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для которой справедливо неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd) ⩽ C∥Fx(·)∥1−η/ν

L2(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)η/(2ν)

.

Тогда

sup
∥Fx(·)∥

L2(Rd)
⩽δ∑d

j=1 ∥Dνejx(·)∥2

L2(Rd)
⩽1

∥Λη/2
θ x(·)∥L2(Rd) ⩽ Cδ1−η/ν <

dη(1/θ−1/(2ν))

(2π)d(1−η/ν)/2
δ1−η/ν ,

что противоречит (2.10).

Из (2.7) при θ = 2, ν ∈ N и ν > η > 0 вытекает точное неравенство

∥(−∆)η/2x(·)∥L2(Rd) ⩽
dη(1−1/ν)/2

(2π)d(1−η/ν)/2
∥Fx(·)∥1−η/ν

L2(Rd)

( d∑
j=1

∥∥∥∥∂νx∂tνj
(·)

∥∥∥∥2
L2(Rd)

)η/(2ν)

.

Положив η = 2, получаем, что для всех целых ν ⩾ 3 справедливо точное
неравенство

∥∆x(·)∥L2(Rd) ⩽
d1−1/ν

(2π)d(1−2/ν)/2
∥Fx(·)∥1−2/ν

L2(Rd)

( d∑
j=1

∥∥∥∥∂νx∂tνj
(·)

∥∥∥∥2
L2(Rd)

)1/ν

,

или (в силу того, что ∥Fx(·)∥L2(Rd) = (2π)d/2∥x(·)∥L2(Rd))

∥∆x(·)∥L2(Rd) ⩽ d1−1/ν∥x(·)∥1−2/ν

L2(Rd)

( d∑
j=1

∥∥∥∥∂νx∂tνj
(·)

∥∥∥∥2
L2(Rd)

)1/ν

.

Получим теперь аналог теоремы 4 для оператора Λ = Dα.

Теорема 5. Пусть ν > |α| > 0. Тогда имеет место точное неравенство

∥Dαx(·)∥L2(Rd)

⩽
|α|−|α|/(2ν)

(2π)d(1−|α|/ν)/2

d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/(2ν)
j ∥Fx̂(·)∥1−|α|/ν

L2(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)|α|/(2ν)

.

(2.11)

Доказательство. Рассмотрим экстремальную задачу

∥Dαx(·)∥2L2(Rd) → max, ∥Fx(·)∥2L2(Rd) ⩽ δ2,

d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd) ⩽ 1.

(2.12)
Для

0 < ε < min

{(
(2π)dαj

|α|δ2

)1/(2ν)

: αj > 0, j = 1, . . . , d

}
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положим

ξ̂ε =

(
(2π)d

|α|δ2

)1/(2ν)

(α
1/(2ν)
1 , . . . , α

1/(2ν)
d )− (ε1, . . . , εd), εj =

{
ε, αj > 0,

0, αj = 0,

Bε = {ξ ∈ Rd : |ξ − ξ̂ε| < ε}.

Рассмотрим функцию xε(·) такую, что

Fxε(ξ) =


δ√

mesBε

(
1 + dε2ν

δ2

(2π)d

)−1/2

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε.

Тогда

∥Fxε(·)∥2L2(Rd) = δ2
(
1 + dε2ν

δ2

(2π)d

)−1

⩽ δ2,

d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd) =
δ2

(2π)d mesBε

(
1 + dε2ν

δ2

(2π)d

)−1 d∑
j=1

∫
Bε

|ξj |2ν dξ

⩽
δ2

(2π)d mesBε

(
1 + dε2ν

δ2

(2π)d

)−1

mesBε

(
(2π)d

|α|δ2
d∑

j=1

αj + dε2ν
)

= 1.

Поэтому функция xε(·) является допустимой в задаче (2.12). Обозначив зна-
чение этой задачи через S, имеем

S ⩾ ∥Dαxε(·)∥2L2(Rd)

=
δ2

(2π)d mesBε

(
1 + dε2ν

δ2

(2π)d

)−1 ∫
Bε

|ξ1|2α1 · · · |ξd|2αd dξ

=
δ2

(2π)d

(
1 + dε2ν

δ2

(2π)d

)−1

|ξ̃1|2α1 · · · |ξ̃d|2αd , (ξ̃1, . . . , ξ̃d) ∈ Bε.

Устремляя ε к нулю, получаем

S ⩾

(
δ2

(2π)d

)1−|α|/ν

|α|−|α|/ν
d∏

j=1
αj ̸=0

α
αj/ν
j . (2.13)

Положим

L(x(·), λ1, λ2)

= −∥Dαx(·)∥2L2(Rd) + λ1∥Fx(·)∥2L2(Rd) + λ2

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)

=
1

(2π)d

∫
Rd

(
−|ξ1|2α1 · · · |ξd|2αd + (2π)dλ1 + λ2

d∑
j=1

|ξj |2ν
)
|Fx(ξ)|2 dξ.
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В функции

−|ξ1|2α1 · · · |ξd|2αd + (2π)dλ1 + λ2

d∑
j=1

|ξj |2ν

сделаем замену переменных |ξj |2 = etj , j = 1, . . . , d. Получим функцию

G(t) = −e(α,t) + (2π)dλ1 + λ2

d∑
j=1

eνtj = e(α,t)H(t),

где (α, t) = α1t1 + · · ·+ αdtd,

H(t) = −1 + (2π)dλ1e
−(α,t) + λ2

d∑
j=1

eνtj−(α,t).

Положим

λ1 =
1

(2π)d

(
1− |α|

ν

)(
(2π)d

|α|δ2

)|α|/ν d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/ν
j ,

λ2 =
1

ν

(
(2π)d

|α|δ2

)|α|/ν−1 d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/ν
j .

Функция H(·) является выпуклой. Нетрудно убедиться, что H(t̂) = 0, где

t̂ =
1

ν

(
ln

(2π)dα1

|α|δ2
, . . . , ln

(2π)dαd

|α|δ2

)
.

Кроме того, градиент функции H(·) в точке t̂ равен нулю. Отсюда следует, что
H(t) ⩾ 0 для всех t ∈ Rd. Следовательно, G(t) ⩾ 0 для всех t ∈ Rd. Значит,
L(x(·), λ1, λ2) ⩾ 0.

Для любой допустимой в задаче (2.12) функции x(·) имеем

−∥Dαx(·)∥2L2(Rd) ⩾ −∥Dαx(·)∥2L2(Rd) + λ1
(
∥Fx(·)∥2L2(Rd) − δ2

)
+ λ2

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd) − 1

)
= L(x(·), λ1, λ2)− λ1δ

2 − λ2 ⩾ −λ1δ2 − λ2.

Отсюда следует, что

S ⩽ λ1δ
2 + λ2 =

(
δ2

(2π)d

)1−|α|/ν

|α|−|α|/ν
d∏

j=1
αj ̸=0

α
αj/ν
j .

Учитывая (2.13), получаем

S =

(
δ2

(2π)d

)1−|α|/ν

|α|−|α|/ν
d∏

j=1
αj ̸=0

α
αj/ν
j . (2.14)
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Предположим, что x(·) ∈ L2(Rd) и Dνejx(·) ∈ L2(Rd), j = 1, . . . , d. Положим

A =

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)1/2

.

Тогда для ε > 0 и x̂(·) = x(·)/(A+ ε) имеем

d∑
j=1

∥Dνej x̂(·)∥2L2(Rd) =
A2

(A+ ε)2
< 1, ∥Fx̂(·)∥L2(Rd) =

∥Fx(·)∥L2(Rd)

A+ ε
.

Из (2.14) вытекает, что

∥Dαx̂(·)∥2L2(Rd) ⩽
|α|−|α|/ν

(2π)d(1−|α|/ν)

d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/ν
j ∥Fx̂(·)∥2(1−|α|/ν)

L2(Rd)
.

Отсюда получаем

∥Dαx(·)∥L2(Rd) ⩽
|α|−|α|/(2ν)

(2π)d(1−|α|/ν)/2

d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/(2ν)
j ∥Fx̂(·)∥1−|α|/ν

L2(Rd)
(A+ ε)|α|/ν .

Устремляя ε к нулю, получаем неравенство (2.11).
Предположим, что существует постоянная

C <
|α|−|α|/(2ν)

(2π)d(1−|α|/ν)/2

d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/(2ν)
j ,

для которой справедливо неравенство

∥Dαx(·)∥L2(Rd) ⩽ C∥Fx̂(·)∥1−|α|/ν
L2(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)|α|/(2ν)

.

Тогда

sup
∥Fx(·)∥

L2(Rd)
⩽δ∑d

j=1 ∥Dνejx(·)∥2

L2(Rd)
⩽1

∥Dαx(·)∥L2(Rd)

⩽ Cδ1−|α|/ν <
|α|−|α|/(2ν)

(2π)d(1−|α|/ν)/2

d∏
j=1
αj ̸=0

α
αj/(2ν)
j δ1−|α|/ν ,

что противоречит (2.14).
Теорема 5 доказана.
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2.2. Точные неравенства в метрике L∞(Rd). Положим

γ̂1 =
ν − η − d/2

ν + d(1/2− 1/p)
, q̂1 =

1

1/2 + γ̂1(1/2− 1/p)
,

Ĉp(ν, η) = γ̂
−γ̂1/p
1 (1− γ̂1)

−(1−γ̂1)/2

(
B(q̂1γ̂1/p+ 1, q̂1(1− γ̂1)/2)

2|ν − η − d/2|

)1/q̂1

.

Из теоремы 8 работы [7] вытекает следующий результат.

Теорема 6. Пусть 1 ⩽ p ⩽ ∞, γ̂1 ∈ (0, 1). Предположим, что

I =

∫
Πd−1

ψ̃q̂1(ω)(∑n
j=1 φ̃

2
j (ω)

)q̂1(1−γ̂1)/2
J(ω) dω <∞.

Тогда имеет место точное неравенство

∥Λx(·)∥L∞(Rd) ⩽
Ĉp(ν, η)I

1/q̂1

(2π)d(1+γ̂1)/2
∥Fx(·)∥γ̂1

Lp(Rd)

( n∑
j=1

∥Djx(·)∥2L2(Rd)

)(1−γ̂1)/2

. (2.15)

Пусть Λ = Λ
η/2
θ иDj = Dνej , j = 1, . . . , d. Тогда для величины I из теоремы 6

имеем

I =

∫
Πd−1

(∑d
k=1 t̃

θ
k (ω)

)q̂1η/θ
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
2ν
k (ω)

)q̂1(1−γ̂1)/2
. (2.16)

Из (2.4) и (2.5) вытекает, что I <∞. Тогда из теоремы 6 вытекает

Следствие 4. Пусть 1 ⩽ p ⩽ ∞ и ν − d/2 > η > 0. Тогда имеет место
точное неравенство

∥Λη/2
θ x(·)∥L∞(Rd) ⩽

Ĉp(ν, η)I
1/q̂1

(2π)d(1+γ̂1)/2
∥Fx(·)∥γ̂1

Lp(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)(1−γ̂1)/2

,

где I определено равенством (2.16).

Если Λ = Dα, а Dj = Dνej , j = 1, . . . , d, то для величины I из теоремы 6
имеем

I =

∫
Πd−1

(
t̃α1
1 (ω) · · · t̃αd

d (ω)
)q̃1
J(ω) dω(∑d

k=1 t̃
2ν
k (ω)

)q̃1(1−γ̃1)/2
, (2.17)

где

γ̃1 =
ν − |α| − d/2

ν + d(1/2− 1/p)
, q̃1 =

1

1/2 + γ̂1(1/2− 1/p)
.

Из (2.4) и (2.5) вытекает, что I <∞. Из теоремы 6 получаем

Следствие 5. Пусть 1 ⩽ p ⩽ ∞ и ν − d/2 > |α| > 0. Тогда имеет место
точное неравенство

∥Dαx(·)∥L∞(Rd) ⩽
Kp(ν, |α|)I1/q̃1
(2π)d(1+γ̃1)/2

∥Fx(·)∥γ̃1

Lp(Rd)

( d∑
j=1

∥Dνejx(·)∥2L2(Rd)

)(1−γ̃1)/2

,
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где

Kp(ν, |α|) = γ̃
−γ̃1/p
1 (1− γ̃1)

−(1−γ̃1)/2

(
B(q̃1γ̃1/p+ 1, q̃1(1− γ̃1)/2)

2(ν − |α| − d/2)

)1/q̃1

,

а I определено равенством (2.17).
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