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Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ, Ê. Þ. Îñèïåíêî

Ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð ïî çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ íà êëàññàõ ôóíêöèé ïî ïðèáëèæåííîé èíôîðìàöèè îá ýòèõ ôóíê-
öèÿõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ñ íåðàâåíñòâàìè äëÿ
ïðîèçâîäíûõ òèïà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà.

Ââåäåíèå

Îáçîð ïîñâÿùåí çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ýëåìåíòîâ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î
ñàìèõ ýëåìåíòàõ è âçàèìîñâÿçÿì ýòèõ çàäà÷ ñ íåðàâåíñòâàìè äëÿ
ïðîèçâîäíûõ. Ïðåæäå ÷åì ïðèâîäèòü òî÷íûå ïîñòàíîâêè, ñôîðìó-
ëèðóåì (íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå) íåñêîëüêî çàäà÷, ÷òîáû äàòü
ïðåäñòàâëåíèå î òîì êðóãå âîïðîñîâ, êîòîðûå ìîæíî èçó÷àòü ðàç-
âèâàåìûìè çäåñü ìåòîäàìè.

1) Ïóñòü ïðî ôóíêöèþ èç íåêîòîðîãî êëàññà ïðèáëèæåííî èçâå-
ñòåí åå ñïåêòð (íàïðèìåð, êàêèå-òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, åñëè
ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, èëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà íà ïðÿìîé). Êàê íàèëó÷øèì
îáðàçîì âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé èíôîðìàöèåé, ÷òîáû, ñêàæåì, öåëè-
êîì âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíêöèþ è/èëè åå ïðîèçâîäíûå?

2) Ïóñòü ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû â íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Êàê íàèëó÷øèì
îáðàçîì âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé èíôîðìàöèè, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåìû â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè?

3) Ïóñòü ïðî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäå-
ëåííîãî â íåêîòîðîé îáëàñòè, ïðèáëèæåííî èçâåñòíû åãî çíà÷åíèÿ
íà íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâàõ ýòîé îáëàñòè. Êàê íàèëó÷øèì îáðà-
çîì èñïîëüçîâàòü ýòó èíôîðìàöèþ, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ðåøåíèå
íà äðóãîì ïîäìíîæåñòâå?
Îãðàíè÷èìñÿ ýòèìè çàäà÷àìè, õîòÿ ñïèñîê ìîæíî ïðîäîëæàòü.

Âñå îíè óêëàäûâàþòñÿ â îáùóþ ïîñòàíîâêó, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì
â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå è èëëþñòðèðóåì ïðèìåðàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ñôîðìóëèðîâàííûì çàäà÷àì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêòû �07-01-90102, �08-01-00450 è Ïðîãðàììû
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè,
ÍØ-3233.2008.1
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî
(êëàññ ýëåìåíòîâ) âX, Yj � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, Ij : X →
Yj � ëèíåéíûå îïåðàòîðû è δj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n. Ýëåìåíòû èç W
èçâåñòíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòî÷íî: èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòå x ∈ W
ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçâåñòåí âåêòîð y = (y1, . . . , yn) ∈ Y1 × . . . × Yn
òàêîé, ÷òî ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj, 1 ≤ j ≤ n. Åñëè δ1 = . . . = δn = 0,
òî ãîâîðèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ çàäàíà òî÷íî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
íåòî÷íî.
Ïóñòü Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû õîòèì âîññòàíîâèòü

ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Z íà êëàññå W , ðàñïîëàãàÿ î êàæäîì
ýëåìåíòå x ∈ W îïèñàííîé èíôîðìàöèåé (êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì îïåðàòîðîâ I = (I1, . . . , In) è âåêòîðîì δ = (δ1, . . . , δn)).
Ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : Y1 × . . .×
Yn → Z îáúÿâëÿåì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (îïåðàòîðà T íà W
ïî èíôîðìàöèè (I, δ)) è âåëè÷èíó

e(T,W, I, δ,m) = sup
x∈W, yj∈Yj

‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx−m(y1, . . . , yn)‖Z

íàçûâàåì ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âåëè÷èíà

E(T,W, I, δ) = inf
m
e(T,W, I, δ,m),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì (ìåòîäàì) m èç
Y1 × . . . × Yn â Z, êîòîðóþ íàçûâàåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîä m̂, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòè-
ãàåòñÿ, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (ò. å.
E(T,W, I, δ) = e(T,W, I, δ, m̂)).
Ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé îá îïòè-

ìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà T íà êëàññåW ïî èíôîðìàöèè
(I, δ).
Âïåðâûå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà

Ñ. À. Ñìîëÿêîì [1] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Z = R, èíôîðìàöèÿ çàäàíà
òî÷íî, n = 1 è dimY1 <∞. Âïîñëåäñòâèè ïðîáëåìàòèêà îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ (ñì. [2]�[6]). Ðÿä êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí â [7]. Ïîäõîä ê
ðåøåíèþ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ, áàçèðóþùèéñÿ íà ïðèíöèïàõ òåî-
ðèè ýêñòðåìóìà, ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ [8]�[13].
Ïðèâåäåì òåïåðü íåñêîëüêî èëëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå

â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìîòðåíû â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ.
1) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè

è åå ïðîèçâîäíûõ íà ñîáîëåâñêîì êëàññå ôóíêöèé íà ïðÿìîé ïî
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ïðèáëèæåííîé èíôîðìàöèè î åå ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå íà íåêî-
òîðîì èíòåðâàëå. Îäíà èç âîçìîæíûõ òî÷íûõ ïîñòàíîâîê òàêîâà.
Ïóñòü X � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî Wr

2(R) ôóíêöèé íà ïðÿìîé
R, ò. å.

Wr
2(R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) ∈ LAC(R), x(r)(·) ∈ L2(R) },

ãäå r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è LAC(R) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëîêàëüíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà R,

W = W r
2 (R) = {x(·) ∈ Wr

2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1 }

� ñîáîëåâñêèé êëàññ ôóíêöèé íà R, n = 1, Y1 = L2(∆σ), ãäå ∆σ =
(−σ, σ), 0 < σ ≤ ∞ (∆σ = R, åñëè σ = ∞), I1 � ñóæåíèå íà ∆σ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F ôóíêöèé èç L2(R), Z = L2(R), δ > 0 è
Tx(·) = x(k)(·), ãäå 0 ≤ k ≤ r − 1.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-

îé ïðîèçâîäíîé (ñàìîé ôóíêöèè, åñëè k = 0) íà ñîáîëåâñêîì êëàññå
ôóíêöèé W r

2 (R) ïî ñëåäóþùåé íåòî÷íîé èíôîðìàöèè: î êàæäîé
ôóíêöèè x(·) ∈ W èçâåñòíî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà èíòåðâàëå
∆σ ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(∆σ).

2) Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè òåìïåðà-
òóðû áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïî åå
ïðèáëèæåííûì èçìåðåíèÿì â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. Îäíà èç
âîçìîæíûõ òî÷íûõ ïîñòàíîâîê òàêîâà.
Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå (ò. å. íà ïðÿìîé

R) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(1)
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû

(2) u(0, x) = u0(x), x ∈ R.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(R). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1)�(2) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
R
e−

(x−ξ)2
4t u0(ξ) dξ

è ïðè ýòîì u(t, ·)→ u0(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(R).
Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èç-

âåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð u(t1, ·), . . . , u(tn, ·), ò. å. èçâåñò-
íû ôóíêöèè yj(·) ∈ L2(R) òàêèå, ÷òî ‖u(tj, ·) − yj(·)‖L2(R) ≤ δj, ãäå
δj > 0, j = 1, . . . , n. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè
òåìïåðàòóðû áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
τ (ò. å. â âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè u(τ, ·)) ïî åå ïðèáëèæåííûì èç-
ìåðåíèÿì y1(·), . . . , yn(·).
Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çäåñü X = W = Yj = L2(R),

Ij(u0(·))(·) = u(tj, ·), 1 ≤ j ≤ n.
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3) Çàäà÷à î òðåõ ñôåðàõ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå â d-ìåðíîì
åäèíè÷íîì øàðå Bd = {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : |x| < 1 } (|x|2 =
x2

1 + . . .+ x2
d):

∆u = 0,

u∣∣Sd−1
= f,

ãäå Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1 }.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(·) ∈ L2(Sd−1). Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðå-

øåíèå ýòîé çàäà÷è íà ñôåðå ðàäèóñà r ïî íåòî÷íî çàäàííûì ðå-
øåíèÿì íà ñôåðàõ ðàäèóñîâ ri, i = 1, 2, r1 < r < r2 ≤ 1. Èíûìè
ñëîâàìè, èçâåñòíû ôóíêöèè y1(·), y2(·) ∈ L2(Sd−1) òàêèå, ÷òî

‖u(·)∣∣|x|=ri − yi(·)‖L2(Sd−1) ≤ δi, i = 1, 2.

Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çäåñüX = W = Yi = Z = L2(Sd−1),
Ii(f(·))(·) = u(·)∣∣|x|=ri , i = 1, 2, è T (f(·))(·) = u(·)∣∣|x|=r.

2. Îáùèå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà,
ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ â çà-
äà÷àõ, ïîäîáíûõ ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå. Äëÿ ýòîãî ìû íåñêîëü-
êî äåòàëèçèðóåì îáùóþ ïîñòàíîâêó èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
Ïóñòü, ïî ïðåæíåìó, X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, Yj � ïðîñòðàí-
ñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (·, ·)Yj è ñîîòâåòñòâóþùèìè
íîðìàìè ‖ · ‖Yj , Ij : X → Yj � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, δj ≥ 0, j =
1, . . . , n, è Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-
äà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T : X → Z
íà êëàññå

Wk = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj, 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ k < n }

(ïðè k = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî W0 = X) ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ
îïåðàòîðîâ Ik+1, . . . , In, çàäàííûõ íåòî÷íî, ò. å. äëÿ êàæäîãî x ∈ Wk

èçâåñòåí âåêòîð y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn òàêîé, ÷òî

‖Ijx− yj‖Yj ≤ δj, j = k + 1, . . . , n.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå îòîáðàæåíèÿ m : Yk+1 × . . . × Yn → Z. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà
âîññòàíîâëåíèÿ m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,Wk, I, δ,m) = sup
x∈Wk

sup
y=(yk+1,...,yn)∈Yk+1×...×Yn
‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j=k+1,...,n

‖Tx−m(y)‖Z .

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(T,Wk, I, δ) = inf
m : Yk+1×...×Yn→Z

e(T,Wk, I, δ,m),
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êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
è ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (åñëè òàêîâîé
ñóùåñòâóåò), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì.
Ñâÿæåì ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñëåäóþùóþ ýêñ-

òðåìàëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü äâîéñòâåííîé çàäà-
÷åé ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

(3) ‖Tx‖2
Z → max, ‖Ijx‖2

Yj
≤ δ2

j , j = 1, . . . , n, x ∈ X.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, íà êîòîðîì áàçèðóþòñÿ ïîñòðî-

åíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, ÷òî
çíà÷åíèÿ çàäà÷è

(4) ‖Tx‖2
Z → max,

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj
≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X,

è çàäà÷è (3) ñîâïàäàþò. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ
y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xy çàäà÷è

(5)
k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj
→ min, x ∈ X.

Òîãäà
E(T,Wk, I, δ) = sup

x∈X
‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z

è ìåòîä

(6) m̂(y) = Txy

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñíà÷àëà îòìåòèì îäèí ïðîñòîé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ õàðàêòå-
ðèçàöèè ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëó-
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, è ïðèâåäåì (äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ)
åãî äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y � ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì (·, ·)Y , L � ïîäïðîñòðàíñòâî Y è y ∈ Y . Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó (î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè y ýëåìåíòàìè èç L):

(7) ‖x− y‖Y → min, x ∈ L.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ýëåìåíò x̂ ∈ L ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

(x̂− y, x)Y = 0

äëÿ âñåõ x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (7). Äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ L, äëÿ êîòîðîãî

(x̂− y, x0)Y = α 6= 0.
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Ïîëîæèì z = x̂− λx0, ãäå λ = α/‖x0‖2
Y . ßñíî, ÷òî z ∈ L. Èìååì

‖z − y‖2
Y = (x̂− λx0 − y, x̂− λx0 − y)Y

= ‖x̂− y‖2
Y − 2 Re(x̂− y, λx0)Y + |λ|2‖x0‖2

Y

= ‖x̂− y‖2
Y − 2 Re(λα) +

|α|2

‖x0‖2
Y

= ‖x̂− y‖2
Y −

|α|2

‖x0‖2
Y

< ‖x̂− y‖2
Y .

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (7).
Îáðàòíî, ïóñòü x̂ ∈ L òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ L âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî (x̂ − y, x)Y = 0. Â ÷àñòíîñòè, (x̂ − y, x − x̂)Y = 0. Òîãäà
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ‖x̂− y‖2

Y ≤ ‖x̂− y‖2
Y + ‖x− x̂‖2

Y = ‖x− y‖2
Y ,

ò. å. x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (7). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îöåíêà ñíèçó. Ïóñòü x ∈ X, ‖Ijx‖Yj ≤
δj, j = 1, . . . , k, è m � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà

2‖Tx‖Z = ‖Tx−m(0)− (−Tx−m(0))‖Z
≤ ‖Tx−m(0)‖Z + ‖ − Tx−m(0)‖Z ≤ 2e(T,Wk, I, δ,m).

Ïåðåõîäÿ ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
âñåõ m ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e(T,Wk, I, δ,m) ≥ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(8) E(T,W, I, δ) = inf
m : Yk+1×...Yn→Z

e(T,W, I, δ,m) ≥

≥ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z .

Îöåíêà ñâåðõó. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E = Y1 ×
. . .× Yn ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(y1, y2)E =
n∑
j=1

λ̂j(y
1
j , y

2
j )Yj ,

ãäå y1 = (y1
1, . . . , y

1
n), y2 = (y2

1, . . . , y
2
n). Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

(5) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

‖Ĩx− ỹ‖2
E → min, x ∈ X,

ãäå Ĩx = (I1x, . . . , Inx), à ỹ = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , yn). Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X

(Ĩxy − ỹ, Ĩx)E = 0.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

‖Ĩx− ỹ‖2
E = ‖Ĩx− Ĩxy + Ĩxy − ỹ‖2

E =

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2
E − 2 Re(Ĩx− Ĩxy, Ĩxy − ỹ)E + ‖Ĩxy − ỹ‖2

E =

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2
E + ‖Ĩxy − ỹ‖2

E.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x ∈ X

(9) ‖Ĩx− Ĩxy‖2
E ≤ ‖Ĩx− ỹ‖2

E =
k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj
.

Ïóñòü x ∈ Wk è yk+1, . . . , yn òàêîâû, ÷òî ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj, j =
k + 1, . . . , n. Ïîëîæèì z = x− xy. Òîãäà èç (9) ñëåäóåò, ÷òî

n∑
j=1

λ̂j‖Ijz‖2
Yj

= ‖Ĩz‖2
E ≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé çàäà÷ (3) è
(4) ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ìåòîäà (6):

‖Tx− m̂(y)‖2
Z = ‖Tz‖2

Z ≤ sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖2Yj≤
∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖Tz‖2
Z =

= sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖2
Z .

Òàêèì îáðàçîì,

E(T,Wk, I, δ) ≤ e(T,Wk, I, δ, m̂) ≤ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z .

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (8), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó.

E(T,Wk, I, δ) = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z .

Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî m̂ � îïòèìàëü-
íûé ìåòîä. �

Ïðèâåäåì òåïåðü óäîáíûå äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé çàäà÷ (3) è (4). Ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ ôîð-
ìóëîé

L(x, λ) = −‖Tx‖2
Z +

n∑
j=1

λj‖Ijx‖2
Yj
,

ãäå λ = (λ1, . . . , λn), íàçîâåì ôóíêöèåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (3).
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, è äîïóñòè-
ìûé â çàäà÷å (3) ýëåìåíò x̂ òàêèå, ÷òî

(a) min
x∈X
L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n),

(b)
n∑
j=1

λ̂j(‖Ijx̂‖2
Yj
− δ2

j ) = 0.

Òîãäà x̂ � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è

sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖Tx‖2
Z = sup

x∈X∑n
j=1 λ̂j‖Ijx‖2Yj≤

∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖Tx‖2
Z =

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

S =
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Ïóñòü x � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â (3). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî, óñëîâèÿ (a) è (b), ïîëó÷èì

− ‖Tx‖2
Z ≥ −‖Tx‖2

Z +
n∑
j=1

λ̂j(‖Ijx‖2
Yj
− δ2

j ) = L(x, λ̂)− S ≥

≥ L(x̂, λ̂)− S = −‖T x̂‖2
Z +

n∑
j=1

λ̂j(‖Ijx̂‖2
Yj
− δ2

j ) = −‖T x̂‖2
Z ,

ò. å. x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (3). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâà-
þò, ÷òî x̂ � ðåøåíèå è çàäà÷è (4).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî L(x̂, λ̂) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,

÷òî L(x̂, λ̂) = a > 0. Òîãäà, åñëè x0 = αx̂, ãäå α < 1, òî

L(x0, λ̂) = α2L(x̂, λ̂) < L(x̂, λ̂),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (a). Åñëè æå a < 0, òî ïîëàãàÿ α > 1, ïîëó÷èì

L(x0, λ̂) = α2L(x̂, λ̂) < L(x̂, λ̂),

÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò (a). Ñëåäîâàòåëüíî, L(x̂, λ̂) = 0 è òåì ñà-
ìûì

sup
x∈X

‖Ijx‖2Yj≤δ
2
j , j=1,...,n

‖Tx‖2
Z = ‖T x̂‖2

Z = −L(x̂, λ̂) + S = S.

�

Îòìåòèì, ÷òî â äâîéñòâåííîé çàäà÷å (3) îïåðàòîðû Ij, çàäàþùèå
êëàññ (j = 1, . . . , k) è èíôîðìàöèþ (j = k + 1, . . . , n), ðàâíîïðàâ-
íû. Èíûìè ñëîâàìè, äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à �íå ðàç-
ëè÷àåò� àïðèîðíóþ è àïîñòåðèîðíóþ èíôîðìàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
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åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü A ⊂ {1, . . . , n} è B = {1, . . . , n} \ A.
Ïîëîæèì

WA = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj, j ∈ A }, YB =
∏
j∈B

Yj.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà T : X → Z íà êëàññå WA ïî èíôîðìàöèè î íåòî÷íî çàäàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ îïåðàòîðîâ Ij, j ∈ B. Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

E(T,WA, I, δ) = inf
m : YB→Z

sup
x∈WA

sup
y={yj}∈YB

‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j∈B

‖Tx−m(y)‖Z .

Èç òåîðåìû 1 äëÿ äàííîé ïîñòàíîâêè âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, ÷òî
çíà÷åíèÿ çàäà÷ (3) è(4) ñîâïàäàþò. Ïóñòü, êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ
y = (y1, . . . , yn) ∈ Y1×. . .×Yn ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xy, ÿâëÿþùèéñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj
→ min, x ∈ X.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ⊂ {1, . . . , n}

E(T,WA, I, δ) = sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z

è ìåòîä TxyA, ãäå

{yA}j =

{
0, j ∈ A,
yj, j /∈ A,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé è èõ
ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1), ñôîðìóëèðîâàííóþ âî âòîðîì ïàðàãðà-
ôå, ò. å. çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-îé ïðîèçâîäíîé
íà ñîáîëåâñêîì êëàññå W r

2 (R) ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ïðåîáðàçîâà-
íèþ Ôóðüå íà èíòåðâàëå ∆σ ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(∆σ).
Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) = inf

m
sup

x(·)∈W r
2 (R), y(·)∈L2(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖L2(R).
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ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : L2(∆σ) → L2(R).
Äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à çäåñü èìååò âèä

‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖x(r)(·)‖2

L2(R) ≤ 1, ‖Fx(·)‖2
L2(∆σ) ≤ δ2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äàëåå èìåòü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ìå-
òîäû èñïîëüçóþùèå íå òîëüêî èíôîðìàöèþ î ïðèáëèæåííîì ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå, íî è î ïðèáëèæåííîé r-îé ïðîèçâîäíîé (ñ÷è-
òàÿ, ÷òî îíà èçâåñòíà ñ òî÷íîñòüþ äî δ1 â ìåòðèêå L2(R)), áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó
(10)
‖x(k)(·)‖2

L2(R) → max, ‖x(r)(·)‖2
L2(R) ≤ δ2

1, ‖Fx(·)‖2
L2(∆σ) ≤ δ2

2.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ, ýòà çàäà÷à â îáðàçàõ Ôóðüå çà-
ïèøåòñÿ â âèäå
(11)∫

R
τ 2ku(τ) dτ → max,

∫
R
τ 2ru(τ) dτ ≤ δ2

1, 2π

∫
∆σ

u(τ) dτ ≤ δ2
2,

ãäå u(·) = (2π)−1|Fx(·)|2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å
ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå åå ðàñøè-
ðåíèå:

(12)

∫
R
τ 2k dµ(τ)→ max,

∫
R
τ 2r dµ(τ) ≤ δ2

1, 2π

∫
∆σ

dµ(τ) ≤ δ2
2,

íà ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð dµ(·) íà ïðÿìîé.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

L(µ(·), λ1, λ2) =

∫
R
(−τ 2k + λ1τ

2r + 2πλ2χσ(t)) dµ(τ),

ãäå

χσ(t) =

{
1, t ∈ (−σ, σ),

0, t /∈ (−σ, σ).

Ïóñòü 0 < k < r. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè{
y = τ 2k,

x = τ 2r.

Òîãäà y = xk/r, 0 < k/r < 1. Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèåé
â òî÷êå (τ 2r

0 , τ 2k
0 ), τ0 > 0, èìååò âèä

y − τ 2k
0 =

k

r
τ 2k−2r

0 (x− τ 2r
0 ).

Òàê êàê ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ y = xk/r âîãíóòà, òî äëÿ âñåõ òî÷åê åå
ãðàôèêà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

−y +
k

r
τ 2k−2r

0 x+ τ 2k
0

r − k
r
≥ 0.
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Ïîëîæèì

λ̂1 =
k

r
τ 2k−2r

0 , λ̂2 =
1

2π
τ 2k

0

r − k
r

.

Òîãäà äëÿ âñåõ τ

−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2 ≥ 0.

Íàéäåì òåïåðü òàêîå σ̂, ÷òî

−τ 2k + λ̂1τ
2r ≥ 0.

ïðè âñåõ |τ | ≥ σ̂. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

σ̂ = λ̂
− 1

2(r−k)

1 =
( r
k

) 1
2(r−k)

τ0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ ≥ σ̂. Òîãäà äëÿ âñåõ µ(·)

L(µ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
∆σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫
R\∆σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r) dµ(τ) ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå τ0 (ò. å. δ-ôóíêöèþ â
ýòîé òî÷êå):

dµ̂(τ) = Aδ(τ − τ0)

è âûáåðåì A è τ0 èç óñëîâèé:

(13)

∫
R
τ 2r dµ̂(τ) = δ2

1, 2π

∫
∆σ

dµ̂(τ) = δ2
2.

Òàêèì îáðàçîì,

A =
δ2

2

2π
, τ0 =

(
2πδ2

1

δ2
2

) 1
2r

.

Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî L(µ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò,
÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

σ ≥ σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

τ0 =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2πδ2

1

δ2
2

) 1
2r

,

ìåðà µ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (12) è çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è λ̂1δ
2
1 + λ̂2δ

2
2

ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è
(14)∫
R
τ 2k dµ(τ)→ max, λ̂1

∫
R
τ 2r dµ(τ)+ λ̂22π

∫
∆σ

dµ(τ) ≤ λ̂1δ
2
1 + λ̂2δ

2
2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà σ < σ̂. Ïðÿìàÿ y = σ2(k−r)x
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (0, 0) è (σ2k, σ2r). Íàéäåì òî÷êó τ̂ òàêóþ, ÷òî
êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé y = xk/r â òî÷êå x = τ̂ 2r ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
y = σ2(k−r)x. Èìååì

k

r
(τ̂ 2r)k/r−1 = σ2(k−r).
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Îòñþäà

τ̂ =

(
k

r

) 1
2(r−k)

σ.

Òåì ñàìûì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

(15) y = λ̂1x+ 2πλ̂2,

ãäå

λ̂1 = σ2(k−r), λ̂2 =
1

2π

r − k
r

(
k

r

) k
r−k

σ2k.

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé y = xk/r åå òî÷êè ëåæàò íå âûøå ïðÿìîé
(15) è òåì ñàìûì äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

−y + λ̂1x+ 2πλ̂2 ≥ 0.

Êðîìå òîãî, −t2k + λ̂1t
2r ≥ 0 ïðè t ≥ σ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ

µ(·) èìååì

L(µ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
∆σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫
R\∆σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r) dµ(τ) ≥ 0.

Ïîëîæèì òåïåðü

dµ̂(t) = Aδ(t− τ̂) +Bδ(t− σ),

ãäå A > 0 è B > 0 îïðåäåëèì èç òåõ æå óñëîâèé (13). Èìååì

Aτ̂ 2r +Bσ2r = δ2
1, A =

δ2
2

2π
.

Îòñþäà

B =
δ2

1

σ2r
− δ2

2

2π

(
k

r

) r
r−k

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç óñëîâèÿ σ < σ̂ âûòåêàåò, ÷òî B > 0. Îñòà-

åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî L(µ̂, λ̂1, λ̂2) = 0. Òåì ñàìûì çàäà÷à (12) ðåøåíà
ïðè âñåõ σ > 0. È, êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî åå çíà÷åíèå äëÿ âñåõ
σ > 0 ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (14).
Àïïðîêñèìèðóÿ (ñòàíäàðòíûì îáðàçîì) ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ

â òî÷êå, δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ
çàäà÷ (11) è çàäà÷è∫

R
τ 2ku(τ) dτ → max,

∫
R
(λ̂1τ

2r + 2πλ̂2χσ(τ)u(τ) dτ ≤ λ̂1δ
2
1 + λ̂2δ

2
2,

u(·) ∈ L1(R), u(τ) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó íà R,

ñîâïàäàþò è ðàâíû òîìó æå âûðàæåíèþ λ̂1δ
2
1 + λ̂2δ

2
2.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìîò-
ðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

λ̂1‖x(r)(·)− y1(·)‖2
L2(R) + λ̂2‖Fx(·)− y2(·)‖2

L2(∆σ) → min .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàíøå-
ðåëÿ, ïîëó÷àåì

λ̂1

2π

∫
R
|(iτ)rFx(τ)− Fy1(τ)|2 + λ̂2

∫
∆σ

|Fx(τ)− y2(τ)|2 dτ → min .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
x0(·), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé èìååò âèä

Fx0(τ) =


λ̂1(−iτ)rFy1(τ) + 2πλ̂2y2(τ)

λ̂1τ 2r + 2πλ̂2

, τ ∈ ∆σ,

(iτ)−rFy1(τ), τ /∈ ∆σ.

Èç òåîðåìû 3, ïîëîæèâ δ1 = 1, δ2 = δ è y1 = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî
ìåòîä

m̂(y)(t) =
1

2π

∫
∆σ

(iτ)k

(
1 +

τ 2rλ̂1

2πλ̂2

)−1

y(τ)eitτ dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) =

√
λ̂1 + λ̂2δ2.

Åñëè σ ≥ σ̂, òî

λ̂1 =
k

r

(
δ2

2π

)1−k/r

, λ̂2 =
1

2π

r − k
r

(
2π

δ2

)k/r
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) =

(
δ√
2π

)1−k/r

è ìåòîä

m̂(y)(t) =

∫ σ

−σ
(iτ)k

(
1 +

δ2

2π

k

r − k
τ 2r

)−1

y(τ)eitτ dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè σ ≥ σ̂ ìåòîä

m̂(y)(t) =

∫ σ̂

−σ̂
(iτ)k

(
1 +

δ2

2π

k

r − k
τ 2r

)−1

y(τ)eitτ dτ

� òàêæå îïòèìàëüíûé. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ σ > σ̂

Eσ
2 (Dk,W r

2 (R), δ) = Eσ̂
2 (Dk,W r

2 (R), δ).
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Ïîñêîëüêó L2(∆σ) ⊂ L2(∆σ̂) è äëÿ âñåõ y(·) ∈ L2(∆σ) òàêèõ, ÷òî
‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ìåò-
ðèêå L2(∆σ̂), òî

sup
x(·)∈W r

2 (R), y(·)∈L2(∆σ)
‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)− m̂(y)(·)‖L2(R) ≤

≤ sup
x(·)∈W r

2 (R), y(·)∈L2(∆σ̂)
‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ̂)≤δ

‖x(k)(·)− m̂(y)(·)‖L2(R) =

= Eσ̂
2 (Dk,W r

2 (R), δ) = Eσ
2 (Dk,W r

2 (R), δ).

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî m̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà k = 0. Òîãäà ðàñøèðåííàÿ

äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à èìååò âèä

L(µ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
∆σ

(−1 + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫
R\∆σ

(−1 + λ̂1τ
2r) dµ(τ).

Ïîëîæèì

λ̂1 =
1

σ2r
, λ̂2 =

1

2π
.

Äëÿ âñåõ µ(·) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(µ(·), λ̂1, λ̂2) = λ̂1

∫
∆σ

τ 2r dµ(τ) +

∫
R\∆σ

(
−1 +

( τ
σ

)2r
)
dµ(τ) ≥ 0.

Äëÿ

dµ̂(t) =
δ2

2π
δ(t) +

1

σ2r
δ(t− σ)

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ∫
R
τ 2r dµ̂(τ) = 1, 2π

∫
∆σ

dµ̂(τ) = δ2,

à êðîìå òîãî, L(µ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì ïðîâå-
äåííûì âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî

(16) Eσ(D0,W r
2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
,

à ìåòîä

(17) m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ

(
1 +

( τ
σ

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Òåì ñàìûì äîêàçàíà
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ ≤ ∞, δ > 0 è

σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Òîãäà

Eσ
2 (Dk,W r

2 (R), δ) =


σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σ ≥ σ̂,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iτ)k

(
1 +

r

r − k

( r
k

) k
r−k
(
τ

σ0

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ,

ãäå σ0 = min(σ, σ̂), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Åñëè k = 0 è 0 < σ <∞, òî ôîðìóëû (16) è (17) äàþò ïîãðåø-

íîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ σ̂, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
èíòåðâàëà, íà êîòîðîì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç W r

2 (R)
çàäàíî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ìåòðèêå L2(∆σ), íå ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íàðóøåíèè
ñîîòíîøåíèÿ

(18) δ2σ2r ≤ 2π
( r
k

) r
r−k

ìåæäó ïîãðåøíîñòüþ çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ è ðàçìåðîì èíòåð-
âàëà, íà êîòîðîì ýòè äàííûå èçìåðÿþòñÿ, äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ
îêàçûâàåòñÿ èçëèøíåé. Ñîîòíîøåíèå (18) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ñâîåãî ðîäà �ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè�.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííî èç-

ìåðÿòü íå òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè, íî è åå r-óþ ïðî-
èçâîäíóþ. Òîãäà ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò
âèä

Eσ(Dk,Wr
2(R), δ1, δ2) =

= inf
m

sup
x(·)∈Wr

2 (R), y1(·)∈L2(R), y2(·)∈L2(∆σ)

‖x(r)(·)−y1(·)‖L2(R)≤δ1
‖Fx(·)−y2(·)‖L2(∆σ)≤δ2

‖x(k)(·)−m(y1, y2)(·)‖L2(R),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : L2(R) × L2(∆σ) →
L2(R).
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ ≤ ∞, δ1, δ2 > 0 è

σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2πδ2

1

δ2
2

) 1
2r

.

Òîãäà

Eσ(Dk,Wr
2(R), δ1, δ2) =


σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2
2 +

δ2
1

σ2r
, σ < σ̂,

δ
k/r
1

(
δ2√
2π

)1−k/r

, σ ≥ σ̂,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
1

2π

∫
∆σ

(iτ)k
y2(τ) + γ(−iτ)rFy1(τ)

1 + γτ 2r
eiτt dτ+

+
1

2π

∫
R\∆σ

(iτ)k−rFy1(τ)eiτt dτ,

ãäå

γ =
r

r − k

( r
k

) k
r−k 1

σ2r
0

è σ0 = min(σ, σ̂), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Åñëè k = 0 è 0 < σ < ∞, òî äëÿ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Eσ(D0,Wr
2(R), δ1, δ2) =

√
δ2

2

2π
+

δ2
1

σ2r
,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
1

2π

∫
∆σ

y2(τ) + σ−2r(−iτ)rFy1(τ)

1 + σ−2rτ 2r
eiτt dτ

+
1

2π

∫
R\∆σ

(iτ)−rFy1(τ)eiτt dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Èç ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (10) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

sup
‖x(r)(·)‖L2(R)≤δ1
‖Fx(·)‖L2(R)≤δ2

‖x(k)(·)‖L2(R) = δ
k/r
1

(
δ2√
2π

)1−k/r

.

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wr
2(R) èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî

(19) ‖x(k)(·)‖L2(R) ≤
(

1

2π

) r−k
2r

‖Fx(·)‖1−k/r
L2(R) ‖x

(r)(·)‖k/rL2(R).

Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî êîíñòàíòó
(2π)−(r−k)/(2r) íåëüçÿ çàìåíèòü ìåíüøåé.
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Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖Fx(·)‖2
L2(R) = 2π‖x(·)‖2

L2(R)

èç (19) ñëåäóåò èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà

(20) ‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ ‖x(·)‖1−k/r
L2(R) ‖x

(r)(·)‖k/rL2(R).

Ýòî íåðàâåíñòâî � îäèí èç ïðåäñòàâèòåëåé áîëüøîé ñåðèè òàê íà-
çûâàåìûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà.

4. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ òèïà
Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå

Òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïðèâëåêàëè âíèìàíèå ìíî-
ãèõ èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ. Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè
áûë ïîëó÷åí Ý. Ëàíäàó â 1913 ã. Îí äîêàçàë, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé
x(·) ∈ L∞(R+), ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà íà R+ è ẍ(·) ∈ L∞(R+) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òî÷íîå
íåðàâåíñòâî

‖ẋ(·)‖L∞(R+) ≤ 2‖x(·)‖1/2
L∞(R+)‖ẍ(·)‖1/2

L∞(R+).

Çàòåì â 1914 ã. Àäàìàð äîêàçàë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò íà ïðÿìîé:

‖ẋ(·)‖L∞(R) ≤
√

2‖x(·)‖1/2
L∞(R)‖ẍ(·)‖1/2

L∞(R).

Ïåðâûé îáùèé ðåçóëüòàò (ò. å. òî÷íîå íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì
ó÷àñòâóþò ïðîèçâîäíûå ëþáûõ ïîðÿäêîâ) áûë ïîëó÷åí Õàðäè,
Ëèòòëâóäîì è Ïîëèà â 1934 ã. (íåðàâåíñòâî (20)). Îäíèì èç íàè-
áîëåå ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé ïðîáëåìàòèêå áåçóñëîâíî ÿâëÿåòñÿ
òî÷íîå íåðàâåíñòâî, äîêàçàííîå Êîëìîãîðîâûì â 1939 ã.:

‖x(k)(·)‖L∞(R) ≤
Kn−k

K
1− k

n
n

‖x(·)‖1−k/r
L∞(R)‖x

(n)(·)‖k/nL∞(R),

ãäå

0 < k < n, Km =
4

π

∞∑
j=0

(−1)j(m+1)

(2j + 1)m+1
, m ≥ 1.

Ïîäðîáíåå î íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ óêàçàííîãî òèïà ñì.
â [14].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn

r (T ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ
(n− 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà T = R
èëè R+, à x(n)(·) ∈ Lr(T ). Îáùàÿ çàäà÷à î òî÷íîì íåðàâåíñòâå
äëÿ ïðîèçâîäíûõ òèïà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè íàèìåíüøóþ êîíñòàíòó K =
K(k, n, p, q, r) òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈ Wn

r (T ) ∩ Lp(T )
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(21) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ K‖x(·)‖αLp(T )‖x(n)(·)‖βLr(T ),

ãäå 0 ≤ k < n, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ è α ≥ 0, β ≥ 0.
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Êîíñòàíòû α è β âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå ïàðàìåòðû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî K è âñåõ x(·) ∈ Wn

r (T ) ∩ Lp(T )
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (21). Ôèêñèðóåì x(·) ∈ Wn

r (T ) ∩ Lq(T ),
x(·) 6= 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ λx(·), ãäå λ > 0. Ïîäñòàâëÿÿ åå â
(21), ïîëó÷àåì

λ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ λα+βK‖x(·)‖αLp(T )‖x(n)(·)‖βLr(T ).

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ λ > 0,
òî α + β = 1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ t 7→ x(λt), λ > 0. Ýëåìåíòàðíî ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõm ≥ 0 è 1 ≤ s ≤ ∞ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖x(m)(λ·)‖Ls(T ) = λm−1/s‖x(·)‖Ls(T ).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â íåðàâåíñòâî (21), ïîëó÷àåì

λk−1/q‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ Kλ−(1−β)/p‖x(·)‖1−β
Lp(T )λ

(n−1/r)β‖x(n)(·)‖βLr(T ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

k − 1/q = −(1− β)/p+ (n− 1/r)β

è òåì ñàìûì

α =
n− k + 1/q − 1/r

n+ 1/p− 1/r
, β =

k + 1/p− 1/q

r + 1/p− 1/r
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (21) äëÿ íåêîòî-
ðîãî K è âñåõ x(·) ∈ Wn

r (T ) ∩ Lp(T ) òî îíî èìååò âèä

(22) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ K‖x(·)‖
n−k+1/q−1/r
n+1/p−1/r

Lp(T ) ‖x(n)(·)‖
k+1/p−1/q
n+1/p−1/r

Lr(T ) .

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè K � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå
(22), òî äëÿ âñåõ δ > 0

sup
‖x(·)‖Lp(T )≤δ
‖x(n)(·)‖Lr(T )≤1

‖x(k)(·)‖Lq(T ) = Kδ
n−k+1/q−1/r
n+1/p−1/r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê K � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå
(22), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ xε(·) ∈ Wn

r (T ) ∩
Lp(T ), xε(·) 6= 0, òàêàÿ, ÷òî

‖x(k)
ε (·)‖Lq(T ) ≥ (K − ε)‖xε(·)‖

n−k+1/q−1/r
n+1/p−1/r

Lp(T ) ‖x(n)
ε (·)‖

k+1/p−1/q
n+1/p−1/r

Lr(T ) .

Äëÿ ôóíêöèè fε(t) = Axε(λt), ãäå A > 0, λ > 0, èìååì

‖f (n)
ε (·)‖Lr(T ) = Aλn−1/r‖x(n)

ε (·)‖Lr(T ), ‖fε(·)‖Lp(T ) =

= Aλ−1/p‖xε(·)‖Lp(T ).
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Ïîëîæèâ

λ =

(
‖xε(·)‖Lp(T )

δ‖x(n)
ε (·)‖Lr(T )

) 1
n+1/p−1/r

, A =
1

λn−1/r‖x(n)
ε (·)‖Lr(T )

,

ïîëó÷àåì

‖f (n)
ε (·)‖Lr(T ) = 1, ‖fε(·)‖Lp(T ) = δ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
‖x(·)‖Lp(T )≤δ
‖x(n)(·)‖Lr(T )≤1

‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≥ ‖f (k)
ε (·)‖Lq(T ) ≥ (K − ε)δ

n−k+1/q−1/r
n+1/p−1/r .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

sup
‖x(·)‖Lp(T )≤δ
‖x(n)(·)‖Lr(T )≤1

‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≥ Kδ
n−k+1/q−1/r
n+1/p−1/r .

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç (22) è òåì ñàìûì
ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Â ÷àñòíîñòè,

K = sup
‖x(·)‖Lp(T )≤1

‖x(n)(·)‖Lr(T )≤1

‖x(k)(·)‖Lq(T ).

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñâÿçü íåðàâåíñòâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ òè-
ïà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè
x(k)(·), x(·) ∈ W n

r (T )∩Lp(T ), 0 ≤ k < n, â ìåòðèêå Lq(T ) ïî íåòî÷íîé
èíôîðìàöèè îá x(·), ãäå W n

r (T ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Wn
r (T ),

äëÿ êîòîðûõ ‖x(n)(·)‖Lr(T ) ≤ 1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî x(·) ∈ W n

r (T )∩Lp(T ) íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(T ) òàêàÿ,
÷òî ‖x(·) − y(·)‖Lp(T ) ≤ δ. Çíàÿ y(·), ìû õîòèì âîññòàíîâèòü x(k)(·)
íàèëó÷øèì îáðàçîì. Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â
ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

E∗p(D
k,W n

r (T ) ∩ Lp(T ), δ)

= inf
m : Lp(T )→Lq(T )

sup
x(·)∈Wn

r (T )∩Lp(T )

sup
y(·)∈Lp(T )

‖x(·)−y(·)‖Lp(T )≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖Lq(T ).

Àíàëîãè÷íî (8) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

E∗p(D
k,W n

r (T ) ∩ Lp(T ), δ) ≥ sup
‖x(·)‖Lp(T )≤δ
‖x(n)‖Lr(T )≤1

‖x(k)(·)‖Lq(T ).

Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 6. Åñëè K � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå (22), òî
äëÿ âñåõ δ > 0

E∗p(D
k,W n

r (T ) ∩ Lp(T ), δ) ≥ Kδ
n−k+1/q−1/r
n+1/p−1/r .

5. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùèå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Â (19) ïîëó÷åíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî, îöåíèâàþùåå k-óþ ïðîèç-
âîäíóþ ôóíêöèè ÷åðåç åå n-óþ ïðîèçâîäíóþ è åå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü Fnrp � ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·) ∈ Wn

r (R), äëÿ êîòîðûõ Fx(·) ∈ Lp(R). Òðå-
áóåòñÿ íàéòè òàêóþ ìèíèìàëüíóþ êîíñòàíòó KF = KF (k, n, p, q, r),
÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈ Fnrp âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî

(23) ‖x(k)(·)‖Lq(R) ≤ KF‖Fx(·)‖αLp(R)‖x(n)(·)‖βLr(R),

ãäå 0 ≤ k < n, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞.
Â ñèëó òåõ æå ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå ïðèâîäèëèñü âûøå, α +

β = 1. Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ xλ(t) = x(λt), t ∈ R, λ > 0, ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî

Fxλ(t) =

∫
R
x(λτ)e−iτt dτ =

1

λ

∫
R
x(u)e−iut/λ du =

1

λ
Fx

(
t

λ

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â íåðàâåíñòâî (23), ïîëó÷àåì

λk−1/q‖x(k)(·)‖Lq(R) ≤ KFλ
−(1−β)(p−1)/p‖Fx(·)‖1−β

Lp(R)λ
(n−1/r)β‖x(n)‖βLr(R).

Òàêèì îáðàçîì,

k − 1/q = −(1− β)(p− 1)/p+ (n− 1/r)β.

Ñëåäîâàòåëüíî,

α =
n− k + 1/q − 1/r

n+ 1/p′ − 1/r
, β =

k + 1/p′ − 1/q

n+ 1/p′ − 1/r
,

ãäå p′ � ñîïðÿæåííûé ïîêàçàòåëü ê p, ò. å.

1

p
+

1

p′
= 1.

Èòàê, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ KF òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
x(·) ∈ Fnrp âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (23), òî îíî äîëæíî èìåòü âèä

(24) ‖x(k)(·)‖Lq(R) ≤ KF‖Fx(·)‖
n−k+1/q−1/r

n+1/p′−1/r

Lp(R) ‖x(n)(·)‖
k+1/p′−1/q

n+1/p′−1/r

Lr(R) .

Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 2 ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè KF � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå
(24), òî äëÿ âñåõ δ > 0

sup
‖Fx(·)‖Lp(R)≤δ
‖x(n)‖Lr(R)≤1

‖x(k)(·)‖Lq(R) = KF δ
n−k+1/q−1/r

n+1/p′−1/r .
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Â ÷àñòíîñòè,

KF = sup
‖Fx(·)‖Lp(R)≤1

‖x(n)(·)‖Lr(R)≤1

‖x(k)(·)‖Lq(R)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé êîíñòàíòîé â íåðàâåíñòâå (24).
Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-îé

ïðîèçâîäíîé x(k)(·) ôóíêöèè x(·) ∈ F n
rp = Fnrp ∩W n

r (R), 0 ≤ k < n, â
ìåòðèêå Lq(T ) ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î Fx(·). Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x(·) ∈ F n

rp èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(T ) òàêàÿ,

÷òî ‖Fx(·)− y(·)‖Lp(T ) ≤ δ. Çíàÿ y(·), òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü x(k)(·)
îïòèìàëüíûì ñïîñîáîì. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòüþ
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ep(D
k, F n

rp, δ) =

= inf
m : Lp(T )→Lq(R)

sup
x(·)∈Fnrp

sup
y(·)∈Lp(T )

‖Fx(·)−y(·)‖Lp(R)≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖Lq(R).

Àíàëîãè÷íî (8) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ep(D
k, F n

rp, δ) ≥ sup
x(·)∈Fnrp

‖Fx(·)‖Lp(R)≤δ
‖x(n)(·)‖Lr(R)≤1

‖x(k)(·)‖Lq(R).

Àíàëîãîì òåîðåìû 6 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 7. Åñëè KF � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå (24),
òî äëÿ âñåõ δ > 0

Ep(D
k, F n

rp, δ) ≥ KF δ
n−k+1/q−1/r

n+1/p′−1/r .

Òàê êàê â íåðàâåíñòâå (19) ïîñòîÿííàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, òî

KF (k, n, 2, 2, 2) =

(
1

2π

)n−k
2n

.

Íàéäåì òåïåðü òî÷íóþ ïîñòîÿííóþ KF (k, n, 2, p, 2) äëÿ 2 < p <∞.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü n ∈ N, 0 ≤ k < n è 2 < p <∞. Òîãäà

KF (k, n, 2, p, 2)

=

√
n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p

(√
k + 1/2− 1/pB1/2−1/p

√
2π(n− k)1−1/p

) n−k
n+1/2−1/p

,

ãäå

(25) B = B

(
k + 1/2− 1/p

(n− k)(1− 2/p)
, 2

1− 1/p

1− 2/p

)
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è

B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1− x)b−1 dx

� áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖Fx(·)‖2

Lp(R) ≤ 1, ‖x(n)(·)‖2
L2(R) ≤ 1.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ýòó çàäà÷ó
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(26)

∫
R
t2ku(t) dt→ max,

∫
R
up/2(t) dt ≤

(
1

2π

)p/2
,∫

R
t2ru(t) dt ≤ 1, u(t) ≥ 0,

ãäå u(·) = (2π)−1|Fx(·)|2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò
âèä

L(u(·), λ1, λ2) =

∫
R
(−t2ku(t) + λ1u

p/2(t) + λ2t
2nu(t)) dt.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè íàéäåòñÿ äîïóñòèìàÿ â (26)

ôóíêöèÿ û(·) è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂1 ≥ 0, λ̂2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî

(a) min
u(t)≥0

L(u(·), λ̂1, λ̂2) = L(û(·), λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

(∫
R
û(t)p/2 dt− 1

2π

)
= 0,

(c) λ̂2

(∫
R
t2nû(t) dt− 1

)
= 0,

òî û(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (26).

Ïîëîæèì λ̂2 = σ−2(n−k), ãäå ïàðàìåòð σ > 0 îïðåäåëèì ïîçæå.
Òàê êàê äëÿ ëþáûõ t è σ ≥ t ôóíêöèÿ

f(x) = −t2kx+ λ̂1x
p/2 +

t2n

σ2(n−k)
x

ïðèíèìàåò ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå(
2

pλ̂1

(
t2k − t2n

σ2(n−k)

)) 1
p/2−1

,

òî

−t2ku(t) + λ̂1u
p/2(t) +

t2n

σ2(n−k)
u(t) ≥ −t2kû(t) + λ1û

p/2(t) +
t2n

σ2(n−k)
û(t)
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äëÿ âñåõ u(t) ≥ 0 è ëþáîãî λ̂1 > 0, ãäå

û(t) =


(

2

pλ̂1

(
t2k − t2n

σ2(n−k)

)) 1
p/2−1

, |t| ≤ σ,

0, |t| > σ.

Òåì ñàìûì óñëîâèå (a) âûïîëíÿåòñÿ. Âûáåðåì σ è λ̂1 òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (b) è (c):

µp/2
∫ σ

−σ

(
t2k − t2n

σ2(n−k)

) p/2
p/2−1

dt =

(
1

2π

)p/2
,

µ

∫ σ

−σ
t2n
(
t2k − t2n

σ2(n−k)

) 1
n/2−1

dt = 1,

ãäå

µ =

(
2

pλ̂1

) 1
p/2−1

.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = σy, ïîëó÷àåì

2µp/2σ
pk

p/2−1
+1

∫ 1

0

y
pk

p/2−1
(
1− y2(n−k)

) p/2
p/2−1 dy =

(
1

2π

)p/2
,

2µσ
2k

p/2−1
+2n+1

∫ 1

0

y
2k+n(p−2)
p/2−1

(
1− y2(n−k)

) 1
p/2−1 dy = 1.

Ïîëîæèâ

y = τ
1

2(n−k) ,

áóäåì èìåòü

µp/2σ
pk

p/2−1
+1 1

n− k

∫ 1

0

τ
k+1/2−1/p

(n−k)(1−2/p)
−1(1− τ)

p/2
p/2−1 dτ =

(
1

2π

)p/2
,

µσ
2k

p/2−1
+2n+1 1

n− k

∫ 1

0

τ
k+1/2−1/p

(n−k)(1−2/p) (1− τ)
1

p/2−1 dτ = 1.

Âûðàæàÿ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû ÷åðåç áåòà-ôóíêöèþ B (ñì. (25))
è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî

B(a+ 1, b) =
a

b
B(a, b+ 1),

ïîëó÷àåì

µp/2σ
pk

p/2−1
+1 B

r − k
=

(
1

2π

)p/2
,

µσ
2k

p/2−1
+2n+1 (k + 1/2− 1/p)B

(n− k)2
= 1.
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Îòñþäà

(27) µ =
(n− k)2

(k + 1/2− 1/p)B
σ−

2k
p/2−1

−2n−1

è

(28) σ =

( √
2π(n− k)1−1/p

(k + 1/2− 1/p)1/2B1/2−1/p

) 1
n+1/2−1/p

.

Ó÷èòûâàÿ (27), ïîëó÷àåì∫
R
t2kû(t) dt =

n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p
σ−2(n−k).

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå σ èç ðàâåíñòâà (28), áóäåì èìåòü, ÷òî äëÿ âñåõ
2 < p <∞

sup
x∈Fr2p

‖Fx(·)‖Lp(R)≤1

‖x(n)(·)‖L2(R)≤1

‖x(k)(·)‖L2(R) =

=

√
n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p

(√
k + 1/2− 1/pB1/2−1/p

√
2π(n− k)1−1/p

) n−k
n+1/2−1/p

.

Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3. �

6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì çàäà÷ó 2) èç âòîðîãî ïàðàãðàôà
îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè â ìîìåíò âðåìåíè τ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (1) íà ïðÿìîé ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû u0(·) ïî íåòî÷íûì èçìåðåíèÿì ðàñïðåäå-
ëåíèé òåìïåðàòóð â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn, çàäàííûì
ñ ïîãðåøíîñòÿìè δ1, . . . , δn â ìåòðèêå L2(R). Çäåñü ïîãðåøíîñòüþ
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä

E(τ, L2(R), δ) = inf
m

sup
u0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(R)

‖u(tj ,·)−yj(·)‖L2(R)≤δj , j=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y)(·)‖L2(R),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : (L2(R))n → L2(R),
y = (y1(·), . . . , yn(·)), à δ = (δ1, . . . , δn). Ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòè-
ãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâ-
ëåíèÿ.
Ïîëîæèì

M = co{(tj, ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n}+ {(t, 0) | t ≥ 0},
ãäå coA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A. Ïóñòü ôóíêöèÿ θ(·)
íà [t1,∞) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x | (t, x) ∈M}. ßñíî,
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÷òî θ(·) � ëîìàíàÿ íà [t1,∞). Ïóñòü ts1 < . . . < tsk � åå òî÷êè èç-
ëîìà (s1 = 1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê
{t1, . . . , tn} (åñëè θ(·) � ïðÿìàÿ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî îíà èìååò òîëüêî
îäèí èçëîì â òî÷êå t1, ò. å. k = 1).

Òåîðåìà 9. Ïðè âñåõ τ > t1

E(τ, L2(R), δ) = e−θ(τ).

Åñëè τ ∈ (tsj , tsj+1
) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ k − 1, òî

(29) m̂(y)(·) = u(τ, ·;K(·)∗(λ1u(tsj , ·; ysj(·))+λ2u(tsj+1, ·; ysj+1(·)))),
� îïòèìàëüíûé ìåòîä, ãäå

λ1 =
tsj+1

− τ
tsj+1

− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(τ−tsj )

tsj+1−tsj
, λ2 =

τ − tsj
tsj+1

− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(tsj+1−τ)

tsj+1−tsj
,

è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè K(·) (êàê îáîáùåííîé ôóíêöèè)
èìååò âèä

FK(λ) =
1

λ1e
−2λ2tsj + λ2e

−2λ2tsj+1

.

Åñëè τ > tsk , òî

m̂(y)(x) =
1

2
√
π(τ − tsk)

∫
R
e
− (x−ξ)2

4(τ−tsk )ysk(ξ) dξ

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

(30) ‖u(τ, ·)‖2
L2(R) → max, ‖u(tj, ·)‖2

L2(R) ≤ δ2
j , u0(·) ∈ L2(R).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáðàçàõ Ôóðüå èìååò âèä
(ñì., íàïðèìåð, [15])

Fu(t, λ) = e−λ
2tFu0(λ).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, â ñèëó òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ áóäåì
èìåòü

1

2π

∫
R
e−2λ2τ |Fu0(λ)|2 dλ→ max,

1

2π

∫
R
e−2λ2tj |Fu0(λ)|2 dλ ≤ δ2

j ,

j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(R).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåò ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîýòîìó
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñøèðåííóþ çàäà÷ó

(31)

∫
R
e−2λ2τ dµ(λ)→ max,

∫
R
e−2λ2tj dµ(λ) ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n,

dµ(λ) ≥ 0,

ãäå dµ(·) � ìåðà íà R.
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Ïîëîæèì

L(dµ(·), λ1, . . . , λn) =

∫
R

(
−e−2λ2τ +

n∑
j=1

λje
−2λ2tj

)
dµ(λ)

=

∫
R
e−2λ2τf(λ2) dµ(λ),

ãäå

f(v) = −1 +
n∑
j=1

λje
−2v(tj−τ).

Ôóíêöèÿ f(·) âûïóêëà ïðè ëþáûõ λ1, . . . , λn. Ïîýòîìó, åñëè ÷èñëà
λ1, . . . , λn è òî÷êà v0 âûáðàíû òàê, ÷òî f(v0) = f ′(v0) = 0, òî f(v) ≥
0 ïðè âñåõ v ∈ R. Ïóñòü τ ∈ [tsj , tsj+1

] 1 ≤ j ≤ k − 1. Ïîëîæèì
dµ̂(λ) = Aδ(λ − λ0), ãäå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ â òî÷êå 0, à A è λ0

âûáðàíû èç óñëîâèé∫
R
e−2λ2tk dµ̂(λ) = δ2

k, k = sj, sj+1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

A = δ

2tsj+1

tsj+1−tsj
sj δ

−
2tsj

tsj+1−tsj
sj+1 ,

λ0 =

(
ln 1/δsj+1

− ln 1/δsj
tsj+1

− tsj

)1/2

.

Ïîëîæèì λ̂k = 0, k 6= sj, sj+1, à λ̂sj è λ̂sj+1
âûáåðåì òàê, ÷òîáû

f(λ2
0) = f ′(λ2

0)) = 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

λ̂sj =
tsj+1

− τ
tsj+1

− tsj

(
δsj+1

δsj

)2
τ−tsj

tsj+1−tsj
,

λ̂sj+1
=

τ − tsj
tsj+1

− tsj

(
δsj
δsj+1

)2
tsj+1−τ
tsj+1−tsj

.

Òåì ñàìûì, ïðè âñåõ dµ(λ) ≥ 0 áóäåì èìåòü L(dµ(·), λ̂1, . . . , λ̂n) ≥ 0,

à L(dµ̂(·), λ̂1, . . . , λ̂n) = 0. Ïðîâåðèì, ÷òî ìåðà dµ̂(λ) äîïóñòèìà â
(31). Èìååì∫

R
e−2λ2tk dµ̂(λ) = Ae−2λ2

0tk = δ
2
tsj+1−tk
tsj+1−tsj

sj δ
2

tk−tsj
tsj+1−tsj

sj+1 =

= e−2θj(tk) ≤ e−2θ(tk) ≤ δ2
k,

ãäå θj(·) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (tsj , ln 1/δsj) è
(tsj+1

, ln 1/δsj+1
).

Ïðè τ > tsk ïîëîæèì

λ̂sk = 1, λ̂j = 0, j 6= sk, dµ̂(λ) = δ2
sk
δ(λ).



27

Òîãäà

L(dµ(·), λ̂1, . . . , λ̂n) =

∫
R
e−2λ2τ

(
−1 + e2λ2(τ−tsk )

)
dµ(λ) ≥ 0.

Êðîìå òîãî, L(dµ̂(·), λ̂1, . . . , λ̂n) = 0 è∫
R
e−2λ2tj dµ̂(λ) = δ2

sk
.

Èç ïîñòðîåíèÿ ëîìàííîé θ(·) âûòåêàåò, ÷òî δsk ≤ δj ïðè âñåõ j =
1, . . . , n. Òåì ñàìûì ìåðà dµ̂(λ) äîïóñòèìà â çàäà÷å (31).
Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷è (31) è çàäà÷è∫
R
e−2λ2τ dµ(λ)→ max,

n∑
j=1

λ̂j

∫
R
e−2λ2tj dµ(λ) ≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , dµ(λ) ≥ 0,

ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó äåëüòà-ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû
ñêîëü óãîäíî òî÷íî δ-îáðàçíûìè ôóíêöèÿìè, òî ðåøåíèÿ çàäà÷è
(30) è çàäà÷è

‖u(τ, ·)‖2
L2(R) → max,

n∑
j=1

λ̂j‖u(tj, ·)‖2
L2(R) ≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j ,

u0(·) ∈ L2(R),

ñîâïàäàþò. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü çàäà÷ó (5), êîòîðàÿ ïðè τ ∈
(tsj , tsj+1

) áóäåò èìåòü âèä

λ̂sj‖u(tsj , ·)− ysj(·)‖2
L2(R) + λ̂sj+1

‖u(tsj+1
, ·)− ysj+1

(·)‖2
L2(R) → min,

u0(·) ∈ L2(R).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷àåì åå ðåøåíèå â âèäå

Fû0(λ) =
λ̂sje

−λ2tsjFysj(λ) + λ̂sj+1
e−λ

2tsj+1Fysj+1
(λ)

λ̂sje
−2λ2tsj + λ̂sj+1

e−2λ2tsj+1

.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò L2(R), åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèè
Fysj(·) è Fysj+1

(·) ôèíèòíû. Ïîñêîëüêó òàêèå ôóíêöèè ïëîòíû â
L2(R), òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ðàññìîòðåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
âîäèòü òîëüêî äëÿ íèõ. Áîëåå ïîäðîáíî íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå
áóäåì. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä m̂(y)(·) = u(τ, ·; û0) ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îí ìîæåò áûòü çàïè-
ñàí â âèäå (29). Ñëó÷àé τ > tsk ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âèäíî, ÷òî ïðè τ ∈
(tsj , tsj+1

) èç âñåãî íàáëþäàåìîãî íàáîðà ôóíêöèé y1(·), . . . , yn(·) èñ-
ïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå (è âûáîð èõ çàâèñèò îò âåëè÷èí ïîãðåøíî-
ñòè δi). Äàëåå ïðîèñõîäèò èõ íåêîòîðîå óñðåäíåíèå è ñãëàæèâàíèå
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(ñâåðòêà ñ ÿäðîì K(·)) è ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ âîñ-
ïðèíèìàåòñÿ êàê ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó, êîãäà â íåêîòîðûå èç ìîìåíòîâ âðå-

ìåíè t1, . . . , tn íå ïðîèçâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû, à èçâåñòíû
ëèøü íåêîòîðûå àïðèîðíûå îöåíêè åå âåëè÷èíû. Èñïîëüçóÿ òåîðå-
ìó 3, â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîé âûøå ñõåìå ñòðîèòñÿ
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþ-
ùèå ñèòóàöèè. Ëèáî àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ íåíóæ-
íîé, ëèáî, åñëè îíà ïîëåçíà, òî èñïîëüçóåòñÿ èëè òîëüêî îäíî èç-
ìåðåíèå, èëè íè îäíî èç èçìåðåíèé íå íåñåò ïîëåçíîé èíôîðìàöèè.
Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. [17]. Òàì æå ìîæíî íàéòè äåòàëüíîå
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9

7. Çàäà÷à î òðåõ ñôåðàõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Äèðèõëå (ñì. çàäà÷ó 3) èç ïåðâîãî ïàðàãðàôà) íà ñôåðå ðà-
äèóñà r ïî íåòî÷íî çàäàííûì åå ðåøåíèÿì íà ñôåðàõ ðàäèóñîâ ri,
i = 1, 2, r1 < r < r2 ≤ 1. Çäåñü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(r, r1, r2, δ1, δ2)

= inf
m

sup
f(·),y1(·),y2(·)∈L2(Sd−1)

‖u(·)||x|=ri −yi(·)‖L2(Sd−1)
≤δi, i=1,2

‖u(·)∣∣|x|=r −m(y1, y2)(·)‖L2(Sd−1),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì m : L2(Sd−1) ×
L2(Sd−1)→ L2(Sd−1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà

k. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [16]), ÷òî L2(Sd−1) =
∞∑
k=0

Hk è dimH0 =

a0 = 1,

dimHk = ak = (2k + d− 2)
(k + d− 3)!

(d− 2)! k!
, k = 1, 2, . . . .

Âûáåðåì â Hk îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Y (k)
j (·)}akj=1.

Èç îáùåé ñõåìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëå-
íèÿ (òåîðåìû 1 è 2) âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ([18]).
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü 0 < r1 < r < r2 < 1, δ1 > 0, δ2 > 0. Ïîëîæèì

(32)

λ̂1 =


(
r

r1

)2(s−1)
r2

2 − r2

r2
2 − r2

1

, δ1 < δ2,

0, δ1 ≥ δ2,

λ̂2 =


(
r

r2

)2(s−1)
r2 − r2

1

r2
2 − r2

1

, δ1 < δ2,

1 δ1 ≥ δ2,

ãäå s òàêîâî, ÷òî(
r1

r2

)s
≤ δ1

δ2

<

(
r1

r2

)s−1

, s = 1, 2, ... .

Òîãäà

E(r, r1, r2, δ1, δ2) =

√
λ̂1δ2

1 + λ̂2δ2
2,

à ìåòîä

m̂(y1, y2)(x′) =
∞∑
k=0

rk
ak∑
j=0

λ̂1r
k
1y

(1)
kj + λ̂2r

k
2y

(2)
kj

λ̂1r2k
1 + λ̂2r2k

2

Y
(k)
j (x′),

ãäå

y
(i)
kj =

∫
L2(Sd−1)

yi(x
′)Y

(k)
j (x′) dx′, i = 1, 2,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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OPTIMAL RECOVERY OF LINEAR OPERATORS
FROM INACCURATE DATA

Magaril-Il'yaev G. G., Osipenko K. Yu.

The paper is a survey on recovery problems of linear operators on functional
classes from inaccurate information about these functions. The connection
between optimal recovery problems and inequalities for derivatives of Landau�
Kolmogorov type is considered.


