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ÑÏÅÊÒÐÓ

Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ, Ê. Þ. Îñèïåíêî

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü èìååòñÿ âîç-
ìîæíîñòü èçìåðèòü (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèáëèæåííî) ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå çàäàííîé äëèíû. Êàê ïî
ýòîé èíôîðìàöèè íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíêöèþ
è åå ïðîèçâîäíûå è êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âûáðàòü èíòåðâàë? Ïå-
ðåéäåì ê òî÷íûì ïîñòàíîâêàì.
Ïîëîæèì

Wr
2(R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) ∈ LAC(R), x(r)(·) ∈ L2(R) },

ãäå r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è LAC(R) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëî-
êàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà R. Ýòî ñòàíäàðòíîå
ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W r

2 (R)
ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáîëåâñêèé êëàññ, ò. å. ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé
x(·) ∈ Wr

2(R), äëÿ êîòîðûõ ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1.
Ïóñòü äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W r

2 (R) èçâåñòíî ïðèáëèæåííî
åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà èíòåðâàëå ∆a

σ = (a−σ, a+σ), ãäå σ > 0
è a ∈ R, ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(∆a

σ) òàêàÿ, ÷òî

‖Fx(·)− y(·)‖L2(∆a
σ) ≤ δ, δ ≥ 0.

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé x(k)(·),
0 ≤ k < r îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ) = inf
m

sup
x(·)∈W r

2 (R), y(·)∈L2(∆a
σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆aσ)≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖L2(R),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì (ìåòîäàì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ) m : L2(∆a

σ) → L2(R). Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåò-
ñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì. Íàñ èíòåðåñóåò îïòè-
ìàëüíûé âûáîð èíòåðâàëà äëèíû 2σ, ò. å. çàäà÷à î íàõîæäåíèè
âåëè÷èíû

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) = inf

a∈R
Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �07-01-90102, �06-01-00530, �08-01-00450)
è Ïðîãðàììû ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (ÍØ-3233.2008.1).

1



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈß 2

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè 0 /∈ ∆a
σ, òî E

a
σ(Dk,W r

2 (R), δ) = ∞.
Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, ëåììó 1 èç [1]),
÷òî

(1) Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ) ≥ sup
x(·)∈W r

2 (R)
‖Fx(·)‖L2(∆aσ)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R).

Ïóñòü a ≤ −σ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
x̂(·) òàêóþ, ÷òî

Fx̂(t) =

{√
2π(2r + 1)ε−r−1/2, t ∈ (0, ε),

0, t /∈ (0, ε).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ è ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå, áóäåì èìåòü

‖x̂(r)(·)‖2
L2(R) =

1

2π
‖Fx̂(r)(·)‖2

L2(R) =
1

2π

∫
R
t2r|Fx̂(t)|2 dt = 1.

Ïîñêîëüêó Fx̂(·) = 0 íà L2(∆a
σ), òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ) ≥ ‖x̂(k)(·)‖L2(R) =

(
1

2π

∫
R
t2k|Fx̂(t)|2 dt

)1/2

=

√
2r + 1

2k + 1

1

εr−k
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì

Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ) ≥ ‖x̂(k)(·)‖L2(R) =∞.
Ñëó÷àé, êîãäà a ≥ σ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü òåïåðü |a| < σ. Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé ïîñòðîåíèÿ îïòè-

ìàëüíîãî ìåòîäà è íàõîæäåíèÿ ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, èçëî-
æåííîé â [2], íî ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó ñëó÷àþ. Äëÿ ýòîãî íàäî
ðàññìîòðåòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(2) ‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖x(r)(·)‖2

L2(R) ≤ 1, ‖Fx(·)‖2
L2(∆a

σ) ≤ δ2.

Äàëåå ñëåäóåò íàéòè òàêèå λ̂1, λ̂2 ≥ 0, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è

‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, λ̂1‖x(r)(·)‖2

L2(R) + λ̂2‖Fx(·)‖2
L2(∆a

σ) ≤ λ̂1 + λ̂2δ
2

ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (2). Åñëè ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî y(·) ∈
L2(∆a

σ) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ x̂y(·) ∈ L2(R), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

λ̂1‖x(r)(·)‖2
L2(R) + λ̂2‖Fx(·)− y(·)‖2

L2(∆a
σ) → min, x(·) ∈ Wr

2(R),

òî ìåòîä
m̂(y)(·) = x̂(k)

y (·)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à ñàìà ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ ðàâíà

√
λ̂1 + λ̂2δ2 .



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈß 3

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, çàäà÷à (2) â îáðàçàõ Ôóðüå çàïè-
øåòñÿ â âèäå
(3)∫

R
τ 2ku(τ) dτ → max,

∫
R
τ 2ru(τ) dτ ≤ 1, 2π

∫
∆a
σ

u(τ) dτ ≤ δ2,

ãäå u(·) = (2π)−1|Fx(·)|2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å
ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå åå ðàñøè-
ðåíèå:

(4)

∫
R
τ 2k dµ(τ)→ max,

∫
R
τ 2r dµ(τ) ≤ 1, 2π

∫
∆a
σ

dµ(τ) ≤ δ2,

íà ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð dµ(·) íà ïðÿìîé.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

L(dµ(·), λ1, λ2) =

∫
R
(−τ 2k + λ1τ

2r + 2πλ2χ
a
σ(t)) dµ(τ),

ãäå χaσ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà ∆a
σ. Äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåðà dµ̂(·) ÿâëÿëàñü ðåøåíèåì çà-

äà÷è (4) (ñì. [2]) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ λ̂1, λ̂2 ≥ 0, äëÿ
êîòîðûõ

(a) min
dµ(·)≥0

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) = L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

(∫
R
τ 2r dµ(τ)− 1

)
= 0, λ̂2

(
2π

∫
∆a
σ

dµ(τ)− δ2

)
= 0.

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå çàäà÷è (4) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è
(5)∫

R
τ 2k dµ(τ)→ max, λ̂1

∫
R
τ 2r dµ(τ) + λ̂22π

∫
∆a
σ

dµ(τ) ≤ λ̂1 + λ̂2δ
2.

Ïóñòü 0 < k < r. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷å-
ñêè {

y = τ 2k,

x = τ 2r.

Òîãäà y = xk/r, 0 < k/r < 1. Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèåé
â òî÷êå (τ 2r

0 , τ 2k
0 ), τ0 > 0, èìååò âèä

y − τ 2k
0 =

k

r
τ 2k−2r

0 (x− τ 2r
0 ).

Òàê êàê ôóíêöèÿ y = xk/r âîãíóòà, òî äëÿ âñåõ òî÷åê åå ãðàôèêà
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

−y +
k

r
τ 2k−2r

0 x+ τ 2k
0

r − k
r
≥ 0.

Ïîëîæèì

λ̂1 =
k

r
τ 2k−2r

0 , λ̂2 =
1

2π
τ 2k

0

r − k
r

.
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Òîãäà äëÿ âñåõ τ

−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2 ≥ 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

−τ 2k + λ̂1τ
2r ≥ 0

ïðè âñåõ |τ | ≥ σ̂, ãäå

σ̂ = λ̂
− 1

2(r−k)

1 =
( r
k

) 1
2(r−k)

τ0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ̂ ≤ σa = min(a − σ, a + σ). Òîãäà τ0 ∈ ∆a
σ è

äëÿ âñåõ dµ(·) ≥ 0

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
∆a
σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫
R\∆a

σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r) dµ(τ) ≥ 0.

Ðàññìîòðèì ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå τ0 (ò. å. δ-ôóíêöèþ â
ýòîé òî÷êå):

dµ̂(τ) = Aδ(τ − τ0)

è âûáåðåì A è τ0 èç óñëîâèé:

(6)

∫
R
τ 2r dµ̂(τ) = 1, 2π

∫
∆a
σ

dµ̂(τ) = δ2.

Òàêèì îáðàçîì,

A =
δ2

2π
, τ0 =

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0 (è òåì ñàìûì ýòî ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (a)
è (b) âûïîëíåíû è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

σa ≥ σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

τ0 =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

,

ìåðà µ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (4) è çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (5).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà

σa < σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Ïðÿìàÿ y = σ
2(k−r)
a x ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (0, 0) è (σ2k

a , σ
2r
a ). Íàéäåì

òî÷êó τ̂ òàêóþ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé y = xk/r â òî÷êå x = τ̂ 2r

ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = σ
2(k−r)
a x. Èìååì

k

r
(τ̂ 2r)k/r−1 = σ2(k−r)

a .
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Îòñþäà

τ̂ =

(
k

r

) 1
2(r−k)

σa.

Òåì ñàìûì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä

(7) y = λ̂1x+ 2πλ̂2,

ãäå

λ̂1 = σ2(k−r)
a , λ̂2 =

1

2π

r − k
r

(
k

r

) k
r−k

σ2k
a .

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé y = xk/r åå òî÷êè ëåæàò íå âûøå ïðÿìîé
(7) è òåì ñàìûì äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

−y + λ̂1x+ 2πλ̂2 ≥ 0.

Êðîìå òîãî, −t2k + λ̂1t
2r ≥ 0 ïðè t ≥ σa. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ

dµ(·) ≥ 0 èìååì

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
∆a
σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r + 2πλ̂2) dµ(τ)+

+

∫
R\∆a

σ

(−τ 2k + λ̂1τ
2r) dµ(τ) ≥ 0.

Ïîëîæèì òåïåðü

dµ̂(t) = Aδ(t− τ̂) +Bδ(t+ σa sign a),

ãäå A > 0 è B > 0 îïðåäåëèì èç òåõ æå óñëîâèé (6). Èìååì

Aτ̂ 2r +Bσ2r
a = 1, A =

δ2

2π
.

Îòñþäà

B =
1

σ2r
a

− δ2

2π

(
k

r

) r
r−k

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç óñëîâèÿ σa < σ̂ âûòåêàåò, ÷òî B > 0. Îñòà-

åòñÿ çàìåòèòü, ÷òî L(dµ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (4)
ðåøåíà ïðè âñåõ σ > 0 è 0 < a < σ. È, êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî åå
çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (5).
Àïïðîêñèìèðóÿ (ñòàíäàðòíûì îáðàçîì) ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ

â òî÷êå, δ-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ
çàäà÷è (3) è çàäà÷è∫

R
τ 2ku(τ) dτ → max,

∫
R
(λ̂1τ

2r + 2πλ̂2χσ(τ)u(τ) dτ ≤ λ̂1 + λ̂2δ
2,

u(·) ∈ L1(R), u(τ) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó íà R,
ñîâïàäàþò.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äëÿ y(·) ∈ L2(∆a

σ) ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

λ̂1‖x(r)(·)‖2
L2(R) + λ̂2‖Fx(·)− y(·)‖2

L2(∆a
σ) → min .
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàíøåðå-
ëÿ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è ïîñòðîèòü îïòèìàëü-
íûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ) =

√
λ̂1 + λ̂2δ2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Ea
σ(Dk,W r

2 (R), δ) =


σka

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
a

, σa < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σa ≥ σ̂,

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû
äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé k = 0. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà÷è (3)

â ýòîé ñèòóàöèè èìååò âèä

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) =

∫
∆a
σ

(−1 + λ1τ
2r + 2πλ2) dµ(τ)+

+

∫
R\∆a

σ

(−1 + λ1τ
2r) dµ(τ).

Ïîëîæèì

λ̂1 =
1

σ2r
a

, λ̂2 =
1

2π
.

Äëÿ âñåõ dµ(·) ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(dµ(·), λ̂1, λ̂2) = λ̂1

∫
∆a
σ

τ 2r dµ(τ)+

∫
R\∆a

σ

(
−1 +

( τ
σ a

)2r
)
dµ(τ) ≥ 0.

Äëÿ

dµ̂(t) =
δ2

2π
δ(t) +

1

σ2r
a

δ(t+ σa sign a)

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ∫
R
τ 2r dµ̂(τ) = 1, 2π

∫
∆a
σ

dµ̂(τ) = δ2,

à êðîìå òîãî, L(µ̂(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-
ùåìó, ïîëó÷àåì, ÷òî

(8) Ea
σ(D0,W r

2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
a

.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû òàêæå äîñòèãàåòñÿ ïðè a =
0.
Òåì ñàìûì äîêàçàíà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ <∞, δ > 0 è

σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Òîãäà

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) =


σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σ ≥ σ̂.

Åñëè k = 0, òî

Ea
σ(D0,W r

2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
a

.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðèáëèæåííàÿ èíôîðìàöèÿ î
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå çàäàíà íà èíòåðâàëå (a − σ, a + σ), òî, âî-
ïåðâûõ, ïðè |a| ≥ σ ýòà èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ áåñïîëåçíîé, òàê
êàê ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâ-
íà ∞, à, âî-âòîðûõ, åñëè |a| < σ, òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ òàêàÿ æå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå íà èíòåðâàëå (−σa, σa) (òî åñòü ÷àñòü èíôîðìàöèè îêàçû-
âàåòñÿ ëèøíåé). Òàêèì îáðàçîì, íàèëó÷øèì èíòåðâàëîì äëèíû 2σ
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûé èíòåðâàë (−σ, σ). Íî è â ýòîì ñëó÷àå, åñëè
σ ≥ σ̂ åãî ìîæíî óìåíüøèòü äî èíòåðâàëà (−σ̂, σ̂).
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