
ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÈÕ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÎ ÇÀÄÀÍÍÎÌÓ

ÑÏÅÊÒÐÓ

Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ, Â. Ì. ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àþòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ èç ñîáîëåâñêîãî êëàññà ïî íåòî÷íî
çàäàííîìó â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé íîðìå íà êîíå÷íîì îòðåçêå
ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ, â êîòîðîì êàæäûé ìåòîä òî÷åí íà íåêîòîðîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé. Ñòðîÿòñÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ñóììó èñõîäíîãî ñîáîëåâñêîãî êëàññà è ïîäïðîñòðàíñòâà
öåëûõ ôóíêöèé.

Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðî-
èçâîäíûõ íà ïðÿìîé ïî ïðèáëèæåííî èçâåñòíîìó íà êîíå÷íîì îò-
ðåçêå ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êëàññó, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó
î âûáîðå íàèëó÷øåãî (îïòèìàëüíîãî) ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Â [1]
äëÿ ôóíêöèé èç ñîáîëåâñêîãî êëàññà òàêèå ìåòîäû áûëè íàéäåíû.
Îíè óñòðîåíû òàê, ÷òî çà ïðåäåëàìè íåêîòîðîãî îòðåçêà èíôîð-
ìàöèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå îêàçûâàåòñÿ ëèøíåé, à òà èíôîð-
ìàöèÿ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ôèëüòðóåòñÿ
(ñãëàæèâàåòñÿ).
Â äàííîé ðàáîòå ôîðìóëèðóåòñÿ ðåçóëüòàò, èç êîòîðîãî âûòåêà-

åò, ÷òî, íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóþò öåëûå ñåðèè îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ, îòëè÷àþùèåñÿ
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ôèëüòðàöèè èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Êàæ-
äûé èç ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå öåëûõ ôóíêöèé, è â ýòîì ñìûñëå ñðåäè íèõ åñòü �íàèëó÷øèé�,
à èìåííî òîò, êîòîðûé òî÷åí íà íàèáîëåå øèðîêîì èç òàêèõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ.
Ýòè ðåçóëüòàòû ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðàêòèêîé: ïðè âîññòàíîâëåíèè

ñèãíàëà ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î ãàðìîíèêàõ âûñîêî÷àñòîòíûå
êîìïîíåíòû îòáðàñûâàþò, à îñòàëüíûå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �08-01-00450 è �10-01-00188).
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ñãëàæèâàþò (ôèëüòðóþò), ÷òîáû íèâåëèðîâàòü åñòåñòâåííûå ïî-
ãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn
2 (R) ñîáîëåâ-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (n− 1)-àÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è x(n)(·) ∈ L2(R).
Ïóñòü σ > 0, ∆σ = [−σ, σ], 0 ≤ k ≤ n − 1, δ ≥ 0 è W ∈ Wn

2 (R)
� íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Äîïó-
ñòèì, ÷òî ïðî ôóíêöèþ x(·) ∈ W èçâåñòíî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Fx(·) íà ∆σ ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(∆σ), ò. å. èçâåñòíà ôóíê-
öèÿ y(·) ∈ L2(∆σ) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·)− y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ (åñëè δ = 0, òî
Fx(·) íà ∆σ èçâåñòíî òî÷íî). Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ýòîé èíôîðìàöèåé, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíêöèþ èëè
åå k-óþ ïðîèçâîäíóþ â ìåòðèêå L2(R)?
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Iσ : Wn

2 (R) → L2(∆σ)
� îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå x(·) ñóæåíèå Fx(·) íà ∆σ, à
Iδσ : Wn

2 (R) → L2(∆σ) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå
ïî ôîðìóëå: Iδσx(·) = { y(·) ∈ L2(∆σ) | ‖Iσx(·) − y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ }
(I0
σ = Iσ). Òîãäà èíôîðìàöèÿ îá x(·) ∈ W çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Iδσx(·).
Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé (0 ≤ k ≤ n −

1) ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç êëàññà W â ìåòðèêå L2(R) ïî óêà-
çàííîé èíôîðìàöèè ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Ëþáîå îòîáðàæåíèå
m : L2(∆σ)→ L2(R) îáúÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîãðåø-
íîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(Dk,W, Iδσ,m) = sup
x(·)∈W, y(·)∈Iδσx(·)

‖x(k)(·)−m(y(·))(·)‖L2(R),

ãäå Dk ñèìâîëèçèðóåò îïåðàòîð k-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(D0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(Dk,W, Iδσ) = inf
m : L2(∆σ)→L2(R)

e(Dk,W, Iδσ,m),

êîòîðóþ íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è
ìåòîä m̂ = m̂(k, σ, δ), íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å.
äëÿ êîòîðîãî

E(Dk,W, Iδσ) = e(Dk,W, Iδσ, m̂),

íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû E(Dk,W, Iδσ) è ñîîòâåòñòâóþùåãî

îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íàçîâåì (Dk,W, Iδσ)-çàäà÷åé.
Ñêàæåì, ÷òî ìåòîä m òî÷åí íà x(·) ∈ Wn

2 (R), åñëè x(k)(·) =
m(Iσx(·))(·). Åñëè L � ïîäìíîæåñòâî Wn

2 (R) è ìåòîä m òî÷åí íà
êàæäîé ôóíêöèè èç L, òî ãîâîðèì, ÷òî ìåòîä m òî÷åí íà L.
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Ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèé ÷àñòî îò ìåòîäîâ òðåáóåò-
ñÿ èõ òî÷íîñòü íà êàê ìîæíî áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé
(òàêîâà ñèòóàöèÿ, íàïðèìåð, ñ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè, ãäå â
êà÷åñòâå òàêèõ ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíî-
ìû, à â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû).
Ïðèâåäåííûé âûøå ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîãî ìåòî-

äà âîññòàíîâëåíèÿ, êàê íàèëó÷øåãî ìåòîäà äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç
äàííîãî êëàññà, èäåîëîãè÷åñêè âîñõîäèò ê ðàáîòàì À. Í. Êîëìî-
ãîðîâà 30-õ ãîäîâ î íàõîæäåíèè íàèëó÷øèõ ñðåäñòâ ïðèáëèæåíèÿ
äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé. Ñàìà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
(íî äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ïî òî÷íîé èíôîðìàöèè è â êîíå÷-
íîìåðíîé ñèòóàöèè) âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà Ñ. À. Ñìîëÿêîì [2].
Ðàçëè÷íûì åå îáîáùåíèÿì ïîñâÿùåíà äîñòàòî÷íî îáøèðíàÿ ëèòå-
ðàòóðà. Â ìîíîãðàôèÿõ [3]�[6] ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî êîíêðåòíûõ
ðåçóëüòàòîâ è äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè, áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòå [7]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà òåìàòèêà ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ
àâòîðîâ [8] è [9], ãäå èñïîëüçóþòñÿ ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ
òåîðèè ýêñòðåìóìà. Ðàññìîòðåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èìåííî ñ ýòèõ ïîçèöèé äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ âïåðâûå
áûëî ïðåäïðèíÿòî â [10].

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü σ > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bσ,2(R) ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(R),
îáðàçîâàííîå ñóæåíèÿìè íà R öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà σ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, x(·) ∈ Bσ,2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íîñèòåëü Fx(·) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−σ, σ]. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, B0,2(R) = {0}.
Åñëè x(·) ∈ Bσ,2(R), òî x(m)(·) ∈ Bσ,2(R) äëÿ ëþáîãî m ∈ N (ïî

íåðàâåíñòâó Áåðíøòåéíà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà), â ÷àñòíîñòè, Bσ,2(R) ⊂ Wn

2 (R).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîä-

íîé (0 ≤ k < n) íà ñîáîëåâñêîì êëàññå

W n
2 (R) = {x(·) ∈ Wn

2 (R) | ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1 }.

Ïóñòü 1 ≤ k < n è δ ≥ 0. Ïîëîæèì

σ̂1 =


(n
k

) 1
2(n−k)

(
2π

δ2

) 1
2n

, δ > 0,

+∞, δ = 0
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è

σ̂2 =


(
n− k
n

) 1
2k
(

2π

δ2

) 1
2n

, δ > 0,

+∞, δ = 0.

Âåëè÷èíà σ̂2/σ̂1 îïðåäåëåíà ïðè δ > 0 è íå çàâèñèò îò δ. Äîîïðå-
äåëèì åå òåì æå ÷èñëîì è ïðè δ = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k, n � öåëûå, 0 ≤ k < n, σ > 0 è δ ≥ 0.
1) Åñëè k ≥ 1 è σ0 = min(σ, σ̂1), òî

E(Dk,W n
2 (R), Iδσ) =


σk

√
n− k
2πn

(
k

n

) k
n−k

δ2 +
1

σ2n
, σ ≤ σ̂1,(

δ√
2π

)1−k/n

, σ ≥ σ̂1,

è äëÿ êàæäîãî σ′ òàêîãî, ÷òî

(1) 0 ≤ σ′ ≤ σ̂2

σ̂1

σ0

ìåòîä

m̂(σ, σ′, y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤σ′

(iξ)ky(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫
σ′≤|ξ|≤σ0

(iξ)k

(
1 +

n

n− k

(n
k

) k
n−k
(
ξ

σ0

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â (Dk,W n
2 (R), Iδσ)-çàäà÷å è òî÷íûì íà

ïîäïðîñòðàíñòâå Bσ′,2(R).
2) Åñëè k = 0, òî

E(D0,W n
2 (R), Iδσ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2n
,

è äëÿ êàæäîãî σ′ ≥ 0 òàêîãî, ÷òî σ′ ≤ σ ìåòîä

m̂(σ, σ′, y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤σ′

y(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫
σ′≤|ξ|≤σ

(
1 +

(
ξ

σ

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â (D0,W n
2 (R), Iδσ)-çàäà÷å è òî÷íûì íà

ïîäïðîñòðàíñòâå Bσ′,2(R).

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííîé òåî-
ðåìû.
Â ÷àñòè 1), åñëè δ > 0, òî, êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíî-

ñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, èíôîðìàöèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè
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Ôóðüå (èçìåðåííîì ñ òî÷íîñòüþ δ) çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [−σ̂1, σ̂1]
îêàçûâàåòñÿ ëèøíåé, ïîñêîëüêó åå íàëè÷èå íå óìåíüøàåò âåëè÷è-
íó ïîãðåøíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, îáúåì ïîëåçíîé èíôîðìàöèè σ è
ïîãðåøíîñòü åå èçìåðåíèÿ δ äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
σ ≤ σ̂1, ò. å.

δ2σ2n ≤ 2π
(n
k

) n
n−k

.

Ïðè ýòîì, êàæäûé èç îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóÿ èíôîð-
ìàöèþ òîëüêî íà îòðåçêå [−σ0, σ0], ôèëüòðóåò åå íà ìíîæåñòâå
{ ξ | σ′ ≤ |ξ| ≤ σ0 } è íå ôèëüòðóåò íà [−σ′, σ′], åñëè σ′ > 0.
Ïðîñòðàíñòâî Bσ′,2(R) ïðè σ′ = (σ̂1/σ̂2) min(σ, σ̂1), î÷åâèäíî, ìàê-

ñèìàëüíî øèðîêîå èç òåõ, íà êîòîðûõ îïòèìàëüíûé ìåòîä òî÷åí.
Åñëè δ = 0, òî ÷åì áîëüøå σ, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü îïòè-

ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è èíôîðìàöèÿ ôèëüòðóåòñÿ íà ìíîæå-
ñòâå { ξ | σ′ ≤ |ξ| ≤ σ } (σ0 = σ) è íå ôèëüòðóåòñÿ íà [−σ′, σ′], åñëè
σ′ > 0.
Âî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû, êîãäà âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñàìà ôóíê-

öèÿ, ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ óáûâàåò ñ ðîñòîì
σ íåçàâèñèìî îò òîãî δ > 0 èëè δ = 0. Ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
åñòü �åñòåñòâåííûé� (ïðè σ′ = σ), ñîïîñòàâëÿþùèé y(·) ôóíêöèþ,
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé ðàâíî y(·) íà [−σ, σ] è íóëþ âíå ýòî-
ãî îòðåçêà.
Èç òîãî, ÷òî ïîñòðîåííûå îïòèìàëüíûå ìåòîäû òî÷íû íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé âûòåêàåò, ÷òî ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ
îïòèìàëüíûìè íà áîëåå øèðîêèõ êëàññàõ ôóíêöèé. Òî÷íåå, èìå-
åò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè m̂ � îïòèìàëüíûé ëèíåé-

íûé ìåòîä â (Dk,W n
2 (R), Iδσ)-çàäà÷å, òî÷íûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå

L ⊂ Wn
2 (R), òî îí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è â (Dk,W n

2 (R)+L, Iδσ)-
çàäà÷å.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x(·) ∈ W n

2 (R) + L, x(·) = x1(·) + x2(·), ãäå
x1(·) ∈ W n

2 (R), x2(·) ∈ L è ïóñòü y(·) ∈ L2(∆σ) òàêîå, ÷òî ‖Iσx(·)−
y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ. Ïîëîæèì y1(·) = y(·)− Iσx2(·). Òîãäà y1(·) ∈ L2(∆σ)
è

(2) ‖Iσx1(·)− y1(·)‖L2(∆σ) = ‖Iσx(·)− y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ.

Èç ëèíåéíîñòè è òî÷íîñòè m̂ íà L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(3) ‖x(k)(·)− m̂(y(·))(·)‖L2(R) = ‖x(k)
1 (·)− m̂(y1(·))(·)‖L2(R).

Âåëè÷èíà ñïðàâà â (3) â ñèëó (2) íå ïðåâîñõîäèò

e(Dk,W n
2 (R), Iδσ, m̂) = E(Dk,W n

2 (R), Iδσ).

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè (3) ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x(·)
è y(·), ïîëó÷àåì, ÷òî

e(Dk,W n
2 (R) + L, Iδσ, m̂) ≤ E(Dk,W n

2 (R), Iδσ).
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Ïîñêîëüêó W n
2 (R) ⊂ W n

2 (R) + L, èìååì

E(Dk,W n
2 (R), Iδσ) ≤ E(Dk,W n

2 (R) + L, Iδσ)

≤ e(Dk,W n
2 (R) + L, Iδσ, m̂) ≤ E(Dk,W n

2 (R), Iδσ).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî m̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä â (Dk,W n
2 (R) +

L, Iδσ)-çàäà÷å è çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ â ýòîé çàäà÷å ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì äëÿ
(Dk,W n

2 (R), Iδσ)-çàäà÷è.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè 1 ≤ k < n äëÿ âñåõ σ′, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâó (1), è ïðè k = 0 äëÿ âñåõ σ′ ≤ σ

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ′,2(R), Iδσ) = E(Dk,W n

2 (R), Iδσ).

Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó î íàõîæ-
äåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà â (Dk,W n

2 (R) + Bσ2,2(R), Iσ1 , δ)-çàäà÷å
äëÿ ëþáûõ 0 < σ1 ≤ ∞ è 0 ≤ σ2 <∞.
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ââåäåì

íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü 1 ≤ k ≤ n − 1, δ > 0 è σ̂1, σ̂2 �
òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 1. Ïîëîæèì

Σ1 =

{
(σ1, σ2) ∈ R2 | 0 < σ̂2

σ̂1

σ1 ≤ σ2 ≤ σ1

}
,

Σ2 =

{
(σ1, σ2) ∈ R2 | 0 ≤ σ2 ≤

σ̂2

σ̂1

σ1, 0 < σ1 ≤ σ̂1

}
,

Σ3 =
{

(σ1, σ2) ∈ R2 | σ1 ≥ σ̂1, 0 ≤ σ2 ≤ σ̂2

}
,

Σ4 =

{
(σ1, σ2) ∈ R2 | σ̂2 ≤ σ2 ≤

σ̂2

σ̂1

σ1

}
.

Íà ðèñóíêå ýòè îáëàñòè âûãëÿäÿò òàê

-

6

σ1

σ2

σ2 = σ1

σ2 =
σ̂2

σ̂1

σ1

σ1 = σ̂1

σ2 = σ̂2

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
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Σ2 Σ3

Σ4
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Ïîëîæèì, êðîìå òîãî,
(4)

2π(λ̂1, λ̂2) =



(σ2k
2 , σ

2(k−n)
1 ), (σ1, σ2) ∈ Σ1,(

n− k
n

(
k

n

) k
n−k

σ2k
1 , σ

2(k−n)
1

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ2,(

n− k
n

(
2π

δ2

) k
n

,
k

n

(
2π

δ2

) 2(k−n)
n

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ3,(

σ2k
2 ,

k

n

(
n− k
n

)n−k
k

σ
2(k−n)
2

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ4,

è

(σ′1, σ
′
2) =



(σ1, σ2), (σ1, σ2) ∈ Σ1,(
σ1,

σ̂2

σ̂1

σ1

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ2,

(σ̂1, σ̂2), (σ1, σ2) ∈ Σ3,(
σ̂1

σ̂2

σ2, σ2

)
, (σ1, σ2) ∈ Σ4.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k, n � öåëûå, 0 ≤ k < n è δ ≥ 0.
1) Åñëè σ2 > σ1, òî E(Dk,W n

2 (R) + Bσ2,2(R), Iδσ1) =∞.

2) Åñëè k ≥ 1 è δ ≥ 0, òî äëÿ âñåõ σ1 > 0, σ2 ≥ 0 òàêèõ, ÷òî

σ2 ≤ σ1

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ2,2(R), Iδσ1) =

√
λ̂1δ2 + 2πλ̂2,

è ïðè âñåõ σ̃1 ∈ [σ′1, σ1] è σ̃2 ∈ [σ2, σ
′
2] ìåòîäû

m̂σ̃1,σ̃2(σ1, σ2, y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤σ̃2

(iξ)ky(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫
σ̃2≤|ξ|≤σ̃1

(iξ)k
λ̂1

λ̂1 + λ̂2ξ2n
y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

3) Åñëè k = 0 è δ ≥ 0, òî äëÿ âñåõ σ1 > 0, σ2 ≥ 0 òàêèõ, ÷òî

σ2 ≤ σ1

E(D0,W n
2 (R) + Bσ2,2(R), Iδσ1) =

√
δ2

2π
+

1

σ2n
1

,
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è ïðè âñåõ σ̃2 ∈ [σ2, σ1] ìåòîäû

m̂σ̃2(σ1, σ2, y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤σ̃2

y(ξ)eiξt dξ

+
1

2π

∫
σ̃2≤|ξ|≤σ1

(
1 +

(
ξ

σ1

)2n
)−1

y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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