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ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü íåðàâåíñòâà Õàðäè-Ëèòòëâóäà-Ïîëèà ñ çà-
äà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î ñàìîé ôóíê-
öèè è åå ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ.

Íåðàâåíñòâî Õàðäè-Ëèòòëâóäà-Ïîëèà [1] � ýòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî âè-

äà

‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ ‖x(·)‖1−k/nL2(R) ‖x
(n)(·)‖k/nL2(R), (1)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Wn
2 (R) = {x(·) ∈ L2(R) | x(n−1)(·) − ëîê. àáñ. íåïð., x(n)(·) ∈ L2(R) },

ãäå k, n � íàòóðàëüíûå è k < n.

Òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà (1) îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ëþáûõ δ1 > 0

è δ2 > 0 çíà÷åíèå çàäà÷è

‖x(k)(·)‖L2(R) → max, ‖x(·)‖L2(R) ≤ δ1, ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ δ2 (2)

ðàâíî δ
1−k/n
1 δ

k/n
2 .

Çàäà÷à (2) òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-

îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wn
2 (R) ïî ïðèáëèæåííîé èíôîðìàöèè

î ñàìîé ôóíêöèè è åå n-îé ïðîèçâîäíîé. Äîïóñòèì, ÷òî íàì èçâåñò-

íû (ìû íàáëþäàåì) ôóíêöèè y1(·) ∈ L2(R) è y2(·) ∈ L2(R) òàêèå, ÷òî

‖x(·)− y1(·)‖L2(R) ≤ δ1 è ‖x(n)(·)− y2(·)‖L2(R) ≤ δ2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàí-
òû �10-01-00188 è �10-01-90002).
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âîññòàíîâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(Dk,Wn
2 (R), δ1, δ2) =

inf
m

sup
x(·)∈Wn

2 (R), yi(·)∈L2(R), i=1,2
‖x(·)−y1(·)‖L2(R)≤δ1,
‖x(n)(·)−y2(·)‖L2(R)≤δ2

‖x(k)(·)−m(y1(·), y2(·))(·)‖L2(R), (3)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì m : L2(R) × L2(R) →

L2(R), íàçûâàåìîé ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è òåõ

m, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûõ îïòèìàëüíûìè

ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîâïàäà-

åò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (2) è ñóùåñòâóåò öåëûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ

ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü k, n � íàòóðàëüíûå, k < n, δ1 > 0, δ2 > 0 è

λ1 =
n− k
n

(
δ1
δ2

)− 2k
n

, λ2 =
k

n

(
δ1
δ2

) 2(n−k)
n

.

Òîãäà

E(Dk,Wn
2 (R), δ1, δ2) = δ

1− k
n

1 δ
k
n
2 ,

è åñëè ôóíêöèÿ a(·) íà R òàêîâà, ÷òî äëÿ ï. â. ξ ∈ R∣∣∣∣a(ξ)− λ1(iξ)
k

λ1 + λ2ξ2n

∣∣∣∣ ≤ √λ1λ2|ξ|nλ1 + λ2ξ2n

√
−ξ2k + λ1 + λ2ξ2n, (4)

òî ìåòîä ma : L2(R)× L2(R)→ L2(R), îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

ma(y1(·), y2(·))(·) = Λ1y1(·) + Λ2y2(·), (5)

ãäå Λi : L2(R) → L2(R), i = 1, 2, � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû,

äåéñòâèÿ êîòîðûõ â îáðàçàõ Ôóðüå èìåþò âèä: FΛ1y1(ξ) = a(ξ)Fy1(ξ)

è FΛ2y2(ξ) = (iξ)−n((iξ)k − a(ξ))Fy2(ξ), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Îïåðàòîðû Λ1 è Λ2 � ýòî ñâåðòî÷íûå îïåðàòîðû, ÿäðà êîòîðûõ, âîîá-

ùå ãîâîðÿ, îáîáùåííûå ôóíêöèè. Âûäåëèì îäíî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå

ñåìåéñòâî òàêèõ îïåðàòîðîâ, ãäå ÿäðà � îáû÷íûå ôóíêöèè, èìåþùèå

äîñòàòî÷íî ïðîñòîå îïèñàíèå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k, n � íàòóðàëüíûå, k < n, δ1 > 0, δ2 > 0 è

σ̂1 =

(
1− k

n

) 1
2k
(
δ1
δ2

)− 1
n

, σ̂2 =
(n
k

) 1
2(n−k)

(
δ1
δ2

)− 1
n

.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû (σ1, σ2) ∈ [0, σ̂1]× [σ̂2,∞] ìåòîä

mσ1,σ2(y1(·), y2(·)) = (K1
σ1,σ2
∗ y1)(·) + (K2

σ1,σ2
∗ y2)(·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ãäå ÿäðà K1
σ1,σ2

(·) è K2
σ1,σ2

(·) òàêîâû, ÷òî èõ

îáðàçû Ôóðüå èìåþò âèä

FK1
σ1,σ2

(ξ) =


(iξ)k, |ξ| < σ1,

(iξ)k

(
1 +

k

n− k

(
δ1
δ2

)2

ξ2n

)−1
, σ1 ≤ |ξ| < σ2,

è FK1
σ1,σ2

(ξ) = 0 ïðè |ξ| ≥ σ2, åñëè σ2 <∞;

FK2
σ1,σ2

(ξ) =


0, |ξ| < σ1,

(iξ)k−n

(
1 +

n− k
k

(
δ1
δ2

)−2
ξ−2n

)−1
, σ1 ≤ |ξ| < σ2,

è FK2
σ1,σ2

(ξ) = (iξ)k−n ïðè |ξ| ≥ σ2, åñëè σ2 <∞.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �íàáëþäåíèÿ� y1(·) è y2(·)

íàäî îïðåäåëåííûì îáðàçîì �ñãëàäèòü� (ò. å. ñâåðíóòü ñîîòâåòñòâåííî ñ

ÿäðàìè K1
σ1,σ2

(·) è K2
σ1,σ2

(·)) è çàòåì ñëîæèòü.
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Áëèçêàÿ ïî äóõó çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì

ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó ñàìîé ôóíê-

öèè ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [2] è [3].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïòè-

ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2). Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü x(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (2). Òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ −x(·)

òàêæå äîïóñòèìà è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî m : L2(R)× L2(R)→ L2(R)

2‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ ‖x
(k)(·)−m(0)(·)‖L2(R) + ‖ − x(k)(·)−m(0)(·)‖L2(R) ≤

≤ 2 sup
‖x(·)‖L2(R)≤δ, ‖x(n)(·)‖L2(R)≤1

‖x(k)(·)−m(0)(·)‖L2(R) ≤

≤ 2 sup
yi(·)∈L2(R), ‖x(·)−yi(·)‖L2(R)≤δi

i=1,2, ‖x(n)(·)‖L2(R)≤1

‖x(k)(·)−m(y1(·), y2(·))(·)‖L2(R).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â (2), à

ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì m, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ïîñêîëüêó âîññòàíàâëèâàåìûé îïåðàòîð (k-àÿ ïðîèçâîäíàÿ) èíâàðèàí-

òåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, òî åñòåñòâåííî è îïòèìàëüíûå ìåòîäû èñêàòü

ñðåäè òàêèõ îïåðàòîðîâ. Äåéñòâèå îïåðàòîðà, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëü-

íî ñäâèãà, èç L2(R) â L2(R) â îáðàçàõ Ôóðüå åñòü óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ

èç L∞(R) (ñì. [4]) è ïîýòîìó áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âèäà

m(y1(·), y2(·))(·) = Λ1y1(·) + Λ2y2(·), (6)

ãäå FΛiyi(·) = ai(·)Fyi(·), ai(·) ∈ L∞(R), i = 1, 2.
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Îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà m, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3), îçíà÷àåò, ÷òî

çíà÷åíèå çàäà÷è

‖x(k)(·)− Λ1y1(·)− Λ2y2(·)‖L2(R) → max, ‖x(·)− y1(·)‖L2(R) ≤ δ1,

‖x(n)(·)− y2(·)‖L2(R) ≤ δ2, yi(·) ∈ L2(R), i = 1, 2,

x(·) ∈ Wn
2 (R), (7)

ðàâíî E(Dk,Wn
2 (R), δ1, δ2).

Ìåòîä (6) äîëæåí áûòü òî÷åí íà ôóíêöèÿõ èç Wn
2 (R), ò. å. äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî

x(k)(·) = Λ1x(·) + Λ2x
(n)(·) ∀ x(·) ∈ Wn

2 (R), (8)

òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå çàäà÷è (7) ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x0(·) ∈ Wn
2 (R) ðàâåíñòâî (8) íå

âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîëàãàÿ â (7) x(·) = Cx0(·), y1(·) = Cx0(·) è y2(·) =

Cx
(n)
0 (·), çà ñ÷åò âûáîðà C ∈ R, ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë ìîæíî

ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (8) (â îáðàçàõ

Ôóðüå) è îáîçíà÷àÿ z1(ξ) = Fx(ξ)−Fy1(ξ), z2(ξ) = (iξ)nFx(ξ)−Fy2(ξ),

íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (7) ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé

çàäà÷è

1

2π

∫
R
|a1(ξ)z1(ξ) + a2(ξ)z2(ξ)|2 dξ → max,

1

2π

∫
R
|z1(ξ)|2 dξ ≤ δ21,

1

2π

∫
R
|z2(ξ)|2 dξ ≤ δ22. (9)
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Îöåíèì ñâåðõó ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë. Äëÿ ëþáûõ λi > 0, i =

1, 2, è ëþáîãî ξ ∈ R èìååì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|a1(ξ)z1(ξ) + a2(ξ)z2(ξ)|2 ≤(
|a1(ξ)|2

λ1
+
|a2(ξ)|2

λ2

)
(λ1|z1(ξ)|2 + λ2|z2(ξ)|2).

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî (îáîçíà÷èâ ÷åðåç Sa1,a2(·) ôóíêöèþ â ñêîá-

êàõ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ñïðàâà) è ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (9),

ïîëó÷àåì, ÷òî åå çíà÷åíèå íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

‖Sa1,a2(·)‖L∞(R)(λ1δ
2
1 + λ2δ

2
2).

Åñëè ïîäîáðàòü òàêèå ai(·) ∈ L∞(R) è λi > 0, i = 1, 2, ÷òî

‖Sa1,a2(·)‖L∞(R) ≤ 1 è

λ1δ
2
1 + λ2δ

2
2 = δ

2(1− k
n )

1 δ
2 k
n

2 , (10)

òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü (ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè ñíèçó äëÿ

E(Dk,Wn
2 (R), δ1, δ2)), ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä îïòèìàëåí è

E(Dk,Wn
2 (R), δ1, δ2) = δ

1− k
n

1 δ
k
n
2 .

Â ñèëó (8), ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè a1(·) è

a2(·) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: (iξ)k = a1(ξ) + (iξ)na2(ξ) äëÿ ï. â. ξ ∈ R.

Ïîäñòàâëÿÿ â Sa1,a2(·) âìåñòî ôóíêöèè a2(·) åå âûðàæåíèå ÷åðåç a1(·),

áóäåì èìåòü

Sa1,a2(ξ) =
|a1(ξ)|2

λ1
+
|(iξ)k − a1(ξ)|2

λ2ξ2n
.

Òîãäà óñëîâèå ‖Sa1,a2(·)‖L∞(R) ≤ 1, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â âèäå íåðàâåíñòâà (4) (ñ a1(·) âìåñòî a(·)). ×èñëà λ1 > 0 è

λ2 > 0 äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òî (ïîìèìî (10)), âûðàæåíèå ïîä êîðíåì
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â ïðàâîé ÷àñòè (4) äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíî íà R. Åñëè èç (10) íàé-

òè λ2 êàê ôóíêöèþ λ1 è ïîñòàâèòü åå â âûðàæåíèå ïîä êîðíåì â (4), òî

åãî íåîòðèöàòåëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

−ξ2k + λ2

(
ξ2n −

(
δ1
δ2

)−2)
+

(
δ1
δ2

)−2 k
n

≥ 0. (11)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ñëåâà îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå (δ1/δ2)
−1/n. Äëÿ

òîãî ÷òîáû íåðàâåíñòâî (11) áûëî ñïðàâåäëèâî, ýòà òî÷êà äîëæíà áûòü

òî÷êîé ìèíèìóìà äàííîé ôóíêöèè. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ

λ2. Âûðàæåíèå äëÿ λ1 ñëåäóåò èç (10). Òàêèì îáðàçîì, ñ íàéäåííûìè λ1

è λ2 âûðàæåíèå ïîä êîðíåì â (4) íåîòðèöàòåëüíî íà R.

Èç (4) íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ôóíêöèè ξ 7→ a(ξ) è ξ 7→ (iξ)−n((iξ)k −

a(ξ)) ïðèíàäëåæàò L∞(R) è òåì ñàìûì Λ1 è Λ2 � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå

îïåðàòîðû. �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Èç òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

a1(ξ) =
λ1(iξ)

k

λ1 + λ2ξ2n

îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé ìåòîä. Ïîëîæèì a2(ξ) = (iξ)−n((iξ)k − a1(ξ)).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ λi, i = 1, 2, â âûðàæåíèÿ äëÿ a1(·) è a2(·),

íàõîäèì, ÷òî ai(·) = FK i
0,∞(·), i = 1, 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ai(·) ∈ L2(R),

i = 1, 2, è ïîýòîìó ìåòîä (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâåðòîê ñ ÿäðàìè

K1
0,∞(·) è K2

0,∞(·). Ýòî äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå äëÿ ñëó÷àÿ σ1 = 0, σ2 =∞.

Ïóñòü (σ1, σ2) ∈ (0, σ̂1] × [σ̂2,∞). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ai(·) =

FK i
σ1,σ2

(·) ñ òåìè æå λi, i = 1, 2, òàêæå îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíûé ìå-

òîä. Äåéñòâèòåëüíî, a1(ξ) = (iξ)k íà èíòåðâàëå |ξ| < σ1 è çíà÷èò,

Sa1,a2(ξ) = |ξ|2k/λ1. Ïîñêîëüêó σ1 ≤ σ̂1, òî ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî Sa1,a2(ξ) ≤ 1, åñëè |ξ| < σ1. Íà ïðîìåæóòêå σ1 ≤ |ξ| < σ2 ôóíêöèè
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ai(·) ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè ôóíêöèé FK i
0,∞(·), i = 1, 2 íà ýòîò ïðîìåæó-

òîê è ïîýòîìó, ïî óæå äîêàçàííîìó, Sa1,a2(ξ) ≤ 1, êîãäà σ1 ≤ |ξ| < σ2.

Íàêîíåö, åñëè |ξ| ≥ σ2, òî Sa1,a2(ξ) = |ξ|2(k−n)/λ2 ≤ 1/σ̂
2(n−k)
2 λ2 = 1. �
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