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òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííî-
ìó ñëåäó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè
ýòîì îò ìåòîäîâ äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè áûëè òî÷íû íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé.

Áèáëèîãðàôèÿ: 12 íàçâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàññû Õàðäè, îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå, ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå, öåëûå ôóíêöèè.

� 1. Ââåäåíèå

Îäíà èç ðàñïðîñòðàíåííûõ èäåé ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî èùóòñÿ ìåòîäû, òî÷íûå íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé.

Ïðè ýòîì èñõîäÿò èç åñòåñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà òîì, ÷òî åñ-

ëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ýëåìåíòàìè ýòî-

ãî ïîäïðîñòðàíñòâà, òî è ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä (êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþùèéñÿ

íåêîòîðûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì èëè îïåðàòîðîì îò ýòîé ôóíêöèè) áó-

äåò èìåòü ïðèåìëåìóþ ïîãðåøíîñòü. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿþòñÿ

êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå èç óñëîâèÿ èõ òî÷íîñòè íà àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè, à íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿ-

þòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå,

ê àïïðîêñèìàöèè â öåëîì, ñâÿçàí ñ èäåÿìè À. Í. Êîëìîãîðîâà. Â ýòîì ñëó÷àå

âíà÷àëå ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèÿõ � íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé (êëàññ), äëÿ êîòîðûõ çàòåì ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé

(íàèëó÷øèé) ìåòîä èç óñëîâèÿ åãî ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè íà ýòîì êëàññå

ôóíêöèé. Çäåñü òàêæå îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóð-

íûå ôîðìóëû, âïåðâûå ïîñòðîåííûå â òàêîé ïîñòàíîâêå Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì [2].

Â ðàáîòå [3] áûëî ïðåäëîæåíî ñîâìåñòèòü ýòè äâà ïîäõîäà: îäèí, èäóùèé îò

Ãàóññà è îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ, òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ, è

äðóãîé, èäóùèé îò À. Í. Êîëìîãîðîâà, êîòîðûé îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ìåòî-

äîâ, îïòèìàëüíûõ íà äàííîì êëàññå. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäëàãàëîñü èñêàòü ìåòî-

äû, êîòîðûå áûëè áû îïòèìàëüíû íà êëàññå è â òî æå âðåìÿ òî÷íû íà íåêî-

òîðîì ôèêñèðîâàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ

[4] è [5] áûëè ðåøåíû íåêîòîðûå çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

c⃝ Ê.Þ. Îñèïåíêî, 2026
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî

çàäàííîìó ñëåäó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé îñè.

Ïðè÷åì îò îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè áûëè

òî÷íû íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y, Z � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðî-

ñòðàíñòâà è A : X → Z, I : X → Y � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íà ìíîæåñòâå

W ⊂ X ïî íåòî÷íî çàäàííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà I íà ýëåìåíòàõ ýòîãî ìíî-

æåñòâà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ W èçâåñòíî çíà÷åíèå y ∈ Y

òàêîå, ÷òî ∥Ix − y∥Y 6 δ, ãäå δ > 0 � ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ïîãðåøíîñòü

èñõîäíîé èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà W . Òðåáóåòñÿ ïî çíà÷åíèþ y

âîññòàíîâèòü íàèáîëåå òî÷íûì îáðàçîì çíà÷åíèå Ax. Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îòîáðàæåíèå m : Y → Z, êîòîðîå ýëåìåíòó y ∈ Y

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå m(y) ∈ Z, ïðèíèìàåìîå çà ïðèáëèæåííîå çíà-

÷åíèå Ax.

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(A,W, I, δ,m) = sup
x∈W, y∈Y
∥Ix−y∥Y 6δ

∥Ax−m(y)∥Z .

Îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(A,W, I, δ) = inf
m : Y→Z

e(A,W, I, δ,m),

à ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè

íà ìíîæåñòâå W . Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê òåîðèè îïòèìàëü-

íîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ îá ýòîé òåîðèè è çàäà÷àõ,

ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè, ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ñòàòüå [6] è

ìîíîãðàôèÿõ [7]�[10].

Ïóñòü L ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä

m : Y → Z òî÷åí íà L, åñëè Ax = m(Ix) äëÿ âñåõ x ∈ L. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

EL, ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ m : Y → Z, òî÷íûõ íà L. Ïîëîæèì

EL(A,W, I, δ) = inf
m∈EL

e(A,W, I, δ,m).

Ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå áóäåì íàçû-

âàòü îïòèìàëüíûìè íà W ñðåäè òî÷íûõ íà L.

Ïîä ñóììîé ìíîæåñòâ A è B èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì ïîíèìàòü

ìíîæåñòâî

A+B = { a+ b : a ∈ A, b ∈ B }.
Ïðåäëîæåíèå 1 [4]. Ïóñòü L ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X è

m∗ : Y → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà A íà ìíîæåñòâå W + L. Òîãäà

EL(A,W, I, δ) = E(A,W + L, I, δ).
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Åñëè EL(A,W +L, I, δ) < ∞, òî m∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä íà W ñðåäè òî÷-

íûõ íà L.

Òåì ñàìûì äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ íà W ìåòîäîâ ñðåäè

òî÷íûõ íà L äîñòàòî÷íî íàéòè â ìíîæåñòâå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ íà W + L

ëèíåéíûå.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ àíà-

ëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå

Sβ = {z ∈ C : | Im z| < β}
ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ òî÷íû

íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé Bσ,2(R), ÿâëÿþùèìñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì

â L2(R), îáðàçîâàííûì ñóæåíèÿìè íà R öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà σ.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïðîñòðàíñòâîì ÕàðäèHβ
2 íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ôóíêöèé f , àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ , äëÿ êîòîðûõ

∥f∥Hβ
2
=

(
sup

06η<β

1

2

∫
R
(|f(t+ iη)|2 + |f(t− iη)|2) dt

)1/2

< ∞.

×åðåç Hr,β
2 (ïðîñòðàíñòâî Õàðäè�Ñîáîëåâà) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî àíà-

ëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ f (r) ∈ Hβ
2 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr,β
2 ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ Hr,β

2 ∩ L2(R), äëÿ êîòîðûõ

∥f (r)∥Hβ
2

6 1. Åñëè σ > 0, òî ÷åðåç Bσ,2(R) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî â

L2(R), îáðàçîâàííîå ñóæåíèÿìè íà R öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

σ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, f ∈ Bσ,2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîñèòåëü ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå Ff ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ∆σ = [−σ, σ]. Ïî îïðåäåëåíèþ,

B0,2(R) = {0}.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè f ∈ Hr,β
2 + Bσ,2(R), k 6 r, ïî ñëåäó íà ∆σ1 , σ1 > 0, åå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå, çàäàííîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ â ìåòðèêå L2(∆σ1
), ò.å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âìå-

ñòî ñëåäà íà ∆σ1
ôóíêöèè Ff èçâåñòíà ôóíêöèÿ y ∈ L2(∆σ1

) òàêàÿ, ÷òî

∥Ff − y∥L2(∆σ1 )
6 δ.

Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèè y âîññòàíîâèòü íà R íàèëó÷øèì îáðàçîì ôóíêöèþ f (k).

Òåì ñàìûì ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1 , δ) = inf

m : L2(∆σ1 )→L2(R)
e(Dk, Hr,β

2 + Bσ,2(R), Iσ1
, δ,m),

ãäå Dkf = f (k), Iσ1
f = Ff∣∣∆σ1

,

e(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ,m) = sup
f∈Hr,β

2 +Bσ,2(R), y∈L2(∆σ1 )

∥Ff−y∥L2(∆σ1 )6δ

∥f (k) −m(y)∥L2(R).

Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì íàéòè îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ k-îé

ïðîèçâîäíîé íà êëàññå Hr,β
2 ñðåäè òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé

Bσ,2(R). Áåç òðåáîâàíèÿ òî÷íîñòè ìåòîäîâ íà Bσ,2(R) ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâà-
ëàñü â ðàáîòå [11].
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� 3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = s(x), x > 0, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè{
x = t2r ch 2βt,

y = t2k,
t > 0,

k, r ∈ N, r > k, β > 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè t > 0 ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè

dy

dx
=

kt2(k−r)

r ch 2βt+ tβ sh 2βt
> 0

è ìîíîòîííî óáûâàåò, s � âîãíóòàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

✲

✻

x

y

q
✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟
✟✟

✟
✟✟✟

✟✟✟

✟
✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟
✟

qλ1

x(h(t)) x(t0) x(t)

y = λ2x

y = λ1 + λ2x

y = s(x) q

0

Ðèñ. 1

Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó (x(t), y(t)) ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò èìååò âèä y =

λ2x, ãäå

λ2 =
y(t)

x(t)
=

1

t2(r−k) ch 2βt
.

Â ñèëó âîãíóòîñòè ôóíêöèè s íàéäåòñÿ òî÷êà t0, òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê s

â òî÷êå (x(t0), y(t0)) áóäåò ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = λ2x. Òåì ñàìûì òî÷êà t0
íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

y′(t0)

x′(t0)
= λ2

. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

kt
2(k−r)
0

r ch 2βt0 + t0β sh 2βt0
=

1

t2(r−k) ch 2βt
. (3.1)

Ñàìà êàñàòåëüíàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x(t0), y(t0)) áóäåò èìåòü âèä y =

λ1 + λ2x, ãäå

λ1 = t2k0

(
1− k

r + t0β th 2βt0

)
. (3.2)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(t) òî÷êó, äëÿ êîòîðîé y(h(t)) = λ1 (ñì. ðèñ. 1). Òåì ñàìûì

h(t) = t0

(
1− k

r + t0β th 2βt0

) 1
2k

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (3.2) ïðè t0 ∈ [0,+∞) ìîíîòîííî

âîçðàñòàåò îò íóëÿ äî +∞, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ1 > 0 íàéäåòñÿ òî÷êà t0 > 0

òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê s â òî÷êå (x(t0), y(t0)) áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó

(0, λ1). Îáîçíà÷èì òàêóþ òî÷êó t0 ÷åðåç h1(λ1).

Ôóíêöèÿ tr
√
ch 2βt ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t ∈ R+ îò 0 äî +∞. Ïîýòîìó

äëÿ ëþáîãî x ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

tr
√

ch 2βt = x,

ïðèíàäëåæàùåå èíòåðâàëó [0,+∞). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç µrβ(x).

×åðåç σ̂1 îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðîì t0 = t̂0 = µrβ(
√
2π/δ),

ò. å. x(t̂0) = 2π/δ2. Ïîëîæèì σ̂ = h(σ̂1). Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó (x(t̂0), y(t̂0)), áóäåò èìåòü âèä y = λ̂1 + λ̂2x, ãäå

λ̂1 = t̂ 2k0

(
1− k

r + t̂0β th 2βt̂0

)
,

λ̂2 =
kt̂

2(k−r)
0

r ch 2βt̂0 + t̂0β sh 2βt̂0
.

Òàêèì îáðàçîì,

σ̂ = λ̂
1
2k
1 , σ̂1 = µr−k,β

(
1/

√
λ̂2

)
(ñì. ðèñ. 2).

✲

✻

x

y

q
✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟
✟✟

✟
✟✟✟

✟✟✟

✟
✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟
✟✟✟

✟✟✟
✟

qλ̂1

x(σ̂) 2π/δ2 x(σ̂1)

y = λ̂2x

y = λ̂1 + λ̂2x

y = s(x) q

0

Ðèñ. 2

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå îáëàñòè íà ïëîñêîñòè R2 (ñì. ðèñ. 3):
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Σ1 =
{
(σ1, σ) ∈ R2 : 0 < h(σ1) 6 σ 6 σ1

}
,

Σ2 =
{
(σ1, σ) ∈ R2 : 0 6 σ 6 h(σ1), 0 < σ1 6 σ̂1

}
,

Σ3 =
{
(σ1, σ) ∈ R2 : σ1 > σ̂1, 0 6 σ 6 σ̂

}
,

Σ4 =
{
(σ1, σ) ∈ R2 : σ̂ 6 σ 6 h(σ1)

}
.

✲

✻

σ1

σ

σ = σ1

σ = h(σ1)

σ1 = σ̂1

σ = σ̂

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

Σ1

Σ2 Σ3

Σ4

Ðèñ. 3

Ïîëîæèì

(λ1, λ2) =



(
σ2k,

1

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

)
, (σ1, σ) ∈ Σ1,(

h2k(σ1),
1

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

)
, (σ1, σ) ∈ Σ2,(

σ̂2k,
1

σ̂
2(r−k)
1 ch 2βσ̂1

)
, (σ1, σ) ∈ Σ3,

(
σ2k,

h2k
1 (σ2k)− σ2k

h2r
1 (σ2k) ch 2βh1(σ2k)

)
, (σ1, σ) ∈ Σ4.

(3.3)

×åðåç Θ(σ, σ1) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé θ íà [−σ1,−σ) ∪
(σ,−σ1], äëÿ êîòîðûõ |θ(t)| 6 1 äëÿ ï. â. σ < |t| 6 σ1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k, r � öåëûå, 0 6 k 6 r.

1) Åñëè σ > σ1, òî E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) = ∞;

2) Åñëè k > 1, òî äëÿ âñåõ σ1 > 0, σ > 0 òàêèõ, ÷òî σ 6 σ1

E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) =

√
λ1

δ2

2π
+ λ2, (3.4)
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è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè θ ∈ Θ(σ, σ1) ìåòîä

m̂θ(y)(x) =
1

2π

∫ σ

−σ

(it)ky(t)eitx dt+
1

2π

∫
σ<|t|6σ1

(it)kaθ(t)y(t)e
itx dt,

ãäå

aθ(t) =
λ1 + θ(t)|t|r−k

√
λ1λ2 ch 2βt

√
−t2k + λ1 + λ2t2r ch 2βt

λ1 + λ2t2r ch 2βt
, (3.5)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

3) Åñëè k = 0, òî äëÿ âñåõ σ1 > 0, σ > 0 òàêèõ, ÷òî σ 6 σ1

E(D0, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
1 ch 2βσ1

,

è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè θ ∈ Θ(σ, σ1) ìåòîä

m̂θ(y)(x) =
1

2π

∫ σ

−σ

y(t)eitx dt+
1

2π

∫
σ<|t|6σ1

aθ(t)y(t)e
itx dt,

ãäå

aθ(t) =
σ2r
1 ch 2βσ1 + θ(t)t2r ch 2βt

σ2r
1 ch 2βσ1 + t2r ch 2βt

, (3.6)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé íàä òðóá÷àòûìè îáëàñòÿìè (ñì. [12]) ñëåäóåò, ÷òî f ∈ Hβ
2 â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èìååò âèä

f(z) =
1

2π

∫
R
g(t)eizt dt, (3.7)

ãäå g � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

sup
|y|<β

∫
R
|g(t)|2e−2yt dt < ∞

(g � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x), x ∈ R). Èç òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ

âûòåêàåò òîãäà, ÷òî

∥f∥2Hβ
2

=
1

2π
sup

06y<β

∫
R
|Ff(t)|2 ch 2yt dt = 1

2π

∫
R
|Ff(t)|2 ch 2βt dt. (3.8)

Äîêàæåì, ÷òî f ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R) ïðèíàäëåæèò êëàññó Hr,β

2 + Bσ,2(R) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt 6 1. (3.9)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ∈ Hr,β
2 + Bσ,2(R), òî f = f1 + f2, ãäå f1 ∈ Hr,β

2 , à

f2 ∈ Bσ,2(R). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ff2 ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå ∆σ, èìååì

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt = 1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff1(t)|2 ch 2βt dt 6 1.
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Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R) òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.9).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f2 ∈ L2(R) ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé Ff2 = χσFf , ãäå χσ �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà ∆σ. Òîãäà ÿñíî, ÷òî f2 ∈ Bσ,2(R). Ïîëî-
æèì f1 = f −f2. Î÷åâèäíî, ÷òî f1 ∈ Hr,β

2 ∩L2(R) è â ñèëó (3.8) (ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Ff1 = 0 íà ∆σ) áóäåì èìåòü

∥f (r)
1 ∥2Hβ

2

=
1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff1(t)|2 ch 2βt dt =
1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt 6 1,

ò. å. f = f1 + f2 ∈ Hr,β
2 + Bσ,2(R).

Ïóñòü f ∈ Hr,β
2 ∩L2(R) òàêîâà, ÷òî ∥Ff∥L2(∆σ1

) 6 δ è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(3.9). Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m : L2(∆σ1
) → L2(R) èìååì

2∥f (k)∥L2(R) = ∥f (k) −m(0)− (−f (k) −m(0))∥L2(R)

6 ∥f (k)−m(0)∥L2(R)+∥− f (k)−m(0)∥L2(R) 6 2e(Dk, Hr,β
2 +Bσ,2(R), Iσ1 , δ,m).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

sup
f∈Hr,β

2 ∩L2(R), ∥Ff∥L2(∆σ1
)6δ

1
2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt61

∥f (k)∥L2(R) 6 e(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1 , δ,m)

6 E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) (3.10)

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó â ëåâîé ÷àñòè ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Ïåðå-

õîäÿ äëÿ óäîáñòâà ê êâàäðàòàì, åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1

2π

∫
R
t2k|Ff(t)|2 dt → max,

∫
|t|6σ1

|Ff(t)|2 dt 6 δ2,

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt 6 1, f ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R). (3.11)

1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ > σ1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f0 òàêîâà, ÷òî

Ff0(t) =

{
c, t ∈ (σ1, σ),

0, t /∈ (σ1, σ),

ãäå c > 0. Òîãäà f0 � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (3.11) è

∥f (k)
0 ∥2L2(R) =

c2

2π

∫ σ

σ1

t2k dt.

Óñòðåìëÿÿ c → ∞, ïîëó÷àåì èç (3.10), ÷òî

E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) = ∞.

2) Ïóñòü k > 1. Äîêàæåì, ÷òî â êàæäîé èç îáëàñòåé Σj , j = 1, 2, 3, 4, âûïîë-

íåíà îöåíêà

E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >

√
λ1

δ2

2π
+ λ2. (3.12)
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Ïóñòü (σ1, σ) ∈ Σ1. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N òàêîãî, ÷òî 1/n < σ, ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ fn, äëÿ êîòîðîé

Ffn(t) =


δ
√
n, σ − 1/n < t < σ,

√
2πn(σ1 + 1/n)−r ch−1/2 2β(σ1 + 1/n), σ1 < t < σ1 + 1/n,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

(3.13)

Èìååì

∥Ffn∥2L2(∆σ1
) =

∫ σ

σ−1/n

δ2ndt = δ2

è

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ffn(t)|2 ch 2βt dt

=
n

(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)

∫ σ1+1/n

σ1

t2r ch 2βt dt 6 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè fn ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (3.11). Â ñèëó

(3.10) ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
1

2π

∫
R
t2k|Ffn(t)|2 dt =

1

2π

∫ σ

σ−1/n

t2kδ2ndt

+
n

(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)

∫ σ1+1/n

σ1

t2k dt =
δ2n(σ2k+1 − (σ − 1/n)2k+1)

2π(2k + 1)

+
n

(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)

(σ1 + 1/n)2k+1 − σ2k+1
1

2k + 1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
δ2σ2k

2π
+

1

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

= λ1
δ2

2π
+ λ2.

Ïóñòü òåïåðü (σ1, σ) ∈ Σ2. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó (x(σ1), y(σ1)) ñ íà-

÷àëîì êîîðäèíàò èìååò âèä y = λ2x, ãäå

λ2 =
y(σ1)

x(σ1)
=

1

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

.

Êàê áûëî îòìå÷åíî, â ñèëó âîãíóòîñòè ôóíêöèè s íàéäåòñÿ òî÷êà t0, òàêàÿ, ÷òî

êàñàòåëüíàÿ ê s â òî÷êå (x(t0), y(t0)) áóäåò ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = λ2x. Ñàìà

êàñàòåëüíàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x(t0), y(t0)) áóäåò èìåòü âèä y = λ1+λ2x,

ãäå

λ1 = t2k0 − λ2t
2r
0 ch 2βt0 = t2k0

(
1− t

2(r−k)
0 ch 2βt0

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

)
= h2k(σ1).
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Èç òîãî, ÷òî σ1 6 σ̂1 âûòåêàåò, ÷òî t0 6 t̂0. Ñëåäîâàòåëüíî, t2r0 ch 2βt0 6
2π/δ2. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N òàêîãî, ÷òî h(σ1) < t0 − 1/n, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fn, äëÿ êîòîðîé

Ffn(t) =


δ
√
n, t0 − 1/n < t < t0,√

n(2π − δ2t2r0 ch 2βt0)

(σ1 + 1/n)r
√
ch 2β(σ1 + 1/n)

, σ1 < t < σ1 + 1/n,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Èìååì

∥Ffn∥2L2(∆σ1 )
=

∫ t0

t0−1/n

δ2ndt = δ2

è

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ffn(t)|2 ch 2βt dt =
δ2n

2π

∫ t0

t0−1/n

t2r ch 2βt dt

+
n(2π − δ2t2r0 ch 2βt0)

2π(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)

∫ σ1+1/n

σ1

t2r ch 2βt dt

6
δ2

2π
t2r0 ch 2βt0 + 1− δ2

2π
t2r0 ch 2βt0 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè fn ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (3.11). Â ñèëó

(3.10) ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
1

2π

∫
R
t2k|Ffn(t)|2 dt

=
1

2π

∫ t0

t0−1/n

t2kδ2ndt+
n(2π − δ2t2r0 ch 2βt0)

2π(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)

∫ σ1+1/n

σ1

t2k dt

=
δ2n(t2k+1

0 − (t0 − 1/n)2k+1)

2π(2k + 1)
+
n(2π − δ2t2r0 ch 2βt0)((σ1 + 1/n)2k+1 − σ2k+1

1 )

2π(2k + 1)(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
δ2t2k0
2π

+
2π − δ2t2r0 ch 2βt0

2πσ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

=
δ2t2k0
2π

(
1− t

2(r−k)
0 ch 2βt0

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

)
+

1

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

= λ1
δ2

2π
+ λ2.

Ïóñòü (σ1, σ) ∈ Σ3. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N òàêîãî, ÷òî σ < t̂0− 1/n, ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ fn, äëÿ êîòîðîé

Ffn(t) =

{
δ
√
n, t̂0 − 1/n < t < t̂0,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.
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Èìååì

∥Ffn∥2L2(∆σ1
) =

∫ t̂0

t̂0−1/n

δ2ndt = δ2,

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ffn(t)|2 ch 2βt dt =
δ2n

2π

∫ t̂0

t̂0−1/n

t2r ch 2βt dt 6
δ2

2π
t̂2r0 ch 2βt̂0 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè fn ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (3.11). Â ñèëó

(3.10) ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1 , δ) >

1

2π

∫
R
t2k|Ffn(t)|2 dt =

1

2π

∫ t̂0

t̂0−1/n

t2kδ2ndt

=
δ2n(t̂2k+1

0 − (t̂0 − 1/n)2k+1)

2π(2k + 1)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1 , δ) >

δ2t̂2k0
2π

= λ1
δ2

2π
+ λ2.

Ïóñòü (σ1, σ) ∈ Σ4, à t0 � òî÷êà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿëàñü ïðè ðàññìîòðåíèè

ñëó÷àÿ, êîãäà (σ1, σ) ∈ Σ2. Ïîëîæèì ξ = h1(σ
2k). Â ñèëó òîãî, ÷òî σ 6

h(σ1), ïîëó÷àåì, ÷òî ξ 6 t0 < σ1. Êðîìå òîãî, òàê êàê σ > σ̂, òî ξ > t̂0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ2r ch 2βξ > 2π/δ2. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N òàêîãî, ÷òî 1/n < σ è

ξ − 1/n > σ ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fn, äëÿ êîòîðîé

Ffn(t) =



√
n

√
δ2 − 2π

ξ2r ch 2βξ
, σ − 1/n < t < σ,

√
2πn

ξr
√
ch 2βξ

, ξ − 1/n < t < ξ,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Èìååì

∥Ffn∥2L2(∆σ1
) =

∫ σ

σ−1/n

n

(
δ2 − 2π

ξ2r ch 2βξ

)
dt+

∫ ξ

ξ−1/n

2πn

ξ2r ch 2βξ
dt = δ2,

1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ffn(t)|2 ch 2βt dt =
n

ξ2r ch 2βξ

∫ ξ

ξ−1/n

t2r|Ffn(t)|2 ch 2βt dt 6 1.

Òåì ñàìûì ôóíêöèè fn ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (3.11). Â ñèëó (3.10)

ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
1

2π

∫
R
t2k|Ffn(t)|2 dt

=
n

2π

(
δ2 − 2π

ξ2r ch 2βξ

)∫ σ

σ−1/n

t2k dt+
n

ξ2r ch 2βξ

∫ ξ

ξ−1/n

t2k dt

=
n

2π

(
δ2 − 2π

ξ2r ch 2βξ

)
σ2k+1 − (σ − 1/n)2k+1

2k + 1

+
n

ξ2r ch 2βξ

ξ2k+1 − (ξ − 1/n)2k+1

2k + 1
.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì

E2(Dk, Hr,β
2 +Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
σ2k

2π

(
δ2 − 2π

ξ2r ch 2βξ

)
+

ξ2k

ξ2r ch 2βξ
= λ1

δ2

2π
+ λ2.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ma : L2(∆σ1) → L2(R)
ñðåäè îòîáðàæåíèé, êîòîðûå â îáðàçàõ Ôóðüå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Fma(y)(t) =

{
(it)ka(t)y(t), t ∈ ∆σ1

,

0, t /∈ ∆σ1
.

(3.14)

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè òàêîãî ìåòîäà íóæíî îöåíèòü çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé

çàäà÷è

∥f (k) −ma(y)∥L2(R) → max, ∥Ff − y∥L2(∆σ1 )
6 δ, f ∈ Hr,β

2 + Bσ,2(R). (3.15)

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå, ïîëó÷èì ïî òåî-

ðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.15) ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé

çàäà÷è

1

2π

∫ σ1

−σ1

t2k|Ff(t)− a(t)y(t)|2 dt+ 1

2π

∫
|t|>σ1

t2k|Ff(t)|2 dt → max,∫ σ1

−σ1

|Ff(t)− y(t)|2 dt 6 δ2,
1

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt 6 1. (3.16)

Çàìåòèì, ÷òî íà äîïóñòèìûõ â ýòîé çàäà÷å ïàðàõ (f, y), ãäå f ∈ Bσ,2(R) è
y = Ff , ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä

1

2π

∫ σ

−σ

t2k|Ff(t)|2|1− a(t)|2 dt.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ a íå ðàâíà ï. â. åäèíèöå íà∆σ, òî ïîñêîëüêó

Bσ,2(R) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, çíà÷åíèå çàäà÷è (3.16) (è òåì ñàìûì çàäà÷è

(3.15)) ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñ òàêèì a áåñêîíå÷íà.

Ïóñòü a ≡ 1 íà ∆σ. Îöåíèì ñâåðõó ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (3.16),

ïðåäñòàâèâ åãî äëÿ ýòîãî â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ:

I1 =
1

2π

∫ σ

−σ

t2k|Ff(t)− y(t)|2 dt,

I2 =
1

2π

∫
σ<|t|6σ1

t2k|Ff(t)− a(t)y(t)|2 dt,

I3 =
1

2π

∫
|t|>σ1

t2k|Ff(t)|2 dt.

Ïîêàæåì, ÷òî

I1 6
λ1

2π

∫ σ

−σ

|Ff(t)− y(t)|2 dt (3.17)

âî âñåõ îáëàñòÿõ Σj , j = 1, 2, 3, 4. Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî

I1 6
σ2k

2π

∫ σ

−σ

|Ff(t)− y(t)|2 dt
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î÷åâèäíî. Òàê êàê σ2k = λ1 â Σ1 è Σ4, òî äëÿ ýòèõ îáëàñòåé (3.17) âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè (σ1, σ) ∈ Σ2, òî

λ1 = h2k(σ1) > σ2k,

à åñëè (σ1, σ) ∈ Σ3, òî

λ1 = σ̂2k > σ2k,

òàê ÷òî îöåíêà (3.17) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îáëàñòåé.

Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó I2. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

áóäåì èìåòü

t2k|Ff(t)− a(t)y(t)|2 = t2k|(1− a(t))Ff(t) + a(t)(Ff(t)− y(t))|2

6 t2k
(

|1− a(t)|2

λ2t2r ch 2βt
+

|a(t)|2

λ1

)
(λ2t

2r|Ff(t)|2 ch 2βt+ λ1|Ff(t)− y(t)|2). (3.18)

Ïîëîæèì

Sa = vraimax
σ<|t|6σ1

t2k
(

|1− a(t)|2

λ2t2r ch 2βt
+

|a(t)|2

λ1

)
.

Òîãäà èíòåãðèðóÿ (3.18), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû I2:

I2 6
Sa

2π

∫
σ<|t|6σ1

(λ2t
2r|Ff(t)|2 ch 2βt+ λ1|Ff(t)− y(t)|2) dt. (3.19)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ I3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

I3 6
λ2

2π

∫
|t|>σ1

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt (3.20)

âî âñåõ îáëàñòÿõ Σj , j = 1, 2, 3, 4. Èìååì

I3 =
1

2π

∫
|t|>σ1

t2(k−r)t2r|Ff(t)|2 dt 6 σ
2(k−r)
1

2π ch 2βσ1

∫
|t|>σ1

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt.

Ïîñêîëüêó â îáëàñòÿõ Σ1 è Σ2

λ2 =
σ
2(k−r)
1

ch 2βσ1
,

òî â ýòèõ îáëàñòÿõ íåðàâåíñòâî (3.20) âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè (σ1, σ) ∈ Σ3, òî σ1 >
σ̂1. Ïîýòîìó

λ2 =
1

σ̂
2(r−k)
1 ch 2βσ̂1

>
σ
2(k−r)
1

ch 2βσ1
.

Ïóñòü (σ1, σ) ∈ Σ4. Òîãäà λ2 � óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê s â òî÷êå

(x(ξ), y(ξ)), à âåëè÷èíà σ
2(k−r)
1 ch−1 2βσ1 � óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé

ê s â òî÷êå (x(t0), y(t0)) (òî÷êà t0 îïðåäåëÿëàñü ïðè ðàññìîòðåíèè îöåíêè ñíèçó

äëÿ ñëó÷àÿ (σ1, σ) ∈ Σ2). Ïîñêîëüêó ξ 6 t0, à ôóíêöèÿ s � âîãíóòàÿ, òî

λ2 >
σ
2(k−r)
1

ch 2βσ1
.
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Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (3.20) ñïðàâåäëèâà âî âñåõ îáëàñòÿõ.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ a òàêîâà, ÷òî Sa 6 1, òî ñêëàäûâàÿ íåðà-

âåíñòâà (3.17), (3.19) è (3.20), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ìàêñèìèçèðó-

åìîãî ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (3.16):

λ1

2π

∫ σ

−σ

|Ff(t)−y(t)|2 dt+ 1

2π

∫
σ<|t|6σ1

(λ2t
2r|Ff(t)|2 ch 2βt+λ1|Ff(t)−y(t)|2) dt

+
λ2

2π

∫
|t|>σ1

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt = λ1

2π

∫ σ1

−σ1

|Ff(t)− y(t)|2 dt

+
λ2

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt 6 λ1
δ2

2π
+ λ2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

e(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ,ma) 6

√
λ1

δ2

2π
+ λ2.

Ó÷èòûâàÿ (3.12), ïîëó÷àåì, ÷òî

E(Dk, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) =

√
λ1

δ2

2π
+ λ2,

à ìåòîäû ma � îïòèìàëüíûå.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè a, äëÿ êîòîðûõ Sa 6 1, ñóùåñòâóþò. Çàìåòèì (�âû-

äåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò�), ÷òî óñëîâèå Sa 6 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ï. â.

σ < |t| 6 σ1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣a(t)− λ1

λ1 + λ2t2r ch 2βt

∣∣∣∣2 6
λ1λ2t

2(r−k) ch 2βt(−t2k + λ1 + λ2t
2r ch 2βt)

(λ1 + λ2t2r ch 2βt)2
.

Åñëè

− t2k + λ1 + λ2t
2r ch 2βt > 0 (3.21)

ïðè σ < |t| 6 σ1, òî òàêèå a, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò è îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâîì

(3.5).

Åñëè (σ1, σ) ∈ Σ1, òî ïðÿìàÿ y = λ1 + λ2x ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé, ïðîâå-

äåííîé ê s â òî÷êå (x(t0), y(t0)), ãäå t0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

kt
2(k−r)
0

r ch 2βt0 + t0β sh 2βt0
=

1

σ
2(r−k)
1 ch 2βσ1

(ñì. (3.1)), è â ñèëó óñëîâèÿ σ > h(σ1) ïðîõîäèò íå íèæå êàñàòåëüíîé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â ñèëó âîãíóòîñòè s äëÿ âñåõ x > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ1 + λ2x > s(x). Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå (3.21). Â îñòàëüíûõ òðåõ ñëó÷àÿõ

ïðÿìûå y = λ1 + λ2x ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê s, è ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì

óñëîâèå (3.21) âûïîëíåíî.

3) Ïóñòü k = 0, σ1 > 0, σ > 0 è σ 6 σ1. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ôóíêöèÿ

fn, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (3.13), ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (3.11).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

E2(D0, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ) >
1

2π

∫
R
|Ffn(t)|2 dt =

1

2π

∫ σ

σ−1/n

δ2ndt

+
n

(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)

∫ σ1+1/n

σ1

dt =
δ2

2π

+
1

(σ1 + 1/n)2r ch 2β(σ1 + 1/n)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì

E2(D0, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1 , δ) >

δ2

2π
+ λ̃, λ̃ =

1

σ2r
1 ch 2βσ1

. (3.22)

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ma : L2(∆σ1) → L2(R)
ñðåäè îòîáðàæåíèé, êîòîðûå â îáðàçàõ Ôóðüå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (3.14) ñ

k = 0. Ðàññóæäàÿ ïî òîé æå ñõåìå, êîòîðàÿ áûëà ïðèâåäåíà âûøå, ñ÷èòàåì,

÷òî a ≡ 1 íà ∆σ, è áóäåì îöåíèâàòü ñâåðõó ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â

(3.16) (ïðè k = 0), ïðåäñòàâèâ åãî äëÿ ýòîãî â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ:

I1 =
1

2π

∫ σ

−σ

|Ff(t)− y(t)|2 dt,

I2 =
1

2π

∫
σ<|t|6σ1

|Ff(t)− a(t)y(t)|2 dt,

I3 =
1

2π

∫
|t|>σ1

|Ff(t)|2 dt.

Îöåíèì I2. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, áóäåì èìåòü

|Ff(t)− a(t)y(t)|2 = |(1− a(t))Ff(t) + a(t)(Ff(t)− y(t))|2

6

(
|1− a(t)|2

λ̃t2r ch 2βt
+ |a(t)|2

)(
λ̃t2r|Ff(t)|2 ch 2βt+ |Ff(t)− y(t)|2

)
. (3.23)

Ïîëîæèì

S̃a = vraimax
σ<|t|6σ1

(
|1− a(t)|2

λ̃t2r ch 2βt
+ |a(t)|2

)
.

Òîãäà èíòåãðèðóÿ (3.23), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû I2:

I2 6
S̃a

2π

∫
σ<|t|6σ1

(λ̃t2r|Ff(t)|2 ch 2βt+ |Ff(t)− y(t)|2) dt.

Äëÿ I3 èìååì

I3 6
λ̃

2π

∫
|t|>σ1

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ a òàêîâà, ÷òî S̃a 6 1, òî, ó÷èòûâàÿ îöåíêè,
ïîëó÷åííûå äëÿ I2 è I3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî



16 Ê.Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (3.16) (ïðè k = 0):

1

2π

∫ σ

−σ

|Ff(t)− y(t)|2 dt+ 1

2π

∫
σ<|t|6σ1

(λ̃t2r|Ff(t)|2 ch 2βt+ |Ff(t)− y(t)|2) dt

+
λ̃

2π

∫
|t|>σ1

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt = 1

2π

∫ σ1

−σ1

|Ff(t)− y(t)|2 dt

+
λ̃

2π

∫
|t|>σ

t2r|Ff(t)|2 ch 2βt dt 6 δ2

2π
+ λ̃.

Ñëåäîâàòåëüíî,

e(D0, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1

, δ,ma) 6

√
δ2

2π
+ λ̃.

Ó÷èòûâàÿ (3.22), ïîëó÷àåì, ÷òî

E(D0, Hr,β
2 + Bσ,2(R), Iσ1 , δ) =

√
δ2

2π
+ λ̃,

à ìåòîäû ma � îïòèìàëüíûå.

Óñëîâèå S̃a 6 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ï. â. σ < |t| 6 σ1 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣a(t)− 1

1 + λ̃t2r ch 2βt

∣∣∣∣ 6 λ̃t2r ch 2βt

1 + λ̃t2r ch 2βt
.

Òàêèå a, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò è îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâîì (3.6).

� 4. Îáñóæäåíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

Ïðè âîññòàíîâëåíèè f (k) íà êëàññå Hr,β
2 +Bσ,2(R) ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ïðå-

îáðàçîâàíèþ Ôóðüå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [−σ1, σ1] âîçíèêàþò ñëåäóþùèå äâà

âîïðîñà: íåëüçÿ ëè óìåíüøèòü îòðåçîê [−σ1, σ1], íà êîòîðîì çàäàåòñÿ èñõîäíàÿ

èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f , íå óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ, à, êðîìå òîãî, íåëüçÿ ëè ðàñøèðèòü ïîäïðîñòðàíñòâî Bσ,2(R),
íà êîòîðîì òî÷åí îïòèìàëüíûé ìåòîä, òàêæå íå óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì ïîãðåø-

íîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò íå ÿâëÿ-

åòñÿ ëè ÷àñòü èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íàì äàåòñÿ î ôóíêöèè f ëèøíåé, è íåëüçÿ

ëè ñðåäè ïîëó÷àåìîãî ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ íàéòè òîò, êîòîðûé áûë

áû òî÷åí íà áîëåå øèðîêîì ïîäïðîñòðàíñòâå è íå óâåëè÷èâàë áû ïîãðåøíîñòü

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà k > 1. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû çàâè-

ñÿò îò òîãî, â êàêóþ èç îáëàñòåé Σj , j = 1, 2, 3, 4, ïîïàäàåò òî÷êà (σ1, σ). Â

ñëó÷àå, êîãäà (σ1, σ) ∈ Σ1, èç (3.4) âèäíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè σ1 èëè óâåëè÷å-

íèè σ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Òåì ñàìûì

îòâåòû íà ýòè âîïðîñû â ýòîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûå. Åñëè (σ1, σ) ∈ Σ2, òî

ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íå èçìåíèòñÿ äëÿ òî÷êè (σ1, h(σ1).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ðàñøèðèòü èñõîäíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Bσ,2(R) äî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà Bh(σ1),2(R), íå óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî
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âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè (σ1, σ) ∈ Σ4 ìîæíî óìåíüøèòü îòðåçîê, íà êîòîðîì çàäà-

åòñÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f , ñóçèâ åãî äî îòðåçêà [−σ′
1, σ

′
1], ãäå σ′

1 òàêîâî,

÷òî h(σ′
1) = σ. Íàêîíåö, åñëè (σ1, σ) ∈ Σ3, òî ìîæíî è ñóçèòü îòðåçîê, íà

êîòîðîì çàäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f äî îòðåçêà [−σ̂1, σ̂1], è ðàñøèðèòü

ïîäïðîñòðàíñòâî äî Bσ̂,2(R). Ñõåìàòè÷íî ýòè ïåðåõîäû ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.
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