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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íåêîòîðûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâ îï-
òèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî çà-
äàííîé èíôîðìàöèè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííûì äðóãèì ïðîèçâîäíûì â
ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè ïî íåòî÷íî çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèÿì òåìïåðàòóð â íåêîòîðûå
ìîìåíòû âðåìåíè.

Áèáëèîãðàôèÿ: 25 íàèìåíîâàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå, ëèíåéíûå îïåðàòî-
ðû, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ.

� 1. Ââåäåíèå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y, Z � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðî-

ñòðàíñòâà. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Λ: X →
Z ïî íåòî÷íî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà I : X → Y íà ìíîæå-

ñòâå W ⊂ X ñòàâèòñÿ êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû

E(Λ,W, I, δ) = inf
ϕ : Y→Z

sup
x∈W, y∈Y
∥Ix−y∥Y 6δ

∥Λx− ϕ(y)∥Z ,

íàçûâàåìîé ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è îòîáðàæåíèÿ ϕ,

íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì

âîññòàíîâëåíèÿ (çäåñü δ > 0 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé îøèáêó çàäàíèÿ

çíà÷åíèé îïåðàòîðà I). Ïåðâîíà÷àëüíî ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà Λ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, Y � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è

èíôîðìàöèÿ èçâåñòíî òî÷íî (δ = 0), â ðàáîòå Ñ. À. Ñìîëÿêà [1]. Ôàêòè÷åñêè

ýòà ïîñòàíîâêà ÿâëÿëàñü îáîáùåíèåì çàäà÷è À. Í. Êîëìîãîðîâà î íàèëó÷øåé

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå íà êëàññå ôóíêöèé [2], â êîòîðîé èíòåãðàë è çíà÷åíèÿ

ôóíêöèé çàìåíåíû íà ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è íåò óñëîâèÿ ëè-

íåéíîñòè ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì îáîáùåíèÿì ýòîé çàäà÷è áûëî

ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì. [3]�[10], à òàêæå áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ ðàáîòàõ).

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îï-

òèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, áûëà ðàáîòà [4].

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà òåìàòèêà ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ [11]�[19]. Îêàçàëîñü,
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÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìå-

òîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Èçó÷åíèå òàêèõ ñåìåéñòâ íà÷àëîñü

â ðàáîòå [20] è ïðîäîëæèëîñü â ðàáîòàõ [21], [22], [14] è [19].

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü íåêîòîðûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñå-

ìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ïðîäå-

ìîíñòðèðîâàòü åãî ïðèìåíåíèå ê ðÿäó êîíêðåòíûõ çàäà÷.

� 2. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà è ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ñàìî ìíîæåñòâî W (àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ èç X) çàäàåòñÿ â âè-

äå îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ íåêîòîðûì íàáîðîì ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü

Y0, Y1, . . . , Yn � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à Ij : X → Yj , j =

0, 1, . . . , n, � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäàíû ÷èñëà δ1, . . . , δn >
0 è çàäàíî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë J ⊂ {1, . . . , n}. Ïîëîæèì J = {1, . . . , n}\
J .

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îïåðàòîðà I0 íà ìíîæåñòâå

WJ = {x ∈ X : ∥Ijx∥Yj 6 δj , j ∈ J }

ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Ij , çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δj , j ∈ J (ïðè J = ∅
ïîëàãàåì W = X). Òî÷íåå ãîâîðÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ W íàì

èçâåñòåí âåêòîð

y = {yj}j∈J ∈ YJ =
∏
j∈J

Yj

òàêîé, ÷òî ∥Ijx − yj∥Yj
6 δj , j ∈ J . Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : YJ → Y0. Ïîãðåøíîñòüþ

ìåòîäà ϕ(·) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

eJ(I, δ, ϕ) = sup
x∈WJ , y∈YJ

∥Ijx−yj∥Yj
6δj , j∈J

∥I0x− ϕ(y)∥Y0 ,

à ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � âåëè÷èíà

EJ(I, δ) = inf
ϕ : YJ →Y0

eJ(I, δ, ϕ) (2.1)

(çäåñü I = (I0, I1 . . . , In), δ = (δ1, . . . , δn)). Ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ

íèæíÿÿ ãðàíü â (2.1) (åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò), íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 6 p < +∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò λ̂j > 0,

j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî

sup
x∈X

∥Ijx∥Yj
6δj , j=1,...,n

∥I0x∥pY0
>

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j .

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Sj : Yj → Y0, j = 1, . . . , n,

òàêîâî, ÷òî

I0 =

n∑
j=1

SjIj (2.2)
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è ∥∥∥∥ n∑
j=1

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

6
n∑

j=1

λ̂j∥zj∥pYj
(2.3)

äëÿ âñåõ zj ∈ Yj, j = 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî J ∈ {1, . . . , n} ìåòîäû

ϕ̂(y) =
∑
j∈J

Sjyj (2.4)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ, à äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

EJ(I, δ) =

( n∑
j=1

λ̂jδ
p
j

)1/p

. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : YJ → Y0 � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëå-

íèÿ è x ∈ X òàêîé, ÷òî ∥Ijx∥Yj 6 δj , j = 1, . . . , n. Òîãäà

2∥I0x∥Y0 = ∥I0x− ϕ(0)− (I0(−x)− ϕ(0))∥Y0

6 ∥I0x− ϕ(0)∥Y0 + ∥I0(−x)− ϕ(0)∥Y0 6 2eJ(I, δ, ϕ).

Îòñþäà

epJ(I, δ, ϕ) > sup
x∈X

∥Ijx∥Yj
6δj , j=1,...,n

∥I0x∥pY0
>

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìåòîäà ϕ(·) ïîëó÷àåì

Ep
J(I, δ) >

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j . (2.6)

Äëÿ îöåíêè p-îé ñòåïåíè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ̂(·) íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå

ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∥∥∥∥I0x−
∑
j∈J

Sjyj

∥∥∥∥p
Y0

→ max, ∥Ijx∥Yj 6 δj , j ∈ J,

∥Ijx− yj∥Yj
6 δj , j ∈ J, x ∈ X.

Ïîëîæèì zj = Ijx− yj , j ∈ J . Òîãäà ýòà çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå∥∥∥∥(I0 −∑
j∈J

SjIj

)
x+

∑
j∈J

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

→ max, ∥Ijx∥Yj
6 δj , j ∈ J,

∥zj∥Yj
6 δj , j ∈ J, x ∈ X. (2.7)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (2.2) è óñëîâèÿ (2.3) ïîëó÷àåì∥∥∥∥(I0 −∑
j∈J

SjIj

)
x+

∑
j∈J

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

=

∥∥∥∥∑
j∈J

SjIjx+
∑
j∈J

Sjzj

∥∥∥∥p
Y0

6
∑
j∈J

λ̂j∥Ijx∥pYj
+

∑
j∈J

λ̂j∥zj∥pYj
6

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j .
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Òàêèì îáðàçîì,

Ep
J(I, δ) 6 epJ(I, δ, ϕ̂) 6

n∑
j=1

λ̂jδ
p
j ,

÷òî âìåñòå ñ (2.6) äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Îòìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

∥I0x∥Y0
→ max, ∥Ijx∥Yj

6 δj , j = 1, . . . , n,

�íå ðàçëè÷àåò� êàêèå èç îïåðàòîðîâ Ij ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàöèîííûìè, à êàêèå èç

íèõ çàäàþò êëàññ, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ. Èíûìè

ñëîâàìè, äâîéñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íå îòëè÷àåò àïðèîðíóþ èíôîðìà-

öèþ îò àïîñòåðèîðíîé. Â ñèëó ýòîãî èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè íàéäåíû

îïåðàòîðû Sj : Yj → Y0, j = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.2) è (2.3),

òî ðåøåíû ñðàçó 2n çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè÷åì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà äîñòàòî÷íî â ìåòîäå

ϕ̂(y) = S1y1 + . . .+ Snyn

ïîëîæèòü yj = 0 äëÿ j ∈ J .

� 3. Âîññòàíîâëåíèå â Lp(Rd)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lp(Rd), 1 6 p < ∞, ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

x(·), äëÿ êîòîðûõ

∥x(·)∥Lp(Rd) =

(∫
Rd

|x(ξ)|p dξ
)1/p

< ∞.

Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+. Äëÿ ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd ïîëîæèì (iξ)α =

(iξ1)
α1 . . . (iξd)

αd , |ξ|α = |ξ1|α1 . . . |ξd|αd . Äëÿ α0, α1, . . . , αn ∈ Rd
+ ïîëîæèì

Ijx(ξ) = (iξ)α
j

x(ξ), j = 0, 1, . . . , n.

Ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé x(·), äëÿ êîòîðûõ ∥Ijx(·)∥Lp(Rd) < ∞, j =

1, . . . , n, îáîçíà÷èì ÷åðåç X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1) äëÿ Y0 = Y1 = . . . = Yn =

Lp(Rd).

Ïîëîæèì

Q = co{(α1, ln 1/δ1), . . . , (α
n, ln 1/δn)},

ãäå coM îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà M , è îïðåäåëèì ôóíêöèþ

S(·) íà Rd ïî ôîðìóëå

S(α) = max{ z ∈ R : (α, z) ∈ Q }, (3.1)

ñ÷èòàÿ, ÷òî S(α) = −∞, åñëè ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïóñòî.

Ïóñòü α0 ∈ co{α1, . . . , αn}. Òîãäà òî÷êà (α0, S(α0)) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå

âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà Q. Ïðîâåäåì îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ê âûïóêëîìó

ìíîãîãðàííèêó Q â òî÷êå (α0, S(α0)). Åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå z = ⟨α, η̂⟩+ â
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ïðè íåêîòîðûõ η̂ = (η̂1, . . . , η̂d) ∈ Rd è â ∈ R (÷åðåç ⟨α, η̂⟩ îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ α è η̂). Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè íàéäóòñÿ òî÷êè

(αjk , ln 1/δjk), k = 1, . . . , s, s 6 d+ 1, èç ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè òàêèå, ÷òî

α0 =

s∑
k=1

θjkα
jk , θjk > 0, k = 1, . . . , s,

s∑
k=1

θjk = 1. (3.2)

Ïîëîæèì J0 = {j1, . . . , js} è

λ̂j =
θj
δpj

e−pS(α0), j ∈ J0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α0 ∈ co{α1, . . . , αn}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî J ∈ {1, . . . , n}

EJ(I, δ) = e−S(α0).

Ïðè ýòîì âñå ìåòîäû

ϕ̂(y) =
∑

j∈J∩J0

aj(ξ)yj ,

ãäå èçìåðèìûå ôóíêöèè aj(·), j ∈ J0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì∑
j∈J0

(iξ)α
j

aj(ξ) = (iξ)α
0

, (3.3)

∑
j∈J0

|aj(ξ)|p
′

λ̂
p′/p
j

6 1, 1/p+ 1/p′ = 1, åñëè 1 < p < ∞, (3.4)

max
j∈J0

|aj(ξ)|
λ̂j

6 1, åñëè p = 1, (3.5)

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∫
Rd

|(iξ)α
0

x(ξ)|p dξ → max,

∫
Rd

|(iξ)α
j

x(ξ)|p dξ 6 δpj , j = 1, . . . , n. (3.6)

Ïîëîæèì Â = e−pâ, ξ̂j = e−η̂j , j = 1, . . . , d, ξ̂ = (ξ̂1, . . . , ξ̂d). Äëÿ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε > 0 ðàññìîòðèì êóá

Bε = { ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd : ξ̂j − ε 6 ξj 6 ξ̂j , j = 1, . . . , d }

è ôóíêöèþ

xε(ξ) =


(
Â/|Bε|

)1/p

, ξ ∈ Bε,

0, ξ /∈ Bε

(÷åðåç |Bε| îáîçíà÷åí îáúåì êóáà Bε). Òîãäà∫
Rd

|(iξ)α
j

xε(ξ)|p dξ 6 Â|ξ̂|pα
j

= e−p(⟨αj ,η̂⟩+â).
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Â ñèëó òîãî, ÷òî z = ⟨α, η̂⟩+ â � óðàâíåíèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè ê Q, èìååì

⟨αj , η̂⟩+ â > ln 1/δj .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî∫
Rd

|(iξ)α
j

xε(ξ)|p dξ 6 δpj , j = 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì xε(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (3.6). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈X

∥Ijx∥Yj
6δj , j=1,...,n

∥I0x∥pY0
>

∫
Rd

|(iξ)α
0

xε(ξ)|p dξ > Â|ξ̂ε|pα
0

,

ãäå

ξ̂ε = (ξ̂1 − ε, . . . , ξ̂d − ε).

Óñòðåìèâ ε ê íóëþ, áóäåì èìåòü

sup
x∈X

∥Ijx∥Yj
6δj , j=1,...,n

∥I0x∥pY0
> e−pa|ξ̂|pα

0

= e−p(⟨α0,η̂⟩+â) = e−pS(α0).

Òàêèì îáðàçîì,

sup
x∈X

∥Ijx∥Yj
6δj , j=1,...,n

∥I0x∥pY0
>

∑
j∈J0

λ̂jδ
p
j .

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sj : Lp(Rd) → Lp(Rd), j = 1, . . . , n, ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

Sjz(ξ) =

{
aj(ξ)z(ξ), j ∈ J0,

0, j /∈ J0,

ãäå aj(·), j ∈ J0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.3)�(3.5). Èìååì∥∥∥∥ n∑
j=1

Sjzj(·)
∥∥∥∥p
Lp(Rd)

=

∫
Rd

∣∣∣∣∑
j∈J0

aj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣p dξ. (3.7)

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà ïðè 1 < p < ∞∣∣∣∣∑
j∈J0

aj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∑
j∈J0

aj(ξ)

λ̂
1/p
j

λ̂
1/p
j zj(ξ)

∣∣∣∣ 6 Ω(ξ)

(∑
j∈J0

λ̂j |zj(ξ)|p
)1/p

,

ãäå

Ω(ξ) =

(∑
j∈J0

|aj(ξ)|p
′

λ̂
p′/p
j

)1/p′

, 1/p+ 1/p′ = 1.

Ïðè p = 1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∑
j∈J0

aj(ξ)zj(ξ)

∣∣∣∣ 6 Ω(ξ)

(∑
j∈J0

λ̂j |zj(ξ)|
)
,
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â êîòîðîì

Ω(ξ) = max
j∈J0

|aj(ξ)|
λ̂j

.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî

∥∥∥∥ n∑
j=1

Sjzj(·)
∥∥∥∥p
Lp(Rd)

6
∫
Rd

Ωp(ξ)

(∑
j∈J0

λ̂j |zj(ξ)|p
)
dξ.

Â ñèëó óñëîâèé (3.4)�(3.5) ïîëó÷àåì

∥∥∥∥ n∑
j=1

Sjzj(·)
∥∥∥∥p
Lp(Rd)

6
∑
j∈J0

λ̂j∥zj(·)∥pLp(Rd)
.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé aj(·), j ∈ J0, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì (3.3)�(3.5) íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì íà Rd ôóíêöèþ

f(η) = −1 +
∑
j∈J0

λ̂je
−p⟨αj−α0,η⟩.

Ýòî, î÷åâèäíî, âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî f(η̂) = 0 è

ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå η̂ òàêæå ðàâíà íóëþ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

f(η) > 0 ïðè âñåõ η ∈ Rd. Ñëåäîâàòåëüíî,

−e−p⟨α0,η⟩ +
∑
j∈J0

λ̂je
−p⟨αj ,η⟩ > 0.

Ïîëîæèâ e−ηj = |ξj |, j = 1, . . . , d, ïîëó÷àåì, ÷òî

− |ξ|pα
0

+
∑
j∈J0

λ̂j |ξ|pα
j

> 0 (3.8)

ïðè âñåõ ξ ∈ Rd. Ïîëîæèì

aj(ξ) = (iξ)α
0 λ̂j(−iξ)α

j |ξ|(p−2)αj∑
j∈J0

λ̂j |ξ|pα
j , j ∈ J0.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå (3.3) âûïîëíåíî. Ïðè p = 1, ó÷èòûâàÿ (3.8),

ïîëó÷àåì

|aj(ξ)|
λ̂j

=
|ξ|α0∑

j∈J0

λ̂j |ξ|α
j 6 1.
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Åñëè p > 1, òî

∑
j∈J0

|aj(ξ)|p
′

λ̂
p′/p
j

=
∑
j∈J0

|ξ|p′α0

λ̂p′

j |ξ|(p−1)p′αj

λ̂
p′/p
j

(∑
j∈J0

λ̂j |ξ|pα
j

)p′ =

|ξ|p′α0
∑
j∈J0

λ̂j |ξ|pα
j

(∑
j∈J0

λ̂j |ξ|pα
j

)p′

=

 |ξ|pα0∑
j∈J0

λ̂j |ξ|pα
j


p′−1

.

Òåïåðü èç (3.8) ñëåäóåò, ÷òî ∑
j∈J0

|aj(ξ)|p
′

λ̂
p′/p
j

6 1.

Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd
+. Äëÿ ôóíêöèè x(·) ∈ L2(Rd) ÷åðåç Dαx(·) áóäåì

îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà α ïî Âåéëþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

Dαx(t) =
1

(2π)d

∫
Rd

(iξ)αFx(ξ)ei⟨ξ,t⟩ dξ,

ãäå Fx(·) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ïóñòü α0, α1, . . . , αn ∈ Rd

+. Ïîëîæèì

Ij = Dαj

j = 0, 1, . . . , n.

Ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé x(·), äëÿ êîòîðûõ ∥Dαj

x(·)∥L2(Rd) < ∞, j =

1, . . . , n, îáîçíà÷èì ÷åðåç X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1) äëÿ Y0 = Y1 = . . . = Yn =

L2(Rd). Èñïîëüçóÿ ðàíåå ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ p = 2, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3. Ïóñòü α0 ∈ co{α1, . . . , αn}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî J ∈ {1, . . . , n}

EJ(I, δ) = e−S(α0).

Ïðè ýòîì âñå ìåòîäû

ϕ̂(y) =
∑

j∈J∩J0

Λjyj ,

ãäå Λj : L2(Rd) → L2(Rd), j ∈ J0, � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, äåé-

ñòâèÿ êîòîðûõ â îáðàçàõ Ôóðüå èìåþò âèä: FΛjyj(·) = aj(·)Fyj(·), à èçìåðè-
ìûå ôóíêöèè aj(·), j ∈ J0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì∑

j∈J0

(iξ)α
j

aj(ξ) = (iξ)α
0

,

∑
j∈J0

|aj(ξ)|2

λ̂j

6 1,

äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì Ïàð-

ñåâàëÿ, óñëîâèÿ

∥Dαj

x(·)∥2L2(Rd) 6 δ2j ,

∥Dαj

x(·)− yj(·)∥2L2(Rd) 6 δ2j ,

ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå∫
Rd

|ξ|2α
j

|f(ξ)|2 dξ 6 δ2j ,∫
Rd

|(iξ)α
j

f(ξ)− Yj(ξ)|2 6 δ2j ,

ãäå

f(·) = 1

(2π)d/2
Fx(·), Yj(·) =

1

(2π)d/2
Fyj(·).

Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : (L2(Rd))m → L2(Rd), m = cardJ ,

∥Dα0

x(·)− ϕ(y)(·)∥2L2(Rd) =

∫
Rd

|(iξ)α
0

f(ξ)− Φ(y)(ξ)|2 dξ,

ãäå

Φ(y)(·) = 1

(2π)d/2
Fϕ(y)(·).

Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (äëÿ p = 2), ðåøåíèå

êîòîðîé äàíî â òåîðåìå 2.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåì 1 è 2 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

sup
∥Dαj

x(·)∥
L2(Rd)

6δj , j=1,...,n

∥Dα0

x(·)∥L2(Rd) = e−S(α0) =
∏
j∈J0

δ
θj
j . (3.9)

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ëåâîé ÷àñòè (3.9) òåñíî ñâÿçàíà ñ íàõîæäåíèåì òî÷-

íîé êîíñòàíòû â îáîáùåííîì íåðàâåíñòâå Õàðäè�Ëèòëâóäà�Ïîëèà, êîòîðîå â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååò âèä

∥Dα0

x(·)∥L2(Rd) 6
∏
j∈J0

∥Dαj

x(·)∥θj
L2(Rd)

(ïîäðîáíåå ñì. [23]).

� 4. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñôåðå

Ïîëîæèì

Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1 }, d > 2,

ãäå |x| =
√
x2
1 + . . .+ x2

d. Îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè ∆S îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ

ôóíêöèé, çàäàííûõ íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sd−1, ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆SY (x′) = ∆Y

(
x

|x|

)∣∣x=x′
,
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ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ ãàð-

ìîíèê ïîðÿäêà k. Èçâåñòíî (ñì. [24]), ÷òî L2(Sd−1) =
∑∞

k=0 Hk, ïðè ýòîì

dimH0 = a0 = 1,

dimHk = ak = (d+ 2k − 2)
(d+ k − 3)!

(d− 2)!k!
, k = 1, 2, . . . .

Âûáåðåì â Hk îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Y
(k)
j (·), j = 1, . . . , ak. Äëÿ α > 0

îïåðàòîð (−∆S)
α/2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(−∆S)
α/2Y (·) =

∞∑
k=1

Λ
α/2
k

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

ãäå

Y (·) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

à Λk = k(k + d− 2) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà −∆S .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ut + (−∆S)
α/2u = 0, (4.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u(·, 0) = f(·),

ãäå f(·) ∈ L2(Sd−1). Åñëè

f(·) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·), (4.2)

òî ìåòîäîì Ôóðüå íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

u(x′, t) =

∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k t

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è

ïðè t = 0, T . Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè τ , 0 < τ < T .

Äëÿ ôóíêöèé f(·) ∈ L2(Sd−1), èìåþùèõ ðàçëîæåíèå (4.2), ïîëîæèì I1f(·) =

f(·),

I0f(·) =
∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k τ

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·),

I2f(·) =
∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k T

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·).

Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å (2.1) ïðè X = Y0 = Y1 = Y2 = L2(Sd−1), p = 2

è J = ∅.
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Òåîðåìà 4. Åñëè δ1/δ2 ∈
[
eΛ

α/2
m T , eΛ

α/2
m+1T

]
ïðè íåêîòîðîì m ∈ Z+, òî äëÿ

âñåõ αkj, k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)2

λ1e2Λ
α/2
k T

+
α2
kj

λ2
6 1, (4.3)

ãäå

λ1 =
e2Λ

α/2
m+1(T−τ) − e2Λ

α/2
m (T−τ)

e2Λ
α/2
m+1T − e2Λ

α/2
m T

,

λ2 =
e−2Λα/2

m τ − e−2Λ
α/2
m+1τ

e−2Λ
α/2
m T − e−2Λ

α/2
m+1T

,

ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

(
e−Λ

α/2
k T

(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)
y
(1)
kj + αkjy

(2)
kj

)
Y

(k)
j (·),

ãäå

ys(·) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

y
(s)
kj Y

(k)
j (·), s = 1, 2,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E∅(I, δ) =
√
λ1δ21 + λ2δ22 .

Åñëè δ1/δ2 ∈ (0, 1], òî ìåòîä

ϕ̂(y1, y2)(·) =
∞∑
k=0

e−Λ
α/2
k τ

ak∑
j=1

y
(1)
kj Y

(k)
j (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à E∅(I, δ) = δ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

∥I0f(·)∥2L2(Sd−1) → max, ∥Ijf(·)∥2L2(Sd−1) 6 δ2j , j = 1, 2.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∞∑
k=0

e−2Λ
α/2
k τf2

k → max,

∞∑
k=0

f2
k 6 δ21 ,

∞∑
k=0

e−2Λ
α/2
k T f2

k 6 δ22 , (4.4)

ãäå

f2
k =

ak∑
j=1

c2jk, k = 0, 1, . . . .

Ïóñòü δ1/δ2 ∈
[
eΛ

α/2
m T , eΛ

α/2
m+1T

]
. Îïðåäåëèì fm è fm+1 èç óñëîâèé

f2
m + f2

m+1 = δ21 ,

e−2Λα/2
m T f2

m + e−2Λ
α/2
m+1T f2

m+1 = δ22 .
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Èìååì

f2
m =

δ22 − δ21e
−2Λ

α/2
m+1T

e−2Λ
α/2
m T − e−2Λ

α/2
m+1T

,

f2
m+1 =

δ21e
−2Λα/2

m T − δ22

e−2Λ
α/2
m T − e−2Λ

α/2
m+1T

.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk}, â êîòîðîé fk = 0 ïðè k ̸= m,m+1 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-

ìîé â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (4.4). Ïîýòîìó

sup
f(·)∈L2(Sd−1)

∥Ijf(·)∥L2(Sd−1)
6δj , j=1,2

∥I0f(·)∥2L2(Sd−1) > e−2Λα/2
m τf2

m + e−2Λ
α/2
m+1τf2

m+1

= λ1δ
2
1 + λ2δ

2
2 .

Åñëè δ1/δ2 ∈ (0, 1], òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk}, â êîòîðîé f0 = δ21 , à fk = 0 ïðè

k > 1, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (4.4). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå

sup
f(·)∈L2(Sd−1)

∥Ijf(·)∥L2(Sd−1)
6δj , j=1,2

∥I0f(·)∥2L2(Sd−1) > f2
0 = δ21 .

Ïóñòü ñíîâà δ1/δ2 ∈
[
eΛ

α/2
m T , eΛ

α/2
m+1T

]
. Äëÿ ôóíêöèé f(·) ∈ L2(Sd−1), èìåþ-

ùèõ ðàçëîæåíèå (4.2), îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sj : L2(Sd−1) → L2(Sd−1), j = 1, 2,

ðàâåíñòâàìè

S1f(·) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

e−Λ
α/2
k T

(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)
ckjY

(k)
j (·),

S2f(·) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

αkjckjY
(k)
j (·),

ãäå αkj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4.3). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî I0 = S1I1+S2I2.

Äëÿ f1(·), f2(·) ∈ L2(Sd−1) èìååì

∥S1f1(·)+S2f2(·)∥2L2(Sd−1) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

(
e−Λ

α/2
k T

(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)
f
(1)
kj + αkjf

(2)
kj

)2

,

ãäå f
(1)
kj , f

(2)
kj � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f1(·), f2(·). Èç íåðàâåíñòâà

Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (4.3), ïîëó÷àåì(
e−Λ

α/2
k T

(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)
f
(1)
kj + αkjf

(2)
kj

)2

6


(
eΛ

α/2
k (T−τ) − αkj

)2

λ1e2Λ
α/2
k T

+
α2
kj

λ2

(
λ1(f

(1)
kj )2 + λ2(f

(2)
kj )2

)
6 λ1(f

(1)
kj )2 + λ2(f

(2)
kj )2.
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Òàêèì îáðàçîì,

∥S1f1(·) + S2f2(·)∥2L2(Sd−1) 6
∞∑
k=0

ak∑
j=1

(
λ1(f

(1)
kj )2 + λ2(f

(2)
kj )2

)
= λ1∥f1(·)∥2L2(Sd−1) + λ2∥f2(·)∥2L2(Sd−1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò αkj , k = 0, 1, . . ., j = 1, . . . , ak, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ (4.3). Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè (x, y) ìíîæåñòâî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè

xk = e−2Λ
α/2
k T ,

yk = e−2Λ
α/2
k τ , k = 0, 1, . . . .

Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ëåæèò íà âîãíóòîé êðèâîé y = xτ/T . Ïðîâåäåì ïðÿìóþ

÷åðåç òî÷êè (xm+1, ym+1) è (xm, ym). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ýòîé

ïðÿìîé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå y = λ1+λ2x. Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé, íà êîòîðîé

ëåæàò ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè, èìååì

yk 6 λ1 + λ2xk, k = 0, 1, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . .

e−2Λ
α/2
k τ

λ1 + λ2e−2Λ
α/2
k T

6 1.

Ïîëîæèì

α̂kj =
λ2e

Λ
α/2
k (T−τ)

λ1e2Λ
α/2
k T + λ2

.

Òîãäà(
eΛ

α/2
k (T−τ) − α̂kj

)2

λ1e2Λ
α/2
k T

+
α̂2
kj

λ2
=

e2Λ
α/2
k (T−τ)

λ1e2Λ
α/2
k T + λ2

=
e−2Λ

α/2
k τ

λ1 + λ2e−2Λ
α/2
k T

6 1.

Åñëè δ1/δ2 ∈ (0, 1], òî ïîëîæèì S1 = I0, à S2 = 0. Òîãäà

∥S1f1(·) + S2f2(·)∥2L2(Sd−1) = ∥I0f1(·)∥2L2(Sd−1) =

∞∑
k=0

e−2Λ
α/2
k τ

ak∑
j=1

(f
(1)
kj )2

6
∞∑
k=0

ak∑
j=1

(f
(1)
kj )2 = ∥f1(·)∥2L2(Sd−1).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.

Óñëîâèå (4.3) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

(αkj − α̂kj)
2 6 λ1λ2e

4Λ
α/2
k T −e−2Λ

α/2
k τ + λ1 + λ2e

−2Λ
α/2
k T(

λ1 + λ2e−2Λ
α/2
k T

)2 .
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Òåì ñàìûì âñå αkj , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4.3), èìåþò âèä

αkj = α̂kj + θkje
2Λ

α/2
k T

√
λ1λ2

√
−e−2Λ

α/2
k τ + λ1 + λ2e−2Λ

α/2
k T

λ1 + λ2e−2Λ
α/2
k T

,

ãäå |θkj | 6 1.

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ â ìîìåíò

âðåìåíè τ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ðåøåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè T > τ íà êëàññå

W = { f(·) ∈ L2(Sd−1) : ∥f(·)∥L2(Sd−1) 6 δ1 },

òî èç òîé æå òåîðåìû 1 (ïðè J = {1}) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîäû ϕ̂(0, y2)(·)
áóäóò îïòèìàëüíûìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè ýòîãî ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ

ìåòîäîâ åñòü ïîäñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå îáëàäàþò íåêîòî-

ðûì ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü ýòî ïîäñåìåéñòâî, ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ðàñøè-

ðåííûé âàðèàíò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé êëàññ ôóíê-

öèé F ⊂ L2(Sd−1). Ïîëîæèì

e(F , δ, ϕ) = sup
f(·)∈Ω, y(·)∈L2(Sd−1)

∥u(·,T )−y(·)∥
L2(Sd−1)

6δ

∥u(·, τ)− ϕ(y)(·)∥L2(Sd−1),

E(F , δ) = inf
ϕ : L2(Sd−1)→L2(Sd−1)

e(F , δ, ϕ).

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ E(F , δ) è ñî-

îòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé ðàíåå ëèøü

ïðîèçâîëüíûì êëàññîì F .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä ϕ(y)(·) òî÷åí íà ìíîæåñòâå L ⊂ L2(Sd−1), åñëè

ϕ(u(·, T ))(·) = u(·, τ) äëÿ âñåõ f(·) ∈ L.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ϕ̂(y)(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä äëÿ êëàññà F , ÿâëÿ-
þùèéñÿ ëèíåéíûì è òî÷íûì íà ìíîæåñòâå L ⊂ L2(Sd−1), ñîäåðæàùåì íîëü,

òî îí îïòèìàëåí è íà êëàññå F + L. Ïðè ýòîì

E(F , δ) = E(F + L, δ). (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(·) ∈ F + L, f(·) = f1(·) + f2(·), ãäå f1(·) ∈ F ,
f2(·) ∈ L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç uj(·, ·) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ñ íà÷àëüíîé ôóíê-

öèåé fj(·), j = 1, 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(Sd−1) òàêîâà, ÷òî ∥u(·, T ) −
y(·)∥L2(Sd−1) 6 δ. Ïîëîæèì y1(·) = y(·) − u2(·, T ). ßñíî, ÷òî y1(·) ∈ L2(Sd−1).

Òàê êàê u1(·, T )− y1(·) = u(·, T )− y(·), òî

∥u1(·, T )− y1(·)∥L2(Sd−1) 6 δ. (4.6)

Èç ëèíåéíîñòè è òî÷íîñòè ϕ̂(y)(·) íà L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∥u(·, τ)− ϕ̂(y)(·)∥L2(Sd−1) = ∥u1(·, τ)− ϕ̂(y1)(·)∥L2(Sd−1). (4.7)
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Âûðàæåíèå ñïðàâà â (4.7) â ñèëó (4.6) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû e(F , δ, ϕ̂), êî-

òîðàÿ ðàâíà E(F , δ), òàê êàê ìåòîä ϕ̂(y)(·) îïòèìàëåí. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòî-

ÿòåëüñòâî è ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè (4.7) ê âåðõíåé ãðàíè ïî f(·) ∈ F + L è

ñîîòâåòñòâóþùèì y(·), ïîëó÷àåì, ÷òî

e(F + L, δ, ϕ̂) 6 E(F , δ).

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî F ⊂ F + L, èìååì

E(F , δ) 6 E(F + L, δ) 6 e(F + L, δ, ϕ̂) 6 E(F , δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̂(y)(·) � îïòèìàëüíûé ìåòîä äëÿ êëàññà F +L è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (4.5).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ1/δ2 ∈
[
eΛ

α/2
m T , eΛ

α/2
m+1T

]
. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî λ2 > 1. Òåì ñàìûì, åñëè δ1
ôèêñèðîâàíî, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî λ2 > 1. Â

ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì

k̂ = max

{
k ∈ Z+ : Λk 6

(
lnλ2

2(T − τ)

)2/α
}
.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

k̂ =

√ (d− 2)2

4
+

(
lnλ2

2(T − τ)

)2/α

− d− 2

2


([a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a).

Ðàññìîòðèì ìåòîäû

ϕ̂0(y)(·) =
k̂∑

k=0

ak∑
j=1

eΛ
α/2
k (T−τ)Y

(k)
j (·) +

∞∑
k=k̂+1

ak∑
j=1

αkjykjY
(k)
j (·),

ãäå αkj , k = k̂+ 1, k̂+ 2, . . ., j = 1, . . . , ak, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4.3). Â ñèëó

òîãî, ÷òî äëÿ

αkj = eΛ
α/2
k (T−τ), k = 0, 1, . . . k̂, j = 1, . . . , ak,

âûïîëíåíû óñëîâèå (4.3), ìåòîäû ϕ̂0(y)(·) � îïòèìàëüíûå íà êëàññå W .

Êðîìå òîãî, ìåòîäû ϕ̂0(y)(·) � òî÷íûå íà ïîäïðîñòðàíñòâå

Lk̂ =

k̂∑
k=0

Hk.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f(·) ∈ Lk̂. Òîãäà

f(·) =
k̂∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·).
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Ïîýòîìó

u(x′, T ) =

k̂∑
k=0

e−Λ
α/2
k T

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ̂0(u(·, T ))(·) =
k̂∑

k=0

e−Λ
α/2
k τ

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (·) = u(·, τ).

Òåì ñàìûì èç ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî ìåòîäû ϕ̂0(y)(·) íå òîëüêî îïòè-

ìàëüíû íà êëàññå W , íî îíè îñòàþòñÿ îïòèìàëüíûìè íà áîëåå øèðîêîì êëàññå

W + Lk̂.

� 5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå, îïèñû-

âàåìûé äèñêðåòíîé ìîäåëüþ, à èìåííî, íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé

us+1,j − usj

τ
=

us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
. (5.1)

Çäåñü τ è h� ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, (s, j) ∈ Z+×Z, us,j � òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ

â ìîìåíò âðåìåíè sτ â òî÷êå jh.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2,h ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = {xj}j∈Z, äëÿ êîòîðûõ

∥x∥l2,h =

(
h
∑
j∈Z

|xj |2
)1/2

< ∞, h > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáëèæåííî èçìåðåíà òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ â íóëåâîé ìî-

ìåíò âðåìåíè è â ìîìåíò âðåìåíè nτ , ò. å. ïðèáëèæåííî èçâåñòíû âåêòîðû

u0 = {u0,j} è un = {un,j}, èëè, òî÷íåå ãîâîðÿ, íàì èçâåñòíû âåêòîðû y1, y2 ∈ l2,h
òàêèå, ÷òî

∥u0 − y1∥l2,h 6 δ1, ∥un − y2∥l2,h 6 δ2,

ãäå δj > 0, j = 1, 2. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü âåêòîð um =

{um,j}, ãäå 0 < m < n, ò. å. âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ â

ìîìåíò âðåìåíè mτ .

Òåì ñàìûì ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê çàäà÷å (2.1), â êîòîðîé X = Y0 = Y1 = Y2 =

l2, p = 2, J = ∅, à îïåðàòîðû Ij : l2,h → l2,h, j = 0, 1, 2, îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

I0u0 = um, I1u0 = u0, I2u0 = un.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x = {xj}j∈Z ∈ l2,h íàçîâåì

ôóíêöèþ

Fx(ξ) = h
∑
j∈Z

xje
−ijhξ.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Fx(·) ∈ L2([−π/h, π/h]) è

∥Fx(·)∥2L2([−π/h,π/h]) = 2π∥x∥2l2,h . (5.2)
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Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (5.1)

h
∑
j∈Z

us+1,j − usj

τ
e−ijhξ = h

∑
j∈Z

us+1,j+1 − 2us+1,j + us+1,j−1

h2
e−ijhξ.

Îòñþäà
Us+1(ξ)− Us(ξ)

τ
=

eihξ − 2 + e−ihξ

h2
Us+1(ξ),

ãäå

Us(ξ) = h
∑
j∈Z

us,je
−ijhξ.

Òåì ñàìûì

Us+1(ξ) =

(
1 +

4τ

h2
sin2

hξ

2

)−1

Us(ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Us(ξ) = Λs(ξ)U0(ξ), Λ(ξ) =

(
1 +

4τ

h2
sin2

hξ

2

)−1

.

Ïîëîæèì a = (1 + 4τ/h2)−1,

λ1 =


0, δ2/δ1 ∈ (0, an],(
1− m

n

)(
δ2
δ1

)2m/n

, δ2/δ1 ∈ (an, 1),

1, δ2/δ1 ∈ [1,+∞),

λ2 =


a2(m−n), δ2/δ1 ∈ (0, an],

m

n

(
δ2
δ1

)2(m/n−1)

, δ2/δ1 ∈ (an, 1),

0, δ2/δ1 ∈ [1,+∞).

.

Òåîðåìà 5. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E∅(I, δ) =
√

λ1δ21 + λ2δ22 .

Äëÿ âñåõ α(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè δ2/δ1 ∈ (an, 1) óñëîâèþ

Λ2m(ξ)

(
|1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2

λ2

)
6 1, (5.3)

à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâó

α(ξ) =

{
1, δ2/δ1 ∈ (0, an],

0, δ2/δ1 ∈ [1,+∞),

ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2) = F−1(Λm(·)(1− α(·))Fy1(·) + Λm−n(·)α(·)Fy2(·))

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

∥um∥2l2,h → max, ∥u0∥2l2,h 6 δ21 , ∥un∥2l2,h 6 δ22 .

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

1

2π
∥Λm(·)U0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) → max,

1

2π
∥U0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) 6 δ21 ,

1

2π
∥Λn(·)U0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) 6 δ22 . (5.4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ2/δ1 ∈ (an, 1). Ôóíêöèÿ Λ(ξ) ïðè ξ ∈ [0, π/h] ìîíîòîííî

óáûâàåò îò 1 äî a. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ξ̂ ∈ (0, π/h) òàêîå, ÷òî Λn(ξ̂) = δ2/δ1.

Ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Û0(ξ) =


√

2π

ε
δ1, ξ ∈ (ξ̂, ξ̂ + ε),

0, ξ /∈ (ξ̂, ξ̂ + ε).

Èìååì
1

2π
∥Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) = δ21 ,

à
1

2π
∥Λn(·)Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) =

δ21
ε

∫ ξ̂+ε

ξ̂

Λ2n(ξ) dξ 6 δ21Λ
2n(ξ̂) = δ22 .

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ Û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (5.4). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
u0∈l2,h

∥u0∥2
l2,h

6δ21

∥un∥2
l2,h

6δ22

∥um∥2l2,h >
1

2π
∥Λm(·)Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) =

δ21
ε

∫ ξ̂+ε

ξ̂

Λ2m(ξ) dξ

= δ21Λ
2m(c),

ãäå c ∈ [ξ̂, ξ̂ + ε]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì

sup
u0∈l2,h

∥u0∥2
l2,h

6δ21

∥un∥2
l2,h

6δ22

∥um∥2l2,h > δ21Λ
2m(ξ̂) = δ

2(1−m/n)
1 δ

2m/n
2 = λ1δ

2
1 + λ2δ

2
2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ2/δ1 ∈ (0, an]. Ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Û0(ξ) =


√

2π

ε

δ2
Λn(ξ)

, ξ ∈ (π/h− ε, π/h],

0, ξ /∈ (π/h− ε, π/h].

Òîãäà
1

2π
∥Λn(·)Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) = δ22 ,
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à
1

2π
∥Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) =

δ22
ε

∫ π/h

π/h−ε

Λ−2n(ξ) dξ 6 δ22a
−2n 6 δ21 .

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ Û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (5.4). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
u0∈l2,h

∥u0∥2
l2,h

6δ21

∥un∥2
l2,h

6δ22

∥um∥2l2,h >
1

2π
∥Λm(·)Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) =

δ22
ε

∫ π/h

π/h−ε

Λ2(m−n)(ξ) dξ

= δ22Λ
2(m−n)(c),

ãäå c ∈ [π/h− ε, π/h]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì

sup
u0∈l2,h

∥u0∥2
l2,h

6δ21

∥un∥2
l2,h

6δ22

∥um∥2l2,h > δ22a
2(m−n) = λ2δ

2
2 .

Åñëè, íàêîíåö, δ2/δ1 ∈ [1,+∞), ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

Û0(ξ) =


√

2π

ε
δ1, ξ ∈ (0, ε),

0, ξ /∈ (0, ε).

Òîãäà
1

2π
∥Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) = δ21 ,

à
1

2π
∥Λn(·)Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) =

δ21
ε

∫ ε

0

Λ2n(ξ) dξ 6 δ21 6 δ22 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (5.4). Ñëåäîâà-

òåëüíî,

sup
u0∈l2,h

∥u0∥2
l2,h

6δ21

∥un∥2
l2,h

6δ22

∥um∥2l2,h >
1

2π
∥Λm(·)Û0(·)∥2L2([−π/h,π/h]) =

δ21
ε

∫ ε

0

Λ2m(ξ) dξ

= δ21Λ
2m(c),

ãäå c ∈ [0, ε]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì

sup
u0∈l2,h

∥u0∥2
l2,h

6δ21

∥un∥2
l2,h

6δ22

∥um∥2l2,h > δ21 .

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé (2.3). Ïóñòü δ2/δ1 ∈ (an, 1). Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

Sj : l2,h → l2,h, j = 1, 2, òàê, ÷òîáû

F (S1u)(·) = Λm(·)(1− α(·))Fu(·),
F (S2u)(·) = Λm−n(·)α(·)Fu(·).
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ u0 ∈ l2,h

F ((I0 − S1I1 − S2I2)u)(·) ≡ 0.

Ïîýòîìó I0 = S1I1 + S2I2. Â ñèëó (5.2) ïîëó÷àåì

∥S1z1 + S2z2∥2l2,h =
1

2π

∫ π/h

−π/h

Λ2m(ξ)
∣∣(1− α(ξ)Fz1(ξ) + Λ−n(ξ)α(ξ)Fz2(ξ)

∣∣2 dξ.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî âûòåêàåò, ÷òî

Λ2m(ξ)
∣∣(1− α(ξ)Fz1(ξ) + Λ−nα(ξ)Fz2(ξ)

∣∣2 6 Ω(ξ)(λ1|Fz1(ξ)|2 + λ2|Fz2(ξ)|2),

ãäå

Ω(ξ) = Λ2m(ξ)

(
|1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2

λ2

)
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (5.3) ïîëó÷àåì

∥S1z1 + S2z2∥2l2,h 6
1

2π

∫ π/h

−π/h

(λ1|Fz1(ξ)|2 + λ2|Fz2(ξ)|2) dξ

= λ1∥z1∥2l2,h + λ2∥z2∥2l2,h .

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåòîäû

ϕ̂(y1, y2) = S1y1 + S2y2

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, à

E∅(I, δ) =
√
λ1δ21 + λ2δ22 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà δ2/δ1 ∈ (0, an]. Îïðåäåëèì îïåðàòîð S2 : l2,h →
l2,h òàê, ÷òîáû

F (S2u)(·) = Λm−n(·)Fu(·).

Òàê êàê

F ((I0 − S2I2)u0)(ξ) ≡ 0,

òî I0 = S2I2. Êðîìå òîãî,

∥S2z2∥2l2,h =
1

2π

∫ π/h

−π/h

Λ2(m−n)(ξ)|Fz2(ξ)|2 dξ 6 a2(m−n)∥z2∥2l2,h .

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìåòîä

ϕ̂(y1, y2) = S2y2

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

E∅(I, δ) = am−nδ2.

Íàêîíåö, åñëè δ2 > δ1, îïðåäåëèì îïåðàòîð S1 : l2,h → l2,h òàê, ÷òîáû

F (S1u)(·) = Λm(·)Fu(·).



Î ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÑÅÌÅÉÑÒÂ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß 21

Òîãäà I0 = S1I1 è

∥S1z1∥2l2,h =
1

2π

∫ π/h

−π/h

Λ2m(ξ)|Fz1(ξ)|2 dξ 6 ∥z1∥2l2,h .

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä

ϕ̂(y1, y2) = S1y1

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

E∅(I, δ) = δ1.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè δ2/δ1 ∈ (an, 1) ìíîæåñòâî ôóíêöèé α(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ (5.3) íå ïóñòî. Ðàññìîòðèì âîãíóòóþ ôóíêöèþ

y = xm/n, x > 0. (5.5)

Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 > 0. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ áóäåò èìåòü âèä y = λ̂1 + λ̂2x, ãäå

λ̂1 =
(
1− m

n

)
x
m/n
0 , λ̂2 =

m

n
x
m/n−1
0 .

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé (5.5) äëÿ âñåõ x > 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

xm/n 6 λ̂1 + λ̂2x.

Ïîëîæèì

x = Λ2n(ξ), x0 =

(
δ2
δ1

)2

.

Òîãäà λ̂j = λj , j = 1, 2, è äëÿ âñåõ ξ ∈ [−π/h, π/h] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Λ2m(ξ) 6 λ1 + λ2Λ
2n(ξ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Λ2m(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
6 1.

Ïîëîæèâ

α(ξ) =
λ2Λ

2n(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
,

ïîëó÷àåì

Λ2m(ξ)

(
|1− α(ξ)|2

λ1
+ Λ−2n(ξ)

|α(ξ)|2

λ2

)
=

Λ2m(ξ)

λ1 + λ2Λ2n(ξ)
6 1.

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ â ìîìåíò

âðåìåíè mτ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ðåøåíèþ â ìîìåíò âðåìåíè nτ íà êëàññå

W = {u0 ∈ l2,h : ∥u0∥l2,h 6 δ1 },

òî èç òîé æå òåîðåìû 1 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîäû ϕ̂(0, y2)(·) áóäóò îïòèìàëü-
íûìè.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ðåçóëüòàò,

ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [25] äëÿ t1 = 0, t2 = T (n = 2) è ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êè τ0,

â êîòîðîé òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, â îäíîìåðíîì

ñëó÷àå ñîâïàäåò ñ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ è îäíèì

èç ìåòîäîâ, ïîñòðîåííûõ â òåîðåìå 5 ïðè h → 0 è τ → 0 (â ýòîì ñëó÷àå íàäî

ïîëîæèòü a = 0).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìîòðåííîé, êîãäà ïðîöåññ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ïðîèñõîäèò íà îêðóæíîñòè, ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [22].
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