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Ìíîãèå ïðîáëåìû (â ìàòåìàòèêå, òåõíèêå, ýêîíîìèêå) ôîðìó-
ëèðóþòñÿ (èëè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû) êàê çàäà÷è âûáîðà
íàèëó÷øåãî (â òîì èëè èíîì ñìûñëå) ñïîñîáà äîñòèæåíèÿ öåëè â
óñëîâèÿõ íåïîëíîé è/èëè íåòî÷íîé èíôîðìàöèè, ò. å. â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåëåííîñòè. Íàïðèìåð, ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à î êâàäðàòóðàõ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèçèòü (âîñ-
ñòàíîâèòü) èíòåãðàë îò ôóíêöèè ïî íåïîëíîé èíôîðìàöèè î ñàìîé
ôóíêöèè, à èìåííî, çíàÿ åå çíà÷åíèÿ ëèøü â êîíå÷íîì íàáîðå òî-
÷åê. Ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðåàëüíûå
ôèçè÷åñêèå èëè òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû èçâåñòíû, êàê ïðàâèëî,
íåòî÷íî, ñêàæåì, ïðèáëèæåííî èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à ìû õîòèì âîññòàíîâèòü êàê ìîæíî òî÷-
íåå åãî ðåøåíèå. Ìû íàáëþäàåì íà ýêðàíå çíà÷åíèå íåïðåðûâíîãî
ñèãíàëà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, à õîòèì, ïî âîçìîæíîñòè
òî÷íåå, çíàòü (âîññòàíîâèòü) åãî çíà÷åíèå â êàêîé-òî ïðîìåæóòî÷-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñïèñîê ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ ìîæíî ïðîäîë-
æàòü ñêîëü óãîäíî äîëãî.
Ïðèâåäåì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ. Ïóñòü çàäàíî ìíîæå-
ñòâî (êëàññ) C è îòîáðàæåíèå f : C → Z, ãäå (Z, d) � ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà êëàññó C ñîñòàâëÿ-
åò �ãëîáàëüíóþ"èíôîðìàöèþ î íåì. Êðîìå òîãî, î ñàìîì ýëåìåí-
òå èìååòñÿ �ëîêàëüíàÿ"(èíäèâèäóàëüíàÿ) èíôîðìàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ
â òîì, ÷òî èçâåñòíî îòîáðàæåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íîå,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò èíôîðìàöèè, çàäàííîé íåòî÷íî) F : C → Y , ãäå
Y � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå F íàçîâåì èíôîðìàöèîí-

íûì îïåðàòîðîì. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïî

âîçìîæíîñòè íàèëó÷øèì ñïîñîáîì çíà÷åíèå f(x), x ∈ C, ïî èí-

ôîðìàöèè y ∈ F (x). Â ýòî âêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñìûñë. Ëþáîå
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îòîáðàæåíèå m : F (C)→ Z íàçîâåì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ïî-
ãðåøíîñòüþ òàêîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

e(f, C, F,m) = sup
x∈C, y∈F (x)

d(f(x),m(y)),

à ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (f íà C ïî F ), êî-
òîðóþ îáîçíà÷èì E(f, C, F ), îïðåäåëèì êàê çíà÷åíèå ñëåäóþùåé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

(1) e(f, C, F,m)→ inf,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îòîáðàæåíèÿì

m : F (C)→ Z.

Ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1), íàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåí ðÿä ïðèìåðîâ, ãäå íàéäåí îïòèìàëü-

íûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è âû÷èñëåíà ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ. Çäåñü æå, â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè, ïðèâåäåì çà-
äà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè â ìåòðèêå L2 ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè ïî åå ïðèáëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ïóñòü C �
ýòî ñîáîëåâñêèé êëàññ W 2

2 (T), ò. å. ñîâîêóïíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ẋ(·) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà è ‖ẍ(·)‖L2(T) ≤ 1. Íà ýòîì êëàññå ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòà-
íîâëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè x(·) ïî êîíå÷íîìó íàáîðó åå
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå xj =

1
2π

∫
T x(t)e

−ijt dt, çàäàííûì ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
x(·) ∈ W 2

2 (T) íàì èçâåñòíû ÷èñëà yj, |j| ≤ N , òàêèå, ÷òî |xj−yj| ≤ δ,
|j| ≤ N , δ > 0. Çäåñü èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå FN

δ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíê-
öèè x(·) ∈ W 2

2 (T) ìíîæåñòâî FN
δ x(·) = {y = {yj}|j|≤N : |xj−yj| < δ}.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(ẋ(·),W 2
2 (T), FN

δ ) = inf
m : C2N+1→L2(T)

sup
x(·)∈W 2

2 (T)
y∈FNδ x(·)

‖ẋ(·)−m(y)(·)‖L2(T)

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü

p0 = max
{
p ∈ Z+ : δ2

∑
|j|≤p

j4 < 1, 0 ≤ p ≤ N
}
.

Òîãäà

E(ẋ(·),W 2
2 (T), FN

δ ) =

(
1 + δ2

∑
|j|≤p0 (j

2(p0 + 1)2 − j4)
)1/2

p0 + 1
,
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à ìåòîä

ẋ(t) ≈
∑
|j|≤N

ijx̂je
ijt =

∑
|j|≤p0

ij

(
1−

(
j

p0 + 1

)2
)
yje

ijt

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè p0 < N , òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, èçâåñòíûõ ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðèâî-
äèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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