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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè òåìïåðàòóðû áåñêîíå÷íîãî ñòåðæíÿ
â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî åå ïðèáëèæåííûì èçìåðåíèÿì â ìîìåíòû t1, . . . , tn.
Ïðèâåäåì òî÷íóþ ïîñòàíîâêó. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå (ò. å. íà ïðÿìîé

R) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû

(2) u(0, x) = u0(x).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(R). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàë Ïóàññîíà

u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
R
e−

(x−ξ)2
4t u0(ξ) dξ

è ïðè ýòîì u(t, ·)→ u0(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(R).
Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð

u(t1, ·), . . . , u(tn, ·), ò. å. èçâåñòíû ôóíêöèè yi(·) ∈ L2(R) òàêèå, ÷òî ‖u(ti, ·)− yi(·)‖L2(R) ≤ δi, ãäå
δi > 0, i = 1, . . . , n. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : (L2(R))n = L2(R)× . . .×L2(R)→ L2(R) îáúÿâëÿåòñÿ
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ(òåìïåðàòóðû â L2(R) â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî äàííîé èíôîðìàöèè).
Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà m îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

e(τ, δ,m) = sup
u0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(R)

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(R)≤δi, i=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y)(·)‖L2(R),

ãäå y = (y1(·), . . . , yn(·)), à δ = (δ1, . . . , δn). Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ, δ) = inf
m
e(τ, δ,m),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : (L2(R))n → L2(R)), êîòîðóþ íàçîâåì ïîãðåø-

íîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è ìåòîä m̂, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ,
íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (òåìïåðàòóðû â L2(R) â ìîìåíò âðåìåíè
τ ïî äàííîé èíôîðìàöèè).
Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èäåîëîãè÷åñêè âîñõîäèò ê

ðàáîòàì À. Í. Êîëìîãîðîâà òðèäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ïîñâÿùåííûõ íàõîæäåíèþ íàè-
ëó÷øåãî ñðåäñòâà ïðèáëèæåíèÿ ñðàçó äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç äàííîãî êëàññà.
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ. Íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè

(t, x) îáîçíà÷èìM = co{(tj, ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n}+{(t, 0) | t ≥ 0}, ãäå coA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
ìíîæåñòâà A. Ïóñòü ôóíêöèÿ θ(·) íà [0,∞) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x | (t, x) ∈ M}
(ïðè÷åì θ(t) = +∞, åñëè (t, x) 6=M íè äëÿ êàêîãî x). ßñíî, ÷òî θ(·) � ëîìàíàÿ íà [t1,∞). Ïóñòü
ts1 < . . . < tsk � åå òî÷êè èçëîìà (s1 = 1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê
{t1, . . . , tn} (åñëè θ(·) � ïðÿìàÿ, òî ñ÷èòàåì, ÷òî èçëîì òîëüêî îäèí â òî÷êå t1, ò. å. k = 1).
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Òåîðåìà. Ïðè âñåõ τ > t1
E(τ, δ) = e−θ(τ).

Åñëè τ ∈ (tsj , tsj+1
) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ k − 1, òî

m̂(y)(·) = u(τ, ·;K(·) ∗ (λ1u(tsj , ·; ysj(·)) + λ2u(tsj+1, ·; ysj+1(·)))),
� îïòèìàëüíûé ìåòîä, ãäå
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,

K(·) ∈ L2(R) è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè K(·) èìååò âèä

FK(ξ) =
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.

Åñëè τ > tsk , òî

m̂(y)(x) =
1
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∫
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� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âèäíî, ÷òî ïðè τ ∈ (tsj , tsj+1
) èç âñåãî íàáëþäàå-

ìîãî íàáîðà ôóíêöèé y1(·), . . . , yn(·) èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äâå (è âûáîð èõ çàâèñèò îò âåëè÷èí
ïîãðåøíîñòè δi). Äàëåå ïðîèñõîäèò èõ íåêîòîðîå óñðåäíåíèå è ñãëàæèâàíèå (ñâåðòêà ñ ÿäðîì
K(·)) è ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóð.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòà-

íîâëåíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [1]�[3].
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