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Ââåäåíèå

Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ èäåé ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â

òîì, ÷òî èùóòñÿ ìåòîäû, òî÷íûå íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé. Ïðè ýòîì

èñõîäÿò èç åñòåñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà òîì, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ ôóíê-

öèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ýëåìåíòàìè ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, òî

è ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä (êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþùèéñÿ íåêîòîðûì ëèíåéíûì ôóíê-

öèîíàëîì èëè îïåðàòîðîì îò ýòîé ôóíêöèè) áóäåò èìåòü ïðèåìëåìóþ ïîãðåøíîñòü.

Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå èç

óñëîâèÿ èõ òî÷íîñòè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè, à íàè-

áîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà.

Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, à â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, ê

àïïðîêñèìàöèè â öåëîì, ñâÿçàí ñ èäåÿìè À.Í. Êîëìîãîðîâà. Â ýòîì ñëó÷àå âíà÷àëå

ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèÿõ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

ôóíêöèé (êëàññ), äëÿ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé (íàèëó÷øèé) ìåòîä èç óñëî-

âèÿ åãî ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè íà ýòîì êëàññå ôóíêöèé. Çäåñü òàêæå îäíèì èç

õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, âïåðâûå ïîñòðîåííûå â

òàêîé ïîñòàíîâêå Ñ.Ì. Íèêîëüñêèì [1] è À. Ñàðäîì [2].

Â äàëüíåéøåì èç òàêîãî ïîäõîäà ðàçâèëàñü òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,

èñòîðèþ ðàçâèòèÿ êîòîðîé è êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 17-01-00649.

c⃝ Å.À. Áàëîâà, Ê.Þ. Îñèïåíêî, 1966
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[3]�[6]. Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè íàðÿäó ñ çàäà÷àìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîñòðîåíèÿ

ðàçíîñòíûõ ñõåì è äð.

Â ðàáîòå [7] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä, ñîâìåùàþùèé ýòè äâå êëàññè÷åñêèå èäåè, à

èìåííî, áûëî ïðåäëîæåíî èñêàòü ìåòîäû, êîòîðûå áûëè áû îïòèìàëüíû íà êëàññå

è â òî æå âðåìÿ òî÷íû íà íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå.

Â ðàìêàõ òàêîé ïîñòàíîâêè ìû ðåøàåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â åäèíè÷íîì d-ìåðíîì øàðå íà ñôåðå

ðàäèóñà ρ ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå ðåøåíèÿ íà äðóãîé ñôåðå

ðàäèóñà r, 0 < ρ < r < 1. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ èñêî-

ìûé îïòèìàëüíûé ìåòîä äîëæåí áûòü òî÷íûì, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà

ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â íåñêîëüêî

èíûõ ïîñòàíîâêàõ ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ [8] è [9].

1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Ïðèâåäåì îäíó èç âîçìîæíûõ îáùèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ïî íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì äðóãîãî îïåðàòîðà.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y,Z � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

è A : X → Z, I : X → Y � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòè-

ìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà A íà ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî íåòî÷íî

çàäàííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà I íà ýëåìåíòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Áîëåå òî÷íî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ W èçâåñòíî çíà÷åíèå y ∈ Y
òàêîå, ÷òî ∥Ix−y∥Y 6 δ, ãäå δ > 0 � ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ïîãðåøíîñòü èñõîäíîé

èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà W . Òðåáóåòñÿ ïî çíà÷åíèþ y âîññòàíîâèòü

íàèáîëåå òî÷íûì îáðàçîì çíà÷åíèå Ax. Òåì ñàìûì ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îòîáðàæåíèå ϕ : Y → Z, êîòîðîå ýëåìåíòó y ∈ Y ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ϕ(y) ∈ Z, ïðèíèìàåìîå çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå Ax.
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(A,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Y
∥Ix−y∥Y 6δ

∥Ax− ϕ(y)∥Z .

Îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(A,W, I, δ) = inf
ϕ : Y→Z

e(A,W, I, δ, ϕ),

à ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè íà

ìíîæåñòâå W .

Ïóñòü L ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòîä ϕ : Y →
Z òî÷åí íà L, åñëè Ax = ϕ(Ix) äëÿ âñåõ x ∈ L.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî EL, ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ϕ : Y → Z, òî÷íûõ
íà L. Ïîëîæèì

EL(A,W, I, δ) = inf
ϕ∈EL

e(A,W, I, δ, ϕ).

Ìåòîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå áóäåì íàçûâàòü

îïòèìàëüíûìè íà W ñðåäè òî÷íûõ íà L.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X è ϕ∗ : Y → Z
� ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ îïå-

ðàòîðà A íà ìíîæåñòâå W + L. Òîãäà

EL(A,W, I, δ) = E(A,W + L, I, δ).

Åñëè EL(A,W, I, δ) < ∞, òî ϕ∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä íà W ñðåäè òî÷íûõ íà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : Y → Z � ëèíåéíûé ìåòîä, òî÷íûé íà L, x ∈ W +L

è y ∈ Y òàêîé, ÷òî ∥Ix − y∥Y 6 δ. Òîãäà ñóùåñòâóþò x1 ∈ W è x2 ∈ L òàêèå, ÷òî

x = x1 + x2. Ïîëîæèì y1 = y − Ix2. Òîãäà

∥Ix1 − y1∥Y = ∥I(x1 + x2)− y∥Y 6 δ.

Â ñèëó òî÷íîñòè ìåòîäà ϕ íà L èìååì

∥Ax− ϕ(y)∥Z = ∥A(x1 + x2)− ϕ(y1 + Ix2)∥Z = ∥Ax1 − ϕ(y1)∥Z 6 e(A,W, I, δ, ϕ).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

e(A,W + L, I, δ, ϕ) 6 e(A,W, I, δ, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(A,W + L, I, δ) 6 e(A,W, I, δ, ϕ).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà, òî÷íîãî

íà L, ïîëó÷àåì
E(A,W + L, I, δ) 6 EL(A,W, I, δ). (1.1)

Åñëè E(A,W + L, I, δ) = ∞, òî EL(A,W, I, δ) = ∞. Ïóñòü E(A,W + L, I, δ) < ∞.

Äîêàæåì, ÷òî ϕ∗ òî÷åí íà L. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ L
òàêîé, ÷òî ∥Ax − ϕ∗(Ix)∥Z = c > 0. Ïóñòü x0 ∈ W è α > 0. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò

x1 = x0 + αx ∈ W + L. Èìååì

E(A,W + L, I, δ) = e(A,W + L, I, δ, ϕ∗) > ∥Ax1 − ϕ∗(Ix1)∥Z
= ∥Ax0 − ϕ∗(Ix0) + α(Ax− ϕ(Ix))∥Z > α∥Ax− ϕ(Ix)∥Z − ∥Ax0 − ϕ∗(Ix0)∥Z

= αc− ∥Ax0 − ϕ∗(Ix0)∥Z .

Óñòðåìëÿÿ α ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ êîíå÷íîñòüþ âåëè÷èíû

E(A,W + L, I, δ).
Â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

e(A,W, I, δ, ϕ∗) 6 e(A,W + L, I, δ, ϕ∗)

èìååì

EL(A,W, I, δ) 6 e(A,W, I, δ, ϕ∗) 6 e(A,W + L, I, δ, ϕ∗) = E(A,W + L, I, δ).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (1.1), ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñðåäè ïðîñòî óñòðîåííûõ ìåòîäîâ (ëèíåéíûõ) èñêàòü îï-

òèìàëüíûå ìåòîäû, òî÷íûå íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå, òî äîñòàòî÷íî íàéòè

ëèíåéíûå îïòèìàëüíûå ìåòîäû íà ñóììå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà è çàäàííîãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâà.
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2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Ïîëîæèì

Bd =

{
x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : |x|2 =

d∑
j=1

x2
j < 1

}
,

Sd−1 =
{
x′ = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : |x′| = 1

}
.

Ðàññìîòðèì â øàðå Bd, d > 2, çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

∆u = 0,

u∣∣Sd−1
= f(·), (2.1)

ãäå f(·) ∈ L2(Sd−1). Ãðàíè÷íîå óñëîâèå çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðàâåíñòâà

lim
r→1−0

∫
Sd−1

|u(rx′)− f(x′)|2 dx′ = 0.

Èçâåñòíî (ñì. [10]), ÷òî L2(Sd−1) =
∞∑
k=0

Hk, ãäå Hk � ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ

ãàðìîíèê ïîðÿäêà k, ïðè ýòîì dimH0 = a0 = 1,

dimHk = ak = (2k + d− 2)
(k + d− 3)!

(d− 2)! k!
, k = 1, 2, . . . .

Âûáåðåì â Hk îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Y (k)
j (·)}ak

j=1. Òîãäà, åñëè

f(x′) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′), (2.2)

òî ôóíêöèÿ

u(x) =
∞∑
k=0

|x|k
ak∑
j=1

ckjY
(k)
j

(
x

|x|

)
(2.3)

(äîîïðåäåëåííàÿ â íóëå ïî íåïðåðûâíîñòè) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) íà ñôåðå

ðàäèóñà ρ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó íåòî÷íî çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðåøåíèÿ

íà ñôåðå ðàäèóñà r, 0 < r < ρ < 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ,

òî÷íûå íà ïðîñòðàíñòâå

Ln =
n∑

k=0

Hk,

ñ÷èòàÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó

BL2(Sd−1) = { f(·) ∈ L2(Sd−1) : ∥f(·)∥L2(Sd−1) 6 1 }.

Ñôîðìóëèðóåì áîëåå òî÷íî ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ. Ðàññìîò-

ðèì îïåðàòîð Aρ : L2(Sd−1) → L2(Sd−1), êîòîðûé êàæäîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f(·) ∈
L2(Sd−1) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ

uρ(x
′) = u(x)∣∣|x|=ρ

= u(ρx′), x′ =
x

|x|
,
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ãäå u(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) (â òåðìèíàõ îáùåé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çäåñü

X = Z = L2(Sd−1)).
Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà I ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð INr : L2(Sd−1) → lN2 , êîòîðûé

êàæäîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f(·) ∈ L2(Sd−1) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàáîð èç ïåðâûõ

N =
k∗∑
k=0

ak

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè

ur(x
′) = u(x)∣∣|x|=r

=
∞∑
k=0

rk
ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Òåì ñàìûì, åñëè f(·) èìååò ðàçëîæåíèå (2.2), òî

INr f(·) = {rkckj}, k = 0, 1, . . . , k∗, j = 1, . . . , ak.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ìû áóäåì èññëåäîâàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln, I
N
r , δ) è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü f(·) ∈ L2(Sd−1) è èìååò âèä (2.2). Òîãäà f(·) ∈
BL2(Sd−1) + Ln â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

∞∑
k=n+1

ak∑
j=1

|ckj |2 6 1. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(·) ∈ BL2(Sd−1) + Ln. Òîãäà f(·) = f1(·) + f2(·), ãäå
f1(·) ∈ BL2(Sd−1), à f2(·) ∈ Ln. Åñëè

f1(x
′) =

∞∑
k=0

ak∑
j=1

αkjY
(k)
j (x′), f2(x

′) =

n∑
k=0

ak∑
j=1

βkjY
(k)
j (x′),

òî
∞∑
k=0

ak∑
j=1

|αkj |2 6 1

è ckj = αkj ïðè k > n+ 1, j = 1, . . . , ak. Ïîýòîìó

∞∑
k=n+1

ak∑
j=1

|αkj |2 6
∞∑
k=0

ak∑
j=1

|αkj |2 6 1.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4). Òîãäà ôóíêöèþ f(·) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(·) = f1(·) + f2(·), ãäå

f1(x
′) =

∞∑
k=n+1

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′), f2(x

′) =
n∑

k=0

ak∑
j=1

ckjY
(k)
j (x′).

Â ñèëó óñëîâèÿ (2.4) f1(·) ∈ BL2(Sd−1). Òåì ñàìûì f(·) ∈ BL2(Sd−1) + Ln.
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Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè (x, y) ëîìàíóþ ñ óçëàìè â òî÷êàõ (0, 0) è

Pk =

(
1

r2k
,
ρ2k

r2k

)
, k = 0, 1, . . . .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Íàéäåì òî÷êó Pk1
òàêóþ, ÷òî âñå

òî÷êè ëîìàíîé ëåæàò íå âûøå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó ñ óãëîâûì êî-

ýôôèöèåíòîì ρ2(k
∗+1):

k1 = min

{
k ∈ Z+ : ρ2k

ρ2 − r2

1− r2
6 ρ2(k

∗+1)

}
(òàêèõ òî÷åê ìîæåò îêàçàòüñÿ äâå, òîãäà ìû áåðåì òó èç íèõ, êîòîðàÿ ëåâåå). Ýòà

ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò â òî÷êå

y0 =
ρ2k1

r2k1
(1− ρ2(k

∗−k1+1)).

Ïóñòü n òàêîâî, ÷òî
ρ2n

r2n
< y0.

Íàéäåì òîãäà ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (0, ρ2n/r2n) è Pk2
òàêóþ, ÷òî

íàøà ëîìàíàÿ ëåæèò íå âûøå ýòîé ïðÿìîé. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî k2 � ÷èñëî, óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ:

ρ2k2 − ρ2nr2(k2−n) = max
k∈N

{
ρ2k − ρ2nr2(k−n)

}
.

Â ñèëó âîãíóòîñòè ëîìàíîé òî÷êà Pk2 ëåæèò íå ïðàâåå òî÷êè Pk1 (k2 6 k1).
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè k∗ > n, à n òàêîâî, ÷òî ρ2n/r2n > y0,

ïîëîæèì λ1 = ρ2n/r2n, à λ2 = ρ2(k
∗+1).

Â ñëó÷àå, åñëè ρ2n/r2n < y0, λ1 è λ2 îïðåäåëèì â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû δ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè 0 < δ < rk1 , òî λ1 = y0, λ2 = ρ2(k
∗+1);

2) åñëè ïðè íåêîòîðîì s, k2 6 s < k1, r
s+1 6 δ < rs, òî

λ1 =
ρ2s

r2s
1− ρ2

1− r2
, λ2 = ρ2s

ρ2 − r2

1− r2
;

3) åñëè δ > rk2 , òî λ1 = ρ2n/r2n, λ2 = ρ2k2 − ρ2nr2(k2−n).

Òåîðåìà 1. Åñëè n > k∗, òî E(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln, I
N
r , δ) = ∞.

Åñëè n 6 k∗, òî E(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln, I
N
r , δ) =

√
λ1δ2 + λ2. Ïðè ýòîì âñå ìå-

òîäû

ϕ(y)(·) =
n∑

k=0

ρk

rk

ak∑
j=1

ykjY
(k)
j (·) +

k∗∑
k=n+1

ρk

rk

ak∑
j=1

αkjykjY
(k)
j (·), (2.5)

ãäå y = {ykj}, k = 0, 1, . . . , k∗, j = 1, . . . , ak, à αkj � ëþáûå èç ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ïðè k = n+ 1, . . . , k∗, j = 1, . . . , ak, óñëîâèþ

|1− αkj |2

λ2
+

|αkj |2

λ1r2k
6 ρ−2k, (2.6)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n > k∗. Ïîëîæèì

f0(x
′) = cY

(k∗+1)
1 (x′), c ∈ R.

Î÷åâèäíî, ÷òî f0(·) ∈ Ln è INr f0(·) = 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ

ϕ : lN2 → L2(Sd−1) èìååì

e(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln, I
N
r , δ, ϕ) > ∥cρk

∗+1Y
(k∗+1)
1 (·)− ϕ(0)(·)∥L2(Sd−1)

> |c|ρk
∗+1 − ∥ϕ(0)(·)∥L2(Sd−1).

Ïðè c → +∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå E(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln, I
N
r , δ) = ∞.

Ïóñòü òåïåðü n 6 k∗. Ïðîñòðàíñòâî L2(Sd−1) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âåêòîðîâ

X̃ =

{
{ckj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak :

∞∑
k=0

ak∑
j=1

|ckj |2 < ∞
}

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(c(1), c(2)) =
∞∑
k=0

ak∑
j=1

c
(1)
kj c

(2)
kj ,

ãäå c(s) = {c(s)kj }, s = 1, 2. Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 çàäà÷à î íàõîæäåíèè

âåëè÷èíû E(Aρ, BL2(Sd−1)+Ln, I
N
r , δ) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(Ãρ, W̃n, Ĩ
N
r , δ), ãäå îïåðàòîðû Ãρ : X̃ → X̃ è ĨNr : X̃ → lN2 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

Ãρc = {ρkckj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak,

ĨNr c = {rkckj}, k = 0, 1, . . . , k∗, j = 1, . . . , ak

(c = {ckj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak), à

W̃n =

{
{ckj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak :

∞∑
k=n+1

ak∑
j=1

|ckj |2 6 1

}
.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

X =

{
{xkj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak :

∞∑
k=n+1

1

r2k

ak∑
j=1

|xkj |2 < ∞
}
,

Wn =

{
{xkj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak :

∞∑
k=n+1

1

r2k

ak∑
j=1

|xkj |2 6 1

}
.

Ïîëîæèâ xkj = rkckj è ââåäÿ îïåðàòîðû Λ: X → X̃, IN : X → lN2 , îïðåäåëåííûå
ðàâåíñòâàìè

Λx =

{
ρk

rk
xkj

}
, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak,

INx = {xkj}, k = 0, 1, . . . , k∗, j = 1, . . . , ak
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(x = {xkj}, k = 0, 1, . . . , j = 1, . . . , ak), ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè âåëè÷è-

íû E(Λ,Wn, I
N , δ). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 10 èç ðàáîòû

[11].

Ìíîæåñòâî M , â òåðìèíàõ êîòîðîãî äàåòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, èìååò âèä

M = co
{
(1/r2n) ∪

{
(1/r2k, ρ2k/r2k)

}
k>n

}
+ {(t, tρ2(k

∗+1)) : t > 0}

(coA � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A). Äëÿ ôóíêöèè θ(x) = max{y : (x, y) ∈ M}
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

θ(1/δ2) = λ1 + λ2
1

δ2
.

Äàëåå, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà 10 èç [11].

Ñðåäè ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ (2.5) åñòåñòâåííî âûáðàòü òå, êîòîðûå

èñïîëüçóþò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Åñëè ìíîæèòåëü αkj

ìîæíî âûáðàòü, ðàâíûì íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðèáëèæåííîì

çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà Ôóðüå íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òàêîì ìåòîäå. Èç óñëîâèÿ

(2.6) âûòåêàåò, ÷òî ìîæíî âçÿòü αkj = 0 â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

λ2 > ρ2k.
Ñðåäè ñåìåéñòâà ìåòîäîâ (2.5) õîðîøè òàêæå òå ìåòîäû, êîòîðûå îñòàþòñÿ îïòè-

ìàëüíûìè ïðè ðàñøèðåíèè èñõîäíîãî êëàññà ôóíêöèé.

Ïóñòü n 6 k∗. Ïîëîæèì

k̂ = min{k : ρ2k 6 λ2} − 1, n̂ = max

{
k :

ρ2k

r2k
6 λ1

}
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî k∗ > k̂ > n̂ > n.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n 6 k∗ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln, I
N
r , δ) = E(Aρ, BL2(Sd−1) + Ln̂, I

N
r , δ), (2.7)

à âñå ìåòîäû

ϕ(y)(·) =
n̂∑

k=0

ρk

rk

ak∑
j=1

ykjY
(k)
j (·) +

k̂∑
k=n̂+1

ρk

rk

ak∑
j=1

αkjykjY
(k)
j (·), (2.8)

â êîòîðûõ αkj ïðè k = n̂ + 1, . . . , k̂, j = 1, . . . , ak, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2.6),

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè íå òîëüêî äëÿ êëàññà BL2(Sd−1) + Ln, íî è äëÿ êëàññà

BL2(Sd−1) + Ln̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí n̂ è k̂ âûòåêàåò, ÷òî â îïòèìàëüíûõ

ìåòîäàõ (2.5) ìîæíî ïîëîæèòü αkj = 1 äëÿ k = n+ 1, . . . , n̂, j = 1, . . . , ak, è αkj = 0

äëÿ k = k̂+1, . . . , k∗, j = 1, . . . , ak. Òåì ñàìûì ìåòîäû (2.8) ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó

(2.5) è, ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíû íà êëàññå BL2(Sd−1) + Ln. Êðîìå òîãî, îíè

òî÷íû íà ïîäïðîñòðàíñòâå Ln̂. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 èç ðàáîòû [7] îíè ÿâëÿþòñÿ

îïòèìàëüíûìè íà êëàññå BL2(Sd−1) + Ln̂, è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.7).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k̂ < k∗ ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ (2.8) èñ-

ïîëüçóåò íå âñþ èñõîäíóþ èíôîðìàöèþ, à ïðè n̂ > n ïîñòðîåííûå ìåòîäû îñòàþòñÿ

îïòèìàëüíûìè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé, ÷åì èñõîäíûé, ñ ñîõðàíåíèåì

ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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