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ÒÎ×ÍÎÑÒÜ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÎÂ
ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎ ÈÕ ÑÏÅÊÒÐÓ

Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ èç ñîáîëåâñêîãî êëàññà
ôóíêöèé íà ïðÿìîé ïî òî÷íî èëè ïðèáëèæåííîìó çàäàííîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîì èçìå-
ðèìîì ìíîæåñòâå, êîòîðûå òî÷íû íà íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé. Ñòðîÿòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûå ìåòîäû
âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñóììó èñõîäíîãî ñîáîëåâñêîãî êëàññà è ïîäïðîñòðàí-
ñòâà öåëûõ ôóíêöèé.

Ââåäåíèå

Âîïðîñ, êîòîðûé àâòîðû ïåðâîíà÷àëüíî ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ìîæíî ëè íà äàííîì êëàññå ãëàäêèõ
ôóíêöèé íà ïðÿìîé, ïðî êàæäóþ èç êîòîðûõ èçâåñòíî (âîîáùå ãî-
âîðÿ, ïðèáëèæåííî) åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà íåêîòîðîì ìíîæå-
ñòâå, ïîñòðîèòü òàêîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé è/èëè
èõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûé áûë áû òî÷åí íà çàäàííîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå è áûë áû â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèì?
Èñòîêè ýòîé ïîñòàíîâêè òàêîâû. Ïðè ïîñòðîåíèè êâàäðàòóðíûõ

ôîðìóë âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ, íà êîòîðûõ ýòà ôîðìóëà òî÷íà. Îïòèìàëüíûìè â ýòîì
ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòóðû Ãàóññà (ñì., íàïðèìåð, [1]). Â 50-õ ãî-
äàõ ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëàñü çàäà÷à î íàèëó÷øèõ êâàäðàòóðàõ íà
êëàññàõ ôóíêöèé (êâàäðàòóðû Êîëìîãîðîâà�Íèêîëüñêîãî, ñì. [2]),
èñòîêè êîòîðîé âîñõîäÿò ê ðàáîòàì À. Í. Êîëìîãîðîâà î íàõîæäå-
íèè îïòèàëüíûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé (ñì. [3]).
Â ñòàòüå [2] Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ òàê è ïèøåò: �Â ýòîì ïàðàãðàôå
äàåòñÿ ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è, îòíîñÿùåéñÿ ê ïðîáëåìå, ïîñòàâëåí-
íîé À. Í. Êîëìîãîðîâûì�.
Çàäà÷à î êâàäðàòóðàõ Êîëìîãîðîâà�Íèêîëüñêîãî ïîñëóæèëà îò-

ïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñòàíîâêè îáùåé ïðîáëåìû î íàõîæäåíèè
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ è

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû ��14-01-00456, 14-01-00744).
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îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ýëåìåíòîâ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î ñà-
ìèõ ýëåìåíòàõ. Ëèòåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ ýòîé òåìàòèêå äîñòàòî÷-
íî îáøèðíà. Óêàæåì çäåñü ëèøü ðàáîòû [4]�[12], êîòîðûå ìîæíî
îòíåñòè ê èñòîêîâûì äëÿ äàííîé ïðîáëåìàòèêè.
Ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðî-

èçâîäíûõ íà ñîáîëåâñêîì êëàññå íà ïðÿìîé, êàê îêàçàëîñü, åñòü òà-
êèå, êîòîðûå òî÷íû íà íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíê-
öèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Êðîìå òîãî, ïîäîáíûå ìåòîäû ÿâëÿ-
þòñÿ îïòèìàëüíûìè è íà áîëåå øèðîêîì êëàññå, ÷åì èñõîäíûé. À
èìåííî, îíè îïòèìàëüíû íà êëàññå, ÿâëÿþùèìñÿ ñóììîé èñõîäíîãî
êëàññà è òîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îíè òî÷íû.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò îáùàÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ,

òî÷íûõ íà çàäàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé è îïòèìàëü-
íûõ íà ñóììå ñîáîëåâñêîãî êëàññà ñ ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Â äàí-
íîé ðàáîòå ìû ðåøàåì ýòó çàäà÷ó, è â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ íàõîäèì
îïòèìàëüíûå íà ñîáîëåâñêîì êëàññå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèé è èõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå òî÷íû íà ìàêñèìàëüíî øèðîêîì
ïîäïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû äåëàåì ïîïûò-
êó ñîâìåñòèòü äâà ïîäõîäà: èäóùèé îò Ãàóññà è îñíîâàííûé íà ïî-
ñòðîåíèè ìåòîäîâ, òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ è èäóùèé îò Êîë-
ìîãðîâà, êîòîðûé îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ, îïòèìàëüíûõ íà
äàííîì êëàññå.
Îòìåòèì â êîíöå ðàáîòû àâòîðîâ [13]�[15], ãäå èçó÷àëèñü çàäà÷è,

áëèçêèå ê òåì, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ñòàòüå.

Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(R). Åñëè x(·) ∈ L2(R),
òî óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Fx(·) îïðåäåëåíà íà R ñ ìåðîé
Ëåáåãà, äåëåííîé íà 2π. Íîðìó y(·) â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ñ
êâàäðàòîì ôóíêöèé íà R ñ òàêîé ìåðîé îáîçíà÷àåì ‖y(·)‖L̂2(R), ò. å.

‖y(·)‖L̂2(R) =

(
1

2π

∫
R
|y(ξ)|2 dξ

)1/2

.

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå è Wn
2 (R) � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (n− 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è x(n)(·) ∈ L2(R).
Ïóñòü, äàëåå, W � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî (êëàññ) ôóíêöèé èç
Wn

2 (R), à A � íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé. Äîïó-
ñòèì, ÷òî î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W èçâåñòíî åå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå íà A ëèáî òî÷íî, ëèáî ïðèáëèæåííî, ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ
y(·) ∈ L̂2(R) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·)−y(·)‖L̂2(R) ≤ δ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì âîññòàíîâèòü (ïî âîçìîæíîñòè,
íàèëó÷øèì îáðàçîì) ôóíêöèè x(·) ∈ W è èõ ïðîèçâîäíûå äî (n−
1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â ìåòðèêå L2(R).
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Ïåðåä òî÷íîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ. Ïóñòü IA : Wn

2 (R) → L̂2(A) � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþ-
ùåå x(·) ∈ Wn

2 (R) ôóíêöèþ Fx(·)|A � ñóæåíèå Fx(·) íà A, à

IδA : Wn
2 (R) → L̂2(A) � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå

ïî ôîðìóëå:

IδAx(·) = { y(·) ∈ L̂2(A) : ‖IAx(·)− y(·)‖L̂2(A) ≤ δ }.

Åñëè çäåñü ôîðìàëüíî ïîëîæèòü δ = 0, òî ÿñíî, ÷òî I0
A = IA è

òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè x(·) ∈ W (ïðè òî÷íîì èëè
íåòî÷íîì çíàíèè åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ IδAx(·), ãäå δ ≥ 0.
ßñíî, ÷òî ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ k-îé (0 ≤ k ≤ n − 1)

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç êëàññà W â ìåòðèêå L2(R) ïî óêàçàííîé

èíôîðìàöèè, åñòü íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ϕ : L̂2(A) → L2(R). Ïî-
ãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(Dk,W, IδA, ϕ) = sup
x(·)∈W, y(·)∈IδAx(·)

‖x(k)(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(R),

ãäå Dk ñèìâîëèçèðóåò îïåðàòîð k-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
(D0 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).
Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé (0 ≤ k ≤ n− 1)

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç êëàññà W â ìåòðèêå L2(R) ïî óêàçàííîé
èíôîðìàöèè ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå âåëè÷èíû

E(Dk,W, IδA) = inf
ϕ : L̂2(A)→L2(R)

e(Dk,W, IδA, ϕ),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

è ìåòîäîâ ϕ̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å. äëÿ êîòî-
ðûõ

E(Dk,W, IδA) = e(Dk,W, IδA, ϕ̂).

Ýòè ìåòîäû ìû íàçûâàåì îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëå-

íèÿ.
Êîðîòêî ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó áóäåì íàçûâàòü (Dk,W, IδA)-

çàäà÷åé.
Ïîìèìî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ íàñ áóäóò èíòåðå-

ñîâàòü òî÷íûå ìåòîäû. Ñêàæåì, ÷òî ìåòîä ϕ : L̂2(A) → L2(R) òî-
÷åí íà ìíîæåñòâå L ⊂ Wn

2 (R), åñëè x(k)(·) = ϕ(IAx(·))(·) äëÿ âñåõ

x(·) ∈ L. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïòèìàëüíîñòü
è òî÷íîñòü ìåòîäà íå íåçàâèñèìûå ïîíÿòèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé ìåòîä â

(Dk,W, IδA)-çàäà÷å, òî÷íûé íà ìíîæåñòâå L ⊂ Wn
2 (R), ñîäåðæà-

ùèì íîëü, òî îí îïòèìàëåí è â (Dk,W+L, IδA)-çàäà÷å è ïðè ýòîì,
E(Dk,W, IδA) = E(Dk,W + L, IδA). Åñëè ϕ̂ � ëèíåéíûé ìåòîä ñ êî-

íå÷íîé ïîãðåøíîñòüþ â (Dk,W + L, IδA)-çàäà÷å, ãäå L � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Wn
2 (R), òî îí òî÷åí íà L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(·) ∈ W+L, x(·) = x1(·)+x2(·), ãäå x1(·) ∈
W , x2(·) ∈ L è ïóñòü y(·) ∈ L2(A) òàêîå, ÷òî ‖IAx(·)− y(·)‖L2(A) ≤ δ.
Ïîëîæèì y1(·) = y(·) − IAx2(·). ßñíî, ÷òî y1(·) ∈ L2(A) è òàê êàê
IAx1(·)− y1(·) = IAx(·)− y(·), òî

‖IAx1(·)− y1(·)‖L2(A) ≤ δ. (1)

Èç ëèíåéíîñòè è òî÷íîñòè ϕ̂ íà L ñëåäóåò ðàâåíñòâî

‖x(k)(·)− ϕ̂(y(·))(·)‖L2(R) = ‖x(k)
1 (·)− ϕ̂(y1(·))(·)‖L2(R). (2)

Âûðàæåíèå ñïðàâà â (2) â ñèëó (1) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
e(Dk,W, IδA, ϕ̂), êîòîðàÿ ðàâíà E(Dk,W, IδA), òàê êàê ìåòîä ϕ̂ îï-
òèìàëåí. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè
(2) ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x(·) è y(·), ïîëó÷àåì, ÷òî

e(Dk,W + L, IδA, ϕ̂) ≤ E(Dk,W, IδA).

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî W ⊂ W + L èìååì

E(Dk,W, IδA) ≤ E(Dk,W + L, IδA)

≤ e(Dk,W + L, IδA, ϕ̂) ≤ E(Dk,W, IδA).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä â (Dk,W +L, Iδσ)-çàäà÷å è
E(Dk,W, IδA) = E(Dk,W + L, IδA).
Ïóñòü òåïåðü ϕ̂ � ëèíåéíûé ìåòîä ñ êîíå÷íîé ïîãðåøíîñòüþ â

(Dk,W + L, IδA)-çàäà÷å, ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî Wn
2 (R). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0(·) ∈ L, äëÿ êîòîðîãî

‖x(k)
0 (·)− ϕ̂(IAx0(·))(·)‖L2(R) = c > 0.

Òîãäà λx0(·) ∈ L äëÿ ëþáîãî λ > 0. Òåì ñàìûì

e(Dk,W + L, IδA, ϕ̂) ≥ λc,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ̂. �

Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî åñëè èñêàòü ïðîñòî óñòðîåí-
íûå ìåòîäû (íàïðèìåð, ëèíåéíûå), òî÷íûå íà íåêîòîðûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ è îáëàäàþùèå ê òîìó æå íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îï-
òèìàëüíîñòè, òî âïîëíå åñòåñòâåííî ñòàâèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ íà êëàññàõ âèäà W + L.
Ìû ýòî ðåàëèçóåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà W � ñîáîëåâñêèé êëàññ

ôóíêöèé, ò. å.

W n
2 (R) = {x(·) ∈ Wn

2 (R) | ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1 },

à L = Bσ,2(R) � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà σ.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè σ > 0, òî Bσ,2(R) � ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(R),

îáðàçîâàííîå ñóæåíèÿìè íà R öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
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òèïà σ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, x(·) ∈ Bσ,2(R) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà íîñèòåëü Fx(·) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ∆σ = [−σ, σ]. Ïî
îïðåäåëåíèþ, B0,2(R) = {0}.
Åñëè x(·) ∈ Bσ,2(R), òî x(m)(·) ∈ Bσ,2(R) äëÿ ëþáîãî m ∈ N (ïî

íåðàâåíñòâó Áåðíøòåéíà äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà), è ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, Bσ,2(R) ⊂ Wn

2 (R).
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A íà ïðÿìîé ïîëîæèì

γA = sup{ a ≥ 0 : mes(A ∩ [−a, a]) = 2a }.

Ïóñòü 1 ≤ k ≤ n− 1 è δ > 0. Îáîçíà÷èì

γ̂ =
(n
k

) 1
2(n−k)

δ−
1
n , σ̂ =

(
n− k
n

) 1
2k

δ−
1
n

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå îáëàñòè íà ïëîñêîñòè R2:

Σ1 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 <

σ̂

γ̂
x ≤ y ≤ x

}
,

Σ2 =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ σ̂

γ̂
x, 0 < x ≤ γ̂

}
,

Y3 =
{

(x, y) ∈ R2 : y ≥ γ̂, 0 ≤ y ≤ σ̂
}
,

Y4 =

{
(x, y) ∈ R2 : σ̂ ≤ y ≤ σ̂

γ̂
δ

}
.

Íà ðèñóíêå ýòè îáëàñòè âûãëÿäÿò òàê

-
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Äàëåå, ìíîæåñòâó A è ÷èñëó σ ≥ 0 ñîïîñòàâèì ïàðó ÷èñåë λ1 =
λ1(A, σ) è λ2 = λ2(A, σ) ïî ïðàâèëó

(λ1, λ2) =



(σ2k, γ
−2(n−k)
A ), (γA, σ) ∈ Σ1,((

σ̂

γ̂
γA

)2k

, γ
−2(n−k)
A

)
, (γA, σ) ∈ Σ2,(

σ̂2k, γ̂−2(n−k)
)
, (γA, σ) ∈ Σ3,(

σ2k,

(
γ̂

σ̂
σ

)−2(n−k)
)
, (γA, σ) ∈ Σ4,

(3)

à òàêæå ìíîæåñòâî Ξ(A, σ) òàêèõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé θ(·) íà A \
∆σ, ÷òî |θ(ξ)| ≤ 1 äëÿ ï. â. ξ ∈ A \∆σ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ≤ k ≤ n− 1, A � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî

R, δ ≥ 0 è σ ≥ 0. Åñëè
1) σ > γA èëè σ = γA = 0, òî

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), IδA) = +∞; (4)

2) k ≥ 1, δ > 0, γA > 0 è σ ≤ γA, òî

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), IδA) =

√
λ1δ2 + λ2 ,

è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè θ(·) ∈ Ξ(A, σ) ìåòîä

ϕ̂θ(y(·))(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
(iξ)ky(ξ)eiξt dt+

1

2π

∫
A\∆σ

(iξ)kaθ(ξ)y(ξ)eiξt dt,

(5)
ãäå

aθ(ξ) =
λ1 + θ(ξ)|ξ|n−k

√
λ1λ2

√
λ1 + λ2ξ2n − ξ2k

λ1 + λ2ξ2n
, (6)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

3) k ≥ 1, δ = 0, γA > 0 è σ ≤ γA, òî

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), I0

A) = γ
−(n−k)
A ,

è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè θ(·) ∈ Ξ(A, σ) ìåòîä

ϕ̂θ(y(·))(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
(iξ)kFx(ξ)eiξt dt

+
1

2π

∫
A\∆σ

(iξ)k
(

1 + θ(ξ)

∣∣∣∣ ξγA
∣∣∣∣n−k)Fx(ξ)eiξt dt;

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

4) k = 0, γA > 0 è σ ≤ γA, òî

E(D0,W n
2 (R) + Bσ,2(R), IδA) =

√
δ2 + γ−2n

A ,
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è äëÿ êàæäîé ôóíêöèè θ(·) ∈ Ξ(A, σ) ìåòîä

ϕ̂θ(y(·))(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
y(ξ)eiξt dt+

1

2π

∫
A\∆σ

γ2n
A + θ(ξ)ξ2n

γ2n
A + ξ2n

y(ξ)eiξt dt,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé òåîðåìû ñäåëàåì ðÿä çàìå÷àíèé.
Ìíîæåñòâî A, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðèáëèæåí-

íîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ìîæåò áûòü �äîñòàòî÷íî áîëüøèì�, íî
ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ (5) ìîãóò áûòü òàêèå, êîòîðûå íå èñ-
ïîëüçóþò âñþ èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò
âîïðîñ îá îïòèìàëüíûõ ìåòîäàõ, èñïîëüçóþùèõ ìåíüøå èíôîðìà-
öèè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, íàñêîëüêî ìîæíî óìåíüøèòü ìíîæåñòâî A, íå
óâåëè÷èâàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ?
Â òåðìèíàõ ôóíêöèè aθ(·) (êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ñãëàæè-
âàþùèé ìíîæèòåëü) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò ìíîæåñòâà,
ãäå ìîæíî ïîëîæèòü aθ(·) = 0.
Íàñ òàêæå èíòåðåñóåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè ñãëàæèâàþùèé ìíîæè-

òåëü âçÿòü ðàâíûì åäèíèöå íà áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå [−σ0, σ0],
ãäå σ0 ≥ σ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíûé ìåòîä
áóäåò òî÷íûì íà áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå Bσ0,2(R) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 áóäåò îïòèìàëüíûì íà áîëåå øèðî-
êîì êëàññå W n

2 (R) + Bσ0,2(R).
Ïîëîæèì

(σ0, γ0) =



(σ, γA), (γA, σ) ∈ Σ1,(
σ̂

γ̂
γA, γA

)
, (γA, σ) ∈ Σ2,

(σ̂, γ̂) , (γA, σ) ∈ Σ3,(
σ,
γ̂

σ̂
σ

)
, (γA, σ) ∈ Σ4.

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 0 ≤ k ≤ n − 1, A � èçìåðèìîå ïîäìíîæå-

ñòâî R, δ ≥ 0, γA > 0 è 0 ≤ σ ≤ γA. Òîãäà
1) åñëè k ≥ 1 è δ > 0, òî äëÿ âñåõ θ(·) ∈ Ξ(A, σ0) ìåòîäû

ϕ̂θ(y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤σ0

(iξ)ky(ξ)eiξt dt

+
1

2π

∫
σ0≤|ξ|≤γ0

(iξ)kaθ(ξ)y(ξ)eiξt dt,

ãäå ôóíêöèè aθ(·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (6), ÿâëÿþòñÿ îïòè-

ìàëüíûìè â (Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), IδA)-çàäà÷å è òî÷íûìè íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâå Bσ0,2(R);
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2) åñëè k = 0 èëè δ = 0, òî ìåòîä

ϕ̂(y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤γA

(iξ)ky(ξ)eiξt dt

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûì â (Dk,W n
2 (R)+Bσ,2(R), IδA)-çàäà÷å è òî÷-

íûì íà ïîäïðîñòðàíñòâå BγA,2(R).

Â ñëó÷àå 1) ïåðåõîä îò òî÷êè (σ, γA) ê òî÷êå (σ0, γ0) äëÿ êàæäîé
èç îáëàñòåé Σj, j = 1, 2, 3, 4, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí íà Ðèñ. 2

-
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Îòìåòèì âèä îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ â èñõîäíîé (Dk,W n
2 (R), IδA)-

çàäà÷å, òî÷íûõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Bσ,2(R).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü 0 ≤ k ≤ n − 1, A � èçìåðèìîå ïîäìíîæå-

ñòâî R, δ ≥ 0 è γA > 0. Òîãäà
1) åñëè k ≥ 1 è δ > 0, òî äëÿ âñåõ θ(·) ∈ Ξ(A, σ0) ìåòîäû

ϕ̂θ(y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤σ̃

(iξ)ky(ξ)eiξt dt

+
1

2π

∫
σ̃≤|ξ|≤γ̃

(iξ)kaθ(ξ)y(ξ)eiξt dt,

ãäå γ̃ = min(γA, γ̂), σ̃ =
σ̂

γ̂
γ̃, à ôóíêöèè aθ(·) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì

(6), ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè â (Dk,W n
2 (R), IδA)-çàäà÷å è òî÷íû-

ìè íà ïîäïðîñòðàíñòâå Bσ̃,2(R);
2) åñëè k = 0 èëè δ = 0, òî ìåòîä

ϕ̂(y(·))(t) =
1

2π

∫
|ξ|≤γA

(iξ)ky(ξ)eiξt dt
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ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûì â (Dk,W n
2 (R), IδA)-çàäà÷å è òî÷íûì íà

ïîäïðîñòðàíñòâå BγA,2(R).

Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íà÷íåì ñ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû
E(Dk,W n

2 (R) + Bσ,2(R), IδA). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

‖x(k)(·)‖L2(R) → max, ‖Fx(·)‖L̂2(A) ≤ δ, ‖Fx(n)(·)‖L̂2(R\∆σ) ≤ 1,

x(·) ∈ Wn
2 (R), (7)

ãäå ∆σ = [−σ, σ]. Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è, ò. å. âåëè-
÷èíà âåðõíåé ãðàíè ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè äàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ, íå áîëüøå E(Dk,W n

2 (R) + Bσ,2(R), IδA).
Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì, ÷òî x(·) ∈ Wn

2 (R) ïðèíàäëåæèò
W n

2 (R) +Bσ,2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ‖Fx(n)(·)‖L̂2(R\∆σ) ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x(·) ∈ W n
2 (R) + Bσ,2(R), òî x(·) = x1(·) + x2(·),

ãäå x1(·) ∈ W n
2 (R) è x2(·) ∈ Bσ,2(R). Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ (ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî Fx2(·) ñîñðåäîòî÷åíî íà îòðåçêå ∆σ) èìååì

‖Fx(n)(·)‖2
L̂2(R\∆σ)

= ‖Fx(n)
1 (·)‖2

L̂2(R\∆σ)
=

1

2π

∫
R\∆σ

ξ2n|Fx1(ξ)|2 dξ

≤ 1

2π

∫
R
ξ2n|Fx1(ξ)|2 dξ = ‖x(n)

1 (·)‖2
L2(R) ≤ 1.

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) ∈ Wn
2 (R) è ‖Fx(n)(·)‖L̂2(R\∆σ) ≤ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x2(·) ôóíêöèþ èç L2(R) òàêóþ, ÷òî Fx2(·) =
χσ(·)Fx(·), ãäå χσ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà ∆σ.
Òîãäà ÿñíî, ÷òî x2(·) ∈ Bσ,2(R). Ïîëîæèì x1(·) = x(·) − x2(·). Î÷å-
âèäíî, ÷òî x1(·) ∈ Wn

2 (R) è ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Fx1(·) = 0 íà ∆σ) áóäåì èìåòü

‖x(n)
1 (·)‖2

L2(R) =
1

2π

∫
R\∆σ

ξ2n|Fx1(ξ)|2 dξ =
1

2π

∫
R\∆σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ

= ‖Fx(n)(·)‖2
L̂2(R\∆σ)

≤ 1,

ò. å. x(·) = x1(·) + x2(·) ∈ W n
2 (R) + Bσ,2(R).

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííîå çàìå÷àíèå, ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òî-
ãî, ÷òî E(Dk,W n

2 (R) + Bσ,2(R), IδA) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (7).
Ïóñòü x0(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (7) (ò. å. x0(·) óäîâëåòâîðÿ-
åò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è), òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ −x0(·) òàêæå
äîïóñòèìà, è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî ϕ : L2(A) → L2(R) (ϕ(0)(·) �
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çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà íóëåâîé ôóíêöèè)

2‖x(k)
0 (·)‖L2(R) ≤ ‖x(k)

0 (·)−ϕ(0)(·)‖L2(R) +‖−x(k)
0 (·)−ϕ(0)(·)‖L2(R) ≤

≤ 2 sup
x(·)∈Wn

2 (R)

‖Fx(·)‖
L̂2(A)

≤δ, ‖Fx(n)(·)‖
L̂2(R\∆σ)

≤1

‖x(k)(·)− ϕ(0)(·)‖L2(R) =

= 2 sup
x(·)∈Wn

2 (R)+Bσ,2(R)
‖Fx(·)‖

L̂2(A)
≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(0)(·)‖L2(R) ≤

≤ 2 sup
x(·)∈Wn

2 (R)+Bσ,2(R), y(·)∈IδAx(·)
‖x(k)(·)− ϕ(y(·))(·)‖L2(R).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â
(7), à ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì ϕ, ïîëó÷àåì òðåáó-
åìîå.
Òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäå-

íèé òåîðåìû.
1) Ïóñòü ñíà÷àëà σ > γA. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ γA, íà ìíîæåñòâå

[−σ,−γA] ∪ [γA, σ] íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî D ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû, ÷òî D ∩ A = ∅. Ïóñòü c > 0 è ôóíêöèÿ xc(·) òàêîâà, ÷òî
Fxc(·) = c íà D è Fxc(·) = 0 âíå D. ßñíî, ÷òî xc(·) äîïóñòèìà â
çàäà÷å (7) è (ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ)

‖x(k)
c (·)‖2

L2(R) =
c2

2π

∫
D

ξ2k dξ.

×èñëî c ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì è ïîýòîìó ðàâåíñòâî
(4) äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ = γA = 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî ε > 0

mes(A ∩ [−ε, ε]) < 2ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ìíîæåñòâà Ωε = {(R \
A) ∩ [−ε, ε]} ïîëîæèòåëüíà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ xε(·) òàêóþ, ÷òî

Fxε(ξ) =


(∫

Ωε
ξ2n dξ

)−1/2

, ξ ∈ Ωε

0, ξ /∈ Ωε.

Ýòà ôóíêöèÿ äîïóñòèìà â çàäà÷å (7) è

‖x(k)
ε (·)‖2

L2(R) =

∫
Ωε
ξ2k dξ∫

Ωε
ξ2n dξ

=

∫
Ωε
ξ2nξ−2(n−k) dξ∫

Ωε
ξ2n dξ

≥ ε−2(n−k),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ìàêñèìè-
çèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (7) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì.

2) Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé èç îáëàñòåé Σj, j =
1, 2, 3, 4, âûïîëíåíà îöåíêà

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), IδA) ≥

√
λ1δ2 + λ2. (8)
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Ïóñòü (γA, σ) ∈ Σ1. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m, â ñèëó îïðåäå-
ëåíèÿ γA, íà ìíîæåñòâå [−γ(A)− 1/m,−γ(A)] ∪ [γ(A), γ(A) + 1/m]
íàéäåòñÿ òàêîå åãî ïîäìíîæåñòâî Dm ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ÷òî
A ∩Dm = ∅. Ïóñòü m òàêîâî, ÷òî 1/m < σ. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî m
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ xm(·), äëÿ êîòîðîé

Fxm(ξ) =


δ
√

2πm, σ − 1/m ≤ ξ < σ,

√
2π(γA + 1/m)−n(mesDm)−1/2, ξ ∈ Dm,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Ôóíêöèè xm(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (7). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Ïëàíøåðåëÿ è îïðåäåëåíèå xm(·), èìååì

‖Fxm(·)‖2
L̂2(A)

=
1

2π

∫
A

|Fxm(ξ)|2 dξ =
1

2π
δ22πm

1

m
= δ2 (9)

è

‖Fx(n)
m (·)‖2

L̂2(R\∆σ)
=

1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fxm(ξ)|2 dξ

=
1

2π
2π(γA + 1/m)−2n(mesDm)−1

∫
Dm

ξ2n dξ

≤ (γA + 1/m)−2n(mesDm)−1(γA + 1/m)2n mesDm = 1.

Äàëåå

‖Fx(k)
m (·)‖2 =

1

2π

∫
R
ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ = δ2m

∫ σ

σ−1/m

ξ2k dξ

+ (γA + 1/m)−2n(mesDm)−1

∫
Dm

ξ2k dξ ≥ δ2m(σ − 1/m)2k(1/m)

+ (γA + 1/m)−2n(mesDm)−1γ2k
A mesDm

= δ2(σ − 1/m)2k + (γA + 1/m)−2nγ2k
A .

Âûðàæåíèå ñïðàâà ñõîäèòñÿ ïðè m → ∞ ê âåëè÷èíå σ2kδ2 +

γ
−2(n−k)
A = λ1δ

2 + λ2, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, íå áîëüøå çíà÷åíèÿ çàäà-
÷è (7). Íî ïî äîêàçàííîìó ýòî çíà÷åíèå íå áîëüøå E(Dk,W n

2 (R) +
Bσ,2(R), IδA) è òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (8) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
äîêàçàíî.
Ïóñòü (γA, σ) ∈ Σ2. Ïîëîæèì

ξ0 =

(
k

n

) 1
2(n−k)

γA.

Çàìåòèì, ÷òî

σ ≤ σ̂

γ̂
γA =

(
n− k
n

) 1
2k

ξ0 < ξ0, ξ2n
0 ≤

(
k

n

) n
n−k

γ̂2n = δ−2.
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Ïóñòü m òàêîâî, ÷òî σ < ξ0− 1/m. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî m ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ xm(·), äëÿ êîòîðîé

Fxm(ξ) =



δ
√

2πm, ξ0 − 1/m ≤ ξ < ξ0,√
(1− δ2ξ2n

0 )2π

(γA + 1/m)n
√

mesDm

, ξ ∈ Dm,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Ðàâåíñòâà (9) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè. Êðîìå òîãî,

‖Fx(n)
m (·)‖2

L̂2(R\∆σ)
=

1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fxm(ξ)|2 dξ = δ2m

∫ ξ0

ξ0−1/m

ξ2n dξ

+ (1− δ2ξ2n
0 )(γA + 1/m)−2n(mesDm)−1

∫
Dm

ξ2n dξ ≤ δ2ξ2n
0

+ (1− δ2ξ2n
0 )(γA + 1/m)−2n(mesDm)−1(γA + 1/m)2n mesDm = 1.

Òåì ñàìûì ôóíêöèè xm(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (7).
Äàëåå èìååì

‖Fx(k)
m (·)‖2 =

1

2π

∫
R
ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ = δ2m

∫ ξ0

ξ0−1/m

ξ2k dξ

+ (1− δ2ξ2n
0 )(γA + 1/m)−2n(mesDm)−1

∫
Dm

ξ2k dξ

≥ δ2(ξ0 − 1/m)2k + (1− δ2ξ2n
0 )(γA + 1/m)−2nγ2k

A .

Âûðàæåíèå ñïðàâà ñõîäèòñÿ ïðè m→∞ ê

δ2ξ2k
0 + (1− δ2ξ2n

0 )γ
−2(n−k)
A = λ1δ

2 + λ2.

Îòñþäà, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå, ñëåäóåò, ÷òî íåðà-
âåíñòâî (8) ñïðàâåäëèâî è â ýòîì ñëó÷àå.
Ïóñòü (γA, σ) ∈ Σ3. Ïîëîæèì

ξ1 = δ−1/n.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

γA ≥ γ̂ > ξ1, σ ≤ σ̂ < ξ1.

Ïóñòü m òàêîâî, ÷òî σ < ξ1− 1/m. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî m ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ xm(·), äëÿ êîòîðîé

Fxm(ξ) =

δ
√

2πm, ξ1 − 1/m ≤ ξ < ξ1,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.
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Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè xm(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (7).
Äàëåå

‖Fx(k)
m (·)‖2 =

1

2π

∫
R
ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ

= δ2m

∫ ξ1

ξ1−1/m

ξ2k dξ ≥ δ2(ξ1 − 1/m)2k.

Âûðàæåíèå ñïðàâà ñõîäèòñÿ ïðè m → ∞ ê δ2ξ2k
1 = λ1δ

2 + λ2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (8) òàêæå âû-
ïîëíÿåòñÿ.
Íàêîíåö, ïóñòü (γA, σ) ∈ Σ4. Ïîëîæèì

ξ2 =

(
n− k
n

)− 1
2k

σ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ξ2 > σ. Êðîìå òîãî,

ξ2 ≤
(
n− k
n

)− 1
2k σ̂

γ̂
γA =

(
k

n

) 1
2(n−k)

γA < γA.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ξ−2n
2 ≤

(
n− k
n

)n
k

σ̂−2n = δ2.

Ïóñòü m òàêîâî, ÷òî 1/m < σ < ξ2 − 1/m. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî m
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ xm(·), äëÿ êîòîðîé

Fxm(ξ) =



√
2πm(δ2 − ξ−2n

2 ), σ − 1/m ≤ ξ < σ,

ξ−n2

√
2πm, ξ2 − 1/m ≤ ξ ≤ ξ2,

0, â îñò. ñëó÷àÿõ.

Òîãäà

‖Fxm(·)‖2
L̂2(A)

=
1

2π

∫
A

|Fxm(ξ)|2 dξ = δ2 − ξ−2n
2 + ξ−2n

2 = δ2,

à

‖Fx(n)
m (·)‖2

L̂2(R\∆σ)
=

1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fxm(ξ)|2 dξ

= ξ−2n
2 m

∫ ξ2

ξ2−1/m

ξ2n dξ ≤ 1.
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Èòàê, ôóíêöèè xm(·) äîïóñòèìû â çàäà÷å (7). Ïðè ýòîì

‖Fx(k)
m (·)‖2 =

1

2π

∫
R
ξ2k|Fxm(ξ)|2 dξ = m(δ2 − ξ−2n

2 )

∫ σ

σ−1/m

ξ2k dξ

+ ξ−2n
2 m

∫ ξ2

ξ2−1/m

ξ2k dξ ≥ (δ2− ξ−2n
2 )(σ− 1/m)2k + ξ−2n

2 (ξ2− 1/m)2k.

Âûðàæåíèå ñïðàâà ñõîäèòñÿ ïðè m→∞ ê

(δ2 − ξ−2n
2 )σ2k + ξ

−2(n−k)
2 = λ1δ

2 + λ2.

Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (8) âûïîëíåíî.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå ñâåðõó âåëè÷èíû E(Dk,W n

2 (R)+Bσ,2(R), IδA) è
ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ. Òàêèå ìåòîäû
áóäåì èñêàòü ñðåäè îòîáðàæåíèé ϕ̂a : L̂2(A) → L2(R), êîòîðûå â
îáðàçàõ Ôóðüå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Fϕ̂a(y(·))(ξ) = (iξ)ka(ξ)y(ξ), ξ ∈ R,
ãäå ôóíêöèÿ a(·) ∈ L∞(R) òàêîâà, ÷òî Fϕ̂(y(·))(·) ∈ L2(R).
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü òàêîãî ìåòîäà, êîòîðûé, ïî îïðåäåëåíèþ

(ñì. òàêæå çàìå÷àíèå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà), åñòü çíà÷åíèå ñëå-
äóþùåé çàäà÷è

‖x(k)(·)− ϕ̂a(y(·))(·)‖L2(R) → max, ‖Fx(·)− y(·)‖L̂2(A) ≤ δ,

y(·) ∈ L̂2(A), ‖Fx(n)(·)‖L̂2(R\∆σ) ≤ 1, x(·) ∈ Wn
2 (R). (10)

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå, ïî-
ëó÷èì ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (10)
ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è

1

2π

∫
A

|(iξ)kFx(ξ)− (iξ)ka(ξ)y(ξ)|2 dξ

+
1

2π

∫
R\A

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,
1

2π

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

y(·) ∈ L̂2(A),
1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1. (11)

Çàìåòèì, ÷òî íà äîïóñòèìûõ â ýòîé çàäà÷å ïàðàõ (x(·), y(·)), ãäå
x(·) ∈ Bσ,2(R) è y(·) = Fx(·), ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë èìååò
âèä

1

2π

∫
∆σ

ξ2k|Fx(ξ)|2|1− a(ξ)| dξ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ a(·) íå ðàâíà ï. â. åäèíèöå íà
∆σ, òî ïîñêîëüêó Bσ,2(R) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, çíà÷åíèå çàäà-
÷è (11) (è òåì ñàìûì çàäà÷è (10)) ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ïî-
ãðåøíîñòü ìåòîäà ñ òàêèì a(·) áåñêîíå÷íà, è ýòîò ñëó÷àé íàì íå
èíòåðåñåí.
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Ïóñòü a(·) ≡ 1 íà A∩∆σ. Îöåíèì ñâåðõó ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíê-
öèîíàë â (11), ïðåäñòàâèâ åãî äëÿ ýòîãî â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàå-
ìûõ:

I1 =
1

2π

∫
A∩∆σ

|(iξ)kFx(ξ)− (iξ)ky(ξ)|2 dξ

I2 =
1

2π

∫
A\∆σ

|(iξ)kFx(ξ)− (iξ)ka(ξ)y(ξ)|2 dξ

I3 =
1

2π

∫
R\A

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ.

Ïîêàæåì, ÷òî

I1 ≤
λ1

2π

∫
A∩∆σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ (12)

âî âñåõ îáëàñòÿõ Σi, i = 1, 2, 3, 4.
Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî

I1 ≤
σ2k

2π

∫
A∩∆σ

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

î÷åâèäíî. Òàê êàê σ2k = λ1 â Σ1 è Σ4, òî äëÿ ýòèõ îáëàñòåé (12)
âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè (γA, σ) ∈ Σ2, òî

λ1 =

(
σ̂

γ̂
γA

)2k

≥ σ2k,

à åñëè (γA, σ) ∈ Σ3, òî

λ1 = σ̂2k ≥ σ2k,

òàê ÷òî îöåíêà (12) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îáëàñòåé.
Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó I2. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî, áóäåì èìåòü

|(iξ)kFx(ξ)− (iξ)ka(ξ)y(ξ)|2

= ξ2k|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤ ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ2ξ2n
+
|a(ξ)|2

λ1

)
(λ2ξ

2n|Fx(ξ)|2 + λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2).

(13)

Ïîëîæèì

Sa = vraimax
ξ∈A\∆σ

ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ2ξ2n
+
|a(ξ)|2

λ1

)
. (14)

Òîãäà èíòåãðèðóÿ (13), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû
I2:

I2 ≤ Sa

(
1

2π

∫
A\∆σ

(λ2ξ
2n|Fx(ξ)|2 + λ1|Fx(ξ)− y(ξ)|2) dξ

)
. (15)
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ I3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

I3 ≤
λ2

2π

∫
R\A

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ (16)

âî âñåõ îáëàñòÿõ Σi, i = 1, 2, 3, 4.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê |ξ| > γA äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ ∈ R \ A (ïî

îïðåäåëåíèþ γA), òî

I3 =
1

2π

∫
R\A

ξ−2(n−k)ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ γ
−2(n−k)
A

2π

∫
R\A

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ.

(17)

Ïîñêîëüêó γ
−2(n−k)
A = λ2 â Σ1 è Σ2, òî â ýòèõ îáëàñòÿõ íåðàâåíñòâî

(16) âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè (γA, σ) ∈ Σ3, òî

λ2 = γ̂−2(n−k) ≥ γ
−2(n−k)
A ,

à åñëè (γA, σ) ∈ Σ4, òî σ ≤ σ̂γ̂−1γA è ïîýòîìó

λ2 =

(
γ̂

σ̂
σ

)−2(n−k)

≥ γ
−2(n−k)
A .

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (16) ñïðàâåäëèâà âî âñåõ îáëàñòÿõ.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ a(·) òàêîâà, ÷òî Sa ≤ 1, òî

ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (12), (15) è (16), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
îöåíêó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å (11):

λ1
1

2π

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ + λ2
1

2π

∫
A\∆σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ

+ λ2
1

2π

∫
R\A

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ = λ1
1

2π

∫
A

|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+ λ2
1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ λ1δ
2 + λ2,

êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî

e(Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), IδA, ϕ̂a) ≤

√
λ1δ2 + λ2.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ îöåíêîé (8), ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ̂a � îïòèìàëüíûé
ìåòîä â (Dk,W n

2 (R) + Bσ,2(R), IδA)-çàäà÷å.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè a(·), äëÿ êîòîðûõ Sa ≤ 1, ñóùå-

ñòâóþò. Ñíà÷àëà çàìåòèì (�âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò�), ÷òî óñëîâèå
Sa ≤ 1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ï. â. ξ ∈ A \∆σ âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî ∣∣∣∣a(ξ)− λ1

λ1 + λ2ξ2n

∣∣∣∣2 ≤ ξ2(n−k)λ1λ2(λ1 + λ2ξ
2n − ξ2k)

λ1 + λ2ξ2n
.

Åñëè ôóíêöèÿ ξ 7→ f(ξ) = λ1+λ2ξ
2n−ξ2k íåîòðèöàòåëüíà íà A\∆σ,

òî òàêèå a(·), î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò è îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâîì (6).
Ïðîâåðèì íåîòðèöàòåëüíîñòü f(·) íà A \∆σ.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè
íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè ðàâíî

C = λ1 −
n− k
n

(
k

nλ2

) k
n−k

.

Ïîêàæåì, ÷òî C ≥ 0 â êàæäîé èç îáëàñòåé Σj, j = 1, 2, 3, 4.
Ïóñòü (γA, σ) ∈ Σ1. Òîãäà

σ2k ≥ σ̂2k

γ̂2k
γ2k
A .

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ λ1 è λ2 â ýòîé îáëàñòè ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

λ1 ≥
n− k
n

(
k

n

) k
n−k

λ
− k
n−k

2 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C ≥ 0. Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòà-
íîâêè ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî C = 0 äëÿ îáëàñòåé Σj, j = 2, 3, 4.

3) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ 2) äëÿ îáëàñòè Σ1 ïîëó÷à-
åì îöåíêó ñíèçó

E(Dk,W n
2 (R) + Bσ,2(R), I0

A) ≥ γ
−(n−k)
A .

Äëÿ îöåíêè ñâåðõó, èñïîëüçóÿ òå æå ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî è ïðè îöåíêå
ñâåðõó â ñëó÷àå 2), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å

1

2π

∫
A

|(iξ)kFx(ξ)− (iξ)ka(ξ)Fx(ξ)|2 dξ

+
1

2π

∫
R\A

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,
1

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

(18)

Òàê êàê a(·) ≡ 1 íà A ∩∆σ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê áûëî ïîêàçà-
íî, ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè), ìàêñèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë â (18), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

J1 =
1

2π

∫
A\∆σ

ξ2k|Fx(ξ)|2|1− a(ξ)|2 dξ

I3 =
1

2π

∫
R\A

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ.

Èìååì

J1 ≤ vraimax
ξ∈A\∆σ

(
γ

2(n−k)
A

ξ2(n−k)
|1− a(ξ)|2

)
γ
−2(n−k)
A

2π

∫
A\∆σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ.

Äëÿ I3 èìååì îöåíêó (17). Ïîýòîìó, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ ∈ A \∆σ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

γ
2(n−k)
A

ξ2(n−k)
|1− a(ξ)|2 ≤ 1, (19)
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òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (18) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

γ
−2(n−k)
A

2π

∫
|ξ|≥σ

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ γ
−2(n−k)
A .

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (19) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

a(ξ) = 1 + θ(ξ)

∣∣∣∣ ξγA
∣∣∣∣n−k .

4) Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòî-
ðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ 2) äëÿ îáëàñòè Σ1 (çäåñü λ1 = 1, à
λ2 = γ−2n

A ). �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. Îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà ñëó÷àå 1).
Óñëîâèå Sa ≤ 1, ïîëó÷åííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, îçíà÷à-
åò âûïîëíåíèå ï. â. íåðàâåíñòâà

|1− a(ξ)|2

λ2ξ2n
+
|a(ξ)|2

λ1

≤ ξ−2k. (20)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òåõ ξ ∈ A \ ∆σ, äëÿ êîòîðûõ |ξ| ≥ λ0 =

λ
− 1

2(n−k)

2 , ìîæíî ïîëîæèòü a(ξ) = 0.
Èç òîãî æå íåðàâåíñòâà (20) ñðàçó æå âûòåêàåò, ÷òî íà ìíîæå-

ñòâå σ < |ξ| < σ0, ãäå σ0 = λ
1
2k
1 , ìîæíî ïîëîæèòü ñãëàæèâàþùèé

ìíîæèòåëü a(·) ðàâíûì åäèíèöå. �

Ñëåäñòâèå 2 âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1 ïðè σ = 0.
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