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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ñ îáùèõ ïîçèöèé òåîðèè ýêñòðåìóìà
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ íà êëàññàõ ãëàäêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

0. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ. Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàä K = R èëè C
çàäàíî ìíîæåñòâî (êëàññ) C ⊂ X è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′ íà
X. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî î êàæäîì ýëåìåíòå x ∈ C ìû ðàñïîëàãàåì
èíôîðìàöèåé y = Fx, ãäå F : C → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X
â äðóãîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Y . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
âîññòàíîâèòü íàèëó÷øèì îáðàçîì çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-
ëà x′ íà êëàññå C ïî èíôîðìàöèè, çàäàâàåìîé îïåðàòîðîì F . Â ýòî
âêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñìûñë. Ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì
íàçûâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ ϕ : F (C) → K. Ïîãðåøíîñòüþ òàêîãî
ìåòîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(x′, C, F, ϕ) = sup
x∈C
|〈x′, x〉 − ϕ(Fx)|,

ãäå 〈x′, x〉� çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà x′ íà ýëåìåíòå x. Ïîãðåøíîñòüþ
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (x′ íà C ïî F ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(1) E(x′, C, F ) = inf
ϕ
e(x′, C, F, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì (ìåòîäàì) ϕ : F (C)→
K. Ìåòîä ϕ̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1), íàçûâà-
åòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé

íà êëàññàõ Ñîáîëåâà WK
p (T) è Õàðäè�Ñîáîëåâà W rHp(D) ïî êîýô-

ôèöèåíòàì Ôóðüå, Òåéëîðà è çíà÷åíèÿì â äðóãèõ òî÷êàõ ñ îáùèõ
ïîçèöèé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

1. Ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ. Ðåøåíèÿ óïîìÿíóòûõ çàäà÷, ðàâíî êàê è ìíîãèõ äðóãèõ
çàäà÷ îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ,

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 99-01-01181 è 00�15�96109), INTAS-97-1050,
Research Grant 12513 of the Royal Swedish Acad. of Sci.
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áàçèðóþòñÿ íà ñâÿçè èñõîäíîé çàäà÷è (1) ñî ñëåäóþùåé âûïóêëîé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé:

(2) Re〈x′, x〉 → max, Fx = 0, x ∈ C.
Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

L(x, λ, λ0) = λ0Re〈x′, x〉+Re〈λ, Fx〉,
ãäå λ0 ≤ 0 è λ ∈ Y ′ (Y ′ � àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ê Y ) �
ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷
ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è, òî íàéäóòñÿ ìíîæè-
òåëè Ëàãðàíæà (íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî) òàêèå, ÷òî ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå x̂ íà ìíîæåñòâå òåõ
îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå â íåå íå âêëþ÷åíû (â äàííîì ñëó÷àå íà C).
Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì óòâåðæäåíèåì ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1 (Ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ).
Ïóñòü X è Y ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R èëè C, C � âûïóê-

ëîå óðàâíîâåøåííîå ïîäìíîæåñòâî X è F : X → Y � ëèíåéíûé

îïåðàòîð. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû äîïóñòèìàÿ â (2) òî÷êà x̂ áûëà

ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøåëñÿ

òàêîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ̂ ∈ Y ′, ÷òî

(3) min
x∈C
L(x, λ̂,−1) = L(x̂, λ̂,−1).

Ïðè ýòîì λ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â (1) è

E(x′, C, F ) = Re〈x′, x̂〉.
Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ïðèâîäèìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ îïèðàåòñÿ íà

ñôîðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3) êàê íåîáõî-

äèìîå óñëîâèå, ìû íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå x̂ è λ̂, à çàòåì, ïîëüçó-
ÿñü äîñòàòî÷íîñòüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èëè íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-

âåðêîé, óáåæäàåìñÿ, ÷òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (2), a λ̂ � îïòèìàëü-
íûé (ïðè÷åì ëèíåéíûé) ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé èç
îáîáùåííûõ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ïî êîýôôèöèåíòàì Ôó-
ðüå. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, ôóíêöèÿ K(·) ∈ Lp′(T) (1/p + 1/p′ = 1,
T � îêðóæíîñòü, ðåàëèçîâàííàÿ êàê [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàí-
íûìè êîíöàìè) è αk, βk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè K(·).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α2

k + β2
k 6= 0 (β0 = 0) çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷-

íîãî (âîçìîæíî ïóñòîãî) ìíîæåñòâà Q ⊂ Z+. Îáîçíà÷èì TQ =
span{cos k·, sin k·}k∈Q è ïîëîæèì

WK
p (T, Q) =

{
x(·)

∣∣ x(·) = y(·) + 1

π

∫
T
K(· − t)u(t) dt, y(·) ∈ TQ,

u(·) ∈ T ⊥Q , u(·) ∈ Lp(T)
}
,
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ãäå T ⊥Q � àííóëÿòîð TQ.
Îáîáùåííûì ñîáîëåâñêèì êëàññîìWK

p (T, Q) íàçîâåì ìíîæåñòâî

òåõ ôóíêöèé èç WK
p (T, Q), äëÿ êîòîðûõ ‖u(·)‖Lp(T) ≤ 1. Åñëè

Q = {0} è K(·) = Br(·), ãäå Br(·) =
∑

k∈N k
−r cos(kt − πr/2) (ÿäðî

Áåðíóëëè), òîWBr
p (T, {0}) ñîâïàäàåò ñ ñîáîëåâñêèì êëàññîìW r

p (T).
Ïîñòàâèì çàäà÷ó î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè x(·) â òî÷êå θ ∈

T íà êëàññå WK
p (T, Q) ïî çíà÷åíèÿì åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

{(ak, bk)}n−1k=0 (b0 = 0). ×åðåç Fourn îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå x(·) 7→
(a0, . . . , an−1, b1, . . . , bn−1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q ⊂ {0, 1, . . . , n− 1},
ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ðàâíà +∞ è òåì ñàìûì ëþáîé ìåòîä îïòèìàëåí.

Òåîðåìà 2 (îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ïî êîýôôèöè-
åíòàì Ôóðüå). Ïóñòü 1 < p ≤ ∞ è

p̂(t) = A0/2 +
n−1∑
k=1

(Ak cos kt+Bk sin kt)

� ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè K(·) ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì Tn−1 òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ â ìåòðèêå Lp′(T). Òî-
ãäà ìåòîä

x(θ) ≈ µ̂0a0 +
n−1∑
k=1

(µ̂k(θ)ak + ν̂k(θ)bk),

ãäå µ̂0 = 1/2, åñëè 0 ∈ Q, è µ̂0 = A0/(2α0), åñëè 0 /∈ Q; µ̂k(θ) =
cos kθ, ν̂k(θ) = sin kθ, åñëè k ∈ Q \ {0}, è

µ̂k(θ) =
(αkAk + βkBk) cos kθ + (αkBk − βkAk) sin kθ

α2
k + β2

k

,

ν̂k(θ) =
(βkAk − αkBk) cos kθ + (αkAk + βkBk) sin kθ

α2
k + β2

k

,

åñëè k ∈ {1, . . . , n − 1} \ Q, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòî-

äîì âîññòàíîâëåíèÿ x(θ) íà WK
p (T, Q) ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå

{(ak, bk)}n−1k=0.

Ïðè ýòîì

E(x(θ),WK
p (T, Q),Fourn) =

1

π
‖K(·)− p̂(·)‖Lp′ (T).

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ K(·) ∈ L1(T) îáëàäàåò γ-ñâîéñòâîì Ôàâà-

ðà (ïðè äàííîì n ∈ N), åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ïîëèíîì q̂(·) ∈ Tn−1 è
γ ∈ [0, π/n), ÷òî ôóíêöèÿ (K(t) − q̂(t)) sinn(t + γ) íåîòðèöàòåëüíà
èëè íåïîëîæèòåëüíà äëÿ ï.â. t ∈ T. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå q̂(·) � ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ K(·) â L1(T)
è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖K(·)− q̂(·)‖L1(T) =

∣∣∣∣∫
T
K(t) sign sinn(t+ γ) dt

∣∣∣∣ .
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Åñëè K(·) íåïðåðûâíî, òî q̂(·) íàõîäèòñÿ êàê ïîëèíîì, èíòåðïîëè-
ðóþùèé K(·) â íóëÿõ sinn(·+ γ), è òåì ñàìûì èç òåîðåìû 2 îïðå-
äåëÿåòñÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è åãî ïîãðåøíîñòü.
Ñðåäè ÿäåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ γ-ñâîéñòâó Ôàâàðà, âûäåëÿåòñÿ

êëàññ ÿäåð, íå ïîâûøàþùèõ îñöèëëÿöèè.
Ïðèìåðîì ÿäåð òàêîãî âèäà ìîæåò ñëóæèòü ÿäðî

Kβ(t) =
1

2
+
∞∑
m=1

cosmt

chmβ
.

Êëàññ W
Kβ
∞ (T, ∅) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì h∞,β, ÿâëÿþùèìñÿ ìíîæå-

ñòâîì âåùåñòâåííûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f(·), àíàëèòè÷å-
ñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó Sβ = {z ∈ C | | Im z| < β} è óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ |Re f(z)| ≤ 1.
Ïóñòü P (D) � äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì ñ ïîñòîÿííûìè âå-

ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè r

P (D) = Dr + ar−1D
r−1 + . . .+ a0, D =

d

dt
.

×åðåç hP∞,β îáîçíà÷èì êëàññ âåùåñòâåííûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé f(·), àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó Sβ è óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ â íåé óñëîâèþ |Re(P (D)f)(z)| ≤ 1. Òîãäà hP∞,β = W

KP,β
∞ (T, Q),

ãäå KP,β(·) = (KP ∗Kβ)(·),

KP (t) =
1

2

∑
m∈Z

P (im) 6=0

eimt

P (im)
, Q = {m ∈ Z+ : P (im) = 0 }.

Ïîëîæèì
hn(t) = sign sinnt, δ = π/h(P (·)),

ãäå h(P (·)) � ìàêñèìóì ìíèìîé ÷àñòè íóëåé ïîëèíîìà P (·).

Ëåììà. ßäðî KP,β(·) ïðè n > max{supj∈Q j, 2π/δ} îáëàäàåò γ-
ñâîéñòâîì Ôàâàðà äëÿ γ, îïðåäåëÿåìîãî èç óñëîâèÿ

(KP,β ∗ hn)(γ) = −‖(KP,β ∗ hn)(·)‖L∞(T).

Ýòà ëåììà âìåñòå ñ òåîðåìîé 2 ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ôîðìóëû äëÿ
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé èç êëàññîâ
hP∞,β ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå.

3. Âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé íà êëàññàõ Õàðäè.
Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì äèñêå D = {z ∈ C | |z| < 1} ôóíêöèé
f(·), äëÿ êîòîðûõ

‖f(·)‖Hp(D) =


sup

0<r<1

(
1

2π

∫
T
|f(reit)|p dt

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D
|f(z)| <∞, p =∞.
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Êëàññîì Õàðäè íàçîâåì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

Hp(D) = {f(·) ∈ Hp(D) | ‖f(·)‖Hp(D) ≤ 1}.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞, C = Hp(D), τ, z1, . . . , zn ∈ D,
k1, . . . , kn ∈ N,

Ff(·) =
(
f(z1), . . . , f

(k1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f
(kn−1)(zn)

)
.

Òîãäà ìåòîä

f(τ) ≈
n∑
j=1

kj−1∑
k=0

µ̂jkf
(k)(zj),

ãäå

µ̂jk =
B(τ)(1− |τ |2)(p−2)/p

k!(kj − k − 1)!

(
(1− zjz)kj

ωj(z)(τ − z)(1− τz)(p−2)/p

)(kj−k−1)∣∣∣z=zj ,

B(z) =
n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)kj
, ωj(z) =

n∏
m=1
m 6=j

(
z − zm
1− zmz

)km
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå Hp(D) ïî èíôîðìàöèè Ff(·).
Ïðè ýòîì

E(f(τ), Hp(D), F ) =
|B(τ)|

(1− |τ |2)1/p
.

Ñëåäñòâèå. Ïðè p =∞ è

Ff(·) = Tayn f(·) = (f(0), f ′(0), . . . , f (n−1)(0))

E(f(τ), H∞(D),Tayn) =
|τ |n

(1− |τ |2)1/p
,

à îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ äîñòàâëÿåò ôîðìóëà

f(τ) ≈
n−1∑
j=0

τ j(1− |τ |2(n−j))f
(j)(0)

j!
.

Îïòèìàëüíîñòü ïðèâåäåííûõ ìåòîäîâ èíûì ïóòåì áûëà äîêàçàíà
â ðàáîòàõ [2], [3] (p =∞) è [4] (1 ≤ p <∞).

4. Âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé íà êëàññàõ Õàðäè�
Ñîáîëåâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W rH∞(D) êëàññ Õàðäè�Ñîáîëåâà �
ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ |f (r)(z)| ≤ 1,
z ∈ D.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü r ∈ Z+, n ∈ N è τ ∈ D. Òîãäà ìåòîä

f(τ) ≈
r−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
τ k

+
n+r−1∑
k=r

(
1− k!

(k − r)!
(2n+ r − k)!
(2n+ 2r − k)!

|τ |2(n+r−k)
)
f (k)(0)

k!
τ k

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå W rH∞(D) ïî èíôîðìàöèè

Tayn+r f(·) = (f(0), f ′(0), . . . , f (n+r−1)(0)). Ïðè ýòîì

E(f(τ),W rH∞,Tayn+r) =
n!

(n+ r)!
|τ |n+r.

5. Âîññòàíîâëåíèå ïî çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå íà
îêðóæíîñòè íà êëàññå W 1H∞(D).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 0 < ρ < 1 è τ ∈ (−1, 1). Òîãäà ìåòîä

f(τ) ≈ 1

n

n−1∑
j=0

µ̂jf(ρe
ij2π/n),

ãäå

µ̂j =
n−1∑
k=0

αn−k(1− qkαnρ2n)− pkαkρ2k(1− αn)
1− qkρ2n

eikj2π/n,

α =
τ

ρ
, pk =

n− k
n+ k

, qk =
k

2n− k
pk,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå W 1H∞(D) è äëÿ åãî ïîãðåøíî-

ñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(f(τ),W 1H∞, F ) =
|τn − ρn|

n
.
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