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ìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñî
ñëó÷àéíîé îøèáêîé. Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ (íå
îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ) èùóòñÿ îïòèìàëüíûå. Ïîñòðîåííûå îïòèìàëüíûå
ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ, îêàçàâøèåñÿ ëèíåéíûìè, èñïîëüçóþò â çàâèñè-
ìîñòè îò çàäàííîé äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ îøèáîê ëèøü ÷àñòü äîñòóïíîé
èíôîðìàöèè.
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíôîðìàöèÿ ñî ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè.

� 1. Ââåäåíèå

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè çíà÷å-

íèé çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà èëè îïåðàòîðà íà íåêîòîðûõ êëàññàõ ôóíêöèé ïî

íåïîëíîé èíôîðìàöèè î íèõ. Êëàññû îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñî ñâîéñòâàìè ãëàä-

êîñòè èëè àíàëèòè÷íîñòè âõîäÿùèõ â íèõ ôóíêöèé. Ëîêàëüíàÿ èëè èíäèâèäó-

àëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îáû÷íî ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàì îêàçûâàþòñÿ äîñòóïíûìè

íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè (íàïðèìåð, åå çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷-

êàõ, ìîìåíòû, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èëè Òåéëîðà, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è

ò.ï.). Ýòà èíôîðìàöèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé îøèáêîé èëè

ñî ñëó÷àéíîé.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, â êîòîðûõ äëÿ

ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ íàéäåíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû. Çàäà÷è ñ äå-

òåðìèíèðîâàíííûìè îøèáêàìè ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1] - [9].

Çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [10] - [16]. Â ðàáîòå

[11] îöåíêà ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áåðåòñÿ ïî ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëàì, â ðà-

áîòå [12] ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ íåëèíåéíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ÷åðåç îöåíêè

ëèíåéíûõ ìåòîäîâ.

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïî ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíå, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [13]. Â íåé

ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî äëÿ îöåíêè ìèíèìàêñíîãî íåëèíåéíîãî ðèñêà.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ðàññìàòðèâàëàñü â [17], íî â ñëó÷àå äåòåðìèíèðîâàííîé îøèáêè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
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ïî èñõîäíîé èíôîðìàöèè, çàäàííîé ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé. Ìû ñëåäóåì ïî-

ñòàíîâêå, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [14], è èñïîëüçóåì ðÿä èäåé èç ýòîé ðàáîòû

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ðåçóëüòàòà â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðå-

íû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàäàíèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè: çàäà÷à ðåøàåòñÿ â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ýëëèïñîèäó è

åå êîîðäèíàòû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé.

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè τ > 0. Òàêæå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ðåøåíèå èçâåñòíî ñ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé îøèáêîé â

ìîìåíò âðåìåíè t = T1. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â íåêîòîðûé ìîìåíò

âðåìåíè 0 < τ < T1.

Îáùèé ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ê çàäà÷å î âîññòàíîâëåíèè k-îé ïðî-

èçâîäíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ïî åãî êîýôôèöèåíòàì, èçâåñòíûì ñî

ñëó÷àéíîé îøèáêîé.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü íîðìàëüíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûå ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ôèêñèðîâàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ôèê-

ñèðîâàííîé îöåíêîé äëÿ äèñïåðñèè. Êàê è â çàäà÷àõ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé

îøèáêîé çäåñü îáíàðóæèâàþòñÿ òàêèå ýôôåêòû, êàê ëèíåéíîñòü îïòèìàëüíîãî

ìåòîäà è âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íå âñþ äîñòóïíóþ äëÿ èçìåðåíèé èíôîð-

ìàöèþ.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè

ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé 
dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(2.1)

ãäå x(t) ∈ Rn, t > 0 è

A =

a11 a12 . . . a1n
...

... . . .
...

an1 an2 . . . ann

 , aij ∈ R.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé,

µ1, µ2, . . . , µn

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ej}nj=1 îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

µj , j = 1, . . . , n. Ïóñòü

x0 =

n∑
j=1

xjej .

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x(t) =

n∑
j=1

eµjtxjej .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè x0 èçâåñòíû ñî ñëó÷àéíîé

îøèáêîé. Ïóñòü, êðîìå òîãî, èçâåñòåí íåêîòîðûé ýëëèïñîèä, â êîòîðîì íàõî-

äèòñÿ òî÷êà x0. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò τ > 0.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïîëîæèì äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

W =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

νjx
2
j 6 1.

}
, Tx = (eµ1τx1, . . . , e

µnτxn), Ix = (x1, . . . , xn).

Çàôèêñèðóåì δ > 0 è äëÿ êàæäîãî x ∈ W áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî

ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Yδ(x) = { y = (y1, . . . , yn) : M(y) = Ix, D(yj) 6 δ2, j = 1, . . . , n }.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ln2 ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn) ñ íîðìîé

∥x∥ln2 =

( n∑
j=1

|xj |2
)1/2

.

Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëó÷àéíîìó âåêòîðó y ∈ Yδ(x) ýëå-

ìåíò èç ïðîñòðàíñòâà ln2 , ïðèíèìàåìûé çà ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ Tx. Ïî-

ãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Rn → ln2 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,W, I, δ, ϕ) =

(
sup

x∈W, y∈Yδ(x)

M
(
∥Tx− ϕ(y)∥2ln2

))1/2

(ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èçìåðèìûå îòîáðàæåíèÿ ϕ). Çàäà÷à ñîñòîèò â íà-

õîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(T,W, I, δ) = inf
ϕ : Rn→ln2

e(T,W, I, δ, ϕ)

è ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûì îïòèìàëüíûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà-

÷ó, ðåøèì åå è çàòåì ïðèìåíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê ïîñòàâëåííîé èñõîäíîé

çàäà÷å.

� 3. Îáùèé ðåçóëüòàò

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Z � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî è T : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ

îïåðàòîðà T íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå (êëàññå) W ⊂ X ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà I : X → Rn, çàäàííûì ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé. Áîëåå òî÷íî, çàôèê-

ñèðóåì δ > 0 è äëÿ êàæäîãî x ∈ W áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ

âåêòîðîâ

Yδ(x) = { y = (y1, . . . , yn) : M(y) = Ix, D(yj) 6 δ2, j = 1, . . . , n }.

Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëó÷àéíîìó âåêòîðó y ∈ Yδ(x) ýëå-

ìåíò èç ïðîñòðàíñòâà Z, ïðèíèìàåìûé çà ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ Tx. Ïî-

ãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Rn → Z íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,W, I, δ, ϕ) =

(
sup

x∈W, y∈Yδ(x)

M
(
∥Tx− ϕ(y)∥2Z

))1/2
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(ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èçìåðèìûå îòîáðàæåíèÿ ϕ). Çàäà÷à ñîñòîèò â íà-

õîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(T,W, I, δ) = inf
ϕ : Rn→Z

e(T,W, I, δ, ϕ) (3.1)

è ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûì îïòèìàëüíûì.

Ïîëîæèì

W =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

νj |xj |2 6 1

}
,

ãäå νj > 0, j = 1, . . . , n. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû T : Rn → ln2 è I : Rn →
Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì

Tx = (µ1x1, . . . , µnxn), Ix = (x1, . . . , xn),

|µj | > 0, j = 1, . . . , n.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

γj =

√
νj

|µj |
, j = 1, . . . , n, ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 1, . . . n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ1 6 . . . 6 γn. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 0 = ξ1 6 . . . 6 ξn.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðîì 1 6 s 6 n − 1 èëè 1/δ ∈
(ξn,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = n). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

|µk|2
(
1− γk(1− c1)

γ1

))1/2

,

ãäå

c1 = 1−
δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

1 + δ2
s∑

k=1

νk

, (3.2)

à ìåòîä

ϕ(y) =

s∑
k=1

(
1− γk(1− c1)

γ1

)
µkykek,

ãäå {ek} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ln2 , ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò τ = (τ1, . . . , τn) ∈
W òàêîé, ÷òî

τ1 > . . . > τn > 0.

Ââåäåì ìíîæåñòâî

B = {x ∈ ln2 : xj = ±τj , j = 1, . . . , n }.

Î÷åâèäíî, ÷òî B ⊂ W . Ïîëîæèì

pj =
δ2

δ2 + τ2j
, j = 1, . . . , n.
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Â ñèëó óñëîâèé íà ìîíîòîííîñòü τj èìååì

0 < p1 6 . . . 6 pn < 1.

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ B çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x =

n∑
j=1

sj(x)τjej ,

ãäå sj(x) ∈ {−1, 1}. Çàäàäèì ðàñïðåäåëåíèå η(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ B

η(x) =



0, ñ âåðîÿòíîñòüþ p1,
s1(x)τ1
1− p1

e1 ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 − p1,

2∑
j=1

sj(x)τj
1− pj

ej , ñ âåðîÿòíîñòüþ p3 − p2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑
j=1

sj(x)τj
1− pj

ej , ñ âåðîÿòíîñòüþ pn − pn−1,

n∑
j=1

sj(x)τj
1− pj

ej , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pn.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà η(x) = (η1(x), . . . , ηn(x)) èìååì ñëåäó-

þùèå ðàñïðåäåëåíèÿ:

ηj(x) =

0, ñ âåðîÿòíîñòüþ pj ,
sj(x)τj
1− pj

, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− pj ,
j = 0, 1, . . . , n.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî M(ηj(x)) = xj , j = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî,

D(ηj(x)) = (1− pj)
τ2j

(1− pj)2
− τ2j = δ2, j = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, η(x) ∈ Yδ(x) äëÿ âñåõ x ∈ B.

Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ýëå-

ìåíòîâ â ìíîæåñòâå B ðàâíî 2n, ïîëó÷àåì

e2(T,W, I, δ, ϕ) > sup
x∈B

M∥Tx− ϕ(η(x))∥2ln2

= sup
x∈B

(n+1∑
j=1

(pj − pj−1)

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

)

>
1

2n

∑
x∈B

(n+1∑
j=1

(pj − pj−1)

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

)

=
1

2n

n+1∑
j=1

(pj − pj−1)
∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

; (3.3)
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çäåñü p0 = 0, à pn+1 = 1. Ïîëîæèì

Bs1,...,sj−1 = {x ∈ B : s1(x) = s1, . . . , sj−1(x) = sj−1 },

j = 1, . . . , n+ 1 (ïðè j = 1 ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ B). Òîãäà

pj − pj−1

2n

∑
x∈B

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=1

sk(x)τk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

.

Åñëè x ∈ Bs1,...,sj−1
, òî

x =

j−1∑
k=1

skτkek + z(x), z(x) =

n∑
k=j

sk(x)τkek.

Ïðè÷åì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì

j−1∑
k=1

skτkek + z(x) ∈ Bs1,...,sj−1

â ìíîæåñòâå Bs1,...,sj−1
ñîäåðæèòñÿ è ýëåìåíò

j−1∑
k=1

skτkek − z(x).

Òàêèì îáðàçîì,

pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥Tx− ϕ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=

=
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek+z(x)

)
−ϕ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=

=
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek

)
+Tz(x)−ϕ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

=

=
pj − pj−1

2n+1

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

(∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek

)
+ Tz(x)−

− ϕ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

+

∥∥∥∥T(j−1∑
k=1

skτkek

)
− Tz(x)− ϕ

(j−1∑
k=1

skτk
1− pk

ek

)∥∥∥∥2
ln2

)
>

>
pj − pj−1

2n

∑
s1,...,sj−1

∑
x∈Bs1,...,sj−1

∥Tz(x)∥2ln2 =
pj − pj−1

2n

∑
x∈B

∥Tz(x)∥2ln2 =

= (pj − pj−1)

n∑
k=j

|µk|2τ2k .
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (3.3), ïîëó÷àåì

e2(T,W, I, δ, ϕ) >
n+1∑
j=1

(pj − pj−1)

n∑
k=j

|µk|2τ2k =

=

n∑
j=1

(
pj

n∑
k=j

|µk|2τ2k − pj

n∑
k=j+1

|µk|2τ2k
)

=

n∑
j=1

pj |µj |2τ2j =

n∑
j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìåòîäà ϕ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

E2(T,W, I, δ) > sup
τ∈W

τ1>...>τn>0

n∑
j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j . (3.4)

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ = (τ1, . . . , τk, 0, . . . , 0) ∈ W òàêîé, ÷òî τ1 > . . . > τk > 0,

1 6 k < n. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ïîëîæèì τε = (τ1(ε), . . . , τn(ε)), ãäå

τj(ε) =


√
τ2j − ε, 1 6 j 6 k,

C
√
ε, k + 1 6 j 6 n,

à

C =

( ∑k
j=1 νj∑n

j=k+1 νj

)1/2

.

Òîãäà

n∑
j=1

νjτ
2
j (ε) =

k∑
j=1

νjτ
2
j − ε

k∑
j=1

νj + C2ε

n∑
j=k+1

νj =

k∑
j=1

νjτ
2
j 6 1.

Òåì ñàìûì τε ∈ W . Ïðè ε < τ2k/(1 + C2) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî√
τ2k − ε > C

√
ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêèõ ε

τ1(ε) > . . . > τn(ε) > 0.

Èç (3.4) âûòåêàåò, ÷òî

E2(T,W, I, δ) >
n∑

j=1

δ2

δ2 + τ2j (ε)
|µj |2τ2j (ε).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) >
k∑

j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j .

Òàêèì îáðàçîì,

E2(T,W, I, δ) > sup
τ∈W

τ1>...>τn>0

n∑
j=1

δ2

δ2 + τ2j
|µj |2τ2j . (3.5)
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2. Îöåíêà ñâåðõó. Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ìåòîäîâ, èìåþùèõ âèä

ϕ(y) =

n∑
j=1

αjyjej .

Ïîëîæèì z(x) = y(x) − Ix. Òîãäà M(z(x)) = 0, D(zj(x)) 6 δ2, j = 1, . . . , n.

Èìååì

e2(T,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

M
(
∥Tx− ϕ(y(x))∥2ln2

)
=

= sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

M
(
∥Tx− ϕ(Ix)− ϕ(z(x))∥2ln2

)
= sup

x∈W
y(x)∈Yδ(x)

(
∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 +

+M(∥ϕ(z(x))∥2ln2 )− 2M(ϕ(z(x)), Tx− ϕ(Ix))
)
;

çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ln2 . Èç âèäà ϕ ñëåäóåò, ÷òî

M(ϕ(z(x)), Tx− ϕ(Ix)) = M
( n∑

j=1

αjzj(x)ej , Tx− ϕ(Ix)

)
=

=

n∑
j=1

(ej , Tx− ϕ(Ix))αjM(zj(x)) = 0.

Òàê êàê

M(∥ϕ(z(x))∥2ln2 ) = M
( n∑

j=1

|αj |2|zj(x)|2
)

=

n∑
j=1

|αj |2D(zj(x)),

òî

e2(T,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

y(x)∈Yδ(x)

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 +

n∑
j=1

|αj |2D(zj(x))

 =

= sup
x∈W

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 + δ2
n∑

j=1

|αj |2.

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 → max, x ∈ W.

Ïåðåïèøåì ýòó çàäà÷ó â âèäå
n∑

j=1

|µj − αj |2|xj |2 → max,

n∑
j=1

νj |xj |2 6 1.

Èç íåðàâåíñòâà

n∑
j=1

|µj − αj |2|xj |2 =

n∑
j=1

|µj − αj |2

νj
νj |xj |2 6

6 max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

} n∑
j=1

νj |xj |2



ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ 9

ïîëó÷àåì

sup
x∈W

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 6 max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
.

Òàêèì îáðàçîì,

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 max

{
|µ1 − α1|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
+ δ2

n∑
j=1

|αj |2.

Ïîëîæèì

cj =
αj

µj
, j = 1, . . . , n.

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ èìååì

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
+ δ2

n∑
j=1

|µj |2|cj |2.

2.1. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðîì 1 6 s 6 n − 1. Òîãäà íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

γs+1
6

δ2
s∑

k=1

νk
γk

1 + δ2
s∑

k=1

νk

<
1

γs
.

Åñëè îïðåäåëèòü c1 ðàâåíñòâîì (3.2), òî

1

γs+1
6

1− c1
γ1

<
1

γs
.

Ïóñòü

ck = 1− γk
1− c1
γ1

, k = 2, . . . , s, ck = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Èìååì
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c1)

2

γ2
1

, k = 2, . . . , s.

Ïðè k > s+ 1

(1− ck)
2

γ2
k

=
1

γ2
k

6
1

γ2
s+1

6
(1− c1)

2

γ2
1

.

Ïîýòîìó

max

{
|1− c1|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
=

(1− c1)
2

γ2
1

. (3.6)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6
(1− c1)

2

γ2
1

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2c2k =
(1− c1)

2

γ2
1

+

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2((1− ck)
2 − (1− ck) + ck) =

(1− c1)
2

γ2
1

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2
γ2
k

γ2
1

(1− c1)
2−

− δ2
s∑

k=1

|µk|2
γk
γ1

(1− c1) + δ2
s∑

k=1

|µk|2ck = δ2
s∑

k=1

|µk|2ck+

+
1− c1
γ2
1

(
1− c1 + δ2

s∑
k=1

νk(1− c1)− δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

)
= δ2

s∑
k=1

|µk|2ck+

+
1− c1
γ2
1

(
(1− c1)

(
1 + δ2

s∑
k=1

νk

)
− δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

)
= δ2

s∑
k=1

|µk|2ck. (3.7)

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ̂ ∈ ln2 , èìåþùèé âèä

τ̂2k = δ2
(

γ1
(1− c1)γk

− 1

)
, k = 1, . . . , s, τ̂k = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Èìååì

n∑
k=1

νk τ̂
2
k = δ2

s∑
k=1

νk

(
γ1

(1− c1)γk
− 1

)
=

δ2γ1
1− c1

s∑
k=1

νk
γk

− δ2
s∑

k=1

νk =

=

(
1 + δ2

s∑
k=1

νk

)
− δ2

s∑
k=1

νk = 1.

Òàêèì îáðàçîì, τ̂ ∈ W . Ïîäñòàâëÿÿ τ̂ â îöåíêó (3.5), ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) >
s∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=

s∑
k=1

δ4|µk|2
(

γ1
(1− c1)γk

− 1

)
δ2

γ1
(1− c1)γk

=

= δ2
s∑

k=1

|µk|2
(
1− (1− c1)γk

γ1

)
= δ2

s∑
k=1

|µk|2ck > e2(T,W, I, δ, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ϕ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

2.2. Ïóñòü òåïåðü 1/δ > ξn. Òîãäà

δ2
n∑

k=1

νk
γk

1 + δ2
n∑

k=1

νk

<
1

γn
.
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Ïîëîæèì

c1 = 1− γ1

δ2
n∑

k=1

νk
γk

1 + δ2
n∑

k=1

νk

.

Òîãäà
1− c1
γ1

<
1

γn
.

Ïóñòü

ck = 1− γk
1− c1
γ1

, k = 2, . . . , n.

Èìååì
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c1)

2

γ2
1

, k = 2, . . . , n.

Òåì ñàìûì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.6). Ïîâòî-

ðÿÿ, âûêëàäêè (3.7) äëÿ s = n, ïîëó÷àåì

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 δ2
n∑

k=1

|µk|2ck.

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ̂ ∈ ln2 , èìåþùèé âèä

τ̂2k = δ2
(

γ1
(1− c1)γk

− 1

)
, k = 1, . . . , n.

Èìååì

n∑
k=1

νk τ̂
2
k = δ2

n∑
k=1

νk

(
γ1

(1− c1)γk
− 1

)
=

δ2γ1
1− c1

n∑
k=1

νk
γk

− δ2
n∑

k=1

νk =

=

(
1 + δ2

n∑
k=1

νk

)
− δ2

n∑
k=1

νk = 1.

Òàêèì îáðàçîì, τ̂ ∈ W . Ïîäñòàâëÿÿ τ̂ â îöåíêó (3.5), ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) >
n∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=

n∑
k=1

δ4|µk|2
(

γ1
(1− c1)γk

− 1

)
δ2

γ1
(1− c1)γk

=

= δ2
n∑

k=1

|µk|2
(
1− (1− c1)γk

γ1

)
= δ2

n∑
k=1

|µk|2ck > e2(T,W, I, δ, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ϕ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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� 4. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Çäåñü äàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè â ýë-

ëèïñîèäå, çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé øàðà. Ïîòîì çàäà÷à î âîñ-

ñòàíîâëåíèè ïî êîýôôèöèåíòàì â ìîìåíò âðåìåíè T è äëÿ êîíå÷íîé òî÷êè â

ýëëèïñîèäå. Çàòåì ïðèâîäèòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé øàðà.

4.1. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ïî èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîä-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(4.1)

ãäå x(t) ∈ Rn, t > 0 è A = (aij) ∈ R.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé,

µ1 > µ2 > . . . > µn

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ej}nj=1 îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

µj , j = 1, ..., n.

Ïóñòü

x0 =

n∑
j=1

xjej .

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x(t) =

n∑
j=1

eµjtxjej .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè x0 èçâåñòíû ñî ñëó÷àéíîé

îøèáêîé. Ïóñòü, êðîìå òîãî, èçâåñòåí íåêîòîðûé ýëëèïñîèä, â êîòîðîì íàõî-

äèòñÿ òî÷êà x0. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò τ , τ > 0.

Ïîëîæèì äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

W =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

νjx
2
j 6 1

}
, Tx = (eµ1τx1, . . . , e

µnτxn), Ix = (x1, . . . , xn).

Êàê è â îáùåé ïîñòàíîâêå, âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëó-

÷àéíîìó âåêòîðó y ∈ Yδ(x) ýëåìåíò èç ïðîñòðàíñòâà Rn, ïðèíèìàåìûé çà ïðè-

áëèæåíèå ê çíà÷åíèþ Tx. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé âûøå. Ïðèìåíèì òåîðåìó 1.

Îáîçíà÷èì

γj =

√
νj

eµjτ
, j = 1, . . . , n, ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 1, . . . , n.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðûõ 1 6 s 6 n− 1 èëè 1/δ ∈
(ξn,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = n). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

e2µkτ

(
1− γk(1− c1)

γ1

))1/2

,

ãäå

c1 = 1−
δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

1 + δ2
s∑

k=1

νk

,

à ìåòîä

ϕ(y) =

s∑
k=1

(
1− γk(1− c1)

γ1

)
eµkτykek,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé,

λ1 > λ2 > . . . > λm

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A è rk � êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λk,

k = 1, . . . ,m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ekj}rkj=1 îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòî-

ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk. Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ

e11, . . . , e1r1 , . . . , em1, . . . , emrm

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â Rn.

Ïóñòü

x0 =

m∑
k=1

rk∑
j=1

ckjekj .

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x(t) =

m∑
k=1

eλkt
rk∑
j=1

ckjekj .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà x0 íàõîäèòñÿ

â íåêîòîðîì øàðå ðàäèóñà R:

m∑
k=1

rk∑
j=1

x2
kj 6 R2.

Òîãäà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ , τ > 0 ñâîäèòñÿ ê

ïðåäûäóùåé äëÿ

W =

{
x ∈ ln2 :

m∑
k=1

rk∑
j=1

R−2x2
kj 6 1

}
,
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Tx = (eλ1τx11, . . . , e
λ1τx1r1 , . . . , e

λmτxm1, . . . , e
λmτxmrm),

Ix = (x11, . . . , x1r1 , . . . , xm1, . . . , xmrm).

Ïîëîæèì

ξk = R−1

( k∑
j=1

rj

(
e(λj−λk)τ − 1

))1/2

, k = 1, . . . ,m.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðûõ 1 6 s 6 m− 1 èëè 1/δ ∈
(ξm,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = m). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

e2λkτrk

(
1− e(λ1−λk)τ (1− c1)

))1/2

,

ãäå

c1 = 1−
δ2R−2e−λ1τ

s∑
k=1

rke
λkτ

1 + δ2R−2

s∑
k=1

rk

,

à ìåòîä

ϕ(y) =

s∑
k=1

(
eλkτ − eλ1τ (1− c1)

) rk∑
j=1

ykjekj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

4.2. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ïî èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé â ìîìåíò âðå-

ìåíè T1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(4.2)

ãäå x(t) ∈ Rn, t > 0 è A = (aij), aij ∈ R.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé,

λ1 > λ2 > . . . > λn

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ej}nj=1 îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

λj , j = 1, . . . , n.

Ïóñòü

x0 =

n∑
j=1

xjej .

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (4.2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x(t) =

n∑
j=1

eλjtxjej .
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Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x0 ïðèíàäëåæèò íåêî-

òîðîìó ýëëèïñîèäó:

B =

{
x ∈ Rn :

n∑
j=1

bjx
2
j 6 1.

}
Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò τ , 0 < τ < T1. Åñëè ÷åðåç xj îáîçíà-

÷èòü êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè T1, òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè

òî÷êè x0 ýëëèïñîèäó áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

n∑
j=1

bje
−2λjT1x2

j 6 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å, ðàñ-

ñìîòðåííîé âûøå, äëÿ

W =

{
x ∈ ln2 :

n∑
j=1

νjx
2
j 6 1

}
,

ãäå νj = bje
−2λjT1 , j = 1, ..., n.

Ïîëîæèì äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

Tx = (eλ1(T1−τ)x1, . . . , e
λn(T1−τ)xn),

Ix = (x1, . . . , xn).

Êàê è â îáùåé ïîñòàíîâêå, âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëó-

÷àéíîìó âåêòîðó y ∈ Yδ(x) ýëåìåíò èç ïðîñòðàíñòâà Rn, ïðèíèìàåìûé çà ïðè-

áëèæåíèå ê çíà÷åíèþ Tx. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

ïðèìåíèì òåîðåìó 1.

Îáîçíà÷èì

γj =

√
νj

e−λj(T1−τ)
, ξj =

( j∑
k=1

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 1, . . . , n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ1 6 . . . 6 γn.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðûõ 1 6 s 6 n− 1 èëè 1/δ ∈
(ξn,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = n). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

e−2λk(T1−τ)

(
1− γk

γ1
(1− c1)

))1/2

,

ãäå

c1 = 1−
δ2γ1

s∑
k=1

νk
γk

1 + δ2
s∑

k=1

νk

,

à ìåòîä

ϕ(y) =

s∑
k=1

(
(1− γk

γ1
(1− c1)

)
e−λk(T1−τ)ykek,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé 
dx

dt
= Ax,

x(0) = x0,
(4.3)

ãäå x(t) ∈ Rn, t > 0 è A = (aij), aij ∈ R.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé,

λ1 > λ2 > . . . > λm

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A è rk � êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λk,

k = 1, . . . ,m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ekj}rkj=1 îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòî-

ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk. Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ

e11, . . . , e1r1 , . . . , em1, . . . , emrm

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â Rn.

Ïóñòü

x0 =

m∑
k=1

rk∑
j=1

ckjekj .

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (4.3) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x(t) =

m∑
k=1

eλkt
rk∑
j=1

ckjekj .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (4.3) èçâåñòíî ñ íåêîòîðûìè ñëó÷àéíûìè

ïîãðåøíîñòÿìè â ìîìåíò âðåìåíè t = T1. Êàê è â îáùåé ïîñòàíîâêå, âñÿêèé

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëó÷àéíîìó âåêòîðó y ∈ Yδ(x) ýëåìåíò èç

ïðîñòðàíñòâà Rn, ïðèíèìàåìûé çà ïðèáëèæåíèå ê çíà÷åíèþ Tx. Êðîìå òîãî,

ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ∥x0∥ 6 R (∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðìà

â Rn). Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò τ , 0 < τ < T1. Åñëè ÷åðåç

xkj îáîçíà÷èòü êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè T , òî óñëîâèå ∥x0∥ 6 R

áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
m∑

k=1

e−2λkT1

rk∑
j=1

x2
kj 6 R2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å, ðàñ-

ñìîòðåííîé âûøå, äëÿ

W =

{
x ∈ ln2 :

m∑
k=1

rk∑
j=1

νkjx
2
kj 6 1

}
,

ãäå νk = νkj = R−2e−2λkT1 , k = 1, . . . ,m,

Tx = (e−λ1(T1−τ)x11, . . . , e
−λ1(T1−τ)x1r1 , . . . , e

−λm(T1−τ)xm1, . . . , e
−λm(T1−τ)xmrm),

Ix = (x11, . . . , x1r1 , . . . , xm1, . . . , xmrm).
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Ïîëîæèì

ξk = R−1

( k∑
j=1

rje
−2λjT1

(
e(λj−λk)τ) − 1

))1/2

, k = 1, . . . ,m.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðûõ 1 6 s 6 m− 1 èëè 1/δ ∈
(ξm,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = m). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

( s∑
k=1

rke
−2λk(T1−τ)

(
1− e(λ1−λk)τ (1− c1)

))1/2

,

ãäå

c1 = 1−
δ2R−2e−λ1τ

s∑
k=1

rke
(−2T1+τ)λk

1 + δ2R−2

s∑
k=1

rke
−2λkT1

,

à ìåòîä

ϕ(y) =

s∑
k=1

(
e−λk(T1−τ) − eλ1τ−λkT1(1− c1)

) rk∑
j=1

ykjekj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

� 5. Âîññòàíîâëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn � ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

pn(t) =
a0
2

+

n∑
j=1

(aj cos jt+ bj sin jt). (5.1)

Ïîëîæèì

T r
n = { pn(·) ∈ Tn : ∥p(r)n (·)∥L2(R) 6 1, r > 1},

ãäå T = [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè, à

∥x(·)∥L2(R) =

(
1

π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè k�îé ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìà èç

ìíîæåñòâà T r
n ïî åãî êîýôôèöèåíòàì, èçâåñòíûì ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé, ïðè

0 6 k < r. Ñâåäåì ýòó çàäà÷ó ê îáùåé çàäà÷å (3.1). Ìíîæåñòâî T r
n ïðåäñòàâëÿåò

èç ñåáÿ ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ (5.1), äëÿ êîòîðûõ

n∑
j=1

j2r(a2j + b2j ) 6 1.
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Ïîýòîìó, ïîëîæèâ

x = (a0, a1, b1, . . . , an, bn), W =

{
x ∈ R2n+1 :

n∑
j=1

j2r(a2j + b2j ) 6 1

}
,

Ix = x, Tx =

(
a0√
2
χk, a1, b1, . . . , n

kan, n
kbn

)
, χk =

{
1, k = 0,

0, k > 1,

ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å (3.1). Íàäî îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà T ïðåä-

ñòàâëÿþò èç ñåáÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó(
a0√
2
, cos

(
t+

πk

2

)
, sin

(
t+

πk

2

)
, . . . , cos

(
nt+

πk

2

)
, sin

(
nt+

πk

2

))
.

Ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å íåëüçÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 1, òàê êàê çäåñü ν1 = 0. Â

ñâÿçè ñ ýòèì ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíò ýòîé òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W è îïåðàòîð T äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ν1 = 0, à µ1 > 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

γj =

√
νj

|µj |
, j = 2, . . . , n, ξj =

( j∑
k=2

νk

(
γj
γk

− 1

))1/2

, j = 2, . . . n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ2 6 . . . 6 γn.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðîì 2 6 s 6 n − 1 èëè 1/δ ∈
(ξn,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = n). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

(
|µ1|2 +

s∑
k=2

|µk|2
(
1− γk(1− c2)

γ2

))1/2

,

ãäå

c2 = 1−
δ2γ2

s∑
k=2

νk
γk

1 + δ2
s∑

k=2

νk

, (5.2)

à ìåòîä

ϕ(y) = µ1y1e1 +
s∑

k=2

(
1− γk(1− c2)

γ2

)
µkykek

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òå æå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè îöåíêå

ñíèçó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó (3.5).

Ïðè îöåíêå ñâåðõó ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ, èìåþùèõ âèä

ϕ(y) =

n∑
j=1

αjyjej ,
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ñíîâà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

e2(T,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 + δ2
n∑

j=1

|αj |2.

Íî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 → max, x ∈ W

â ñèëó òîãî, ÷òî ν1 = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿ òåïåðü â âèäå

n∑
j=1

|µj − αj |2|xj |2 → max,

n∑
j=2

νj |xj |2 6 1.

Ïðè α1 ̸= µ1 çíà÷åíèå çàäà÷è ðàâíî ∞. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî

α1 = µ1. Èç íåðàâåíñòâà

n∑
j=2

|µj − αj |2|xj |2 =

n∑
j=2

|µj − αj |2

νj
νj |xj |2

6 max

{
|µ2 − α2|2

ν2
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

} n∑
j=2

νj |xj |2

ïîëó÷àåì

sup
x∈W

∥Tx− ϕ(Ix)∥2ln2 6 max

{
|µ2 − α2|2

ν1
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
.

Òàêèì îáðàçîì,

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 max

{
|µ2 − α2|2

ν2
, . . . ,

|µn − αn|2

νn

}
+ δ2

n∑
j=1

|αj |2.

Ïîëîæèì

cj =
αj

µj
, j = 2, . . . , n.

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ èìååì

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 max

{
|1− c2|2

γ2
1

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
+ δ2|µ1|2 + δ2

n∑
j=2

|µj |2|cj |2.

Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðîì 2 6 s 6 n−1. Òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1

γs+1
6

δ2
s∑

k=2

νk
γk

1 + δ2
s∑

k=2

νk

<
1

γs
.
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Åñëè îïðåäåëèòü c2 ðàâåíñòâîì (5.2), òî

1

γs+1
6

1− c2
γ2

<
1

γs
.

Ïóñòü

ck = 1− γk
1− c2
γ2

, k = 3, . . . , s, ck = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Èìååì
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c2)

2

γ2
2

, k = 3, . . . , s.

Ïðè k > s+ 1
(1− ck)

2

γ2
k

=
1

γ2
k

6
1

γ2
s+1

6
(1− c2)

2

γ2
2

.

Ïîýòîìó

max

{
|1− c2|2

γ2
2

, . . . ,
|1− cn|2

γ2
n

}
=

(1− c2)
2

γ2
2

. (5.3)

Ñëåäîâàòåëüíî,

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6
(1− c2)

2

γ2
2

+ δ2|µ1|2 + δ2
s∑

k=2

|µk|2c2k.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå (3.7), ïîëó÷àåì

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 δ2|µ1|2 + δ2
s∑

k=2

|µk|2ck.

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ̂ ∈ ln2 , èìåþùèé âèä

τ̂1 = τ1, τ̂2k = δ2
(

γ2
(1− c2)γk

− 1

)
, k = 2, . . . , s, τ̂k = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Èìååì

n∑
k=2

νk τ̂
2
k = δ2

s∑
k=2

νk

(
γ2

(1− c2)γk
− 1

)
=

δ2γ2
1− c2

s∑
k=2

νk
γk

− δ2
s∑

k=2

νk =

=

(
1 + δ2

s∑
k=2

νk

)
− δ2

s∑
k=2

νk = 1.

Òàêèì îáðàçîì, τ̂ ∈ W . Ïîäñòàâëÿÿ τ̂ (ïðè τ1 > τ̂2) â îöåíêó (3.5), ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) >
s∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+

s∑
k=2

δ4|µk|2
(

γ2
(1− c2)γk

− 1

)
δ2

γ2
(1− c2)γk

=

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
s∑

k=2

|µk|2
(
1− (1− c2)γk

γ2

)
=

δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
s∑

k=1

|µk|2ck.
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Óñòðåìëÿÿ τ1 ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) > δ2|µ1|2 + δ2
s∑

k=1

|µk|2ck > e2(T,W, I, δ, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ϕ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïóñòü òåïåðü 1/δ > ξn. Òîãäà

δ2
n∑

k=2

νk
γk

1 + δ2
n∑

k=2

νk

<
1

γn
.

Ïîëîæèì

c2 = 1− γ2

δ2
n∑

k=2

νk
γk

1 + δ2
n∑

k=2

νk

.

Òîãäà
1− c2
γ2

<
1

γn
.

Ïóñòü

ck = 1− γk
1− c2
γ2

, k = 3, . . . , n.

Èìååì
(1− ck)

2

γ2
k

=
(1− c2)

2

γ2
2

, k = 3, . . . , n.

Òåì ñàìûì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.3). Èñïîëü-

çóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå (3.7) äëÿ s = n, ïîëó÷àåì

e2(T,W, I, δ, ϕ) 6 δ2|µ1|2 + δ2
n∑

k=2

|µk|2ck.

Ðàññìîòðèì âåêòîð τ̂ ∈ ln2 , èìåþùèé âèä

τ̂1 = τ1, τ̂2k = δ2
(

γ2
(1− c2)γk

− 1

)
, k = 2, . . . , n.

Èìååì

n∑
k=2

νk τ̂
2
k = δ2

n∑
k=2

νk

(
γ2

(1− c2)γk
− 1

)
=

δ2γ2
1− c2

n∑
k=2

νk
γk

− δ2
n∑

k=2

νk

=

(
1 + δ2

n∑
k=2

νk

)
− δ2

n∑
k=2

νk = 1.
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Òàêèì îáðàçîì, τ̂ ∈ W . Ïîäñòàâëÿÿ τ̂ (ïðè τ1 > τ̂2) â îöåíêó (3.5), ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) >
n∑

k=1

δ2|µk|2τ̂2k
δ2 + τ̂2k

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+

n∑
k=2

δ4|µk|2
(

γ2
(1− c2)γk

− 1

)
δ2

γ2
(1− c2)γk

=
δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
n∑

k=2

|µk|2
(
1− (1− c2)γk

γ2

)
=

δ2|µ1|2τ21
δ2 + τ21

+ δ2
n∑

k=1

|µk|2ck.

Óñòðåìëÿÿ τ1 ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

E2(T,W, I, δ) > δ2|µ1|2 + δ2
n∑

k=1

|µk|2ck > e2(T,W, I, δ, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ϕ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííóþ òåîðåìó äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îáîçíà-

÷èì

ξj =

(
2

j∑
l=2

(l − 1)r+k((j − 1)r−k − (l − 1)r−k)

)1/2

, j = 2, . . . n+ 1.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü 1/δ ∈ (ξs, ξs+1] ïðè íåêîòîðîì 2 6 s 6 n èëè 1/δ ∈
(ξn+1,+∞) (â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì s = n+ 1). Òîãäà

E(T,W, I, δ) = δ

(
χ2
k

2
+ 2

s∑
l=2

(
(l − 1)2k − (l − 1)r+k(1− c2)

))1/2

,

ãäå

c2 = 1−
2δ2

s∑
l=2

(l − 1)r+k

1 + 2δ2
s∑

l=2

(l − 1)2r
, (5.4)

à ìåòîä

ϕ(y) =
ã0√
2
χk +

s∑
l=2

(
1− (l − 1)r−k(1− c2)

)
×

×
(
(l − 1)kãl−1cos

(
(l − 1)t+

πk

2

)
+ (l − 1)k b̃l−1sin

(
(l − 1)t+

πk

2

))
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ãäå y = (ã0, ã1, b̃1, · · · , ãn, b̃n).
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