
0.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ 1

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÏÎ ÈÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌ ÔÓÐÜÅ

Ê. Þ. Îñèïåíêî

ÌÀÒÈ � Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåð-

ñèòåò èì. Ê. Ý. Öèîëêîâñêîãî, Þæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòè-

òóò Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà ÐÀÍ

kosipenko@yahoo.com

0.1 Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îãðîìíûì
÷èñëîì àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ôóíê-
öèè ïî åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë. Äëÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè ïî åå çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ ìîæ-
íî òîæå ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû: êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïî-
ëÿöèÿ, èíòåðïîëÿöèÿ ñïëàéíàìè, íàêîíåö, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà. Êàê ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì
ìíîæåñòâå ìåòîäîâ? Ìîæíî ëè âûáðàòü â êàêîì-òî ñìûñëå íàèëó÷-
øèé ìåòîä?

Êàê ïðàâèëî, ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà èñïîëüçóþòñÿ
òå èëè èíûå (÷àñòî äîâîëüíî åñòåñòâåííûå) èäåè, à çàòåì èññëåäóåò-
ñÿ ïîëó÷åííûé ìåòîä: âûÿñíÿåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïî
îòíîøåíèþ ê íåòî÷íûì èñõîäíûì äàííûì è ò.ä. Ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü äðóãîé ïîäõîä. Ïîëüçóÿñü íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé
î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó (êëàññó), ìû áó-
äåì èñêàòü â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñàìûé ëó÷øèé ìåòîä, ïåðåáèðàÿ
âñå (!) âîçìîæíûå ìåòîäû. Íà ïåðâûé âçãëÿä ýòà çàäà÷à êàæåòñÿ
î÷åíü ñëîæíîé � êàê æå ïåðåáðàòü âñå ìåòîäû? Íàøà öåëü � ïî-
êàçàòü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò äîéòè äî
êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ.

0.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì íàì íàäî ðåøèòü íåêîòîðóþ çàäà÷ó. Îáîçíà÷èì åå
÷åðåç p. Êàê ïðàâèëî, ó íàñ åñòü íåêîòîðàÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ îá
ýòîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íåïîëíîé è íåòî÷íîé. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü åå ÷åðåç Ip. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ó íàñ åñòü íåêîòîðûé
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ìåòîä (àëãîðèòì) äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è m. ×òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû, ìû äîëæíû ñîïîñòàâèòü êàæ-
äîìó ìåòîäó íåêîòîðîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ äëÿ
äàííîãî ìåòîäà. Áóäåì åãî îáîçíà÷àòü ÷åðåç e(p, I,m).

Îáû÷íî ìû õîòåëè áû, ÷òîáû äàííûé ìåòîä áûë ïðèìåíèì íå ê
îäíîé çàäà÷å, à ê öåëîìó ìíîæåñòâó çàäà÷ P ïîäîáíîãî òèïà. Òî-
ãäà ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m íà ýòîì ìíîæåñòâå åñòåñòâåííî
íàçâàòü âåëè÷èíó

e(P, I,m) = sup
p∈P

e(p, I,m).

Åñëè ìû õîòèì íàéòè õîðîøèé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ìíîæåñòâà çà-
äà÷ P , òî íàäî èñêàòü åãî òàêèì, ÷òîáû âåëè÷èíà e(P, I,m) áûëà êàê
ìîæíî ìåíüøå. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìåòîäîâ. Òîãäà
ìåòîä m̂ òàêîé, ÷òî

e(P, I, m̂) = inf
m∈M

e(P, I,m) = E(P, I,M),

áóäåò íàçûâàòüñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à âåëè÷èíà
E(P, I,M) � ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Åùå îäèí òèï çàäà÷ âîçíèêàåò, êîãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âû-
áèðàòü òèï èñõîäíîé èíôîðìàöèè î ðåøàåìûõ çàäà÷àõ. Êîíå÷íî,
ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñëåäóåò îæèäàòü áî-
ëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷. Îäíàêî ýòî âåäåò ê âñå áîëüøèì çàòðà-
òàì, íàïðàâëåííûì íà ïîëó÷åíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó,
êàê ïðàâèëî, ôèêñèðóþò îáúåì èñõîäíîé èíôîðìàöèè (íàïðèìåð,
÷èñëî äàííûõ èçìåðåíèé) è ñðàâíèâàþò ïîëó÷àåìûå ïîãðåøíîñòè
ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Òåì ñàìûì ïðèõîäÿò ê
ñëåäóþùåé çàäà÷å î íàõîæäåíèè èíôîðìàöèè îïòèìàëüíîãî òèïà

E(P, I,M) = inf
I∈I

E(P, I,M),

ãäå I � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîâ èñõîäíîé èíôîðìàöèè.

0.3 Âîññòàíîâëåíèå ñèãíàëîâ ïî òî÷íîìó ñïåêòðó

Òåïåðü çàéìåìñÿ çàäà÷åé î âîññòàíîâëåíèè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèè ïî åå íàáîðó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. ßñíî, ÷òî åñëè ýòè êîýôôè-
öèåíòû èçìåðÿþòñÿ ñ îøèáêîé, òî íå íóæíî áðàòü èõ ñëèøêîì ìíîãî.
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Íî äàæå åñëè áåðåòñÿ íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð òî÷íî èçìåðåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè íå âñå íóæíû. Ñ ýòîãî
ïðèìåðà, â êîòîðîì íå âñÿ òî÷íî èçìåðåííàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëåçíîé, ìû è íà÷íåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ðåàëèçîâàííóþ êàê
îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè. ×åðåç L2(T) îáî-
çíà÷èì ñîâîêóïíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·) íà T, ñóììè-
ðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ñ íîðìîé

‖x(·)‖L2(T) =

(
1

π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Ïóñòü W1
2 (T) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðè-

îäè÷åñêèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ x′(·) ∈ L2(T). ×åðåç W 1
2 (T) áóäåì

îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé x(·) ∈ W1
2 (T), äëÿ êîòîðûõ ‖x′(·)‖L2(T) ≤

1. Ïóñòü î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 1
2 (T) ìû ðàñïîëàãàåì ñëåäóþ-

ùåé èíôîðìàöèåé: íàì èçâåñòåí êîíå÷íûé íàáîð åå êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå

ak(x) =
1

π

∫
T
x(t) cos kt dt, k ∈ A,

bk(x) =
1

π

∫
T
x(t) sin kt dt, k ∈ B,

ãäå A ⊂ Z+ = {0, 1, . . .}, à B ⊂ N. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè ìû õîòèì
íàéòè íàèëó÷øèé ñïîñîá âîññòàíîâëåíèÿ â ìåòðèêå L2(T) ôóíêöèè
x(·) ñðàçó äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈W 1

2 (T).
Â ýòî âêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñìûñë. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ

m : RN // L2(T), N = cardA+ cardB

(cardM � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâåM). Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî
ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(W 1
2 (T), IA,B ,m) = sup

x(·)∈W 1
2 (T)
‖x(·)−m(IA,Bx)(·)‖L2(T),

ãäå IA,Bx = ({ak(x)}k∈A, {bk(x)}k∈B). Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(W 1
2 (T), IA,B) = inf

m : RN // L2(T)
e(W 1

2 (T), IA,B ,m),
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íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîä
m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëü-

íûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ò.å. òàêîé ìåòîä m̂, ÷òî

E(W 1
2 (T), IA,B) = e(W 1

2 (T), IA,B , m̂).

Ïîëîæèì

ka = min
k∈N\A

k, kb = min
k∈N\B

k, k0 = min{ka, kb}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Åñëè 0 /∈ A, òî E(W 1
2 (T), IA,B) =∞. Åñëè 0 ∈ A, òî

E(W 1
2 (T), IA,B) =

1

k0

è ìåòîäû

m(IA,Bx)(t) =
a0
2

+

k0−1∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) +
∑
k∈A1

ak cos kt

+
∑
k∈B1

bk sin kt, (1)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Óæå çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ ìíîãî. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîé èç îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âû-
áðàòü. Îäèí èç åñòåñòâåííûõ ñïîñîáîâ � âûáèðàòü ìåòîä, êîòîðûé
èñïîëüçóåò íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ äàííûõ (â íàøåì ñëó-
÷àå - êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå). Ïî ýòîìó êðèòåðèþ èç ìíîæåñòâà ìå-
òîäîâ (1) ñëåäóåò âûáðàòü ìåòîä

m̂(IA,Bx)(t) =
a0
2

+

k0−1∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt).

Ïîñëå âûáîðà äàííîãî ìåòîäà âñå îñòàëüíûå èçìåðåííûå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå îêàçûâàþòñÿ ëèøíèìè (îíè íå èñïîëüçóþòñÿ îï-
òèìàëüíûì ìåòîäîì m̂). Òåì íå ìåíåå, åñëè ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü
èçìåðèòü ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, êàêèå ëó÷-
øå âñåãî èçìåðÿòü, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ áûëà ìèíèìàëüíîé. Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò
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Òåîðåìà 2 Ïðè âñåõ N ∈ N

inf
cardA+cardB≤2N−1

E(W 1
2 (T), IA,B)

= inf
cardA+cardB≤2N

E(W 1
2 (T), IA,B) =

1

N
,

ïðè÷åì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ äëÿ

A = {0, 1, . . . , N − 1}, B = {1, . . . , N − 1}.

0.4 Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå,

çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè íà òîì æå
êëàññå W 1

2 (T), êîãäà âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
èçâåñòíû èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ {ãk}k∈A è {b̃k}k∈B òàêèå, ÷òî

|ak(x)− ãk| ≤ δ, k ∈ A, |bk(x)− b̃k| ≤ δ, k ∈ B.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(W 1
2 (T), IA,B , δ,m) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈l

N
∞

‖IA,Bx−y|lN∞≤δ

‖x(·)−m(y)(·)‖L2(T),

ãäå lN∞ � âåêòîðû y = (y1, . . . , yN ) ∈ RN , N = cardA + cardB, ñ
íîðìîé

‖y‖lN∞ = max
1≤j≤N

|yj |.

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

E(W 1
2 (T), IA,B , δ) = inf

m : lN∞
// L2(T)

e(W 1
2 (T), IA,B , δ,m),

à ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì ïî-
ïðåæíåìó íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïîëîæèì

p0 = max

{
p : 2δ2

p∑
k=0

k2 < 1, 0 ≤ p ≤ k0 − 1

}
.
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Òåîðåìà 3 Åñëè 0 /∈ A, òî E(W 1
2 (T), IA,B , δ) =∞. Åñëè 0 ∈ A, òî

E(W 1
2 (T), IA,B , δ) =

1

p0 + 1

√
1 +

δ2

6
(p0 + 1)(8p20 + 13p0 + 3),

à ìåòîä

m̂(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =
ã0
2
+

p0∑
k=1

(
1− k2

(p0 + 1)2

)
(ãk cos kt+b̃k sin kt)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Çäåñü â îïòèìàëüíîì ìåòîäå ïðèøëîñü îòáðàñûâàòü ÷àñòü èñõîä-
íîé èíôîðìàöèè è ñãëàæèâàòü îñòàâøèåñÿ äàííûå � óìíîæàòü èõ
íà âåëè÷èíû

1− k2

(p0 + 1)2
,

êîòîðûå óáûâàþò ñ ðîñòîì k, ò.å. ÷åì áîëüøå ÷àñòîòà, òåì ñèëüíåå
ñîîòâåòñòâóþùóþ ãàðìîíèêó íàäî ñãëàæèâàòü.

Íî, ìîæåò áûòü, ìîæíî áûëî îáîéòèñü è áåç ýòîãî, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü �åñòåñòâåííûì� ìåòîäîì

m(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =
ã0
2

+
∑
k∈A

ãk cos kt+
∑
k∈B

b̃k sin kt?

Ó ýòîãî ìåòîäà íà ôóíêöèè p−1 cos pt ∈W 1
2 (T) ïðè

p ≥ max
k∈A∪B

k

è ãk = δ, k ∈ A, b̃k = δ, k ∈ B, êâàäðàò ïîãðåøíîñòè ðàâåí âåëè÷èíå

δ2

2
+ δ2(cardA+ cardB) +

1

p2
,

êîòîðàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè èñõîäíûõ äàí-
íûõ.

Åñëè îòáðîñèòü ëèøíèå äàííûå, íî íå ñãëàæèâàòü îñòàâøèåñÿ,
ò.å. âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì

m0(({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B))(t) =
ã0
2

+

p0∑
k=1

(ãk cos kt+ b̃k sin kt),
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òî êâàäðàò ïîãðåøíîñòè òàêîãî ìåòîäà íà ôóíêöèè

1

(p0 + 1)
cos(p0 + 1)t ∈W 1

2 (T)

ïðè ãk = δ, k = 0, 1, . . . , p0, b̃k = δ, k = 1, . . . , p0, ãk = b̃k = 0, k > p0,
ðàâåí âåëè÷èíå

δ2

2
+ 2δ2p0 +

1

(p0 + 1)2
,

÷òî áîëüøå âåëè÷èíû

‖x̂(·)‖2L2(T) =
δ2

2
+ 2δ2p0 +

1− 2δ2
p0∑
k=0

k2

(p0 + 1)2
.

Òåì ñàìûì ìåòîä m0 íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïîëîæèì

Nδ = max

{
p : 2δ2

p∑
k=0

k2 < 1, p ≥ 0

}
.

Àíàëîãîì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4 Ïðè âñåõ N ∈ N

inf
cardA+cardB≤2N−1

E(W 1
2 (T), IA,B , δ)

= inf
cardA+cardB≤2N

E(W 1
2 (T), IA,B , δ)

=
1

N̂δ + 1

√
1 +

δ2

6
(N̂δ + 1)(8N̂2

δ + 13N̂δ + 3),

ãäå N̂δ = min{Nδ, N − 1}, ïðè÷åì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ äëÿ

A = {0, 1, . . . , N̂δ}, B = {1, . . . , N̂δ}.

Ðÿä îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé è èõ ïðîèç-
âîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1] è
[2] (ñì. òàêæå îáçîðíóþ ñòàòüþ [3]).
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