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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí åäèíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì
âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé n-ïîïåðå÷íèêîâ â ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêå äëÿ êëàññîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ îïå-
ðàòîðàìè (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûìè), îáëàäàþùèìè îïðåäå-
ëåííûìè îñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåçóëüòàòû îá n-ïîïåðå÷íèêàõ êàê äëÿ
êëàññîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñâåðòêè ñ ÿäðîì, íå
óâåëè÷èâàþùèì îñöèëëÿöèè, òàê è äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå òàêîé
ñâåðòêè.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèé íà êëàññàõ
ãëàäêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé óäàåòñÿ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ èññëå-
äîâàíèÿ îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ. Ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðèâåë ê èçó÷åíèþ êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñâåðòêè ñ ÿäðàìè, íå ïîâûøà-
þùèìè îñöèëëÿöèè. Äëÿ òàêèõ êëàññîâ áûëè ïîëó÷åíû äîâîëü-
íî îáùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,
îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, n-ïîïåðå÷íèêîâ, íåðàâåíñòâ
Êîëìîãîðîâà è ðÿä äðóãèõ (ñì. [1]�[3]).
Îäíàêî íåêîòîðûå êëàññû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íå óäàåòñÿ

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñâåðòêè ñ ÿäðàìè, íå óâåëè÷èâàþùèìè îñöèë-
ëÿöèè. Òåì íå ìåíåå, íà ýòèõ êëàññàõ èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû âåñü-
ìà áëèçêèå ê ãëàäêîìó ñëó÷àþ (ñì. [4]�[6]). Â äàííîé ðàáîòå äëÿ
çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé n-ïîïåðå÷íèêîâ ïðåäëàãàåòñÿ
åäèíûé ïîäõîä, îáñëóæèâàþùèé êàê ãëàäêèé, òàê è àíàëèòè÷åñêèé
ñëó÷àé, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ñïåöèàëüíîãî êëàññà îïåðàòîðîâ
(âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûõ), îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì íåóâåëè÷å-
íèÿ îñöèëëÿöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �96-01-00325).
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2 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ èç n-ïîïåðå÷íèêîâ. Ïóñòü A
� ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X. Êîë-
ìîãîðîâñêèì n-ïîïåðå÷íèêîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(A,X) := inf
Xn

sup
x∈A

inf
y∈Xn

‖x− y‖,

ãäå Xn � ïðîèçâîëüíûå n-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà X.
Ëèíåéíûì n-ïîïåðå÷íèêîì íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

λn(A,X) := inf
Y

inf
Pn

sup
x∈A
‖x− Pnx‖,

ãäå Y � âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, ñî-
äåðæàùèå A, à Pn � ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, îòîáðà-
æàþùèå Y â X, ðàíã êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò n.
Ãåëüôàíäîâñêèé n-ïîïåðå÷íèê îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
dn(A,X) := inf

Y
inf
Y n

sup
x∈A∩Y n

‖x‖,

ãäå Y èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â îïðåäåëåíèè ëèíåéíîãî n-
ïîïåðå÷íèêà, à Y n � âñåâîçìîæíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Y êîðàçìåð-
íîñòè n (çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 ∈ A).
Èíôîðìàöèîííûì n-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà A íàçîâåì âåëè-

÷èíó

(1) in(A,X) := inf
Y⊃A

l1,...,ln∈Y ∗

inf
S : Rn→X

sup
x∈A
‖x− S(l1x, . . . , lnx)‖X ,

ãäå ïî-ïðåæíåìó Y � âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðî-
ñòðàíñòâà, ñîäåðæàùèå A. Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, íà êîòîðûõ äî-
ñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1) áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ôóíê-
öèîíàëàìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíôîðìàöèîííîãî ïîïåðå÷íèêà.

Ëåììà 1. Ïóñòü A � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî, ñî-

äåðæàùåå íóëü. Òîãäà

(2) dn(A,X) ≤ in(A,X) ≤ λn(A,X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî

in(A,X) ≤ λn(A,X)

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé èíôîðìàöèîííîãî è ëè-
íåéíîãî ïîïåðå÷íèêîâ. Äîêàæåì îöåíêó ñíèçó. Ïóñòü Y ⊃ A è
l1, . . . , ln ∈ Y ∗. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ xε ∈ A, äëÿ êîòîðîãî
l1xε = . . . = lnxε = 0 è

sup
x∈A

l1x=...=lnx=0

‖x‖X ≤ ‖xε‖X + ε.

Äëÿ âñåõ S èìååì

‖xε − S(0, . . . , 0)‖X + ‖ − xε − S(0, . . . , 0)‖X ≥ 2‖xε‖X .
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Ïîýòîìó

sup
x∈A
‖x− S(l1x, . . . , lnx)‖X ≥ ‖xε‖X ≥ sup

x∈A
l1x=...=lnx=0

‖x‖X − ε

≥ dn(A,X)− ε.
Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè l1 . . . , ln, S è ε > 0 ïîëó÷àåì

in(A,X) ≥ dn(A,X).

�

×åðåç Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ
2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖p :=

∫
T
|x(t)|p dt <∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := vrai sup
t∈T

|x(t)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

BL∞ := {x ∈ L∞ : ‖x‖∞ ≤ 1 }.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ F : BL∞ → L∞ (âîîá-

ùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûõ), äëÿ êîòîðûõ

(1) ïðè âñåõ x ∈ BL∞ F (−x) = −Fx;
(2) ïðè âñåõ α ∈ T Pα ◦ F = F ◦ Pα, ãäå (Pαx)(·) = x(·+ α);
(3) F íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïîäìíîæåñòâà

BL∞ ïðîñòðàíñòâà L1 â L1 (ò. å. ‖Fxm − Fx‖1 → 0 ïðè
‖xm − x‖1 → 0).

Äëÿ êîíå÷íîãî, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî íóëÿ ìíîæåñòâà
M ⊂ Z îáîçíà÷èì ÷åðåç TM ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ èç span{eikt}k∈M , T∅ := {0}. Ïóñòü G ∈ F .
×åðåç CVD(M0,M,G) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ
F ∈ F , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) åñëè x1, x2 ðàçëè÷íûå ôóíêöèè èç BL∞ òàêèå, ÷òî Gx1 ⊥
TM , Gx2 ⊥ TM , à p ∈ TM0 , òî

S(p+ Fx1 − Fx2) ≤ S(x1 − x2),

ãäå S(f) � ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè
f íà ïåðèîäå;

(2) ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è âñåõ x ∈ BL∞ òàêèõ, ÷òî ‖x‖∞ ≤
1 è Gx ⊥ TM , ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ xρ ∈ BL∞ òàêàÿ, ÷òî
‖xρ‖∞ < 1, Gxρ ⊥ TM è ρFx = Fxρ.

(3) ìíîæåñòâî {Fx | x ∈ BL∞, Gx ⊥ TM} � âûïóêëî.
(4) åñëè x ∈ BL∞ è Gx ⊥ TM , òî Fx ⊥ TM .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî, íàïðèìåð, åñëè G � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð, à F � îïåðàòîð ñâåðòêè, èëè åñëè G = F . Ýòè äâà ñëó÷àÿ
ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ïðèìåðàõ.
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Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C(T) ÷åðåç dist f îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ
äëèíó ïîäèíòåðâàëà T, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f íå èìååò íóëåé. Ïî-
ëîæèì

(f ∗ g)(t) :=
1

2π

∫
T
f(t− s)g(s) ds.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(M, δ) êëàññ ÿäåð Ω ∈ L1, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ
x ∈ BL∞ è p ∈ TM òàêèõ, ÷òî x ⊥ TM , à dist(p + Ω ∗ x) < δ,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

S(p+ Ω ∗ x) ≤ S(x),

ïðè÷åì, åñëè Ω ∗ x ∈ C2(T), òî

Z2(p+ Ω ∗ x) ≤ S(x),

ãäå Z2 � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè, êîãäà êðàòíûå íóëè ñ÷èòàþòñÿ äâà-
æäû, à èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ,
îòáðàñûâàþòñÿ. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî cj(Ω) 6= 0, j /∈ M ,
ãäå

cj(f) :=
1

2π

∫
T
f(t)e−ijt dt, j = 0,±1, . . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(3) Ωj ∈ K(Mj, δj), j = 1, . . . , k,

F ∈ CVD(M0,M,G), M =
k⋃
j=0

Mj.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ n-ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ êëàñ-
ñîâ

F∞ := F∞(Φ,M) := { p+ Φx | p ∈ TM , x ∈ BL∞, Gx ⊥ TM },

ãäå Φx = Ωk ∗ . . . ∗ Ω1 ∗ Fx.

3. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ n-ïîïåðå÷íèêîâ íà êëàññàõ F∞
Ïóñòü n ∈ N è

Θn := { θ | θ = (θ1, . . . , θn), 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θn < 2π }.

Äëÿ η ∈ Θ2n ïîëîæèì

hη(t) := (−1)j, t ∈ [ηj−1, ηj), j = 1, . . . , 2n+ 1,

ãäå η0 := 0, η2n+1 := 2π. ×åðåç hn(t) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ hη(t),
êîãäà ηj = (j − 1)π/n, j = 1, . . . , 2n.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (3). Ïîëîæèì

δ := min
1≤j≤k

δj, m :=

{
sup{j | j ∈M M 6= ∅,
−1, M = ∅.
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Ëåììà 2. Äëÿ âñåõ n > max{m, 2π/δ} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
p∈TM

η∈Θ2n, Ghη⊥TM

‖p+ Φhη‖∞ = ‖Φhn‖∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Gσ(t) =

√
2π

σ

∑
j∈Z

exp

(
−(t− 2πj)2

2σ2

)

= 1 + 2
∞∑
j=1

e−j
2σ2/2 cos jt, σ > 0.

Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ÿäðà Gσ (ñì. [7]): ïðè âñåõ
f ∈ L∞ Gσ ∗ f � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè è, êðîìå òîãî,

lim
σ→0
‖Gσ ∗ f‖∞ = ‖f‖∞, Z(Gσ ∗ f) ≤ S(f),

ãäå Z(g) � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè g ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò p ∈ TM è η ∈ Θ2n, äëÿ êîòîðûõ Ghη ⊥ TM
è

‖p+ Φhη‖∞ < ‖Φhn‖∞.

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ

‖pσ + Φσhη‖∞ < ‖Φσhn‖∞,

ãäå pσ = Gσ ∗ p ∈ TM , Φσx = Gσ ∗ Φx. Â ñèëó ñâîéñòâ ñâåðòêè è
îïåðàòîðà F èìååì

(4) Pπ/n(Φσhn) = Φσ(Pπ/nhn) = Φσ(−hn) = −Φσhn.

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê 0 ≤ t1 < · · · < t2n < 2π òàêèõ,
÷òî

(5) (Φσhn)(tj) = ε(−1)j‖Φσhn‖∞, j = 1, . . . , 2n,

ãäå ε = 1 èëè −1. Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî α ∈ T

(6) 2n ≤ S(Pα(Φσhn)− pσ − Φσhη) = S(Φσ(Pαhn)− pσ − Φσhη).

Åñëè ïðè êàêîì-ëèáî α hη = Pαhn, òî

2n ≤ S(Pα(Φσhn)− pσ − Φσhη) = S(p) ≤ 2m < 2n.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ α Pαhn 6= hη.
Èç òîãî, ÷òî cs(Ωj) 6= 0, s /∈Mj, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ pj ∈ TMj
, j = 0, . . . , k, äëÿ êîòîðûõ

pσ + Φσhη = pk + Ωk ∗ (pk−1 + . . .+ Ω1 ∗Gσ ∗ (p0 + Fhη) . . .).
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Ïîëîæèì

fj := pj + Ωj ∗ (pj−1 + . . .+ Ω1 ∗Gσ ∗ (p0 + Fhη) . . .), j = 1, . . . , k,

gj := Ωj ∗ . . . ∗ Ω1 ∗Gσ ∗ Fhn, j = 1, . . . , k,

f0 := Gσ ∗ (p0 + Fhη), g0 := Gσ ∗ Fhn,

µj :=
‖fj‖∞
‖gj‖∞

, j = 0, . . . , k − 1, µ := max
0≤j≤k−1

µj.

Äîêàæåì, ÷òî µ0 ≥ 1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì (ñì. (4)�(6)) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
âñåõ α ∈ T

S(Pαg0 − f0) ≥ 2n.

Âûáðàâ α = −η1, èìååì

2n ≤ S(Gσ ∗ F (Pαhn)−Gσ ∗ (p0 + Fhη)) ≤ S(F (Pαhn)− p0 − Fhη)
≤ S(hn(·+ α)− hη(·)) ≤ 2(n− 1).

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî µ ≥ 1. Ïóñòü µ = µs, 0 ≤ s ≤ k − 1.
Âûáåðåì α ∈ T òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü

Pαgs − µ−1
s fs

èìåëà êðàòíûé íóëü. Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâàì (4) ïîëó÷àåì

(7) Pπ/ngj = −gj.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

dist(Pαgj − µ−1
s fj) ≤

2π

n
< δ.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ñâîéñòâ ÿäåð Ωj ïðè s > 0 èìååì

(8)

2n ≤ S(Pαgk − µ−1
s fk) ≤ . . . ≤ S(Pαgs − µ−1

s fs) < Z2(Pαgs − µ−1
s fs)

≤ S(Pαgs−1 − µ−1
s fs−1) ≤ . . . ≤ S(Pαg0 − µ−1

s f0)

≤ S(F (Pαhn)− µ−1
s (p0 + Fhη)).

Åñëè µs > 1, òî ïî ñâîéñòâó 2) îïåðàòîðîâ èç ìíîæåñòâà
CVD(M0,M,G) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ h∗ ∈ BL∞ òàêàÿ, ÷òî ‖h∗‖∞ < 1,
Gh∗ ⊥ TM è µ−1

s Fhη = Fh∗. Ïðè µs = 1 ïîëîæèì h∗ = hη. Òàêèì
îáðàçîì,

S(F (Pαhn)− µ−1
s (p0 + Fhη)) ≤ S(hn(·+ α)− h∗(·)) ≤ 2n,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (8). Åñëè s = 0, òî íåðàâåíñòâà (8) çàìåíÿþòñÿ
íà ñëåäóþùèå

2n ≤ S(Pαgk − µ−1
0 fk) ≤ . . . ≤ S(Pαg0 − µ−1

0 f0) < Z2(Pαg0 − µ−1
0 f0)

≤ S(F (Pαhn)− µ−1
s (p0 + Fhη)).
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Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî

‖p+ Φhη‖∞ ≥ ‖Φhn‖∞.

Èç ðàâåíñòâà

Pπ/nGhn = −Ghn
âûòåêàåò, ÷òî Ghn � 2π/n-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó Ghn ⊥
TM . �

Ïîëîæèì Tn := T[−n,n]∩Z

aj(f) :=
1

π

∫
T
f(t) cos jt dt, j = 0, 1, . . . ,

bj(f) :=
1

π

∫
T
f(t) sin jt dt, j = 1, 2, . . . ,

I2n−1(f) := (a0(f), a1(f), b1(f), . . . , an−1(f), bn−1(f)).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè k = 0 F (BL∞) ⊂
C(T) è, êðîìå òîãî, îïåðàòîð F íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé èç ïîäìíîæåñòâà BL∞ ïðîñòðàíñòâà L1 â C(T) (ò. å.
‖Fxm − Fx‖∞ → 0 ïðè ‖xm − x‖1 → 0).

Ëåììà 3. Ïðè âñåõ n > max{m, 2π/δ} ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð L : T2n−1 → Tn−1, äëÿ êîòîðîãî

sup
f∈F∞

‖f − L(I2n−1(f))‖∞ = ‖Φhn‖∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

(9) sup
f∈F∞

I2n−1(f)=0

‖f‖∞ = ‖Φhn‖∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ F∞, äëÿ êîòîðîé
I2n−1(f) = 0 è ‖f‖∞ > ‖Φhn‖∞. Ïóñòü f = Φx, x ∈ BL∞. Òîãäà
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ ‖Φσx‖∞ > ‖Φσhn‖∞. Îñòàâèâ çà gj òå æå
îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â ëåììå 2, ïîëîæèì

fj := Ωj ∗ . . . ∗ Ω1 ∗Gσ ∗ Fx, j = 1, . . . , k, f0 := Gσ ∗ Fx,

νj :=
‖fj‖∞
‖gj‖∞

, j = 0, . . . , k, ν := max
0≤j≤k

νj.

Ïóñòü ν = νs, 0 ≤ s ≤ k. Â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé νs > 1.
Âûáåðåì α ∈ T òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü

Pαgs − ν−1
s fs

èìåëà êðàòíûé íóëü. Èç ðàâåíñòâ (7) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè gj
èìåþò ïåðèîä 2π/n. Ñëåäîâàòåëüíî, I2n−1(gj) = 0. Òåì ñàìûì

I2n−1(Pαgs − ν−1
s fs) = 0.
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Òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêîé, òî îò-
ñþäà ñëåäóåò (ñì. [1, ñòð. 41]), ÷òî

S(Pαgs − ν−1
s fs) ≥ 2n.

Â ñèëó òîãî, ÷òî dist(Pαgs − ν−1
s fs) ≤ 2π/n < δ èìååì

2n ≤ S(Pαgs − ν−1
s fs) < Z2(Pαgs − ν−1

s fs) ≤ S(Pαgs−1 − ν−1
s fs−1)

≤ . . . ≤ S(Pαg0 − ν−1
s f0) ≤ S(F (Pαhn)− ν−1

s Fx)

≤ S(hn(·+ α)− x∗(·)) = 2n,

ãäå x∗ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ν−1
s Fx = Fx∗, ‖x∗‖∞ < 1, Gx∗ ⊥

TM . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (9).
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà-

÷åíèÿ f(0) íà êëàññå F∞ ïî èíôîðìàöèè I2n−1(f). Èç îáùèõ ðåçóëü-
òàòîâ, êàñàþùèõñÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ, òî åñòü òàêèõ ÷è-
ñåë α0, α1, β1, . . . , αn−1, βn−1, ÷òî

(10) sup
f∈F∞

|f(0)− α0a0(f)−
n−1∑
j=1

(αjaj(f) + βjbj(f))|

= sup
f∈F∞

I2n−1(f)=0

‖f‖∞ = ‖Φhn‖∞.

Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç F∞. Äëÿ t ∈ T ïîëîæèì
ft(τ) := g(t+ τ). Òàê êàê ft ∈ F∞, a0(ft) = a0(g) è

aj(ft) = aj(g) cos jt+ bj(g) sin jt,

bj(ft) = −aj(g) sin jt+ bj(g) cos jt,
j = 1, 2, . . . ,

òî, ïîëîæèâ

L(I2n−1(g)) := α0a0(g)

+
n−1∑
j=1

(
(αj cos jt− βj sin jt)aj(g) + (αj sin jt+ βj cos jt)bj(g)

)
,

èç (10) ïðè τ = 0 áóäåì èìåòü

|g(t)− L(I2n−1(g))| ≤ ‖Φhn‖∞.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t ∈ T ïîëó÷àåì

‖g − L(I2n−1(g))‖∞ ≤ ‖Φhn‖∞.

Òàê êàê äëÿ g = Φhn ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåí-
ñòâî, òî óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. �

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.
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Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ n > max{m, 2π/δ} èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

d2n(F∞, L∞) = λ2n(F∞, L∞) = d2n(F∞, L∞) = i2n(F∞, L∞)

= d2n−1(F∞, L∞) = λ2n−1(F∞, L∞) = d2n−1(F∞, L∞)

= i2n−1(F∞, L∞) = ‖Φhn‖∞.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a0(f), a1(f), b1(f), . . . , an−1(f),
bn−1(f) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè äëÿ âåëè÷èí

i2n−1 è i2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà îöåíêó ñíèçó äëÿ êîëìîãîðîâ-
ñêîãî è ãåëüôàíäîâñêîãî 2n-ïîïåðå÷íèêîâ. Ïîëîæèì

S2n :=

{
ξ = (ξ1, . . . , ξ2n+1) ∈ R2n+1

∣∣∣ 2n+1∑
s=1

|ξs| = 2π

}
,

τ0(ξ) := 0, τj(ξ) :=

j∑
s=1

|ξs|, j = 1, . . . , 2n+ 1.

Äëÿ ξ ∈ S2n îïðåäåëèì ôóíêöèè

gξ(t) := sign ξj, τj−1(ξ) ≤ t < τj(ξ), j = 1, . . . , 2n+ 1, fξ := Φgξ.

Ïóñòü X2n � ïðîèçâîëüíîå 2n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lq, 1 < q <
∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X2n = span{f1, . . . , f2n} è

f ∗ξ :=
2n∑
j=1

αj(ξ)fj

� ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ fξ ïîäïðîñòðàíñòâîì X2n. Ïî-
ëîæèì

E(F∞, X2n) := sup
f∈F∞

inf
g∈X2n

‖f − g‖q.

Åñëè TM 6⊂ X2n, òî E(F∞, X2n) = ∞. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî TM ⊂
X2n, dim TM = r è {fj}rj=1 � áàçèñ TM . Ïîëîæèì IM(f) :=
{aj(f), bj(f)}j∈M∩Z+ . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

α(ξ) := (IM(Ggξ), αr+1(ξ), . . . , α2n(ξ)).

Îòîáðàæåíèå α : S2n → R2n � íåïðåðûâíîå è íå÷åòíîå. Ïîýòîìó
ïî òåîðåìå Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ∗ ∈ S2n, äëÿ êîòîðîãî α(ξ∗) = 0.
Èìååì

E(F∞, X2n) ≥ inf
g∈X2n

‖fξ∗ − g‖q = ‖Φgξ∗ −
r∑
j=1

αj(ξ
∗)fj‖q

≥ inf
p∈TM

η∈Θ2n, Ghη⊥TM

‖p+ Φhη‖q.



10 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ñëåäîâàòåëüíî,

d2n(F∞, Lq) ≥ inf
p∈TM

η∈Θ2n, Ghη⊥TM

‖p+ Φhη‖q.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè q →∞ è ïîëüçóÿñü ëåììîé 2, áóäåì èìåòü

d2n(F∞, L∞) ≥ inf
p∈TM

η∈Θ2n, Ghη⊥TM

‖p+ Φhη‖∞ = ‖Φhn‖∞.

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó ñíèçó äëÿ ãåëüôàíäîâñêèõ 2n-ïîïåðå÷-
íèêîâ. Ïóñòü Y � íåêîòîðîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ñîäåðæàùåå F∞, è

X2n = { f ∈ Y | 〈lj, f〉 = 0, j = 1, . . . , 2n, lj ∈ Y ∗ }.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå J : TM → R2n, çàäàâàåìîå ðàâåíñòâîì

Jp = (l1p, . . . , l2np).

Åñëè Ker J 6= 0, òî
sup

f∈F∞∩X2n

‖f‖∞ =∞.

Åñëè æå Ker J = 0, òî ñðåäè ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , l2n ñóùåñòâóþò
r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà TM . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ l1, . . . , lr. Òîãäà îñòàëüíûå ôóíêöèîíàëû íà TM ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå

〈lj, p〉 =
r∑
s=1

cjs〈ls, p〉, j = r + 1, . . . , 2n.

Ïîëîæèì

Lj := lj −
r∑
s=1

cjsls, j = r + 1, . . . , 2n,

è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

α(ξ) := (IM(Gfξ), 〈Lr+1, fξ〉, . . . , 〈L2n, fξ〉).
Ïî òåîðåìå Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ∗ ∈ S2n, äëÿ êîòîðîãî α(ξ∗) = 0.
Òàê êàê Ker J = 0, òî íàéäåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì p∗ ∈
TM òàêîé, ÷òî

〈ls, p∗〉 = −〈ls, fξ∗〉, s = 1, . . . , r.

Äëÿ r + 1 ≤ j ≤ 2n èìååì

〈lj, p∗ + fξ∗〉 =

〈
Lj +

r∑
s=1

cjsls, p
∗ + fξ∗

〉
=

r∑
s=1

cjs〈ls, p∗ + fξ∗〉 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
p∗ + fξ∗ ∈ X2n.

Òåì ñàìûì

sup
f∈F∞∩X2n

‖f‖∞ ≥ ‖p∗ + fξ∗‖∞ ≥ inf
p∈TM

η∈Θ2n, Ghη⊥TM

‖p+ Φhη‖∞ = ‖Φhn‖∞.
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Îòñþäà
d2n(F∞, L∞) ≥ ‖Φhn‖∞.

Èç íåðàâåíñòâ (2) è ìîíîòîííîñòè ïîïåðå÷íèêîâ ñëåäóåò, ÷òî
îñòàåòñÿ îöåíèòü ñâåðõó λ2n−1(F∞, L∞). Ýòà îöåíêà âûòåêàåò èç
ëåììû 3. �

4. Ïðèìåðû êëàññîâ F∞
Äëÿ Ω ∈ L1 ïîëîæèì

WM(Ω) := { f : f = p+ Ω ∗ x, p ∈ TM , x ∈ BL∞, x ⊥ TM }.
Íàçîâåì ôóíêöèþ Ω ∈ L1 ÿäðîì, íå óâåëè÷èâàþùèì îñöèëëÿ-

öèè, åñëè ïðè âñåõ x ∈ L∞ òàêèõ, ÷òî x ⊥ TM , x 6≡ 0, è ïðè âñåõ
p ∈ TM èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

S(p+ Ω ∗ x) ≤ S(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Fx = Ω ∗ x ïðèíàäëåæèò êëàññó
CVD(M,M, Id) (Id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð). Ñëåäîâàòåëüíî,

WM(Ω) = F∞(Φ,M),

ãäå Φx = Fx (k = 0, G = Id).
Ïðè M = ∅ ÿäðà, íå óâåëè÷èâàþùèå îñöèëëÿöèè íàçûâàþò-

ñÿ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè, íå óâåëè÷èâàþùèìè îñöèëëÿöèè èëè
CVD-ÿäðàìè (cyclic variation diminishing kernels). Äëÿ êëàññîâ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñâåðòêè ñ ÿäðàìè òàêîãî òèïà, òåî-
ðåìà 1 äîêàçàíà À. Ïèíêóñîì [1, ñòð. 179].
Ïóñòü Q(D) � äèôôåðåíöèàëüíûé ïîëèíîì ñ ïîñòîÿííûìè âå-

ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Q(D) = DdegQ +

degQ−1∑
m=0

amD
m, D =

d

dx
.

Ïîëîæèì

ΩQ(t) :=
∑
m∈Z

Q(im)6=0

eimt

Q(im)
.

Ïóñòü
M = {m ∈ Z : Qj(im) = 0 }.

Òîãäà

WM(ΩQ) = WQ
∞

:= { f : f (degQ−1) � àáñ. íåïðåðûâíà, ‖Q(D)f‖∞ ≤ 1 }.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(Q) ìàêñèìóì ìíèìîé ÷àñòè íóëåé ïîëèíîìà

Q. Èç ðàáîò [8] è [3] âûòåêàåò, ÷òî ïðè h(Q) ≤ 1/2 ÿäðî ΩQ íå óâåëè-
÷èâàåò îñöèëëÿöèè (ïðè ýòîì M = 0, åñëè Q(0) = 0, è M = ∅, åñëè
Q(0) 6= 0). Òàêèì îáðàçîì, ïðè h(Q) ≤ 1/2 òåîðåìà 1 ñïðàâåäëèâà
äëÿ êëàññà WQ

∞.
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Åñëè Q(D) = Dr, òî êëàññ WQ
∞ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ñîáîëåâà

W r
∞, äëÿ êîòîðîãî òî÷íûå çíà÷åíèÿ èçó÷àåìûõ ïîïåðå÷íèêîâ áûëè

íàéäåíû Â. Ì. Òèõîìèðîâûì [9].
Ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Q, íóëè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ñêîëü óãîäíî

äàëåêî îò âåùåñòâåííîé îñè, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÿäðà ΩQ ÿâëÿ-
þòñÿ ÿäðàìè, íå ïîâûøàþùèìè îñöèëëÿöèè. Íàïðèìåð, ÿäðî ΩQ

äëÿ

(11) Q(D) = D(D2 + 12) . . . (D2 +m2)

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì, íå ïîâûøàþùèì îñöèëëÿöèè cM = {0,±1, . . .±m}
(ñì. [10]).
Â îáùåì ñëó÷àå ïîëèíîì Q(D) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

(12) Q(D) =
k∏
j=1

Qj(D),

ãäå Qj(D) � äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè òàêèå, ÷òî degQj ≤ 2. Èç ðàáîòû [3] ñëåäóåò, ÷òî
ΩQj ∈ K(Mj, δj), ãäå

(13) Mj = {m ∈ Z : Qj(im) = 0 }, δj = π/h(Qj).

Ïîýòîìó, ïîëîæèâ Φx = ΩQk ∗ . . . ∗ ΩQ1 ∗ x, ïîëó÷àåì, ÷òî

WQ
∞ = F∞(Φ,M), M =

k⋃
j=1

Mj (F = G = Id, M0 = ∅).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hβ∞ (Hβ
∞) êëàññ âåùåñòâåííûõ 2π-ïåðèîäè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó Sβ := {z ∈
C : | Im z| < β} è óäîâëåòâîðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ

|Re f(z)| ≤ 1 (|f(z)| ≤ 1).

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð [11, ñòð. 269]), ÷òî

hβ∞ = { f : f = Kβ ∗ x, x ∈ BL∞ },
ãäå

Kβ(t) = 1 + 2
∞∑
m=1

cosmt

chmβ
.

ßäðî Kβ ÿâëÿåòñÿ CVD-ÿäðîì (ñì. [1, ñòð. 62]). Òàêèì îáðàçîì,

hβ∞ = W∅(Kβ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êëàññ Hβ
∞. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ w =

4

π
arctg z êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà

íà ïîëîñó |Rew| < 1, èìååì

f(·) ∈ Hβ
∞ ⇐⇒

4

π
arctg f(·) ∈ hβ∞.
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Ïîýòîìó

Hβ
∞ = { f : f = ϕ(Kβ ∗ x), x ∈ BL∞ },

ãäå ϕ(w) = tg
π

4
w. Ïîñêîëüêó signϕ(w) = ϕ(signw) ïðè w ∈ [−1, 1],

òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð

Fx = ϕ(Kβ ∗ x),

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó CVD(∅,M, F ) ïðè âñåõ M . Òåì ñàìûì

Hβ
∞ = F∞(Φ, ∅), Φx = Fx (k = 0, G = F ).

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîëèíîìà Q(D) ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ÷åðåç hQ,β∞ (HQ,β

∞ ) îáîçíà÷èì êëàññ âåùåñòâåííûõ
2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëî-
ñó Sβ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Q(D)f ∈ hβ∞ (Q(D)f ∈ Hβ
∞).

Â îáîçíà÷åíèÿõ (12) è (13) èìååì

hQ,β∞ = F(Φ1,M), HQ,β
∞ = F(Φ2,M),

ãäå Φ1x = ΩQk ∗ . . . ∗ΩQ1 ∗Kβ ∗ x, Φ2x = ΩQk ∗ . . . ∗ΩQ1 ∗ ϕ(Kβ ∗ x),

M =
⋃k
j=1Mj (â ïåðâîì ñëó÷àå G = Id, à âî âòîðîì � G = F ).

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Ïðè âñåõ n > 2h(Q)

d2n(W,L∞) = λ2n(W,L∞) = d2n(W,L∞) = i2n(W,L∞)

= d2n−1(W,L∞) = λ2n−1(W,L∞) = d2n−1(W,L∞) = i2n−1(W,L∞)

=


‖ΩQ ∗ hn‖∞, W = WQ

∞,

‖ΩQ ∗Kβ ∗ hn‖∞, W = hQ,β∞ ,

‖ΩQ ∗ ϕ(Kβ ∗ hn)‖∞, W = HQ,β
∞ ,

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a0(f), a1(f), b1(f), . . . , an−1(f),
bn−1(f) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ôóíêöèîíàëàìè äëÿ âåëè÷èí

i2n−1 è i2n.

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû äëÿ êëàññà WQ
∞ (äëÿ êîëìîãîðîâñêî-

ãî, ëèíåéíîãî è ãåëüôàíäîâñêîãî ïîïåðå÷íèêîâ) áûëî ïîëó÷åíî â
ðàáîòå [3]. ×åòíûå ïîïåðå÷íèêè êëàññà HQ,β

∞ ïðè Q(D) = Dr áûëè
íàéäåíû â ðàáîòå [6].
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè äëÿ ãëàäêîãî è àíàëèòè÷åñêîãî

ñëó÷àåâ íåîäíîêðàòíî âûñêàçûâàëàñü ïðîôåññîðîì Â. Ì. Òèõîìè-
ðîâûì, êîòîðîìó àâòîð ïðèçíàòåëåí çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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