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Î ÍÀÈËÓ×ØÅÌ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÑÈÍÒÅÇÅ
ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íàèëó÷øèõ (îïòèìàëüíûõ) ìåòî-
äîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé ïî èõ ïðèáëèæåííî çàäàííûì êîýô-
ôèöèåíòàì Ôóðüå. Òàêèå ìåòîäû ñòðîÿòñÿ ñðàçó äëÿ öåëîãî êëàññà
ôóíêöèé, ÷òî îïðåäåëÿò èõ âàæíóþ ñïåöèôèêó: èñïîëüçóþòñÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå âñå äîñòóïíûå äëÿ èçìåðåíèÿ (òî÷íîãî èëè íåòî÷-
íîãî) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à òå, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ, ïîäâåðãà-
þòñÿ íåêîòîðîìó �ñãëàæèâàíèþ�. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì,
÷òî ïðîèñõîäèò â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå, ñâÿçàííîé ñ öèôðîâîé îá-
ðàáîòêîé ñèãíàëîâ: âûñîêèå ÷àñòîòû îòáðàñûâàþòñÿ, à íèçêèå òåì
èëè èíûì ñïîñîáîì ôèëüòðóþòñÿ.
Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èäåé-

íî âîñõîäèò ê ðàáîòàì À. Í. Êîëìîãîðîâà î íàõîæäåíèè íàèëó÷øå-
ãî ïîäïðîñòðàíñòâà ñðåäè âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ ôèêñèðîâàííîé ðàç-
ìåðíîñòè, àïïðîêñèìèðóþùåãî äàííûé êëàññ ôóíêöèé. Ýòîò ïîä-
õîä ìîæíî áûëî áû íàçâàòü êîëìîãîðîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé. Îí
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé àëüòåðíàòèâîé ðåãóëÿðèçàöèè ïî À. Í. Òè-
õîíîâó, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíäèâèäóàëüíûå îáúåêòû è ïðè ýòîì
íå ó÷èòûâàåòñÿ êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ (êî-
òîðîå ìîæåò áûòü è íå áëèçêèì ê íóëþ) è íå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ
î íàèëó÷øèõ ìåòîäàõ.
Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Ìû íà÷èíàåì ñ ðàññìîòðåíèÿ îä-

íîãî ïðèìåðà òèõîíîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè â òî÷êå ïî åå íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå.
Ïðèìåð âçÿò èç êëàññè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòñêîãî ó÷åáíèêà ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ([1]). Çàòåì ìû äàåì ñâîé âàðèàíò ðåøåíèÿ
äàííîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà êîëìîãîðîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè. Ïî-
ñëå ýòîãî ïðèâîäÿòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîé ìåòðèêå ïî òî÷íî èëè íåòî÷íî çàäàííîìó êîíå÷íîìó íàáîðó
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [2]�[7] èçó÷àëèñü
çàäà÷è áëèçêèå ê èçëîæåííûì çäåñü, à èìåííî, çàäà÷è îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé (ïåðèîäè÷åñêèõ è çàäàííûõ íà Rd)
è îïåðàòîðîâ îò íèõ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó.
Áèáëèîãðàôèÿ: 7 íàçâàíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �13-01-12447 è �14-01-92004).
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå, ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

1. Îá îäíîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî

íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå

Â [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü 2π-ïåðèîäè÷åñ-
êàÿ ôóíêöèÿ x(·) òàêîâà, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå

x(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt),

ãäå

ak =ak(x(·)) =
1

π

∫ π

−π
x(t) cos kt dt, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =bk(x(·)) =
1

π

∫ π

−π
x(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . . ,

(1)

ñõîäèòñÿ ê x(·) ðàâíîìåðíî.
Âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·) èç-

âåñòíû èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ãk, b̃k òàêèå, ÷òî

(a0 − ã0)2

2
+
∞∑
k=1

((ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2) ≤ δ2,

ãäå δ > 0. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå
ôóíêöèè x(·) â íåêîòîðîé òî÷êå τ .
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî êàê áû áûñòðî íå ñõîäèëñÿ èñõîäíûé ðÿä

ê x(τ) è êàê áû íå áûëî ìàëî δ > 0, ìîæíî óêàçàòü òàêèå ÷èñëà ãk,

b̃k, ÷òî ñóììà ðÿäà

ã0
2

+
∞∑
k=1

(ãk cos kt+ b̃k sin kt)

áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò x(τ) íà ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî èëè
äàæå ðàñõîäèòüñÿ.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x(·) â òî÷êå

τ ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ x(τ) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä

ã0
2

+
∞∑
k=1

1

1 + αk2
(ãk cos kτ + b̃k sin kτ),

ãäå α òîãî æå ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷òî è δ (íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü
α = δ).
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè x(·) ∈ L2(T) (çäåñü è äàëåå ïîä T ïî-

íèìàåòñÿ îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè) è x(·)
íåïðåðûâíà â τ , òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê x(τ) ïðè α→ 0.
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Â çàêëþ÷èòåëüíîì çàìå÷àíèè àâòîðû ó÷åáíèêà ïèøóò: �... äîëæ-

íû ëè ìû, æåëàÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå îá èíòåðåñóþùåì íàñ ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå, íåîãðàíè÷åí-

íî ñîâåðøåíñòâîâàòü òî÷íîñòü ïðèáîðà èëè ïóòü ê ýòîìó ëå-

æèò ÷åðåç ðàçâèòèå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîò-

êè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè èìåþùåéñÿ
òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçâëå÷ü ìàêñè-
ìàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå.� (Âûäåëåíî æèð-
íûì øðèôòîì íàìè.)

Ïîäõîä, êîòîðûé ìû íàçûâàåì êîëìîãîðîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé,
ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôóíê-
öèè x(·). Íî òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü èìåþùóþñÿ
ôèêñèðîâàííóþ òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ è ñòàâèòü âîïðîñ î íàõîæäå-
íèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ.
Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W1

2 (T)
ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
x(·), ó êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ẋ(·) ïðèíàäëåæèò L2(T). Íîðìà ôóíê-
öèè x(·) â L2(T) îïðåäåëÿåòñÿ òàê

‖x(·)‖L2(T) =

(
1

π

∫ π

−π
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Åñëè x(·) ∈ W1
2 (T), òî â êàæäîé òî÷êå t ∈ T ôóíêöèÿ x(·) ðàçëàãà-

åòñÿ â ðÿä Ôóðüå, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.
Â ïðîñòðàíñòâå W1

2 (T) ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé

W 1
2 (T) = {x(·) ∈ W1

2 (T) : ‖ẋ(·)‖L2(T) ≤ 1 }.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âå-

ùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈y, y′〉 = a0a
′
0

2
+
∞∑
k=1

yky
′
k,

ãäå y = (y0, y1, . . .), y
′ = (y′0, y

′
1, . . .) è ñ ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé

‖y‖l2 =

(
a20
2

+
∞∑
k=1

y2k

)1/2

.

Åñëè ôóíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò W1
2 (T), òî åå êîýôôèöèåíòû Ôó-

ðüå ïðèíàäëåæàò l2. Ïóñòü F : W1
2 (T)→ l2 � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

x(·), ò. å. Fx(·) = (a0(x(·)), a1(x(·)), b1(x(·)), . . . ) � íàáîð êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

2 (T) íàì èçâåñò-
íû ïðèáëèæåííî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à èìåííî, èçâåñòåí âåê-
òîð

y = (ã0, ã1, b̃1 . . .) ∈ l2
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òàêîé, ÷òî
‖Fx(·)− y‖l2 ≤ δ,

ãäå δ > 0.
Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ x(τ) äîëæåí ñîïîñòàâëÿòü âåêòî-

ðó (íàáëþäåíèþ) y ÷èñëî, êîòîðîå, ñîãëàñíî äàííîìó ìåòîäó, åñòü
íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê x(τ). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìåòîä � ýòî
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ϕ : l2 → R. Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà íà-
çîâåì âåëè÷èíó

e(W 1
2 (T), F, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈l2

‖Fx(·)−y‖l2≤δ

|x(τ)− ϕ(y)|.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(W 1
2 (T), F, δ) = inf

ϕ : l2→R
e(W 1

2 (T), F, δ, ϕ),

íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîä
ϕ̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëü-

íûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ò. å. òàêîé ìåòîä ϕ̂, ÷òî

E(W 1
2 (T), F, δ) = e(W 1

2 (T), F, δ, ϕ̂).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî δ > 0

E(W 1
2 (T), F, δ) = (â+ δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

ãäå â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

2
+
∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Ìåòîä ϕ̂, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y) =
ã0
2

+
∞∑
k=1

1

1 + âk2
(ãk cos kτ + b̃k sin kτ),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìåòîä ðå-
ãóëÿðèçàöèè, ïðåäëîæåííûé â [1], ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå
W 1

2 (T) ïðè α = â(δ). Êðîìå òîãî, ìèíèìàëüíàÿ îøèáêà îöåíèâàíèÿ
x(τ) äàåòñÿ âåëè÷èíîé E(W 1

2 (T), F, δ), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè δ → 0.
Çàìåòèì åùå, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

2 (T), çàêëþ-
÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî èçâåñòåí âåêòîð y ∈ l2 òàêîé, ÷òî ‖Fx(·) −
y‖l2 ≤ δ ðàâíîñèëüíà, â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, òîìó, ÷òî èç-
âåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(T) òàêàÿ, ÷òî ‖x(·)− y(·)‖L2(T) ≤ δ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîãðåøíîñòü
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ E(W 1

2 (T), F, δ) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ
çàäà÷è

x(τ)→ max, x(·) ∈ W 1
2 (T), ‖Fx(·)‖l2 ≤ δ, (2)

ò. å. âåëè÷èíû âåðõíåé ãðàíè ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ïðè
äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ϕ : l2 → R � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòà-

íîâëåíèÿ, x(·) ∈ W 1
2 (T) (òîãäà è −x(·) ∈ W 1

2 (T)) è ‖Fx(·)‖l2 ≤ δ.
Èìååì

2x(τ) ≤ |x(τ)− ϕ(0)− (−x(τ)− ϕ(0))| ≤ |x(τ)− ϕ(0)|
+ | − x(τ)− ϕ(0)| ≤ 2 sup

x(·)∈W 1
2 (T)

‖Fx(·)‖l2≤δ

|x(τ)− ϕ(0)|

≤ 2 sup
x(·)∈W 1

2 (T), y∈l2
‖Fx(·)−y‖l2≤δ

|x(τ)− ϕ(y)| = 2e(W 1
2 (T), F, δ, ϕ).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x(·), à çàòåì
ñïðàâà ïî âñåì ìåòîäàì ϕ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Òåïåðü íàéäåì çíà÷åíèå çàäà÷è (2) (è òåì ñàìûì ïîëó÷èì îöåíêó

ñíèçó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ). Äëÿ ýòîãî
óäîáíî ïåðåïèñàòü çàäà÷ó â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Åñëè
x(·) ∈ W1

2 (T), òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

‖x(·)‖2L2(T) = ‖Fx(·)‖
2
l2
=
a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k),

‖ẋ(·)‖2L2(T) = ‖Fẋ(·)‖
2
l2
=
∞∑
k=1

k2(a2k + b2k),

ãäå ak = ak(x(·)), k ∈ Z+, è bk = bk(x(·)), k ∈ N, è òîãäà çàäà÷à (2)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ)→ max,
∞∑
k=1

k2(a2k + b2k) ≤ 1,

a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k) ≤ δ2. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à êàê çàäà÷à íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
(a0, a1, b1, . . .) (âñþäó äàëåå òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷àåì
{ak, bk}) èç l2, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kak, kbk} òàêæå
ïðèíàäëåæàò l2 (îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ÷åðåç l12), ðàâíîñèëüíî çàäà÷å (2) â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè
{ak, bk} ∈ l12, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x(·) ∈ W1

2 (T),
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äëÿ êîòîðîé {ak, bk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå. Îãðàíè÷åíèÿ â (3) ïåðåõîäÿò â îãðàíè÷åíèÿ â (2), x(τ) � ýòî
ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (3).
Åñëè ìû íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî òåì ñàìûì íàéäåì è

åå çíà÷åíèå. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Âîñïîëüçóåìñÿ äîñòà-
òî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
çàäà÷è (3) èìååò âèä

L({ak, bk}, λ1, λ2) = −
a0
2
−
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ)

+ λ1

∞∑
k=1

k2(a2k + b2k) + λ2

(
a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k)

)
.

Åñëè íàéäåòñÿ äîïóñòèìàÿ â (3) (ò. å. óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷å-

íèÿì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {âk, b̂k} è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂1 ≥ 0,

λ̂2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî

(a) min
{ak,bk}∈l12

L({ak, bk}, λ̂1, λ̂2) = L({âk, b̂k}, λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

(
∞∑
k=1

k2(â2k + b̂2k)− 1

)
= 0, λ̂2

(
â20
2

+
∞∑
k=1

(â2k + b̂2k)− δ2
)
= 0,

òî {âk, b̂k} � ðåøåíèå çàäà÷è (3).
Ïðîâåðêà ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîñòà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé

äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak, bk}, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (a) è
(b), áóäåì èìåòü

− a0
2
−
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) ≥ −
a0
2
−
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ)

+ λ̂1

(
∞∑
k=1

k2(a2k + b2k)− 1

)
+ λ̂2

(
a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k)− δ2
)

= L({ak, bk}, λ̂1, λ̂2)− λ̂1 − λ̂2δ2 ≥ L({âk, b̂k}, λ̂1, λ̂2)− λ̂1 − λ̂2δ2

=
â0
2
−
∞∑
k=1

(âk cos kτ + b̂k sin kτ) + λ̂1

(
∞∑
k+1

k2(â2k + b̂2k)− 1

)

+ λ̂2

(
â20
2

+
∞∑
k=1

(â2k + b̂2k)− δ2
)

= − â0
2
−
∞∑
k=1

(âk cos kτ + b̂k sin kτ),

ò. å. ({âk, b̂k} � ðåøåíèå çàäà÷è (3).
Äàëåå ðàññóæäàåì ýâðèñòè÷åñêè, ïûòàÿñü ïîíÿòü, êàêîé âèä

äîëæíà èìåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {âk, b̂k} è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà
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λ̂1 ≥ 0, λ̂2 ≥ 0, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (a) è (b). Ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà, êàê ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak, bk} ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé è èç óñëîâèÿ (a) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè

â òî÷êå {âk, b̂k} ðàâíà íóëþ. Ôîðìàëüíî âû÷èñëÿÿ ýòó ïðîèçâîä-
íóþ, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak, bk}
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî

− a0
2
−
∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) + 2λ̂1

∞∑
k=1

k2(âkak + b̂kbk)

+ 2λ̂2

(
â0a0
2

+
∞∑
k=1

(âkak + b̂kbk)

)
= 0. (4)

Îòñþäà, áåðÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (1, 0, . . .), (0, 1, 0, . . .), . . ., ïî-
ëó÷àåì, ÷òî

â0 =
1

2λ̂2
, âk =

cos kτ

2(λ̂1k2 + λ̂2)
, b̂k =

sin kτ

2(λ̂1k2 + λ̂2)
, k ∈ N. (5)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî λ̂1 > 0 è λ̂2 > 0, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (b)
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ â ýòîì óñëîâèè ðàâíÿëèñü
íóëþ, ò. å.

∞∑
k=1

k2(â2k + b̂2k) =
1

4

∞∑
k=1

k2

(λ̂1k2 + λ̂2)2
= 1

è

â20
2

+
∞∑
k=1

(â2k + b̂2k) =
1

4

(
1

2λ̂22
+
∞∑
k=1

1

(λ̂1k2 + λ̂2)2

)
= δ2.

Îáîçíà÷àÿ a = λ̂1/λ̂2 è äåëÿ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå, ïîëó÷àåì,
÷òî

1

2
+
∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2. (6)

Òåïåðü ðàññóæäàåì òî÷íî. Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (6) îïðå-
äåëÿåò ôóíêöèþ f (ïåðåìåííîãî a) íà (0,∞). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå â = â(δ) > 0 òàêîå, ÷òî
f(â) = δ2. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî lima→0 f(a) = 0 è
lima→+∞ f(a) = +∞.
Ïóñòü ε > 0 è n ≥ 6 òàêîâî, ÷òî 1/n < ε. Òàê êàê, î÷åâèäíî,

lim
a→0

(
1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2

)
=

1

2
+ n < 2n+ 1
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è

lim
a→0

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
=

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
> n(2n+ 1) ,

òî ñóùåñòâóåò òàêîå a0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < a < a0 ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2
< 2n+ 1,

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
> n(2n+ 1) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2
<

1

n

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
.

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî
∞∑

k=n+1

1

(1 + ak2)2
<

1

n2

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
<

1

n

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà è çàòåì äåëÿ îäíî íà äðóãîå,
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < a < a0

f(a) =

1

2
+
∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

<
1

n
< ε ,

ò. å. lima→0 f(a) = 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî a > 0

f(a) =

a2

2
+
∞∑
k=1

1

(a−1 + k2)2

∞∑
k=1

k2

(a−1 + k2)2

>
a2

2
∞∑
k=1

1

k2

,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî lima→+∞ f(a) = +∞.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïîêàæåì, ÷òî f ñòðîãî ìî-

íîòîííî âîçðàñòàåò íà (0,∞). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
îíà ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ëþáîì îòðåçêå [a0, a1], ãäå
0 < a0 < a1 < ∞. Íà êàæäîì òàêîì îòðåçêå âûïîëíåíû ñòàíäàðò-
íûå óñëîâèÿ î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäîâ, âõîäÿùèõ â
îïðåäåëåíèå f , è ìû èìååì äëÿ a ∈ [a0, a1]

f ′(a) =
2g(a)( ∞∑

k=1

k2

(1 + ak2)2

)2
,
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ãäå

g(a) = −
∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

+

(
1

2
+
∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

) ∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3

> −
∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

+
∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3
= −

∞∑
j,k=1

αjk +
∞∑

j,k=1

βjk,

à

αjk =
j2k2

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
, βjk =

k4

(1 + aj2)2(1 + ak2)3
.

Îòñþäà

−αjk + βkj =
j2(j2 − k2)

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
,

−αkj + βjk =
k2(k2 − j2)

(1 + ak2)3(1 + aj2)2

è òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

− αjk + βkj − αkj + βjk

=
j2 − k2

(1 + aj2)2(1 + ak2)2

(
j2

1 + aj2
− k2

1 + ak2

)
=

(j2 − k2)2

(1 + aj2)3(1 + ak2)3
≥ 0 .

Òåì ñàìûì g(a) > 0 è çíà÷èò, f ′(a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ (0,∞).
Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
Ïóñòü δ > 0 è â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(a) =

δ2. Ïîëàãàåì

λ̂2 = λ̂2(â) =
1

2

(
∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

λ̂1 = λ̂1(â) = â λ̂2 è ïóñòü ñ äàííûìè λ̂1, λ̂2 ÷èñëà â0, âk, b̂k, k ∈ N,
îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (5).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {âk, b̂k}, êàê ëåãêî âèäåòü, ïðèíàäëåæàò l12 è
ýëåìåíòàðíûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî

∞∑
k=1

k2(â2k + b̂2k) = 1,
â20
2

+
∞∑
k=1

(â2k + b̂2k) = δ2, (7)

òàê ÷òî îíà äîïóñòèìà â çàäà÷å (3).
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Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñóììû â âûðàæåíèè (4) ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {kâk, kb̂k},
{kak, kbk} è {âk, b̂k}, {ak, bk} è ïîýòîìó èìåþò ñìûñë. Ïîäñòàâëÿÿ

â (4) âûðàæåíèÿ äëÿ λ̂1, λ̂2 è â0, âk, b̂k, k ∈ N, ïîñëå ýëåìåíòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäèì, ÷òî ýòî âåðíîå ðàâåíñòâî äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak, bk} ∈ l12.
Ïóñòü ôóíêöèÿ x̂(·) ∈ W1

2 (T) òàêîâà, ÷òî {âk, b̂k} � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Òîãäà (4), âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì
Ïàðñåâàëÿ, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ W1

2 (T) ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

x(τ) = 2λ̂1〈F ˙̂x(·), F ẋ(·)〉+ 2λ̂2〈Fx̂(·), Fx(·)〉. (8)

Åñëè ïîäñòàâèòü ñþäà âìåñòî x(·) ôóíêöèþ x̂(·), òî ïîëó÷èì

x̂(τ) = (â+ δ2)

(
∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

.

Âåëè÷èíà ñëåâà � çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â çà-
äà÷å (2) íà ôóíêöèè x̂(·) è ïîýòîìó çíà÷åíèå ñàìîé çàäà÷è íå ìåíü-
øå ýòîé âåëè÷èíû.
Ïî äîêàçàííîìó, ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(W 1
2 (T), F, δ) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2) è çíà÷èò,

E(W 1
2 (T), F, δ) ≥ (â+ δ2)

(
∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

. (9)

Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ x̂(·) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (2), íî íàì ýòî íå íóæíî è ïîýòîìó íà ýòîì íå áóäåì îñòà-
íàâëèâàåìñÿ.
Îöåíèì òåïåðü ñâåðõó âåëè÷èíó E(W 1

2 (T), F, δ) è ïðîâåðèì, ÷òî
ìåòîä ϕ̂ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îöåíèì

ïîãðåøíîñòü ýòîãî ìåòîäà. Ïóñòü x(·) ∈ W 1
2 (T), y = (ã0, ã1, b̃1, . . .) ∈

l2 è ‖Fx(·)−y‖l2 ≤ δ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕ̂(y) = 2λ̂2〈Fx̂(·), y〉.
Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâà (8), íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ðà-
âåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, ðàâåíñòâ (7) è óñëîâèé íà x(·) è y èìååì

|x(τ)− ϕ̂(y)| = |2λ̂1〈F ˙̂x(·), F ẋ(·)〉+ 2λ̂2〈Fx̂(·), Fx(·)− y〉|

≤ 2λ̂1‖F ˙̂x(·)‖l2‖Fẋ(·)‖l2 + 2λ̂2‖Fx̂(·)‖l2‖Fx(·)− y‖l2

≤ 2λ̂2â+ 2λ̂2δ
2 = (â+ δ2)

(
∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

.

Îòñþäà è (9) ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà ϕ̂ è íóæíîå âûðàæåíèå
äëÿ âåëè÷èíû E(W 1

2 (T), F, δ). �
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2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé è èõ

ïðîèçâîäíûõ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå èíôîðìàöèÿ î êîýôôèöèåíòàõ Ôóðüå
ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî âñå îíè ïðèáëèæåííî èçâåñòíû â ìåòðèêå l2.
Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå åñòåñòâåííîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü ïðèáëèæåííî êàæ-
äûé èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíê-
öèè. Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ýòîò ñëó÷àé,
ïðè÷åì âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå ìû áóäåì íå â
òî÷êå, à �öåëèêîì� â ìåòðèêå L2(T). Ïðè ýòîì âîçíèêàåò èíòåðåñ-
íûé ýôôåêò, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî íå âñå ïðèáëèæåííî èçìå-
ðåííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èñïîëüçóþòñÿ â îïòèìàëüíîì ìåòîäå
âîññòàíîâëåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí
íå òîëüêî ñ íàëè÷èåì ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ, ìû ñíà÷à-
ëà ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòåí êîíå÷íûé íàáîð òî÷íî
èçìåðåííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

2.1. Âîññòàíîâëåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåòðèêå ïî
òî÷íûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ïóñòü n � íàòó-
ðàëüíîå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn

2 (T) ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ (n− 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà è x(n)(·) ∈ L2(T). Â ïðîñòðàíñòâå Wn

2 (T) ðàññìîòðèì êëàññ
ôóíêöèé

W n
2 (T) = {x(·) ∈ Wn

2 (T) | ‖x(n)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.

Ìû ñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü A ⊂ Z+ = {0, 1, 2, . . .} è
B ⊂ N = {1, 2, . . .} � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü
ïóñòûì) è î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W n

2 (T) íàì èçâåñòíû åå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå {ak}k∈A è {bk}k∈B, ò. å. x(·) ñîîòâåòñòâóåò íàáîð
FA,Bx(·) = ({ak}k∈A, {bk}b∈B) èç N ÷èñåë, ãäå N = cardA + cardB.
Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ôóíêöèè èçW n

2 (T) è èõ r-ûå
ïðîèçâîäíûå, 1 ≤ r ≤ n−1, â ìåòðèêå L2(T), èñïîëüçóÿ äàííóþ èí-
ôîðìàöèþ? Ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ëþáîé ìåòîä ϕ, ïðè-
çâàííûé âîññòàíîâèòü x(r)(·) (0 ≤ r ≤ n − 1) ïî íàáîðó FA,Bx(·),
ñîïîñòàâëÿåò ýòîìó íàáîðó ôóíêöèþ ϕ(FA,Bx(·))(·) ∈ L2(T), ò. å. ϕ
åñòü îòîáðàæåíèå èç RN â L2(T).
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(Dr,W n
2 (T), FA,B, ϕ) = sup

x(·)∈Wn
2 (T)
‖x(r)(·)− ϕ(FA,Bx(·))(·)‖L2(T),

(Dr ñèìâîëèçèðóåò îïåðàòîð r-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,D0 �
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ìàêñèìàëüíîå
íà êëàññå W n

2 (T) óêëîíåíèå ôóíêöèè x(r)(·) îò ôóíêöèè, êîòîðàÿ
åå �âîññòàíàâëèâàåò� ñîãëàñíî äàííîìó ìåòîäó.
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Íàñ, êàê è ðàíüøå, èíòåðåñóåò òîò ìåòîä, ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî
ìèíèìàëüíà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(Dr,W n
2 (T), FA,B) = inf

ϕ : RN→L2(T)
e(Dr,W n

2 (T), FA,B, ϕ),

êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ è òå ìåòîäû, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å. òàêèå
ìåòîäû ϕ̂, ÷òî

E(Dr,W n
2 (T), FA,B) = e(Dr,W n

2 (T), FA,B, ϕ̂).

Ïîäîáíûå ìåòîäû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ.
Ñâÿæåì ñî ìíîæåñòâàìè A è B ÷èñëî

k0 = k0(A,B) = min{ min
k∈N\A

k, min
k∈N\B

k }.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χr ôóíêöèþ íà Z+, ðàâíóþ åäèíèöå â íóëå è
íóëþ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 2. Åñëè 0 /∈ A, òî
E(D0,W n

2 (T), FA,B) = +∞.
Åñëè 1 ≤ r ≤ n− 1 èëè r = 0 è 0 ∈ A, òî

E(Dr,W n
2 (T), FA,B) =

1

kn−r0

è äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = {αk}k∈A è β = {βk}k∈B òàêèõ, ÷òî

|αk − 1| ≤
(
k

k0

)n−r
, k ∈ A, |βk − 1| ≤

(
k

k0

)n−r
, k ∈ B,

ìåòîä

ϕ̂α,β(FA,Bx(·))(t) =
a0
2
χr +

∑
k∈A\{0}

krαkak cos(kt+ πr/2)

+
∑
k∈B

krβkbk sin(kt+ πr/2)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííîé òåî-
ðåìû.
1. Óñëîâèå E(D0,W n

2 (T), FA,B) = +∞, åñëè 0 /∈ A îçíà÷àåò, ÷òî
íèêàêèì ñïîñîáîì íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ôóíêöèè èç êëàññà W n

2 (T),
è â ýòîì ñìûñëå ëþáîé ìåòîä îïòèìàëåí.
2. Âñå îïòèìàëüíûå ìåòîäû ëèíåéíû è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé

ìåòîä, êîòîðûé èñïîëüçóåò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå òîëüêî ñ íîìåðà-
ìè äî k0 − 1 (íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè k ≥ k0 êîýôôèöèåíòû
αk è βk ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ). Ïðè ýòîì, åñëè k0 = 1 è
r ≥ 1, òî îïòèìàëüíûé ìåòîä íóëåâîé.
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3. Ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü �åñòåñòâåííûå�, êîãäà αk =
βk = 1, ò. å. â ðÿä Ôóðüå ïîäñòàâëÿþòñÿ èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü 0 ≤ r ≤ n− 1. Êàê è ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, íà÷íåì ñ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû
E(Dr,W n

2 (T), FA,B). Òå æå, ôàêòè÷åñêè, ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ðàíü-
øå ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

E(Dr,W n
2 (T), FA,B) ≥ sup

x(·)∈Wn
2 (T)

FA,Bx(·)=0

‖x(r)(·)‖L2(T). (10)

Ïóñòü r = 0. Åñëè 0 /∈ A, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ x(·), ÿâëÿþùàÿñÿ
êîíñòàíòîé, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: x(·) ∈ W n

2 (T) è FA,Bx(·) = 0,
à âåëè÷èíà ‖x(·)‖L2(T) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.
Òîãäà èç (10) ñëåäóåò, ÷òî E(D0,W n

2 (T), FA,B) = +∞.
Ïóñòü òåïåðü 0 ∈ A. Åñëè k0 = min{ k ∈ N \ A }, òî ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ t 7→ x0(t) = k−n0 cos k0t. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
x0(·) ∈ W n

2 (T), FA,Bx0(·) = 0 è ‖x0(·)‖L2(T) = k−n0 . Åñëè æå k0 =
min{ k ∈ N \B }, òî íàäî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ t 7→ k−n0 sin k0t, êî-
òîðàÿ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü
(10) íå ìåíüøå k−n0 è çíà÷èò,

E(D0,W n
2 (T), FA,B) ≥

1

kn0
. (11)

Îöåíèì òåïåðü ñâåðõó âåëè÷èíó E(D0,W n
2 (T), FA,B) è ïðîâåðèì

îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ ϕ̂α,β èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû.
Ïóñòü x(·) ∈ W n

2 (T). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, áóäåì
èìåòü

‖x(·)− ϕα,β(FA,Bx(·))(·)‖2L2(T) =
∑

k∈A\{0}

(1− αk)2a2k +
∑
k∈B

(1− βk)2b2k

+
∑
k∈N\A

a2k +
∑
k∈N\B

b2k ≤ max
k∈A\{0}

(1− αk)2

k2n

∑
k∈A\{0}

k2na2k

+max
k∈B

(1− βk)2

k2n

∑
k∈B

k2nb2k +
1

k2n0

∑
k∈N\A

k2na2k +
1

k2n0

∑
k∈N\B

k2nb2k.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà âåêòîðû α è β, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìåòîäà ϕ̂α,β ñ òàêèìè íàáîðàìè α è β

‖x(·)− ϕ̂α,β(FA,Bx(·))(·)‖2L2(T) ≤
1

k2n0

∑
k∈N

k2n(a2k + b2k) ≤
1

k2n0
,

ñïðàâåäëèâîìó äëÿ âñåõ x(·) ∈ W n
2 (T). Ñëåäîâàòåëüíî,

e(D0,W n
2 (T), FA,B, ϕ̂α,β) ≤

1

kn0
.
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Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ îöåíêîé (11), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà r = 0 è 0 ∈ A.
Ïóñòü òåïåðü 1 ≤ r ≤ n− 1. Áåðÿ òå æå ôóíêöèè t 7→ k−n0 cos k0t

è t 7→ k−n0 sin k0t, ÷òî è âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà ñïðàâà â (10)

íå ìåíüøå k
−(n−r)
0 è çíà÷èò,

E(Dr,W n
2 (T), FA,B) ≥

1

kn−r0

. (12)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕ̂α,β ïîëó÷àåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëî-
ãè÷íî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî âûøå äëÿ r = 0. �

2.2. Âîññòàíîâëåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåòðèêå ïî
êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ. Çäåñü
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-
íûõ íà òîì æå êëàññå W n

2 (T), ñ òåìè æå ìíîæåñòâàìè A è B, íî
âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ak = ak(x(·)), k ∈ A
è bk = bk(x(·)), k ∈ B, ôóíêöèè x(·) ∈ W n

2 (T) èçâåñòíû èõ ïðèáëè-

æåííûå çíà÷åíèÿ, ò. å. òàêèå ÷èñëà {ãk}k∈A è {b̃k}k∈B, ÷òî

|ak − ãk| ≤ δ, k ∈ A, |bk − b̃k| ≤ δ, k ∈ B.
Óäîáíî çàïèñàòü ýòî ïî äðóãîìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lN∞ ïðîñòðàíñòâî
RN ñ íîðìîé ‖y‖∞ = max0≤j≤N−1 |yj|, ãäå y = (y0, y1, . . . , yN−1).
Áóäåì ñ÷èòàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî

FA,Bx(·) = (ak0 , ak1 , . . . , akN1
, bl1 , . . . , blN2

),

ãäå k0 < . . . < kN1 è l1 < . . . < lN2 , N1 + 1 + N2 = N . Òîãäà
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàì èçâåñòåí âåêòîð y = (y0, . . . , yN) òàêîé, ÷òî
‖FA,Bx(·)− y‖∞ ≤ δ.
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ : RN → L2(T) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(Dr,W n
2 (T), FA,B, δ, ϕ) = sup

x(·)∈Wn
2 (T), y∈lN∞

‖FA,Bx(·)−y‖∞≤δ

‖x(r)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T).

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

E(Dr,W n
2 (T), FA,B, δ) = inf

ϕ : lN∞→L2(T)
e(Dr,W n

2 (T), FA,B, δ, ϕ),

à ìåòîä ϕ̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì ïî-
ïðåæíåìó íàçûâàòü îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïîëîæèì

p̂ = p̂(δ) = max

{
p ∈ Z+ : 2δ2

p∑
k=0

k2n < 1

}
è p0 = p0(A,B, δ) = min{p̂, k0 − 1}, ãäå k0 = k0(A,B) îïðåäåëåíî
ïåðåä òåîðåìîé 2.
Ôóíêöèÿ χr íà Z+ òàêæå îïðåäåëåíà ïåðåä òåîðåìîé 2.
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Òåîðåìà 3. Åñëè 0 /∈ A, òî
E(D0,W n

2 (T), FA,B, δ) = +∞.
Åñëè 1 ≤ r ≤ n− 1 èëè r = 0 è 0 ∈ A, òî

E(Dr,W n
2 (T), FA,B, δ)

=

√√√√ 1

(p0 + 1)2(n−r)
+
δ2

2
χr + 2δ2

p0∑
k=1

k2r

(
1−

(
k

p0 + 1

)2(n−r)
)

è ìåòîä

ϕ̂({ãk}k∈A, {b̃k}k∈B)(t) =
ã0
2
χr

+

p0∑
k=1

(
1−

(
k

p0 + 1

)2(n−r)
)
kr(ãk cos(kt+πr/2)+ b̃k sin(kt+πr/2))

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè p̂ ≤ k0 − 1, òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñ
íîìåðàìè áîëüøèìè p̂ ìîæíî îòáðîñèòü � îïòèìàëüíûé ìåòîä èõ
íå èñïîëüçóåò.
Çàìåòèì åùå, ÷òî ïðè δ = 0 ôîðìàëüíî ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ïî-

ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî p0 = k0 − 1. Êðîìå
òîãî, ïðè δ = 0 ïîëó÷àåòñÿ îäèí èç ìåòîäîâ, óêàçàííûõ â òåîðåìå
2, à èìåííî, êîãäà

αk = βk = 1−
(
k

k0

)2(n−r)

, k = 1, . . . , k0 − 1,

à îñòàëüíûå αk è βk ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïóñòü 0 ≤ r ≤ n − 1. Ïîëüçóÿñü òåì
æå ïðèåìîì, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(Dr,W n
2 (T), FA,B, δ) ≥ sup

x(·)∈Wn
2 (T)

‖FA,Bx(·)‖∞≤δ

‖x(r)(·)‖L2(T). (13)

Ïóñòü r = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè 0 /∈ A, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
x(·), ÿâëÿþùåéñÿ êîíñòàíòîé, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ x(·) ∈ W n

2 (T)
è ‖FA,Bx(·)‖∞ ≤ δ (FA,Bx(·) � íóëåâîé âåêòîð) è òåì ñàìûì ïðà-
âàÿ ÷àñòü â (13) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, ò. å.
E(D0,W n

2 (T), FA,B, δ) = +∞.
Ïóñòü òåïåðü 0 ∈ A. Íàéäåì çíà÷åíèå âåëè÷èíû ñïðàâà â (13).

Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖x(·)‖L2(T) → max, x(·) ∈ W n
2 (T), ‖FA,Bx(·)‖∞ ≤ δ. (14)
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Ìû íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à òåì ñàìûì è íàéäåì çíà÷åíèå
óêàçàííîé âåëè÷èíû.
Ïåðåõîäÿ ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñå-

âàëÿ, ïîëó÷èì, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (14) ðàâåí çíà÷åíèþ
òàêîé çàäà÷è

a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k)→ max,
∞∑
k=1

k2n(a2k + b2k) ≤ 1,

a2k ≤ δ2, k ∈ A, b2k ≤ δ2, k ∈ B, (15)

ãäå ak = ak(x(·)), k ∈ Z+ è bk = bk(x(·)), k ∈ N, è x(·) ∈ Wn
2 (T).

Çàìåòèì, àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî îòíîñèòåëüíî
çàäà÷ (2) è (3), ÷òî çàäà÷à (15), êàê çàäà÷à íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
{ak, bk} èç l2 òàêèõ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {knak, knbk} òàêæå ïðè-
íàäëåæèò l2 (îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÷å-
ðåç ln2 ), ðàâíîñèëüíà çàäà÷å (14) ñ çàìåíîé ‖x(·)‖L2(T) íà ‖x(·)‖2L2(T).

Çàäà÷à (15) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò
âèä

L({ak, bk}, λ, {λk}k∈A, {µk}k∈B) = −
a0
2
−
∞∑
k=1

(a2k + b2k)

+ λ
∞∑
k=1

k2n(a2k + b2k) +
∑
k∈A

λka
2
k +

∑
k∈B

µkb
2
k.

Åñëè íàéäåòñÿ äîïóñòèìàÿ â çàäà÷å (15) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{âk, b̂k} è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂ ≥ 0, λ̂k ≥ 0, k ∈ A è µ̂k ≥ 0,
k ∈ B, òàêèå, ÷òî

(a) min
{ak,bk}∈ln2

L({ak, bk}, λ̂, {λ̂k}k∈A, {µ̂k}k∈B)

= L({âk, b̂k}, λ̂, {λ̂k}k∈A, {µ̂k}k∈B),

(b) λ̂

(
∞∑
k=1

k2n(â2k + b̂2k)− 1

)
= 0, λ̂k(â

2
k − δ2) = 0, k ∈ A,

µ̂k (̂b
2
k − δ2) = 0, k ∈ B,

òî {âk, b̂k} � ðåøåíèå çàäà÷è (15). Ïðîâåðêà ýòî ôàêòà ïðîâîäèòñÿ
òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Ïðåäúÿâèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {âk, b̂k}, äîïóñòèìóþ â

(15) è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂ ≥ 0, λ̂k ≥ 0, k ∈ A è µ̂k ≥ 0, k ∈ B,
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a) è (b).
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Ïóñòü p0 = p̂ < k0 − 1. Ïîëîæèì âk = δ, k = 0, 1, . . . , p0, b̂k = δ,

k = 1, . . . , p0, âp0+1 = b̂p0+1 = α, ãäå

α =

√√√√1/2− δ2
p0∑
k=0

k2n

(p0 + 1)n

è âk = b̂k = 0, åñëè k > p0 + 1.
Ïðîâåðèì, ÷òî α ≤ δ. Åñëè ýòî íå òàê, òî ìû èìåëè áû íåðàâåí-

ñòâî

1− 2δ2
p0∑
k=0

k2n > 2δ2(p0 + 1)2n,

èëè

2δ2
p0+1∑
k=0

k2n < 1

â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî p0 = p̂.
Äàëåå

∞∑
k=1

k2n(â2k + b̂2k) = 2δ2
p0∑
k=1

k2n +

1− 2δ2
p0∑
k=0

k2n

(p0 + 1)2n
(p0 + 1)2n = 1

è òåì ñàìûì {âk, b̂k} � äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â çàäà÷å
(15).
Ïóñòü òåïåðü p0 = k0−1. Åñëè k0 = min k∈N\A k (k0 = min k∈N\B k),

òî ïîëàãàåì âk = δ, k = 0, 1, . . . , p0, b̂k = δ, k = 1, . . . , p0, âp0+1 =√
2α (̂bp0+1 =

√
2α), à îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû íóëåâûå.

Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìû â çàäà÷à (15). Ïðîâåðêà òà-
êàÿ æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íî â äàííîé ñèòóàöèè p0 + 1 =
k0 /∈ A è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî |

√
2α| ≤ δ íå îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ.

Ïîëîæèì òåïåðü λ̂ = (p0 + 1)−2n, λ̂0 = 1/2, λ̂k = µ̂k = 1 − λ̂k2n,
k = 1, . . . , p0 è λ̂k = µ̂k = 0, k > p0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà íåîòðèöàòåëüíû. Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (a).
Äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ak, bk} ∈ ln2 èìååì

L({ak, bk}, λ̂, {λ̂k}k∈A, {µ̂k}k∈B) =
p0∑
k=1

(−1 + λ̂k2n + λ̂k)a
2
k

+

p0∑
k=1

(−1 + λ̂k2n + µ̂k)b
2
k +

∞∑
k=p0+1

(−1 + λ̂k2n)(a2k + b2k)

=
∞∑

k=p0+1

(−1 + λ̂k2n)(a2k + b2k) =
∞∑

k=p0+2

(−1 + λ̂k2n)(a2k + b2k).
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Âûðàæåíèå ñïðàâà íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ λ̂. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

{âk, b̂k}, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà p0 + 2, íóëåâûå è ïîýòîìó ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà íà ýòèõ ôóíêöèÿõ ðàâíà íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò óñëîâèå
(a).
Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (b) ïðîâåðÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {âk, b̂k} ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è
(15) (äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ) è åå çíà÷åíèå äëÿ ëþáîãî èç
ýòèõ ñëó÷àåâ òàêîâî

â20
2

+
∞∑
k=1

(â2k + b̂2k) =
δ2

2
+ 2δ2p0 +

1− 2δ2
p0∑
k=1

k2n

(p0 + 1)2n

=
δ2

2
+ λ̂+ 2δ2

p0∑
k=1

(1− λ̂k2n) = λ̂+ δ2

(
λ̂0 + 2

p0∑
k=1

λ̂k

)
.

Îòñþäà è èç (13) ñëåäóåò, ÷òî

E(D0,W n
2 (T), FA,B, δ) ≥

√√√√λ̂+ δ2

(
λ̂0 + 2

p0∑
k=1

λ̂k

)
. (16)

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé ñâåðõó è ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ. Åñëè ìåòîä ϕ : RN → L2(T) îïòèìàëåí, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
åãî ïîãðåøíîñòü, ò. å. çíà÷åíèå çàäà÷è

‖x(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T) → max, ‖FA,Bx(·)− y‖∞ ≤ δ, y ∈ lN∞,
x(·) ∈ W n

2 (T) (17)

ðàâíà E(D0,W n
2 (T), FA,B, δ).

Êàæäûì íàáîðàì α = (α1, . . . , αp0) è β = (β1, . . . , βp0) ñîïîñòàâèì
ìåòîä ϕα,β : RN → L2(T), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕα,β(y)(t) =
y0
2

+

p0∑
k=1

(αkyk cos kt+ βkyN1+k sin kt),

ãäå y = (y0, y1, . . . , yN−1). Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè
ìåòîäîâ èìåííî òàêîãî âèäà (åñëè p0 = 0, òî ñóììà â îïðåäåëåíèè
ìåòîäà íóëåâàÿ).
Ïåðåõîäÿ ê êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (17)

äëÿ ìåòîäà ϕα,β ðàâåí, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ, çíà÷åíèþ
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òàêîé çàäà÷è

(a0 − y0)2

2
+

p0∑
k=1

((ak − αkyk)2 + (bk − βkyN1+k)
2)

+
∞∑

k=p0+1

(a2k + b2k)→ max, y = (y0, . . . , yN−1) ∈ RN ,

‖FA,Bx(·)− y‖∞ ≤ δ,

∞∑
k=1

k2n(a2k + b2k) ≤ 1, (18)

ãäå {ak, bk} ∈ ln2 .
Îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëàãàåìûå ïîä çíà-

êîì ïåðâîé ñóììû â ìàêñèìèçèðóåìîì ôóíêöèîíàëå, ó÷èòûâàÿ,

÷òî λ̂ > 0 è λ̂k > 0, k = 1, . . . , p0,

(ak − αkyk)2 =

 1− αk√
λ̂ kn

√
λ̂ knak +

αk√
λ̂k

√
λ̂k (ak − yk)

2

≤
(
(1− αk)2

λ̂k2n
+
α2
k

λ̂k

)(
λ̂k2na2k + λ̂k(ak − yk)2

)
è àíàëîãè÷íî

(bk − βkyN1+k)
2 ≤

(
(1− βk)2

λ̂k2n
+
β2
k

λ̂k

)(
λ̂k2nb2k + λ̂k(bk − yN1+k)

2
)
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè è îáîçíà÷àÿ

Sα,β = max
1≤k≤p0

(
(1− αk)2

λ̂k2n
+
α2
k

λ̂k
,

(1− βk)2

λ̂k2n
+
β2
k

λ̂k

)
,

ïîëó÷èì, ÷òî

p0∑
k=1

((ak − αkyk)2 + (bk − βkyN1+k)
2)

≤ Sα,β

(
λ̂

p0∑
k=1

k2n(a2k + b2k) +

p0∑
k=1

λ̂k((ak − yk)2 + (bk − yN1+k)
2)

)

≤ Sα,β

(
λ̂

p0∑
k=1

k2n(a2k + b2k) + 2δ2
p0∑
k=1

λ̂k

)
.

Äàëåå, åñëè k ≥ p0 + 1, òî k−2n ≤ (p0 + 1)−2n = λ̂ è ïîýòîìó
∞∑
p0+1

(a2k + b2k) =
∞∑
p0+1

1

k2n
k2n(a2k + b2k) ≤ λ̂

∞∑
p0+1

k2n(a2k + b2k).

Åñëè íàáîðû α è β òàêîâû, ÷òî Sα,β ≤ 1, òî èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê
âûòåêàåò, ÷òî ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â (18) íå ïðåâîñõîäèò
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âåëè÷èíû

δ2

2
+ λ̂

p0∑
k=1

k2n(a2k + b2k) + 2δ2
p0∑
k=1

λ̂k + λ̂
∞∑
p0+1

k2n(a2k + b2k)

=
δ2

2
+ λ̂

∞∑
k=1

k2n(a2k + b2k) + 2δ2
p0∑
k=1

λ̂k ≤
δ2

2
+ λ̂+ 2δ2

p0∑
k=1

λ̂k

= λ̂+ δ2

(
λ̂0 + 2

p0∑
k=1

λ̂k

)
,

ò. å.

e(D0,W n
2 (T), FA,B, δ, ϕα,β) ≤

√√√√λ̂+ δ2

(
λ̂0 + 2

p0∑
k=1

λ̂k

)
.

Âìåñòå ñ îöåíêîé (16) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ϕα,β îïòèìàëåí.
Ïîêàæåì, ÷òî íàáîðû α è β , äëÿ êîòîðûõ Sα,β ≤ 1, ñóùåñòâóþò.

Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , p0 âûáåðåì αk è βk òàê, ÷òîáû îíè äîñòàâ-
ëÿëè ìèíèìóì âûðàæåíèÿì â ñêîáêàõ â îïðåäåëåíèè Sα,β. Ëåãêî
ïîäñ÷èòàòü, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ

αk = βk =
λ̂k

λ̂k + λ̂k2n
= 1−

(
k

p0 + 1

)2n

, k = 1, . . . , p0. (19)

Òîãäà äëÿ òàêèõ α è β

Sα,β = max
1≤k≤p0

1

λ̂k + λ̂k2n
= 1 .

Èòàê, åñëè âåêòîðû α = (α1, . . . , αp0) è β = (β1, . . . , βp0) îïðå-
äåëåíû ðàâåíñòâîì (19), òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì. Ýòî â òî÷íîñòè òîò ìåòîä, êîòîðûé óêàçàí â òåîðåìå,

åñëè ïåðåéòè ê îáîçíà÷åíèÿì ãk è b̃k. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ
r = 0 äîêàçàíû.
Åñëè 1 ≤ r ≤ n−1, òî ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òà æå, ÷òî è äëÿ ñëó-

÷àÿ r = 0, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåñêîëüêèìè êîðîòêèìè
çàìå÷àíèÿìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû ñïðàâà â (13) ðàññìàò-
ðèâàåì àíàëîã çàäà÷è (14), íî ñ ìàêñèìèçèðóåìûì ôóíêöèîíàëîì
‖x(r)(·)‖L2(T), êâàäðàò êîòîðîãî â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
èìååò âèä

∑
k∈N k

2r(a2k+b
2
k). Çàòåì åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà àíàëîãà çàäà÷è (15). Äàëåå ïîëüçóåìñÿ äî-
ñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ìíî-

æèòåëè Ëàãðàíæà òàêîâû: λ̂ = (p0 + 1)−2(n−r), λ̂0 = 0 (åñëè 0 ∈ A),
λ̂k = µ̂k = k2r − λ̂k2n, k = 1, . . . , p0 è λ̂k = µ̂k = 0, k > p0. Îöåí-
êà ñâåðõó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ïîñòðîåíèå
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ òàêæå ïðîõîäèò ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è âûøå,
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è îïòèìàëüíûå ìåòîäû èùóòñÿ ñðåäè ìåòîäîâ âèäà

ϕα,β(y)(t) =

p0∑
k=0

kr(αkyk cos(kt+ πr/2) + βkyN1+k sin(kt+ πr/2)).

�
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