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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
çíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ýëåìåíòîâ ïî íåòî÷íîé
èíôîðìàöèè î ñàìèõ ýëåìåíòàõ. Îñíîâíîå ìåñòî â ðàáîòå çàíèìàþò
êîíêðåòíûå ðåçóëüòàòû, è îíè êàñàþòñÿ äâóõ òèïîâ çàäà÷, êîòîðûå
íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.
1. Ïóñòü ïðî ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ (èëè ôóíêöèþ íà ïðÿ-

ìîé) èç íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà èçâåñòíû ïðèáëèæåí-
íî êàêèå-òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (èëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ïðÿìîé). Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé èíôîðìàöèåé, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíê-
öèþ è åå ïðîèçâîäíûå â òîé èëè èíîé ìåòðèêå?
2. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíî

ðåøåíèå íåêîòîðîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (ñêàæåì, óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè). Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé
èíôîðìàöèåé, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â äðó-
ãîé ìîìåíò âðåìåíè?
Ìû îòâå÷àåì íà ýòè âîïðîñû â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ èç ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ïî
íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó è â çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè òåï-
ëà íà d-ìåðíîé ñôåðå è íà d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òî÷íåå ãîâîðÿ,
ôîðìóëèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ è èõ ïîãðåøíîñòåé.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â êàæäîé çàäà÷å îïòèìàëüíûé ìåòîä èñ-

ïîëüçóåò âïîëíå îïðåäåëåííûé îáúåì èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè è
ïðè ýòîì èñïîëüçóåìàÿ èíôîðìàöèÿ �ñãëàæèâàåòñÿ�. Â çàäà÷àõ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó ýòî ñîãëàñó-
åòñÿ ñ ïðàêòèêîé: ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëà ïî äîñòóïíûì èçìå-
ðåíèÿì ãàðìîíèêàì âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû îòáðàñûâàþò, à
îñòàëüíûå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ñãëàæèâàþò, ÷òîáû íèâåëèðî-
âàòü åñòåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �08-01-00450, �08�01�90001) è Ïðîãðàì-
ìû ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ÍØ-3233.2008.1).
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Ðàáîòà íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëèðóå-
ìûõ óòâåðæäåíèé íå ïðèâîäÿòñÿ (áîëüøàÿ ÷àñòü èõ îïóáëèêîâàíà
è ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè äàþòñÿ), íî ôîðìóëèðóåòñÿ îáùèé ðå-
çóëüòàò, íà êîòîðîì áàçèðóþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ òåîðåì. Íàì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå òåì, êîòîðûå ïðåäñòàâ-
ëåíû â ýòîé ðàáîòå, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðàçðàáîòêå
÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî íåòî÷íîé è/èëè íåïîëíîé èíôîðìàöèè
îá èñõîäíûõ äàííûõ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùèé ðåçóëüòàò

Ïóñòü X, Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà,W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî
(êëàññ ýëåìåíòîâ) â X è Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû õî-
òèì âîññòàíîâèòü ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Z íà êëàññå W , ðàñ-
ïîëàãàÿ î êàæäîì ýëåìåíòå x ∈ W èíôîðìàöèåé î ïðèáëèæåííîì
çíà÷åíèè îïåðàòîðà I : X → Y íà ýëåìåíòå x. Òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ
êàæäîãî x ∈ W âìåñòî ýëåìåíòà Ix èçâåñòåí ýëåìåíò y ∈ Y òàêîé,
÷òî Ix − y ∈ Ω, ãäå Ω ⊂ Y � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæå-
ñòâî (êàê ïðàâèëî, âûïóêëîå è óðàâíîâåøåííîå). Åñëè Ω = {0}, òî
ãîâîðÿò, ÷òî èíôîðìàöèÿ çàäàíà òî÷íî.
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîëü-

íûå îòîáðàæåíèÿ m : Y → Z. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçîâåì
âåëè÷èíó

e(T,W, I,Ω,m) = sup
x∈W, y∈Y
Ix−y∈Ω

‖Tx−m(y)‖Z .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âåëè÷èíà

E(T,W, I,Ω) = inf
m : Y→Z

e(T,W, I,Ω,m),

íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìåòîä
m̂, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ (åñëè òàêîâîé ñóùå-
ñòâóåò), íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Âïåðâûå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà

Ñ. À. Ñìîëÿêîì [1] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Z = R, èíôîðìàöèÿ çàäàíà
òî÷íî è dimY < ∞. Îí äîêàçàë, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ñðåäè îïòè-
ìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü ëèíåéíûé. Âïîñëåäñòâèè ïðîáëåìàòèêà îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàëàñü â ñàìûõ ðàç-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì. [2]�[7]). Ðÿä êîíêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí
â [8]. Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ, áàçèðóþùèéñÿ íà
ïðèíöèïàõ òåîðèè ýêñòðåìóìà, ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ [9]�[14].
Ïðèâåäåì òåïåðü îäèí îáùèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñïîñî-

áà íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
íåñêîëüêî äåòàëèçèðóåì èñõîäíóþ ïîñòàíîâêó. Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó,
X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è Z � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ïóñòü, äàëåå, Y1, . . . , Yn � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäå-
íèÿìè (·, ·)Yj è ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè ‖ · ‖Yj , Ij : X → Yj �
ëèíåéíûå îïåðàòîðû è δj > 0, 1 ≤ j ≤ n. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà T : X → Z íà
êëàññå

Wk = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj, 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ k < n }
(ïðè k = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî W0 = X) ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ
îïåðàòîðîâ Ik+1, . . . , In, çàäàííûõ íåòî÷íî, ò. å. äëÿ êàæäîãî x ∈ Wk

èçâåñòåí âåêòîð y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn òàêîé, ÷òî
‖Ijx− yj‖Yj ≤ δj, j = k + 1, . . . , n.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé, çäåñü Y = Yk+1× . . .×Yn (ñ
íîðìîé, ðàâíîé ñóììå íîðì ñîìíîæèòåëåé), W = Wk è

Ω = { (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1× . . .× Yn : ‖yj‖Yj ≤ δj, j = k+ 1, . . . , n }.
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ m : Yk+1 × . . . × Yn → Z

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,Wk, I, δ,m) = sup
x∈Wk

sup
y=(yk+1,...,yn)∈Yk+1×...×Yn
‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j=k+1,...,n

‖Tx−m(y)‖Z ,

ãäå I = (I1, . . . , In) è δ = (δ1, . . . , δn), à ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

E(T,Wk, I, δ) = inf
m : Yk+1×...×Yn→Z

e(T,Wk, I, δ,m).

Ïðè ýòîì ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (åñëè
òàêîâîé ñóùåñòâóåò), íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-

íîâëåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îá ýëåìåíòå

x ∈ X èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ äâóõ òèïîâ : àïðèîðíàÿ, çàêëþ÷àþùà-
ÿñÿ â ïðèíàäëåæíîñòè x êëàññó Wk è àïîñòåðèîðíàÿ, çàäàííîé â
âèäå íàáîðà ýëåìåíòîâ yk+1, . . . , yn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ Ik+1x, . . . , Inx. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû
I1, . . . Ik âìåñòå ñ âåëè÷èíàìè δ1, . . . , δk, îïðåäåëÿþùèå êëàññ Wk,
çàäàþò àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ, à îïåðàòîðû Ik+1, . . . , In âìåñòå ñ
âåëè÷èíàìè δk+1, . . . , δn � àïîñòåðèîðíóþ èíôîðìàöèþ. Íåêîòîðîå
åäèíîîáðàçèå â îáîçíà÷åíèÿõ ýòèõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ èíôîð-
ìàöèè äàåò âîçìîæíîñòü ïî ðàçíîìó èíòåðïðåòèðîâàòü äàííóþ çà-
äà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ, ñ÷èòàÿ òó èëè èíóþ èíôîðìàöèþ àïðèîðíîé
èëè àïîñòåðèîðíîé.
Ñâÿæåì ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(1) ‖Tx‖2
Z → max, ‖Ijx‖2

Yj
≤ δ2

j , j = 1, . . . , n, x ∈ X,
êîòîðàÿ, êàê ìû âèäèì �íå ðàçëè÷àåò� àïðèîðíóþ è àïîñòåðèîðíóþ
èíôîðìàöèè.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, íà êîòîðîì áàçèðóþòñÿ ïîñòðîåíèÿ îï-
òèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n,
÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷è

‖Tx‖2
Z → max,

n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj
≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X

è çàäà÷è (1) ñîâïàäàþò. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ

y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . .× Yn ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xy çàäà÷è

k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj
→ min, x ∈ X.

Òîãäà

E(T,Wk, I, δ) = sup
‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Tx‖Z

è ìåòîä

m̂(y) = Txy

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé è èõ
ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííîìó ñïåêòðó

Ðàññìîòðèì äàííóþ çàäà÷ó îòäåëüíî äëÿ ôóíêöèé íà ïðÿìîé è
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ôóíêöèè íà ïðÿìîé. Îäíà èç âîçìîæíûõ è âïîëíå åñòåñòâåí-
íûõ ïîñòàíîâîê çäåñü òàêîâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wr

2(R) ñîáîëåâñêîå
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ïðÿìîé R, ò. å.
Wr

2(R) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) ∈ LAC(R), x(r)(·) ∈ L2(R) },
ãäå r ∈ N è LAC(R) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà R. Ïóñòü

W r
2 (R) = {x(·) ∈ Wr

2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1 }
� ñîáîëåâñêèé êëàññ ôóíêöèé íà R, 0 < σ ≤ ∞, ∆σ = [−σ, σ]
(∆σ = R, åñëè σ = ∞), 0 ≤ k ≤ r − 1 è δ > 0. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá
îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-îé ïðîèçâîäíîé (ñàìîé ôóíêöèè,
åñëè k = 0) íà ñîáîëåâñêîì êëàññå ôóíêöèé W r

2 (R) ïî ñëåäóþùåé
íåòî÷íîé èíôîðìàöèè: î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W r

2 (R) èçâåñòíî
åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fx(·) íà ∆σ ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå
L2(∆σ), ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(∆σ) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·) −
y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ.
Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè èç ï. 2 çäåñü X = Wr

2(R), W =
W r

2 (R), Y1 = L2(R), Y2 = L2(∆σ), I1x(·) = x(n)(·), I2x(·) = Fx(·)|∆σ

� ñóæåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ∆σ, δ1 = 1, δ2 = δ.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè îïðåäåëåíèÿìè ïîãðåøíîñòü îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) = inf

m
sup

x(·)∈W r
2 (R), y(·)∈L2(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)−m(y(·))(·)‖L2(R),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : L2(∆σ)→ L2(R).
Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû Eσ(Dk,W r

2 (R), δ) è ñîîòâåòñòâó-
þùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà áóäåì íàçûâàòü (Dk,W r

2 (R), δ, σ)-
çàäà÷åé.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [13].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü k, r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ ≤ ∞, δ > 0 è

σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Òîãäà

Eσ(Dk,W r
2 (R), δ) =


σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ√
2π

)1−k/r

, σ ≥ σ̂,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iτ)k

(
1 +

r

r − k

( r
k

) k
r−k
(
τ

σ0

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ,

ãäå σ0 = min(σ, σ̂), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Åñëè k = 0 è 0 < σ <∞, òî

Eσ(D0,W r
2 (R), δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ

(
1 +

( τ
σ

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ σ̂, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
èíòåðâàëà, íà êîòîðîì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç W r

2 (R)
çàäàíî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ìåòðèêå L2(∆σ), íå ïðèâîäèò ê óìåíüøå-
íèþ ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íàðóøåíèè
ñîîòíîøåíèÿ

(2) δ2σ2r ≤ 2π
( r
k

) r
r−k

ìåæäó ïîãðåøíîñòüþ çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ è ðàçìåðîì èíòåð-
âàëà, íà êîòîðîì ýòè äàííûå èçìåðÿþòñÿ, äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 6

îêàçûâàåòñÿ èçëèøíåé. Ñîîòíîøåíèå (2) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ñâîåãî ðîäà �ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè�.
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ (Dk,W r

2 (R), δ, σ)-çàäà÷è ïîêàçàëè, ÷òî
íàðÿäó ñ ìåòîäîì m̂ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ñóùåñòâóåò öåëîå
ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ, è íàðÿäó ñ èíôîðìàöèîííîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé σ̂ ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà σ̂1. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k, r ∈ N, 0 < k < r, 0 < σ ≤ ∞, δ > 0, σ̂ è σ0

� òå æå, ÷òî è â òåîðåìå 2 è

σ̂1 =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Òîãäà ïðè âñåõ

0 ≤ σ1 ≤
σ̂1

σ̂
σ0

ìåòîäû

(3) m̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ1

−σ1

(iτ)ky(τ)eiτt dτ+

+
1

2π

∫
σ1≤|τ |≤σ0

(iτ)k

(
1 +

r

r − k

( r
k

) k
r−k
(
τ

σ0

)2r
)−1

y(τ)eiτt dτ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè â (Dk,W r
2 (R), δ, σ)-çàäà÷å.

Ìåòîä (3) îòëè÷àåòñÿ îò èçíà÷àëüíî ïîñòðîåííîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà òåì, ÷òî â ïîñëåäíåì íåòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåîáðàçîâà-
íèè Ôóðüå ñãëàæèâàåòñÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå [−σ0, σ0], à â ìåòîäå
(3) � òîëüêî íà ìíîæåñòâå σ1 ≤ |τ | ≤ σ0. Òåì ñàìûì èíôîðìàöè-
îííûé ñìûñë âåëè÷èíû σ̂′ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà îïðåäåëÿåò
ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì ïîëó÷åííàÿ íåòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðå-
îáðàçîâàíèè Ôóðüå íå òðåáóåò ñãëàæèâàíèÿ.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê ñðàâíèâàòü ìåòîäû (3), êà-

êèì èç íèõ ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ? Âîò îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ.
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè (íàïðèìåð, òà-

êèõ êàê èíòåðïîëÿöèîííûå èëè êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû) ÿâëÿåòñÿ
èõ òî÷íîñòü íà òåõ èëè èíûõ ìíîæåñòâàõ ôóíêöèé (îáû÷íî ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ). Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñòà-
ðàþòñÿ ñäåëàòü êàê ìîæíî áîëüøå. Íàïðèìåð, êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà Ãàóññà ñòðîèòñÿ êàê êâàäðàòóðà, òî÷íàÿ íà ïîëèíîìàõ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè.
Äëÿ êàæäîãî σ > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Bσ,2(R) ïîäïðîñòðàíñòâî â

L2(R), îáðàçîâàííîå ñóæåíèÿìè íà R öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî òèïà σ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, x(·) ∈ Bσ,2(R) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà íîñèòåëü Fx(·) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−σ, σ]. Ýòè
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ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé íà ïðÿìîé ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â (Dk,W r

2 (R), δ, σ)-çàäà÷å ìåòîä m̂ : L2(∆σ)→
L2(R) òî÷åí íà Bσ1,2(R), åñëè ïðè âñåõ x(·) ∈ Bσ1,2(R) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

m̂(Fx(·)|∆σ)(·) = x(k)(·).
Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî 0 <

σ ≤ ∞ îïòèìàëüíûé ìåòîä òî÷åí íà ïðîñòðàíñòâå Bσ1,2(R) äëÿ
âñåõ 0 ≤ σ1 ≤ σ̂′ = σ̂1σ0/σ̂ è Bσ̂′,2(R) � ìàêñèìàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, îáëàäàþùåå ýòèì ñâîéñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, íàèëó÷øèì ñðå-
äè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ (3) ìîæíî ñ÷èòàòü ìåòîä, îòâå÷àþùèé
σ1 = σ̂1σ0/σ̂, ïîñêîëüêó îí òî÷åí íà ìàêñèìàëüíî øèðîêîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïóñòü r ∈ N è T � îòðåçîê [−π, π] ñ
èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè. Îáîçíà÷èì

Wr
2(T) = {x(·) ∈ L2(R) : x(r−1)(·) � àáñ. íåïð. , x(r)(·) ∈ L2(T) }

è

W r
2 (T) = {x(·) ∈ Wr

2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàäà÷à îá

îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-îé ïðîèçâîäíîé (0 ≤ k < r) ôóíê-
öèè èç êëàññà W r

2 (T) ïî åå ïðèáëèæåííî çàäàííûì êîýôôèöèåí-
òàì Ôóðüå. Òî÷íåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè
x(·) ∈ W r

2 (T) íàì èçâåñòåí âåêòîð y = {yj}|j|≤N òàêîé, ÷òî

‖xN − y‖l2 ≤ δ,

ãäå xN = {xj}|j|≤N , xj � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè x(·), ò. å.

xj =
1

2π

∫
T
x(t)e−ijt dt, j ∈ Z,

à ‖ · ‖l2 � åâêëèäîâà íîðìà â C2N+1.
Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

EN(Dk,W r
2 (T), δ) = inf

m
sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈l2

‖xN−y‖l2≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖L2(T),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : l2 → L2(T).
Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [12] è ðåçóëüòàò âïîëíå àíà-

ëîãè÷åí òåîðåìå 2. Íî, êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèé íà ïðÿìîé, çäåñü
òàêæå ñóùåñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ è ñíîâà âîçíèêàåò âîïðîñ î ðàçóìíîì âûáîðå èç íèõ ìå-
òîäà, êîòîðûé îáëàäàë áû íåêîòîðûìè ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îñòàëüíûìè. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, áóäåì èñêàòü ñðåäè
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îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ òå, êîòîðûå áûëè áû òî÷íû íà òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîëèíîìàõ êàê ìîæíî áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Tn ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå
âûøå n. Ïîä òî÷íîñòüþ ìåòîäà m íà ïðîñòðàíñòâå Tn ïîíèìàåòñÿ
âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

m(xN)(·) = x(k)(·)

äëÿ âñåõ x(·) ∈ Tn. Ìàêñèìàëüíîå èç n, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îï-
òèìàëüíûé ìåòîä, òî÷íûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå Tn îáîçíà÷èì ÷åðåç
n̂′.
Äëÿ êàæäîãî N ∈ N ïîëîæèì

s0 = s0(N) = min

{
s ∈ N :

(s+ 1)2k − s2k

(s+ 1)2r − s2r
≤ 1

(N + 1)2(r−k)

}
.

Ïðè δ > s−r0 îïðåäåëèì s1 ≤ s0 èç óñëîâèÿ

(s1 − 1)r ≤ 1

δ
< sr1.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

N̂ = min

{
N ∈ N : sr0 ≥

1

δ

}
, a(N) = s0

(
1−

(
s0

N + 1

)2(r−k)
) 1

2k

,

n̂ = s1(s1 − 1)

(
s

2(r−k)
1 − (s1 − 1)2(r−k)

s2r
1 − (s1 − 1)2r

) 1
2k

.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4. Ïóñòü k, r ∈ N, 0 < k < r è N ∈ N. Òîãäà

n̂′ =

{
a(N), 1 ≤ N ≤ N̂ ,

n̂, N ≥ N̂ .

Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî

EN(Dk,W r
2 (T), δ) =



(
a2k(N)δ2 +

1

(N + 1)2(r−k)

)1/2

, 1 ≤ N ≤ N̂ ,

(
n̂2kδ2 +

s2k
1 − (s1 − 1)2k

s2r
1 − (s1 − 1)2r

)1/2

, N ≥ N̂ ,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =
∑
|j|≤n̂′

(ij)kyje
ijt +

∑
n̂′<|j|≤N ′

(ij)k
yj

(1 + γj2r)
eijt,
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ãäå N ′ = min{N, N̂},

γ =


1

(N + 1)2(r−k)n̂2k
, 1 ≤ N ≤ N̂ ,

s2k
1 − (s1 − 1)2k

(s2r
1 − (s1 − 1)2r)n̂2k

, N ≥ N̂ ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä m̂ òî÷åí íà ïîäïðîñòðàíñòâå Tn̂′ .

3. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèé
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (äèñêðåòíûé ñëó÷àé)

Íà÷íåì ñ íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, {ej}j∈N � îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ â H, {µj}J∈N � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ÷èñëîâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî limj→+∞ µj = +∞,

H0 =

{
x ∈ H :

∑
j∈N

µ2
j |cj(x)|2 <∞

}
, cj(x) = (x, ej)H ,

A : H0 → H � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

Ax =
∑
j∈N

µjcj(x)ej

è x0 ∈ H.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó Êîøè:

dx

dt
+ Ax = 0,(4)

xt=0 = x0.(5)

Ïîä ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
x(·) : [0,∞) → H0, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè êàæäîì t > 0 è óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (4) è (5). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åäèí-
ñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

(6) x(t) =
∑
j∈N

e−µjtcj(x0)ej.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ x̂k, k = 1, 2,
ýòîé çàäà÷è â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < t2. Òðåáóåòñÿ ïî ýòèì äâóì
ýëåìåíòàì íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü åå ðåøåíèå â ìîìåíò
âðåìåíè τ , t1 < τ < t2.
Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû òà-

êèå x̂k ∈ H, ÷òî

‖x(tk)− x̂k‖H ≤ δk, δk > 0, k = 1, 2.
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Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèç-
âîëüíûå îòîáðàæåíèÿ m : H × H → H. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m
íàçîâåì âåëè÷èíó

e(τ, A, δ1, δ2,m) = sup
x0,x̂1,x̂2∈H

‖x(tk)−x̂k‖H≤δk, k=1,2

‖x(τ)−m(x̂1, x̂2)‖H ,

ãäå x(·) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (6). Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(τ, A, δ1, δ2) = inf
m : H×H→H

e(τ, A, δ1, δ2,m),

à ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îï-

òèìàëüíûì ìåòîäîì.
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû îïðåäåëèì íåêîòîðûå âåëè÷èíû.

Ïóñòü

µ1 = . . . = µj1 < µj1+1 = . . . = µj2 < µj2+1 = . . . = µj3 < . . . .

Ïðè

e−µjs+1
(t2−t1) ≤ δ2

δ1

< e−µjs (t2−t1), s ∈ N,

ïîëîæèì

λ̂1 =
e2µjs+1

(t2−τ) − e2µjs (t2−τ)

e2µjs+1
(t2−t1) − e2µjs (t2−t1)

,

λ̂2 =
e−2µjs (τ−t1) − e−2µjs+1

(τ−t1)

e−2µjs (t2−t1) − e−2µjs+1
(t2−t1)

.

Â ñëó÷àå, åñëè δ2/δ1 ≥ e−µ1(t2−t1) ïîëîæèì λ̂1 = e−2µ1(τ−t1), à λ̂2 = 0.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ïðè âñåõ 0 ≤ t1 < τ < t2 è âñåõ δ1, δ2 > 0 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

E(τ, A, δ1, δ2) =

√
λ̂1δ2

1 + λ̂2δ2
2,

à ìåòîä

m̂(x̂1, x̂2) =
∑
j∈N

e−µjτ
λ̂1e

−µjt1cj(x̂1) + λ̂2e
−µjt2cj(x̂2)

λ̂1e−2µjt1 + λ̂2e−2µjt2
ej

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

×èñëî ïðèëîæåíèé ýòîé òåîðåìû îãðîìíî. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü
çàäà÷åé î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà íà d-ìåðíîé ñôåðå.
Ïóñòü

Sd =

{
x = (x1, . . . , xd+1) ∈ Rd+1 :

d+1∑
j=1

x2
j = 1

}
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� åäèíè÷íàÿ d-ìåðíàÿ ñôåðà. Èçâåñòíî (ñì. [15]), ÷òî L2(Sd) =∑∞
j=0Hj, ãäå Hj � ìíîæåñòâî ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ïîðÿäêà j,

dimH0 = n0 := 1,

dimHj = nj :=
2j + d− 1

j

(
j + d− 2

j − 1

)
, j = 1, 2, . . . .

Êðîìå òîãî, äëÿ âñåõ x(·) ∈ Hj, j = 0, 1, . . ., èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∆x(·) = −µjx(·),

ãäå µj = j(j + d− 1), à ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç {Y j
k (·)}njk=1 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Hj. Äëÿ α > 0

îïåðàòîð (−∆)α/2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(−∆)α/2x(·) =
∑
j∈N

µ
α/2
j

nk∑
k=1

ckjY
j
k (·),

ãäå

x(·) =
∞∑
j=0

nk∑
k=1

ckjY
j
k (·).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè íà Sd

dx

dt
+ (−∆)α/2x = 0,

x∣∣t=0
= x0(·), x0(·) ∈ L2(Sd).

Äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî åãî ðåøåíèÿì, çàäàííûì ñ ïîãðåøíî-
ñòÿìè δ1 è δ2 â ìîìåíòû t1 è t2 èç òåîðåìû 5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Ïîëîæèì

λ̂1 =
e2µ

α/2
s+1(t2−τ) − e2µ

α/2
s (t2−τ)

e2µ
α/2
s+1(t2−t1) − e2µ

α/2
s (t2−t1)

,

λ̂2 =
e−2µ

α/2
s (τ−t1) − e−2µ

α/2
s+1(τ−t1)

e−2µ
α/2
s (t2−t1) − e−2µ

α/2
s+1(t2−t1)

ïðè

e−µ
α/2
s+1(t2−t1) ≤ δ2

δ1

< e−µ
α/2
s (t2−t1), s ∈ Z+,

è λ̂1 = 1, λ̂2 = 0 â ñëó÷àå, åñëè δ2 ≥ δ1. Òîãäà ïðè âñåõ 0 ≤ t1 < τ <
t2 è âñåõ δ1, δ2 > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(τ, (−∆)α/2, δ1, δ2) =

√
λ̂1δ2

1 + λ̂2δ2
2,
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à ìåòîä

m̂(x̂1, x̂2)(·)

=
∞∑
j=0

e−µ
α/2
j τ

nj∑
k=1

λ̂1e
−µα/2j t1cjk(x̂1) + λ̂2e

−µα/2j t2cjk(x̂2)

λ̂1e
−2µ

α/2
j t1 + λ̂2e

−2µ
α/2
j t2

Y j
k (·),

ãäå

cjk(x) =

∫
Sd
x(ξ)Y j

k (ξ) dξ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ðàññìîòðåííàÿ çäåñü çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê îïåðàòîðàì ñ äèñêðåò-
íûì ñïåêòðîì. Àíàëîãè÷íàÿ ïîñòàíîâêà âîçìîæíà è äëÿ îïåðàòî-
ðà, ñêàæåì, ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû
ïðèâîäèì ÷àñòíóþ ïîñòàíîâêó òàêîé çàäà÷è, íî ñ ïðîèçâîëüíûì
êîíå÷íûì íàáîðîì èçìåðåíèé.

4. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà íà Rd

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â Rd îïèñûâàåòñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî,
óðàâíåíèåì

(7)
∂u

∂t
= ∆u

(ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd è u(·, ·) � ôóíêöèÿ íà [0,∞)×Rd)
ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû

(8) u(0, ·) = u0(·).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(Rd). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (7)�(8) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

(9) u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
Rd
e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ,

ãäå x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd), |x− ξ|2 =
∑d

i=1(xi − ξi)2, è ïðè
ýòîì u(t, ·)→ u0(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(Rd).
Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, àíàëîãè÷íàÿ òåì, êîòîðûå óæå ñòà-

âèëèñü ðàíåå. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn ïðè-
áëèæåííî èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð u(t1, ·), . . . , u(tn, ·).
Òî÷íåå ãîâîðÿ, èçâåñòíû ôóíêöèè yi(·) ∈ L2(Rd) òàêèå, ÷òî

‖u(ti, ·)− yi(·)‖L2(Rd) ≤ δi, i = 1, . . . , n,

ãäå δi > 0, i = 1, . . . , n. Ìû õîòèì êàæäîìó òàêîìó íàáîðó ôóíê-
öèé ñîïîñòàâèòü ôóíêöèþ èç L2(Rd), êîòîðàÿ áû â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå íàèëó÷øèì îáðàçîì àïïðîêñèìèðîâàëà èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðû â Rd â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè τ .
Ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m èç

(L2(Rd))n = L2(Rd) × . . . × L2(Rd) â L2(Rd) îáúÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì
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âîññòàíîâëåíèÿ (òåìïåðàòóðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî äàííîé
èíôîðìàöèè). Ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçûâàåì âåëè÷èíó

e(τ, δ,m) = sup
u0(·), y(·)∈(L2(Rd))n

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(Rd)
≤δi, i=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y(·))(·)‖L2(Rd),

ãäå y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) è δ = (δ1, . . . , δn).
Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ, δ) = inf
m : (L2(Rd))n→L2(Rd)

e(τ, δ,m),

êîòîðóþ íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è
ìåòîä m̂, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å. äëÿ êîòîðîãî

E(τ, δ) = e(τ, δ, m̂),

íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (òåìïåðàòó-
ðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî äàííîé èíôîðìàöèè).
Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ.

Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, x) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M = co { (tj, ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n }+ { (t, 0) | t ≥ 0 },
ãäå coA îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà A.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ(·) íà [0,∞) ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x |

(t, x) ∈ M }, ïðè÷åì θ(t) = −∞, åñëè (t, x) /∈ M íè äëÿ êàêîãî x.
ßñíî, ÷òî íà [t1,∞) ôóíêöèÿ θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ts1 < . . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé èç-
ëîìà, ò. å. ts1 = t1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
òî÷åê {t1, . . . , tn} (ñì. ðèñóíîê, íà êîòîðîì èçîáðàæåííûå òî÷êè
èìåþò êîîðäèíàòû (ti, ln(1/δi)).

-

6

t

θ

�
�
�
�
�

t1

ln 1
δ1

ts2

ln 1
δs2

�
�
�
��

ts3

ln 1
δs3

���������

tsk

ln 1
δsk

q
q

q
q

q
q
q

qq

q

q q
q

q

qp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p qp p p p p p p p p p p p p p qp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
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Ôîðìóëà (9) äëÿ êàæäîãî t > 0 îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé íåïðåðûâ-
íûé îïåðàòîð â L2(Rd),1 êîòîðûé îáîçíà÷èì Pt è åñëè ÷åðåç P0

îáîçíà÷èòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, òî u(t, ·;u0(·)) = Ptu0(·) äëÿ
âñåõ t ≥ 0.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí â [16].

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî τ ≥ 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(τ, δ) = e−θ(τ).

(1) Åñëè t1 > 0 è 0 ≤ τ < t1, òî ëþáîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì;

(2) åñëè τ = tsj , 1 ≤ j ≤ k, òî ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé ðàâåí-

ñòâîì m̂(y(·))(·) = ysj(·), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

(3) åñëè k ≥ 2 è τ ∈ (tsj , tsj+1
), 1 ≤ j ≤ k − 1, òî ìåòîä m̂,

îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

m̂(y(·))(·) = (Ksj ∗ ysj)(·) + (Ksj+1
∗ ysj+1

)(·),
ãäå Ksj(·) è Ksj+1

(·) � ôóíêöèè èç L2(Rd), ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå êîòîðûõ èìååò âèä

FKsj(ξ) =
λ̂sje

−|ξ|2(τ−tsj )

λ̂sj + λ̂sj+1
e−2|ξ|2(tsj+1−tsj )

,

FKsj+1
(ξ) =

λ̂sj+1
e−|ξ|

2(τ+tsj+1−2tsj )

λ̂sj + λ̂sj+1
e−2|ξ|2(tsj+1−tsj )

,

è

λ̂sj =
tsj+1

− τ
tsj+1

− tsj

(
δsj+1

δsj

) 2(τ−tsj )

tsj+1−tsj
,

λ̂sj+1
=

τ − tsj
tsj+1

− tsj

(
δsj
δsj+1

) 2(tsj+1−τ)

tsj+1−tsj
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;

(4) åñëè τ > tsk , òî ìåòîä m̂, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

m̂(y(·))(·) = Pτ−tskysk(·),
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííîé òåî-
ðåìû.
1. Åñëè t1 > 0 è 0 ≤ τ < t1, òî θ(τ) = −∞ è çíà÷èò, E(τ, δ) = +∞

� ïðîøëîå íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ïî íåòî÷íîìó íàñòîÿùåìó. Â ýòîì
ñëó÷àå ëþáîé ìåòîä ìîæíî ñ÷èòàòü îïòèìàëüíûì.
2. Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä ëèíååí, �ñãëàæèâàåò� íà-

áëþäåíèÿ (ñâåðòêà � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ) è

1Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà Þíãà, òàê êàê èíòåãðàë Ïóàññîíà
åñòü ñâåðòêà îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè è ôóíêöèè èç L2(Rd).
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èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ íå áîëåå ÷åì î äâóõ èçìåðåíèÿõ äî è ïî-
ñëå âðåìåíè τ , ëèáî òîëüêî äî âðåìåíè τ (åñëè τ > tsk).
3. Åñëè τ = ti è ti íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé èçëîìà ôóíêöèè θ(·), òî

îïòèìàëüíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò äàííîå èçìåðåíèå óòî÷íèòü.
4. Ñëó÷àé τ > tsk îçíà÷àåò, ÷òî ñàìîå òî÷íîå èçìåðåíèå òåìïåðà-

òóðû áûëî ïðîèçâåäåíî ðàíüøå âðåìåíè τ . Â ýòîé ñèòóàöèè îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ìîìåíò
âðåìåíè τ − tsk ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû ysk(·).
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