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ËÅÌÌÀ ØÂÀÐÖÀ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÕÀÐÄÈ È

ÁÅÐÃÌÀÍÀ ÍÀ ÅÄÈÍÈ×ÍÎÌ ØÀÐÅ ÈÇ Cn1

Ê. Þ. Îñèïåíêî

Êëàññè÷åñêàÿ ëåììà Øâàðöà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f
ãîëîìîðôíà â åäèíè÷íîì êðóãå D := {z ∈ C : |z| < 1}, íå ïðå-
âîñõîäèò òàì ïî ìîäóëþ åäèíèöû è f(0) = 0, òî äëÿ âñåõ z ∈ D
|f(z)| ≤ |z|. Òåì ñàìûì

sup
f∈BH∞
f(0)=0

|f(z)| = |z|, (1)

ãäå BH∞ � åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H∞, îïðåäåëÿå-
ìîãî êàê ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â D ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖H∞ := sup
z∈D
|f(z)| <∞.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òèïà (1) ÷àñòî âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ îïòè-
ìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì ôóíêöèé. Ïðèâåäåì îäíó èç âîçìîæíûõ
ïîñòàíîâîê çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè

Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé èç ýòîãî êëàññà èçâåñòíû çíà-
÷åíèÿ â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ z1, . . . , zn. Ïîëîæèì äëÿ f ∈ W

If :=
(
f(z1), . . . , f

(k1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (kn−1)(zn)
)
.

Îïåðàòîð I, íàçûâàåìûé èíôîðìàöèîííûì, â ìíîãîìåðíîé ñèòóà-
öèè ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñèñòå-
ìå òî÷åê z1, . . . , zn. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèé èç êëàññà W â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå z ïî çíà÷åíèÿì
If . Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè-
÷èíó

e(z,W, I) := inf
A

sup
f∈W
|f(z)− A(If)|, (2)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì (ìåòîäàì)
A : CN → C, N = k1 + . . . + kn (èëè A : RN → R â âåùåñòâåííîì
ñëó÷àå). Ìåòîä A0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2),
íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �96-01-00325, �96-15-96072 è �96-01-
10035).
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Â ðàáîòå [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî óðàâíîâåøåííîãî
êëàññà W èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(z,W, I) = sup
f∈W
If=0

|f(z)|. (3)

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç BH∞ â
òî÷êå z ïî èõ çíà÷åíèÿì â íóëå (If = I1f := f(0)), òî â ñèëó (3)
ñ ïîìîùüþ ëåììû Øâàðöà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòü îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

e(z, BH∞, I1) = sup
f∈BH∞
f(0)=0

|f(z)| = |z|. (4)

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà èíôîðìàöèîí-
íûé îïåðàòîð èìååò âèä

If = Irf :=
(
f(0), f ′(0), . . . , f (r−1)(0)

)
.

Èíûìè ñëîâàìè ìû õîòèì íàéòè îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëå-
íèÿ è åãî ïîãðåøíîñòü ïî �òåéëîðîâñêîé� èíôîðìàöèè. Àíàëîãè÷íî
(4) è çäåñü ëåãêî ïîëó÷èòü îòâåò

e(z,BH∞, Ir) = sup
f∈BH∞

f(0)=f ′(0)=f (r−1)(0)=0

|f(z)| = |z|r. (5)

Çàìåòèì, ÷òî íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ,
êàê ïðàâèëî, òðåáóåò íåñêîëüêî áîëüøèõ óñèëèé ïî ñðàâíåíèþ ñ íà-
õîæäåíèåì åãî ïîãðåøíîñòè. Íàïðèìåð, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
äîâîëüíî åñòåñòâåííûé ìåòîä, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ íà
åå îòðåçîê ðÿäà Òåéëîðà

f(z) ≈
r−1∑
k=0

zk

k!
f (k)(0),

íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îïòèìàëüíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

f(z) ≈
r−1∑
k=0

zk

k!
(1− |z|2(r−k)f (k)(0),

ïîñòðîåííûé â ðàáîòå [2].
Ðåøåíèå ðÿäà áîëåå îáùèõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ è ñâÿçàííûõ

ñ íèìè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [3], [4], [5].
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

òèïà (5) äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
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Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â Cn è S � åãî ãðàíèöà:

B :={ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z|2 :=
n∑
k=1

|zk|2 < 1 },

S :={ z ∈ Cn : |z| = 1 }.

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ
â B ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖Hp := sup
0<r<1

(∫
S
|f(rz)|p dσ(z)

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖f‖H∞ := sup
z∈B
|f(z)| <∞, p =∞,

ãäå σ � âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè-
òåëüíî âðàùåíèé. Ïðîñòðàíñòâîì Áåðãìàíà Ap íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ãîëîìîðôíûõ â B ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖Ap :=

(∫
B

|f(z)|p dν(z)

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

ãäå ν � ìåðà Ëåáåãà â Cn = R2n, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òî ν(B) =
1. Ïðè p = ∞ A∞ = H∞. ×åðåç BHp è BAp áóäåì îáîçíà÷àòü
åäèíè÷íûå øàðû â ïðîñòðàíñòâàõ Hp è Ap.
Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ, ò. å. óïîðÿäî÷åííûé

íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë αj, 1 ≤ j ≤ n. Ïîëîæèì

Dj :=
∂

∂zj
, Dα := Dα1

1 . . . Dαn
n , |α| := |α1|+ . . .+ |αn|.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Qn(ρ, u) :=
n−1∑
k=0

(−1)k

k + ρ/2

(
n− 1

k

)
uk,

λn(ρ) := min{|u| : Qn(ρ, u) = 0},

Φn(u, r, p) :=
ur

(1− u2)n/p

(
Γ(n+ rp/2)

Γ(n)Γ(rp/2)
Qn(rp, u2)

)1/p

.

Òåîðåìà. Äëÿ âñåõ 1 ≤ p <∞ è z ∈ B
1) ïðè |z| < λn(rp)

sup
f∈BHp

(Dαf)(0)=0, |α|≤r−1

|f(z)| = Φn(|z|, r, p), (6)
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2) ïðè |z| < λn+1(rp)

sup
f∈BAp

(Dαf)(0)=0, |α|≤r−1

|f(z)| = Φn+1(|z|, r, p). (7)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, îáîáùàþùåé ëåììó Øâàðöà íà
ñëó÷àé ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èç êëàññîâ Õàðäè è Áåðãìàíà, îñ-
íîâàíî íà ïîñòðîåíèè âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà äëÿ ôóíêöèé èç Hp

ñ âåñîì |z|r(p−2). Ñëó÷àé r = 1 áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [6].
Îòìåòèì, ÷òî ïðè 1 ≤ n ≤ 5 â [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ

1 ≤ p ≤ ∞ λn(p) > 1. Òåì ñàìûì äëÿ 1 ≤ n ≤ 5 ýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è (6) è (7) ðåøåíû äëÿ âñåõ z ∈ B.
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