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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ, Ê. Þ. Îñèïåíêî

Àííîòàöèÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà Rd èëè Zd ïî ïðèáëèæåí-
íî çàäàííûì çíà÷åíèÿì äðóãèõ îïåðàòîðîâ. Äåéñòâèå êàæäîãî
èç îïåðàòîðîâ â îáðàçàõ Ôóðüå åñòü óìíîæåíèå íà íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðèëîæåíèé ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå
âûðàæåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (äëÿ íåïðåðûâíîé è ðàçíîñòíîé
ìîäåëåé) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïî íåòî÷íûì åãî èçìåðåíè-
ÿì â äðóãèå ìîìåíòû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà

Ïóñòü T = Rd èëè Zd, ãäå d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à R è Z �
ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì T̂ = Rd, åñëè
T = Rd è T̂ = Td (T � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü), åñëè T = Zd.
Ïóñòü α(·) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà T̂ (âîîáùå ãîâîðÿ, êîì-

ïëåêñíîçíà÷íàÿ), R > 0 è F : L2(T ) → L2(T̂ ) � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå. Ïîëîæèì

XR
α (T ) = {x(·) ∈ L2(T ) | αr(·)Fx(·) ∈ L2(T̂ ) ∀ r ∈ [0, R] }.1

Äëÿ êàæäîãî r ∈ [0, R] îïðåäåëèì îïåðàòîð Ar : XR
α (T )→ L2(T ) ïî

ïðàâèëó

Arx(·) = F−1(αr(·)Fx(·))(·),
ãäå F−1 : L2(T̂ )→ L2(T ) � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé òàêîé îïåðàòîð âñåãäà ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå ñâåðòêè ñ íåêîòîðûì ÿäðîì.
Åñòåñòâåííûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëåíèåì ôóíêöèé è

èõ ïðîèçâîäíûõ, ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äð.,
ñâîäÿòñÿ ê âîññòàíîâëåíèþ òàêîãî ñîðòà îïåðàòîðîâ. Ïðèâåäåì äâà
ïðîñòûõ ïðèìåðà Ïóñòü T = R è α(ξ) = iξ. Òîãäà Arx(·) � ýòî r-àÿ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �07-01-90102, �06-01-00530, �08-01-00450)
è Ïðîãðàììû ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (ÍØ-3233.2008.1).

1Çäåñü αr(ξ) = |α(ξ)|r exp(ir argα(ξ)), ãäå arg � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà.
1
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(äðîáíàÿ) ïðîèçâîäíàÿ ïî Âåéëþ. Åñëè α(ξ) = e−ξ
2
, òî Arx(·) � ðàñ-

ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â áåñêîíå÷íîì ñòåðæíå â ìîìåíò âðåìåíè
r ïðè íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè x(·).
Ìû ñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà

Ar0 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèáëèæåííî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ
Ar1 , . . . , Arn , rj ∈ [0, R], j = 0, 1, . . . , n (â òåðìèíàõ ïðèâåäåííûõ
ïðèìåðîâ � ýòî âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è/èëè åå ïðîèçâîäíûõ
ïî ïðèáëèæåííî èçâåñòíûì äðóãèì ïðîèçâîäíûì, âîññòàíîâëåíèå
òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïî ïðèáëèæåííûì
åå èçìåðåíèÿì â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè).
Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîâà. Ïóñòü èçâåñòíû ôóíêöèè yj(·) ∈

L2(T ), j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî

‖Arjx(·)− yj(·)‖L2(T ) ≤ δj, j = 1, . . . , n, 0 ≤ r1 < . . . < rn ≤ R,

è δj > 0, j = 1, . . . , n. Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
çíà÷åíèé Ar0 ïî äàííîé èíôîðìàöèè ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Ëþ-
áîå îòîáðàæåíèå m : (L2(T ))n → L2(T ) îáúÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

er0(r, δ,m) = sup
x(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(T )

‖Arjx(·)−yj(·)‖L2(T )≤δj , j=1,...,n

‖Ar0x(·)−m(y(·))(·)‖L2(T );

çäåñü r = (r1, . . . , rn), δ = (δ1, . . . , δn) è y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)). Íàñ
èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

Er0(r, δ) = inf
m : (L2(T ))n→L2(T )

er0(r, δ,m),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

è ìåòîä m̂, íà êîòîðîì íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûé îï-
òèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå

îïðåäåëåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ α(·) íà T̂ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþA, åñëè 1) âåëè÷èíû a = inft∈T̂ |α(t)| â ñëó÷àå a > 0

è b = supt∈T̂ |α(t)| â ñëó÷àå b <∞ äîñòèãàþòñÿ íà T̂ ; 2) ìíîæåñòâî
ôóíêöèé y(·) ∈ L2(T ) òàêèõ, ÷òî

F−1
(

αr1(·)
|α(·)|2r1 + |α(·)|2r2

Fy(·)
)

(·) ∈ XR
α (T )

äëÿ âñåõ r1, r2 ∈ [0, R] ïëîòíî â L2(T ).
Íà ïëîñêîñòè (t, x) ïîñòðîèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

M = co {(rj, ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n}+ {(t, t ln 1/a) | t ≤ 0}
+ {(t, t ln 1/b) | t ≥ 0},

ãäå co îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæå-
ñòâà, à âòîðîå (òðåòüå) ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò, åñëè a = 0 (b = ∞).
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ(·) íà [0, R] ïî ïðàâèëó: θ(t) = max{x |



ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ 3

(t, x) ∈ M} è θ(t) = −∞, åñëè (t, x) /∈ M äëÿ âñåõ x. ßñíî, ÷òî
θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ íà [r1, rn]. Ïóñòü rs1 < . . . < rsk � åå òî÷êè
èçëîìà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü α(·) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà T̂ , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ A. Òîãäà

Er0(r, δ) = e−θ(r0).

Åñëè r0 ∈ [rsj , rsj+1
], 1 ≤ j ≤ k − 1, òî ìåòîä

m̂(y(·))(·) = F−1(αr0−rsj (·)βj(·)Fysj(·)
+ αr0−rsj+1 (·)(1− βj(·))Fysj+1

(·))(·),
ãäå

βj(·) =
(rsj+1

− r0)δ2sj+1
|α(·)|2rsj

(rsj+1
− r0)δ2sj+1

|α(·)|2rsj + (r0 − rsj)δ2sj |α(·)|2rsj+1

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Åñëè a > 0 è 0 ≤ r0 < rs1, òî ìåòîä

m̂(y(·))(·) = F−1
(
αr0−rs1 (·)Fys1(·)

)
(·).

îïòèìàëåí.

Åñëè b <∞ è rsk < r0 ≤ R, òî ìåòîä

m̂(y(·))(·) = F−1
(
αr0−rsk (·)Fysk(·)

)
(·)

îïòèìàëåí.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä ëèíååí, èñïîëüçóåò íå áîëåå
äâóõ èçìåðåíèé è ýòè èçìåðåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíî �ñãëàæèâàþòñÿ�.
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2. Ïðèìåðû

1. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëå-
íèè òåìïåðàòóðû â Rd â ìîìåíò âðåìåíè τ ïî åå ïðèáëèæåííûì
èçìåðåíèÿì â ìîìåíòû t1, . . . , tn. Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â Rd îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(1)
∂u

∂t
= ∆u,

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
òåìïåðàòóðû

(2) u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(Rd). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çà-
äà÷è (1)�(2) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
Rd
e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ

è ïðè ýòîì u(t, ·)→ u0(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(Rd).
Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 = t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èç-

âåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð u(t1, ·), . . . , u(tn, ·), ò. å. èçâåñò-
íû ôóíêöèè yj(·) ∈ L2(Rd) òàêèå, ÷òî ‖u(tj, ·) − yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj,
ãäå δj > 0, j = 1, . . . , n. Íàñ èíòåðåñóåò âîññòàíîâëåíèå òåìïåðàòó-
ðû â ìîìåíò âðåìåíè τ > 0 íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î ôóíêöè-
ÿõ y1(·), . . . , yn(·). Çäåñü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
èìååò âèä

Eτ (t, δ) = inf
m

sup
u0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(Rd)

‖u(tj ,·)−yj(·)‖L2(Rd)
≤δj , j=1,...,n

‖u(τ, ·)−m(y(·))(·)‖L2(Rd),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì m : (L2(Rd))n → L2(Rd)
(t = (t1, . . . , tn), y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)), à δ = (δ1, . . . , δn)).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â îáðàçàõ Ôóðüå èìååò âèä

(ñì., íàïðèìåð, [1])

Fu(t, ξ) = e−|ξ|
2tFu0(ξ).

Òåì ñàìûì ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è,
ðàññìîòðåííîé â ï. 1 äëÿ T = Rd è α(ξ) = e−|ξ|

2
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû. Â äàí-
íîì ñëó÷àå

inf
ξ∈Rd
|α(ξ)| = 0, sup

ξ∈Rd
|α(ξ)| = 1,

ïîýòîìó

M = co{(tj, ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n}+ {(t, 0) | t ≥ 0}.
Ôóíêöèÿ θ(·) íà [t1,+∞) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x |
(t, x) ∈M}. Ïóñòü ts1 < . . . < tsk � òî÷êè èçëîìà θ(·).
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Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Eτ (t, δ) = e−θ(τ).

Ïðè τ ∈ [tsj , tsj+1
], 1 ≤ j ≤ k − 1, ìåòîä

m̂(y(·))(·) = F−1
(
e−(τ−tsj )|ξ|

2

βj(ξ)Fysj(ξ)

+e−(τ−tsj+1 )|ξ|
2

(1− βj(ξ))Fysj+1
(ξ)
)

(·),

ãäå

βj(ξ) =
(tsj+1

− τ)δ2sj+1
e−2tsj |ξ|

2

(tsj+1
− τ)δ2sj+1

e−2tsj |ξ|
2

+ (τ − tsj)δ2sje
−2tsj+1 |ξ|2

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè τ > tsk ìåòîä

m̂(y(·))(·) = F−1
(
e−(τ−tsk )|ξ|

2

Fysk(ξ)
)

(·)

� îïòèìàëüíûé.

2. Âîññòàíîâëåíèå òåìïåðàòóðû ñòåðæíÿ ïî íåòî÷íûì äèñ-
êðåòíûì äàííûì. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ òåìïåðàòóðû â Rd ïî íåòî÷íûì åå çíà÷åíèÿì â äèñêðåòíîì
íàáîðå òî÷åê â ìîìåíòû âðåìåíè t1, . . . , tn. Áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî ïðî-
öåññ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû îïèñûâàåòñÿ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé
ñõåìîé

(3)
us+1,j − usj

τ
=

d∑
p=1

us+1,j+ep − 2us+1,j + us+1,j−ep

h2
,

ãäå us,j = u(sτ, jh) � òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ â òî÷êå jh, j ∈ Zd, â
ìîìåíò âðåìåíè sτ , s ∈ Z+, à e1, . . . , ed � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rd.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòó-

ðû ñòåðæíÿ â òî÷êàõ jh â ìîìåíòû âðåìåíè tk = rkτ yk = {ykj}j∈Zd ,
ãäå 0 ≤ r1 < . . . < rn, rk ∈ Z+, k = 1, . . . , n. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
‖urk − yk‖l2 ≤ δk, k = 1, . . . , n, ãäå us = {us,j}j∈Zd è äëÿ x = {xj}j∈Zd

‖x‖l2 =

(∑
j∈Zd
|xj|2

)1/2

.

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû â òåõ æå òî÷êàõ jh
â ìîìåíò âðåìåíè r0τ , r ≥ 0, çíàÿ âåêòîðû yk, k = 1, . . . , n. Â êà÷å-
ñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå
îòîáðàæåíèÿ m : (l2)

n → l2. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà m åãî ïîãðåøíî-
ñòüþ íàçîâåì âåëè÷èíó

er0(r, δ,m) = sup
u0,y1,...,yn∈l2

‖urk−yk‖l2≤δk, k=1,...,n

‖ur −m(y)‖l2 ,
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ãäå, êàê è ðàíüøå, r = (r1, . . . , rn), δ = (δ1, . . . , δn) è y(·) =
(y1(·), . . . , yn(·)). Âåëè÷èíà

Er0(r, δ) = inf
m : (l2)n→l2

er0(r, δ,m)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ âåêòîðà us èìååò âèä

Fus(ξ) =
∑
j∈Zd

usje
−i〈j,ξ〉.

Ïåðåõîäÿ â (3) ê îáðàçàì Ôóðüå, ïîëó÷àåì

Fus+1(ξ)− Fus(ξ)
τ

=
d∑
p=1

eiξpFus+1(ξ)− 2Fus+1(ξ) + e−iξpFus+1(ξ)

h2
,

îòêóäà

Fus+1(ξ) =

(
1 +

2τ

h2

d∑
p=1

(1− cos ξp)

)−1
Fus(ξ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fus(ξ) = αs(ξ)Fu0(ξ), α(ξ) =

(
1 +

2τ

h2

d∑
p=1

(1− cos ξp)

)−1
.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

a = inf
ξ∈Td
|α(ξ)| =

(
1 +

4dτ

h2

)−1
, b = sup

ξ∈Td
|α(ξ)| = 1.

Ïîýòîìó

M = co{(rj, ln 1/δj), 1 ≤ j ≤ n}+ {(r, 0) | r ≥ 0}

+

{(
r,−r ln

(
1 +

4dτ

h2

)) ∣∣∣r ≤ 0

}
.

Ôóíêöèÿ θ(·) íà [0,+∞) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x |
(t, x) ∈M}, à rs1 < . . . < rsk � òî÷êè èçëîìà θ(·).
Èç òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ðàâåíñòâî äëÿ ïîãðåø-

íîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà è âèä îïòèìàëüíîãî ìåòîäà äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ θ(·) è α(·).
Åñëè îïèñûâàòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå ÿâíîé

ðàçíîñòíîé ñõåìîé

us+1,j − usj
τ

=
d∑
p=1

us,j+ep − 2usj + us,j−ep
h2

,
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òî ðåøåíèå â îáðàçàõ Ôóðüå áóäåò çàäàâàòüñÿ ðàâåíñòâîì

Fus(ξ) = αs(ξ)Fu0(ξ), α(ξ) = 1− 2τ

h2

d∑
p=1

(1− cos ξp).

Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü òàêæå ëåãêî
ïîëó÷åí èç òåîðåìû 1.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà îäèí ôàêò, êàñàþùèéñÿ
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ åãî ôîð-
ìóëèðîâêè ïðèâåäåì ñíà÷àëà áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, Z � íîðìèðîâàííîå ïðî-

ñòðàíñòâî, Y1, . . . , Yn � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäå-
íèÿìè (·, ·)Yj è ñîîòâåòñòâóþùèìè íîðìàìè ‖ · ‖Yj , Ij : X → Yj,
j = 1, . . . , n, � ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA : X → Z íà êëàññå

Wk = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj, 1 ≤ j ≤ k, 0 ≤ k < n }
(ïðè k = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî W0 = X) ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ
îïåðàòîðîâ Ik+1, . . . , In, çàäàííûõ íåòî÷íî, ò. å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
äëÿ êàæäîãî x ∈ Wk èçâåñòåí âåêòîð y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1×. . .×
Yn òàêîé, ÷òî

‖Ijx− yj‖Yj ≤ δj, j = k + 1, . . . , n.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå îòîáðàæåíèÿ m : Yk+1 × . . . × Yn → Z. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà
âîññòàíîâëåíèÿ m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(A,Wk, I, δ,m) = sup
x∈Wk

sup
y=(yk+1,...,yn)∈Yk+1×...×Yn
‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j=k+1,...,n

‖Ax−m(y)‖Z .

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(A,Wk, I, δ) = inf
m : Yk+1×...×Yn→Z

e(A,Wk, I, δ,m),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

è ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (åñëè òàêîâîé
ñóùåñòâóåò), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n,
÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷

(4) ‖Ax‖2Z → max, ‖Ijx‖2Yj ≤ δ2j , j = 1, . . . , n, x ∈ X
è

(5) ‖Ax‖2Z → max,
n∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j , x ∈ X
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ñîâïàäàþò.

Ïóñòü, äàëåå, Ỹ � ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â Yk+1× . . .×Yn òà-
êîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Ỹ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

xy çàäà÷è

(6)
k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj +
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2Yj → min, x ∈ X

è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-

òîð Λ: Yk+1 × . . .× Yn → Z,2 ÷òî Λy = Axy äëÿ âñåõ y ∈ Ỹ .
Òîãäà E(A,Wk, I, δ) = S, ãäå S � îáùåå çíà÷åíèå çàäà÷ (4) è (5)

è ìåòîä m̂ = Λ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñíà÷àëà ñíèçó âåëè÷èíó E(A,Wk, I, δ).
Ïóñòü x ∈ X, ‖Ijx‖Yj ≤ δj, j = 1, . . . , k, è m � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà

2‖Ax‖Z = ‖Ax−m(0)− (−Ax−m(0))‖Z
≤ ‖Ax−m(0)‖Z + ‖ − Ax−m(0)‖Z ≤ 2e(A,Wk, I, δ,m).

Ïåðåõîäÿ ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x, à çàòåì ê íèæíåé
ãðàíè ïî âñåì m, ïîëó÷àåì, ÷òî

E(A,Wk, I, δ) ≥ sup
‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Ax‖Z = S.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå ñâåðõó E(A,Wk, I, δ) è ïîñòðîåíèþ îïòèìàëü-
íîãî ìåòîäà. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E = Y1× . . .×Yn
ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(y1, y2)E =
n∑
j=1

λ̂j(y
1
j , y

2
j )Yj ,

ãäå y1 = (y11, . . . , y
1
n), y2 = (y21, . . . , y

2
n). Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

(6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

(7) ‖Ĩx− ỹ‖2E → min, x ∈ X,

ãäå Ĩx = (I1x, . . . , Inx), à ỹ = (0, . . . , 0, yk+1, . . . , yn). Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî åñëè xy � ðåøåíèå çàäà÷è (7), òî äëÿ âñåõ x ∈ X âû-

ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (Ĩxy − ỹ, Ĩx)E = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

‖Ĩx− ỹ‖2E = ‖Ĩx− Ĩxy + Ĩxy − ỹ‖2E =

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2E − 2 Re(Ĩx− Ĩxy, Ĩxy − ỹ)E + ‖Ĩxy − ỹ‖2E =

= ‖Ĩx− Ĩxy‖2E + ‖Ĩxy − ỹ‖2E.

2Íîðìà ýëåìåíòà y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1× . . .×Yn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ‖y‖ =(∑n
j=k+1 ‖yj‖2Yj

)1/2

.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ x ∈ X

(8) ‖Ĩx− Ĩxy‖2E ≤ ‖Ĩx− ỹ‖2E =
k∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2Yj +
n∑

j=k+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2Yj .

Ïóñòü x ∈ Wk è y = (yk+1, . . . , yn) ∈ Yk+1 × . . . × Yn òàêîâû,
÷òî ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj, j = k + 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ỹ = (ỹk+1, . . . , ỹn) ∈ Ỹ òàêîé, ÷òî ‖yj−ỹj‖Yj < ε,
j = 1, . . . , n, è òåì ñàìûì

‖Ijx− ỹj‖Yj ≤ ‖Ijx− yj‖Yj + ‖yj − ỹj‖Yj ≤ δj + ε, j = k + 1, . . . , n.

Ïîëîæèì z = x− xy. Òîãäà èç (8) ñëåäóåò, ÷òî

(9)
n∑
j=1

λ̂j‖Ijz‖2Yj ≤
n∑
j=1

λ̂j δ̃
2
j ,

ãäå δ̃j = δj, åñëè 1 ≤ j ≤ k è δ̃j = δj+ε, åñëè k+1 ≤ j ≤ n. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ c1, c2 > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

sup
z∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖2Yj≤a
2

‖Az‖Z =
c1
c2

sup
x∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijx‖2Yj≤b
2

‖Ax‖Z .

Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (9) è ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé çàäà÷ (4) è (5), ïî-
ëó÷àåì

‖Ax− Axỹ‖Z = ‖Az‖Z ≤ sup
z∈X∑n

j=1 λ̂j‖Ijz‖2Yj≤
∑n
j=1 λ̂j δ̃

2
j

‖Az‖Z

=

(∑n
j=1 λ̂j δ̃

2
j∑n

j=1 λ̂jδ
2
j

)1/2

sup
z∈X∑m

j=1 λ̂j‖Ijz‖2Yj≤
∑n
j=1 λ̂jδ

2
j

‖Ax‖Z

=

(∑n
j=1 λ̂j δ̃

2
j∑n

j=1 λ̂jδ
2
j

)1/2

sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Ax‖Z .

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, ñëåäóåò, ÷òî

‖Ax− Λy‖Z ≤ sup
x∈X

‖Ijx‖Yj≤δj , j=1,...,n

‖Ax‖Z = S.

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííóþ îöåíêó ñíèçó, ïîëó÷àåì, ÷òî E(A,Wk, I, δ) =
S è m̂ = Λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä. �

Òåïåðü, îïèðàÿñü íà ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàæåì òåîðåìó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å (4)
èç îáùåé òåîðåìû, èìååò âèä

(10) ‖Ar0x(·)‖2L2(T )
→ max, ‖Arjx(·)‖2L2(T )

≤ δ2j , j = 1, . . . , n.
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Íàéäåì çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è. Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, áóäåì
èìåòü ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ∫

T̂

|α(ξ)|2r0|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫
T̂

|α(ξ)|2rj |Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2j ,

j = 1, . . . , n.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåò ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ðàñ-
ñìîòðèì åå ðàñøèðåíèå íà ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð
dµ(·) íà T̂ :
(11)∫

T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ)→ max,

∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ(ξ) ≤ δ2j , j = 1, . . . , n.

Ýòî çàäà÷à ëèíåéíîãî (íî áåñêîíå÷íîìåðíîãî) ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(µ(·), λ) = −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) +
n∑
j=1

λj

(∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ(ξ)− δ2j
)
,

ãäå λ = (λ1, . . . , λn) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Åñëè ìû íàéäåì äîïóñòèìóþ â (11) ìåðó dµ̂(·) è ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî (λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n))

(12) min
dµ(·)≥0

L(dµ(·), λ̂) = L(dµ̂(·), λ̂)

è

(13) λ̂j

(∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ̂(ξ)− δ2j
)

= 0, j = 1, . . . , n,

òî dµ̂(·) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (11). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü dµ(·)
� äîïóñòèìàÿ ìåðà â (11). Òîãäà èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî (è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n), à çàòåì (12) è (13), áóäåì èìåòü

−
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ) ≥ −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ)

+
n∑
j=1

λ̂j

(∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ(ξ)− δ2j
)

= L(dµ(·), λ̂) ≥ L(dµ̂(·), λ̂) =

−
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ) +
n∑
j=1

λ̂j

(∫
T̂

|α(ξ)|2rj dµ̂(ξ)− δ2j
)

=

−
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ)

îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå.
Ïóñòü r0 ∈ [rsj , rsj+1

], 1 ≤ j ≤ k − 1. Ïðåäúÿâèì òàêóþ äîïó-

ñòèìóþ â (11) ìåðó dµ̂(·) è íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ̂, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (12) è (13). Ïîëîæèì dµ̂(ξ) = Cδ(ξ− ξ0), ãäå
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δ(· − ξ0) � äåëüòà-ôóíêöèÿ â òî÷êå ξ0, è âûáåðåì C è ξ0 òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

(14)

∫
T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂(ξ) = δ2p, p = sj, sj+1.

Îòñþäà ïîñëåäóåò, ÷òî

C = δ

2rsj+1

rsj+1−rsj
sj δ

−
2rsj

rsj+1−rsj
sj+1 ,

ln
1

|α(ξ0)|
=

ln(1/δsj+1
)− ln(1/δsj)

rsj+1
− rsj

.(15)

Èç âèäà ìíîæåñòâà M âûòåêàåò, ÷òî ïðè a > 0 è êîíå÷íîì b

ln
1

b
<

ln(1/δsj+1
)− ln(1/δsj)

rsj+1
− rsj

< ln
1

a
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè α(·) íàéäåòñÿ òî÷êà ξ0 ∈ T̂ ,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (15). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñó-
ùåñòâîâàíèè òàêîé òî÷êè è â ñëó÷àå, êîãäà a = 0 è/èëè b =∞.

Ïîëîæèì λ̂k = 0, k 6= sj, sj+1, à λ̂sj è λ̂sj+1
âûáåðåì òàê, ÷òîáû

ïðÿìàÿ y = λ̂sj + λ̂sj+1
x áûëà êàñàòåëüíîé ê êðèâîé

(16)

{
y = |α(ξ)|2(r0−rsj ),

x = |α(ξ)|2(rsj+1−rsj )

â òî÷êå ξ0. Ïðîñòîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(17)

λ̂sj =
rsj+1

− r0
rsj+1

− rsj

(
δsj+1

δsj

) 2(r0−rsj )
rsj+1−rsj

,

λ̂sj+1
=

r0 − rsj
rsj+1

− rsj

(
δsj
δsj+1

) 2(rsj+1−r0)
rsj+1−rsj

,

ßñíî, ÷òî ýòî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è ïîýòîìó ñ äàííîé ìåðîé µ̂(·)
è íàáîðîì λ̂ óñëîâèÿ (13) âûïîëíÿþòñÿ.

Òàê êàê êðèâàÿ (16) âîãíóòà, òî äëÿ âñåõ ξ ∈ T̂

|α(ξ)|2(r0−rsj ) ≤ λ̂sj + λ̂sj+1
|α(ξ)|2(rsj+1−rsj )

èëè, ðàâíîñèëüíî, äëÿ âñåõ ξ ∈ T̂
−|α(ξ)|2r0 + λ̂sj |α(ξ)|2rsj + λ̂sj+1

|α(ξ)|2rsj+1 ≥ 0.

Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (12).
Íàêîíåö, òàê êàê äëÿ ëþáûõ p = 1, . . . , n∫
T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂(ξ) = C|α(ξ0)|2rp = δ
2
rsj+1−rp
rsj+1−rsj

sj δ
2

rp−rsj
rsj+1−rsj

sj+1 =

= e−2θj(rp) ≤ e−2θ(rp) ≤ δ2p,
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ãäå θj(·) � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (rsj , ln(1/δsj)) è
(rsj+1

, ln(1/δsj+1
)), òî ìåðà dµ̂(·) äîïóñòèìà â (11).

Òàêèì îáðàçîì, dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (11) è åå çíà÷åíèå òàêîâî∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ) = C|α(ξ0)|2r0 = δ
2
rsj+1−r0
rsj+1−rsj

sj δ
2

r0−rsj
rsj+1−rsj

sj+1 = e−2θ(r0).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà rsk < r0 ≤ R. Ïóñòü ñíà÷àëà b < ∞.
Ïîëîæèì

λ̂sk = b2(r0−rsk ), λ̂j = 0, j 6= sk, dµ̂(·) = δ2skb
−2rsk δ(· − ξb),

ãäå ξb � òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü |α(·)| (íàïîì-
íèì, ðàâíàÿ b). Íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (12)
è (13) è ìåðà äîïóñòèìà, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ p = 1, . . . , n∫

T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂(ξ) = δ2skb
2(rp−rsk ) = e−2θk(rp) ≤ e−2θ(rp) ≤ δ2p,

ãäå θk(·) � ïðÿìàÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ ëîìàíîé θ(·) ïðè r > rsk . Òàêèì
îáðàçîì, dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (11), à åå çíà÷åíèå ðàâíî∫

T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂(ξ) = δ2skb
2(r0−rsk ) = e−2θ(r0).

Ïóñòü òåïåðü b = ∞, òîãäà sk = n. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ξl òàêàÿ, ÷òî bl = |α(ξl)| → ∞ ïðè l → ∞. Ïîëîæèì
dµ̂l(·) = δ2nb

−2rn
l δ(·−ξl). Åñëè óðàâíåíèå θ(·) ïðè rsk−1

< r ≤ rsk = rn
èìååò âèä θ(r) = β(r − rn) + ln(1/δn), òî ïðè bl > e−β∫

T̂

|α(ξ)|2rp dµ̂l(ξ) = δ2nb
2(rp−rn)
l ≤ e−2θ(rp) ≤ δ2p.

Òåì ñàìûì ìåðû dµ̂l(·) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, à∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ̂l(ξ) = δ2nb
2(r0−rn)
l →∞

ïðè l→∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (11) ðàâíî +∞.
Ïðè r1 < r0 < rs1 (â ýòîì ñëó÷àå a > 0) ïîëîæèì

λ̂s1 = a2(r0−rs1 ), λ̂j = 0, j 6= s1, dµ̂(·) = δ2s1a
−2rs1δ(· − ξa),

ãäå ξa � òî÷êà, ãäå äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü |α(·)|. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåðà dµ̂(·) � ðåøåíèå çà-
äà÷è (11) è çíà÷åíèå åå ðàâíî e−2θ(r0).
Êîãäà a = 0 çíà÷åíèå çàäà÷è (11) ðàâíî +∞ è ðàññóæäåíèÿ çäåñü

òàêèå æå êàê â ñëó÷àå b =∞.
Èòàê, äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ íàéäåíî çíà÷åíèå çàäà-

÷è (11). Îñóùåñòâëÿÿ ñòàíäàðòíóþ àïïðîêñèìàöèþ δ-ôóíêöèè δ-
îáðàçíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé çà-
äà÷è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (10). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî, â
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ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷åíèå çàäà÷è (10) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì òàêîé
çàäà÷è

(18) ‖Ar0x(·)‖2L2(T )
→ max,

n∑
j=1

λ̂j‖Arjx(·)‖2L2(T )
≤

n∑
j=1

λ̂jδ
2
j ,

ãäå (λ̂1, . . . , λ̂n) � íàéäåííûé âûøå íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Ýòà çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å (5) èç îáùåé òåîðåìû.
Ñíîâà ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, à çàòåì ê íåîòðèöàòåëüíûì

ìåðàì, ðåäóöèðóåì (18) ê òàêîé çàäà÷å

(19)

∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ)→ max,

∫
T̂

n∑
j=1

λ̂j|α(ξ)|2rj dµ(ξ) ≤
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j .

Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L1(dµ(·), ν) = −
∫
T̂

|α(ξ)|2r0 dµ(ξ)+

+ ν

(∫
T̂

n∑
j=1

λ̂j|α(ξ)|2rj dµ(ξ)−
n∑
j=1

λ̂jδ
2
j

)
.

Åñëè dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (11) (ìåðà dµ̂(·), î÷åâèäíî, äîïóñòèìà
â (19)) è ν̂ = 1, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíû àíàëîãè óñëîâèé
(12) è (13) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ è çíà÷èò, dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è
(19). Äàëåå, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå, çíà÷åíèÿ çàäà÷
(19) è (18) ñîâïàäàþò. Íî ïîñêîëüêó ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ çàäà÷ (11)
è (19), òî ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ çàäà÷ (18) è (10).
Òåïåðü ïîñòðîèì îïòèìàëüíûé ìåòîä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà r0 ∈

[rsj , rsj+1
]. Ðàññìîòðèì, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðåìîé, çàäà÷ó

(20)

λ̂sj‖Arsjx(·)− ysj(·)‖2L2(T )
+ λ̂sj+1

‖Arsj+1
x(·)− ysj+1

(·)‖2L2(T )
→ min,

x(·) ∈ XR
α (T ).

Äëÿ âñåõ ysj(·), ysj+1
(·) èç ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â (L2(T ))n (ñì.

óñëîâèå A, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò α(·)) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðå-
øåíèÿ x̂(·) çàäà÷è (20) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Fx̂(·) =
λ̂sjα

rsj (·)Fysj(·) + λ̂sj+1
αrsj+1 (·)Fysj+1

(·)
λ̂sj |α(·)|2rsj + λ̂sj+1

|α(·)|2rsj+1

.

Ýòèì îïðåäåëåí ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç ïëîòíîãî ìíî-
æåñòâà â (L2(T ))n â L2(T ). Áåðÿ åãî ñóïåðïîçèöèþ ñ îïåðàòîðîì Ar0
è ïðîäîëæàÿ åå ïî íåïðåðûâíîñòè íà âñå ïðîñòðàíñòâî (L2(T ))n

(ïîäñòàâëÿÿ åùå âìåñòî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èõ âûðàæåíèÿ ïî
ôîðìóëàì (17)), ïîëó÷àåì îïòèìàëüíûé ìåòîä äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ñèòóàöèè.
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Ñëó÷àè, êîãäà a > 0, 0 ≤ r0 < rs1 è b < ∞, rsk < r0 ≤ R
ðàññìàòðèâàþòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî. �

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàêëþ÷èòåëüíûõ çàìå÷àíèé. Åñëè â çàäà÷àõ
âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî îá-
ùèå ðåçóëüòàòû (ñì., íàïðèìåð, [2]�[4]), òî äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷
ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè óäàåòñÿ ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû,
ïðèâëåêàÿ åùå è ñîîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñî ñïåöèôèêîé åâêëèäî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû òàêîãî ïëàíà áûëè ïîëó÷åíû
â [5]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòà òåìàòèêà ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ àâòî-
ðîâ [6]�[8], ãäå èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îáùèõ ïðèí-
öèïàõ òåîðèè ýêñòðåìóìà.
Ïðèìåíåíèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïå-

ðàòîðîâ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[9]�[13]. Ðåçóëüòàò, ïðèâåäåííûé â òåîðåìå 2 â êà÷åñòâå îäíîãî èç
ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ îáùåé òåîðåìû 1, áûë äîêàçàí â ðàáîòå [14].
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