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Ïðåäèñëîâèå

Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé, èëè àïïðîêñèìàöèè, � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòî-
ðîì èññëåäóþòñÿ çàìåíû îäíèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ äðóãèìè, áëèçêèìè
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ê èñõîäíûì, íî áîëåå ïðîñòî óñòðîåííûìè. Íà÷àëî
òåîðèè ïðèáëèæåíèé âîçíèêëî èç çàäà÷è, êîòîðóþ ñòàë ðàññìàòðèâàòü â 1953
ãîäó Ï. Ë. ×åáûø¼â, î çàìåíå ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïîëèíî-
ìîì, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþùèì äàííóþ ôóíêöèþ. Â ñîâðåìåííîì
ìèðå ñ ìîùíåéøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè è îãðîìíûìè ñêîðîñòÿìè
âû÷èñëåíèé ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî âîïðîñû î âûáîðå íàèëó÷øåãî ñïîñîáà àï-
ïðîêñèìàöèè íå àêòóàëüíû, íî â ñëó÷àå êîãäà äàæå ñ òàêèìè ñðåäñòâàìè íà
ðåøåíèå ñëîæíûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ òðàòèòü ìíîãèå ÷àñû âû÷èñëåíèé, èñïîëü-
çîâàíèå îïòèìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð, êàêîé-ëèáî
ôóíêöèè, êîòîðàÿ ìíîãîêðàòíî âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîç-
âîëÿåò ñýêîíîìèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ïîèñêè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ íî-
âûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå è â äðóãèõ çàäà÷àõ.

Äàííàÿ êíèãà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ òåì, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé ïðèáëèæå-
íèé. Âûáîð ýòèõ òåì îáóñëîâëåí èíòåðåñàìè àâòîðîâ è ó÷àñòèåì èõ â íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèÿõ ñàìèõ ýòèõ ðàçäåëîâ. Ïðè ýòîì àâòîðû ñòðåìèëèñü ïîêàçàòü,
÷òî áîëüøèíñòâî ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â êàæäîì èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ðàçäåëîâ, ìîæåò áûòü ðåøåíî åäèíûì îáðàçîì íà îñíîâå ïðèíöèïà
Ëàãðàíæà. Àâòîðû ñòàðàëèñü ñäåëàòü òåêñò êíèãè çàìêíóòûì. Ïîýòîìó áîëü-
øèíñòâî èñïîëüçóåìûõ â êíèãå ðåçóëüòàòîâ, íå âõîäÿùèõ â ñòàíäàðòíûå óíè-
âåðñèòåòñêèå êóðñû, âûíåñåíû â äîñòàòî÷íî îáúåìíîå äîïîëíåíèå. Ýòî ïîç-
âîëÿåò êíèãå áûòü äîñòóïíîé äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî
ìàòåìàòè÷åñêèì ñïåöèàëüíîñòÿì, à òàêæå ïðåïîäàâàòåëåé è íàó÷íûõ ðàáîòíè-
êîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ðÿä êíèã, íàèáîëåå áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòè-
êå: [26], [66], [35], [67], [43], [44].

Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûñêàçàòü ãëóáîêóþ áëàãîäàð-
íîñòü ñâîèì êîëëåãàì À. Ñ. Êî÷óðîâó è Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâó çà ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ è öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå Å. Î. Ñèâêîâîé çà áîëüøîé òðóä ïî
ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè.
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Ïðåäèñëîâèå

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ðîññèéñêîé íàóêè (íå òîëüêî ìàòåìàòèêè) ÿâëÿåòñÿ
íàëè÷èå íàó÷íûõ øêîë.

Øêîëà ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå çíà÷èòåëü-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë â áûâøåì Ñîâåòñêîì Ñîþçå. Êîðíè åå ëåæàò â äîðå-
âîëþöèîííîé Ðîññèè. Â XIX â. â Ðîññèè ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ êðóïíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà � ïåòåðáóðãñêàÿ, îñíîâàííàÿ Ïàôíóòèåì Ëüâîâè÷åì
×åáûø¼âûì. Â íåé äîìèíèðîâàëè òðè âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèÿ: àíàëèç, òåî-
ðèÿ ÷èñåë è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ×åáûø¼â
îñíîâàë è ðàçâèë íîâóþ âåòâü � òåîðèþ ïðèáëèæåíèé. Ïåðâûé ìåìóàð, ïîñâÿ-
ùåííûé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, áûë ïðåäñòàâëåí â Àêàäåìèþ Íàóê â 1853
ã. è îïóáëèêîâàí â ñëåäóþùåì, 1854 ãîäó. Îò ýòîãî ãîäà òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé
è îòñ÷èòûâàåò ñâîå âðåìÿ.

Ñòèìóëàìè èññëåäîâàíèé Ï. Ë. ×åáûø¼âà ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè áûëè
àêòóàëüíûå ïðîáëåìû èíæåíåðèè è ÷èñëåííîãî àíàëèçà. ×åáûø¼â óâëåê ýòîé
òåîðèåé íåñêîëüêèõ ñâîèõ ó÷åíèêîâ (À. À. è Â. À. Ìàðêîâûõ, Å. È. Çîëîòàð¼âà
è äðóãèõ) è òåì ñàìûì çàëîæèë îñíîâû ðîññèéñêîé øêîëû ïî òåîðèè àïïðîê-
ñèìàöèè. Çàíèìàëèñü áëèçêèìè ê òåîðèè ïðèáëèæåíèé ïðîáëåìàìè è äðóãèå
ïðåäñòàâèòåëè ïåòåðáóðãñêîé øêîëû (À. Í. Êîðêèí, Þ. Â. Ñîõîöêèé).

Íà ïåðâîì �÷åáûø¼âñêîì� ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè èçó÷àëèñü â îñíîâíîì
íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ôèêñèðîâàííûìè àïïàðà-
òàìè ïðèáëèæåíèÿ (êàê ïðàâèëî, àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè èëè ðàöèî-
íàëüíûìè ôóíêöèÿìè) è ñâÿçàííûå ñ ýòîé ïðîáëåìàòèêîé âîïðîñû, êàñàþùè-
åñÿ òî÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëèíîìîâ. ×åáûø¼â è åãî ïîñëåäî-
âàòåëè ñòðåìèëèñü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ðóêîâîäñòâóÿñü
äåâèçîì, âûðàæåííûì èì ñàìèì: �Á�îëüøàÿ ÷àñòü âîïðîñîâ ïðàêòèêè ïðèâî-
äèòñÿ ê çàäà÷àì íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ âåëè÷èí, . . . è òîëüêî ðåøåíèåì
ýòèõ çàäà÷ ìû ìîæåì óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèÿì ïðàêòèêè, êîòîðàÿ èùåò ñà-
ìîãî ëó÷øåãî, ñàìîãî âûãîäíîãî�.

Íà÷àëüíûé ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè àïïðîêñèìàöèè åñòåñòâåííî îçàãëàâèòü
�Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé�.

Â 1885 ãîäó Âåéåðøòðàññ äîêàçàë ñâîþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó îá àïïðîêñè-
ìàöèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíàìè. Ðàçìûøëÿÿ íàä ðàçëè÷íûìè äî-
êàçàòåëüñòâàìè ýòîé òåîðåìû, Ëåáåã è Âàëëå-Ïóññåí ïðèøëè ê ìûñëè ñâÿçàòü
ñêîðîñòü àïïðîêñèìàöèè ñî ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè.

Âîññîåäèíåíèå èäåé ×åáûø¼âà, íà÷àâøåãî èçó÷åíèå ïðîáëåìû íàèëó÷øå-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè, Âåéåðøòðàññà, äîêàçàâøåãî òåîðåìó î
ïðèáëèæåíèè, è Âàëëå-Ïóññåíà, ïîñòàâèâøåãî ïðîáëåìó âçàèìîñâÿçè ãëàäêî-
ñòè è ñêîðîñòè àïïðîêñèìàöèè, âûïàëî íà äîëþ Ñåðãåÿ Íàòàíîâè÷à Áåðíøòåé-
íà. Ñ åãî ðàííèõ ðàáîò íà÷èíàåòñÿ âòîðîé ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Ñ. Í. Áåðíøòåéí ðàáîòàë â îáëàñòè òåîðèè ïðèáëèæåíèé ñâûøå 40 ëåò,
íà÷èíàÿ ñ 1912 ã. Âäîõíîâëåííûé èäåÿìè Âàëëå-Ïóññåíà, îí ïðåäïðèíÿë ïî-
ïûòêó ïðåîáðàçîâàòü âñþ òåîðèþ ôóíêöèé íà áàçå òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Îí
ââåë äàæå ñïåöèàëüíûé òåðìèí: �êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé�.
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Âòîðîé ýòàï â òåîðèè ïðèáëèæåíèé áûë ïî ïðåèìóùåñòâó ïîñâÿùåí òå-
ìå: �Ãëàäêîñòü è àïïðîêñèìàöèÿ�. Ê ïðåæíèì ñðåäñòâàì àïïðîêñèìàöèè
� àëãåáðàè÷åñêèì è òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìàì è ðàöèîíàëüíûì ôóíê-
öèÿì Áåðíøòåéí ïðèñîåäèíèë íîâûé àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ � öåëûå ôóíêöèè
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Îí óñòàíîâèë âàæíåéøèå ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóðíû-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè ôóíêöèè è ñêîðîñòüþ åå ïðèáëèæåíèÿ.

Áåðíøòåéí îñíîâàë íåñêîëüêî øêîë â òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Îí íà÷èíàë
ñâîþ äåÿòåëüíîñòü â Õàðüêîâå, ãäå ïîä åãî âëèÿíèåì ñôîðìèðîâàëèñü òàêèå
ìàòåìàòèêè, êàê Í. È. Àõèåçåð, ß. Ë. Ãåðîíèìóñ, Á. ß. Ëåâèí, Á. Ì. Ëå-
âèòàí è äð., à â òðèäöàòûå ãîäû ê êðóãó èäåé Áåðíøòåéíà ïðèñîåäèíèëñÿ
Ì. Ã. Êðåéí. Çàòåì Áåðíøòåéí ïåðååçæàåò â Ëåíèíãðàä, ãäå ñîçäàåò åùå îä-
íó øêîëó òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Ñðåäè åãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé çäåñü
� Â. Ñ. Âèäåíñêèé, Å. Â. Âîðîíîâñêàÿ, Ë. Â. Êàíòîðîâè÷, Ñ. Ì. Ëîçèíñêèé,
È. Ï. Íàòàíñîí, Ô. È. Õàðàøèëàäçå è äð. Ê ëåíèíãðàäñêîé øêîëå ñëåäóåò îòíå-
ñòè è Ï. Ï. Êîðîâêèíà � ó÷åíèêà Â. È. Ñìèðíîâà. Êîðîâêèí íà÷àë ðàçðàáîòêó
òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ïîñëå âîéíû Áåðíøòåéí íå âîçâðàùàåòñÿ â Ëåíèíãðàä, ãäå â áëîêàäó ïîãèá
åãî ñûí. Îí ïåðååçæàåò â Ìîñêâó. Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ îêàçàë çíà÷èòåëüíîå âëè-
ÿíèå è íà ôîðìèðîâàíèå ìîñêîâñêîé øêîëû òåîðèè ïðèáëèæåíèé (â ÷àñòíîñòè,
íà òâîð÷åñòâî Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî è Ñ. Á. Ñòå÷êèíà).

Òðåòèé ýòàï ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé ñâÿçàí ñ èìåíåì Àíäðåÿ Íè-
êîëàåâè÷à Êîëìîãîðîâà. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ îïóáëèêîâàë ñîâñåì íåìíîãî �
âñåãî âîñåìü ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ ñîáñòâåííî ê òåîðèè ïðèáëèæåíèé, íî åãî âëè-
ÿíèå íà ðàçâèòèå ýòîé âåòâè àíàëèçà îêàçàëîñü âåñüìà çíà÷èòåëüíûì. Ïåðâûå
ðàáîòû Êîëìîãîðîâà îòíîñÿòñÿ ê ñåðåäèíå 1930-õ ãîäîâ.

Ñðåäè íàïðàâëåíèé, íàìå÷åííûõ Êîëìîãîðîâûì, âûäåëèì äâà âàæíåéøèõ:
ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññàõ (èíîãäà óïîòðåáëÿþò òåðìèí �òî÷íûå êîíñòàíòû�)
è îïòèìàëüíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè è âîññòàíîâëåíèÿ (çäåñü èìåþòñÿ â
âèäó ïîïåðå÷íèêè è ε-ýíòðîïèÿ).

×åáûø¼â ïðèáëèæàë èíäèâèäóàëüíûå ôóíêöèè, Áåðíøòåéí ñäåëàë øàã â
íàïðàâëåíèè ïðèáëèæåíèé öåëûõ ñîâîêóïíîñòåé ôóíêöèé � ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Êîëìîãîðîâ ïîñòàâèë çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè (òåì èëè
èíûì ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè) êëàññîâ ôóíêöèé (â îñíîâíîì øàðîâ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ) è çàòåì � ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ñðåäè ñîâî-
êóïíîñòè ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå (ïðèáëèæåíèé êëàññîâ
ôèêñèðîâàííûì ìåòîäîì) Êîëìîãîðîâ ñòèìóëèðîâàë ïîèñêè òî÷íûõ ðåøåíèé
(ïîýòîìó � �òî÷íûå êîíñòàíòû�), âî âòîðîì � ïîèñêè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ è
ñðåäñòâ àïïðîêñèìàöèè, ÷òî ïðèâåëî ê ïîíÿòèÿì ïîïåðå÷íèêîâ è ýíòðîïèè.
À. Í. Êîëìîãîðîâ ïîä÷åðêèâàë âàæíîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îá îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäàõ ïðèáëèæåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ, è òàê âûøëî, ÷òî òðåòèé, �êîë-
ìîãîðîâñêèé�, ïåðèîä â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ïðîõîäèë â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè
ñâîåé ïîä äåâèçîì: �Òî÷íûå ðåçóëüòàòû�.

Ñðåäè ó÷åíèêîâ À. Í. Êîëìîãîðîâà � Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé, Â. Ä. Åðîõèí è
àâòîð ýòèõ ñòðîê. Íî ÷èñëî ìàòåìàòèêîâ, ðàáîòàâøèõ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé,
íà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëî òâîð÷åñòâî Êîëìîãîðîâà, î÷åíü âåëèêî. Íà-
çîâåì ëèøü À. Ã. Âèòóøêèíà, À. À. Ãîí÷àðà, Â. Ê. Äçÿäûêà, Í. Ï. Êîðíåé÷óêà,
Ñ. Á. Ñòå÷êèíà, À. Ô. Òèìàíà.

Îãðîìíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåîðèè àïïðîêñèìàöèè êàê îòäåëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ, ïðè÷åì íå òîëüêî â Ñîâåòñêîì Ñîþçå, íî è â ñòðàíàõ Âîñòî÷íîé
Åâðîïû, îêàçàëè òâîð÷åñêàÿ è îðãàíèçàöèîííàÿ äåÿòåëüíîñòü Ñåðãåÿ Ìèõàé-
ëîâè÷à Íèêîëüñêîãî è Ñåðãåÿ Áîðèñîâè÷à Ñòå÷êèíà.
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Â ñàìîñòîÿòåëüíóþ íàó÷íóþ ðàáîòó Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ áûë âîâëå÷åí
À. Í. Êîëìîãîðîâûì. Ïîä ðóêîâîäñòâîì Êîëìîãîðîâà îí ïðîõîäèë àñïèðàí-
òóðó, Êîëìîãîðîâ áûë ðóêîâîäèòåëåì Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à è â äîêòîðàíòóðå.

Ïåðâûé öèêë ðàáîò Íèêîëüñêîãî áûë ñâÿçàí ñ ïðîáëåìàòèêîé ïðèáëèæå-
íèé êëàññîâ. Ýòîìó áûëà ïîñâÿùåíà åãî äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ (çàùèùåí-
íàÿ â Êàçàíè â ÿíâàðå 1942 ãîäà). Èòîãè ðàçâèòèÿ âñåãî �áåðíøòåéíîâñêî-
êîëìîãîðîâñêîãî� íàïðàâëåíèÿ îò èñòîêîâ äî ñåðåäèíû 1950-õ ãîäîâ áûëè ïîä-
âåäåíû Íèêîëüñêèì â åãî îáçîðíîì äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìà-
òåìàòèêîâ â Àìñòåðäàìå (1954).

Ðóêîâîäñòâóÿñü èäåÿìè Êîëìîãîðîâà, Íèêîëüñêèé çàëîæèë îñíîâû òåîðèè
îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóð. Â 1950-å ãîäû Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ íà÷àë íîâûé öèêë
ðàáîò, ñâÿçàííûé ñ òåîðåìàìè âëîæåíèÿ, ÷òî ñîâåðøåííî ïðåîáðàçîâàëî ýòó
âåòâü àíàëèçà. Ìíîãèå èç ó÷åíèêîâ Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî (Î. Â. Áåñîâ, Â. Ê. Äçÿ-
äûê, Í. Ï. Êîðíåé÷óê, Ë. Ä. Êóäðÿâöåâ, À. Ô. Òèìàí è äðóãèå) ñòàëè îñíî-
âàòåëÿìè ïëîäîòâîðíî ðàáîòàþùèõ íàó÷íûõ øêîë. Ó÷åíèêàìè Ñ. Ì. Íèêîëü-
ñêîãî ÿâëÿþòñÿ Ò. È. Àìàíîâ, Â. È. Áóðåíêîâ, ß. Ñ. Áóãðîâ, Â. Ï. Ìîòîðíûé,
Ì. Ê. Ïîòàïîâ, Ñ. Â. Óñïåíñêèé è äðóãèå.

Íà÷èíàÿ ñ 1950-õ ãîäîâ, â Ñîâåòñêîì Ñîþçå è ðÿäå äðóãèõ ñòðàí Âîñòî÷íîé
Åâðîïû (Áîëãàðèÿ, Âåíãðèÿ, Ïîëüøà) âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ óñèëèÿì Ñ. Ì. Íè-
êîëüñêîãî ñòàëè ðåãóëÿðíî ïðîõîäèòü ïðåäñòàâèòåëüíûå ìåæäóíàðîäíûå êîí-
ôåðåíöèè ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè (Áóäàïåøò, Âàðíà, Âàðøàâà, Ãäàíüñê,
Äìèòðîâãðàä, Äíåïðîïåòðîâñê, Êèåâ, Ìîñêâà). Â Ðîññèè è áûâøåì Ñîâåòñêîì
Ñîþçå âîçíèêëî ìíîæåñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë ïî òåîðèè àïïðîêñèìàöèè
(Àëìà-Àòà, Áàêó, Âîðîíåæ, Äíåïðîïåòðîâñê, Äîíåöê, Åðåâàí, Êèåâ, Íîâîñè-
áèðñê, Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Ñâåðäëîâñê, ßðîñëàâëü è äð.). Ðîëü Ñ. Ì. Íèêîëüñêîãî
âî âñåì ýòîì î÷åíü âåëèêà.

Ñåðãåé Áîðèñîâè÷ Ñòå÷êèí ó÷èëñÿ â àñïèðàíòóðå ó Äìèòðèÿ Åâãåíüåâè÷à
Ìåíüøîâà, è ïåðâîé åãî íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòüþ áûëà òåîðèÿ ôóíêöèé. Íî
óæå ñ êîíöà 1940-õ ãîäîâ îí íà÷àë çàíèìàòüñÿ òåîðèåé ïðèáëèæåíèé, êîòî-
ðàÿ ñòàëà, ïîæàëóé, åãî îñíîâíîé ñïåöèàëüíîñòüþ. Â áåñåäàõ ñî ìíîé Ñåðãåé
Áîðèñîâè÷ íåèçìåííî ïîä÷åðêèâàë âëèÿíèå íà ñâîå òâîð÷åñòâî â òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé Ñ. Í. Áåðíøòåéíà è îñîáåííî À. Í. Êîëìîãîðîâà. Ñåðãåé Áîðèñîâè÷
âíåñ ñóùåñòâåííûé âêëàä è â êîíñòðóêòèâíóþ òåîðèþ ôóíêöèé, è â ïðèáëè-
æåíèå êëàññîâ, è â òåîðèþ ïîïåðå÷íèêîâ.

Îí áûë îäíèì èç îñíîâàòåëåé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé è çà-
ëîæèë îñíîâû òåîðèè ïðèáëèæåíèé íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ îãðàíè÷åí-
íûìè.

Ñ. Á. Ñòå÷êèí îñíîâàë äâå çíà÷èòåëüíûå íàó÷íûå øêîëû � â Ìîñêâå (ñðå-
äè åãî ìîñêîâñêèõ ó÷åíèêîâ íàçîâåì À. Ë. Ãàðêàâè, À. Â. Åôèìîâà, Ñ. Â. Êî-
íÿãèíà, Ñ. À. Òåëÿêîâñêîãî) è â Ñâåðäëîâñêå (Â. Â. Àðåñòîâ, Â. È. Áåðäûøåâ,
Â. Í. Ãàáóøèí, Þ. Í. Ñóááîòèí, Ë. Â. Òàéêîâ, Í. È. ×åðíûõ è äð.).

Ïîäâîäÿ îïðåäåëåííûå èòîãè, íåâîçìîæíî íå çàäóìûâàòüñÿ î áóäóùåì.
Çäåñü âèäÿòñÿ äâà áîëüøèõ è ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì íàïðàâëåíèÿ: ïîñòðî-
åíèå îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà è òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð.

Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ íåîäíîêðàòíî ïîä÷åðêèâàë, ÷òî èìåííî
òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé äîëæíà ñòàòü áàçîé ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ðåàëèçàöèþ
ýòîé ïðîãðàììû íà÷àë îñóùåñòâëÿòü Êîíñòàíòèí Èâàíîâè÷ Áàáåíêî. Îäíîé
èç îñíîâíûõ èäåé, êîòîðûìè îí ðóêîâîäñòâîâàëñÿ, áûëà èäåÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ
îïòèìàëüíûõ (â ñìûñëå Êîëìîãîðîâà) àëãîðèòìîâ áåç íàñûùåíèÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñàì À. Í. Êîëìîãîðîâ â ñâîåé ïîñëåäíåé ïóáëèêàöèè, îòíîñÿùåéñÿ ê



Ââåäåíèå 10

òåîðèè ïðèáëèæåíèé, � äîêëàäå íà Ñòîêãîëüìñêîì Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìà-
òè÷åñêîì êîíãðåññå 1962 ã. � ïðåäëîæèë èñêàòü ïóòè îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ
ïî èõ ñëîæíîñòè.

Â. Ì. Òèõîìèðîâ



Ãëàâà 1

Çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

Âûäåëèì êîìïîíåíòû, âõîäÿùèå â ôîðìóëèðîâêó ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå
çàäà÷. Ýòî:

îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî X, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (îáû÷íî ýòî
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (X, ‖ · ‖X);

àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ A � ìíîæåñòâî èëè ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ X;
îáúåêò ïðèáëèæåíèÿ O � ýëåìåíò èëè ïîäìíîæåñòâî X èëè ôóíêöèÿ íà

X.
Çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ îáúåêòà O àïïàðàòîì A â ïðîñòðàíñòâå X áóäåì îáî-

çíà÷àòü P (X,A,O). Ïîñëå íàçâàíèÿ çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ìû çàïèñûâàåì åå â
âèäå P (X,A,O) è çàòåì ôîðìóëèðóåì ýòó çàäà÷ó ñëîâåñíî.

Ïî îòíîøåíèþ êî âñåì çàäà÷àì äàëåå âûäåëÿåòñÿ òðè ïóíêòà: ôîðìàëè-
çàöèÿ, èññëåäîâàíèå çàäà÷è è âûïèñûâàíèå îòâåòà. Ôîðìàëèçîâàííûå ýêñòðå-
ìàëüíûå çàäà÷è, ýòî ëèáî çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèé, ëèáî ñ îäíèì, äâóìÿ èëè
íåñêîëüêèìè îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ðàâåíñòâ è/èëè íåðàâåíñòâ.

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ëèáî òåîðåìà Ôåðìà (åñëè íåò îãðà-
íè÷åíèé), ëèáî ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (åñëè îãðàíè÷åíèÿ èìåþòñÿ).
Ýòî ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå èíîãäà óäàåòñÿ ðàçðåøèòü â
íåêîòîðîì ñìûñëå �ÿâíî�. Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîëó÷èëè ÿâíîå ðåøåíèå.

Äëÿ èëëþñòðàöèè åñòåñòâåííîñòè è ïðîñòîòû ýòèõ ìåòîäîâ âûäåëåíû òàê
íàçûâàåìûå �ïðîñòåéøèå ïðèìåðû�, ôîðìóëèðîâêà è ðåøåíèå êîòîðûõ äîñòóï-
íû ïåðâîêóðñíèêàì (èëè äàæå ïðîäâèíóòûì øêîëüíèêàì), êîòîðûå îñâîèëè
ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîãî ñëó÷àÿ.

Ó íàñ â î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå ïðèìåðîâ çàäà÷è ëèáî ñàìè ÿâëÿþòñÿ âûïóê-
ëûìè, ëèáî ìîäèôèöèðóþòñÿ ê âûïóêëûì çàäà÷àì. Òåîðèÿ âûïóêëîñòè èññëå-
äóåòñÿ â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âàæíåéøèì äëÿ íàñ
ïîíÿòèåì âûïóêëîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñóáäèôôåðåíöèàëà (ñì. ï. 5.7).

Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîãî è âûïóêëîãî
àíàëèçà: òåîðåìà Ôåðìà, ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ñóáäèôôåðåíöèàë
ñóììû, ñóáäèôôåðåíöèàë ìàêñèìóìà, òåîðåìà îá î÷èñòêå.

Ýòè ñâåäåíèÿ ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç ðàçäåëà �Äîïîëíåíèå�, ïîìåùåííîãî â
êîíöå ýòîé áðîøþðû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

1.1. Ïðèáëèæåíèå ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâàìè

Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î ðåøåíèè çàäà÷è P ((X, ‖ · ‖X), L, ξ), ãäå L � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî X, à ξ ∈ X. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

d(ξ, L,X) = inf
x∈L
‖ξ − x‖X .

Íà÷àëüíûé ïðèìåð: ïðèáëèæåíèå òî÷êè ïëîñêîñòüþ â òðåõìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó P (E3, L2, ξ) � î ïðèáëè-
æåíèè ýëåìåíòà ξ ∈ E3 òðåõìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ L2.
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Ôîðìàëèçàöèÿ. f1(x1, x2) = |ξ − x|2 → min, ãäå x = x1e1 + x2e2, e1, e2 �
îðòîíîðìèðîâàíûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè L2, à |·|� åâêëèäîâà íîðìà. Ýòî ãëàäêàÿ
è âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé. Ðåøåíèå çàäà÷è (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îíî ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷èì x̂ = (x̂1, x̂2).

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè f1 â òî÷êå x̂ òåîðåìó Ôåð-
ìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ãëàäêîé ôóíêöèè â òî÷êå ýêñòðåìóìà ðàâíà
íóëþ, ïîëó÷àåì x̂ = (ξ1, e1)+(ξ2, e2), ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ââèäó
òîãî, ÷òî òåîðåìà Ôåðìà äëÿ âûïóêëîé è ãëàäêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êðèòåðè-
åì, ïîëó÷àåì

Îòâåò: x̂ = (ξ1, e1) + (ξ2, e2) è d(ξ, L2,E3) = |ξ − x̂|.

Ñîâåðøèì ñêà÷îê ¾îò òðåõ äî áåñêîíå÷íîñòè¿ è èç XVII-ãî âåêà â XX.

1.2. Êðèòåðèé â çàäà÷å î ïðèáëèæåíèè ýëåìåíòà ïîäïðîñòðàíñòâîì

Çäåñü èññëåäóåòñÿ ïîñòàâëåííàÿ âûøå îáùàÿ çàäà÷à P ((X, ‖ · ‖X), L, ξ), ãäå
L � ïîäïðîñòðàíñòâî X, à ξ ∈ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâó-
åò. Îáîçíà÷èì åãî x̂. (Îíî ñóùåñòâóåò, åñëè L êîíå÷íîìåðíî, ñì. òåîðåìó 5.16).

Ôîðìàëèçàöèÿ. f2(x) = ‖ξ − x‖X + δL(x), ãäå

δL(x) =

{
0, x ∈ L,
∞, x /∈ L.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé.
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ïðèìåíèâ ê ôóíêöèè f2 â òî÷êå x̂ òåîðåìó Ôåðìà

â âûïóêëîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî êîòîðîé ïðèíàäëåæíîñòü íóëÿ ñóáäèôôåðåíöè-
àëó â ýòîé òî÷êå äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì åå ìèíèìóìà
(òåîðåìà 5.14), ïîëó÷àåì, ÷òî x̂ åñòü ðåøåíèå çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà 0 ∈ ∂f2(x̂).

Ôóíêöèÿ f2 åñòü ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïî òåîðåìå î ñóáäèôôåðåíöèàëå
ñóììû (òåîðåìà 5.24)

0 ∈ ∂f2(x̂) = ∂‖ξ − ·‖X(x̂) + ∂δL(x̂) = x∗1 + x∗2,

ãäå x∗1 ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó ñëàãàåìîìó, à x
∗
2 � âòîðîìó. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû

ñóáäèôôåðåíöèàëà íîðìû

∂‖ξ − ·‖X(x̂) = {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖X∗ = 1, 〈ξ − x̂, x∗〉 = −‖ξ − x̂‖X}

(X∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê X, ñì. ïðèìåð 5.1) è ôîðìóëó ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ïîäïðîñòðàíñòâà

∂δL(x̂) = L⊥

(ñì. ïðèìåð 5.2), ïîëó÷àåì
Îòâåò (êðèòåðèé ýêñòðåìàëüíîãî ýëåìåíòà). Ýëåìåíò x̂ ∈ L åñòü ýëå-

ìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ξ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ
òàêîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗, ÷òî ‖x∗‖X∗ = 1, 〈ξ − x̂, x∗〉 = ‖ξ − x̂‖X è x∗ ∈ L⊥.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ñ. Ì. Íèêîëüñêîìó [47].

Ñåé÷àñ ìû ðåøèì òî÷íî òðè êîíêðåòíûå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ï. 1.2, ò.
å. ÿâíî ðåøèì ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå èç òåîðåìû Ôåðìà.
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1.3. Ïîëèíîìû íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ

Ìû íàéäåì ïîëèíîìû íàèìåíüøåãî óêëîíåíèÿ â òðåõ ìåòðèêàõ:
à) L2([−1, 1]), b) C([−1, 1]), c) L1([−1, 1]).

Â ñëó÷àå à) èùóòñÿ ïîëèíîìû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò 0 â L2([−1, 1]).
Çäåñü íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü çàäà÷ó P (L2([−1, 1]),Pn−1, ξn(·)) � î ïðèáëèæå-
íèè ôóíêöèè ξn(t) = tn àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n− 1 â ìåòðèêå
L2([−1, 1]).

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f3a(x) =

1∫
−1

(
tn +

n∑
k=1

xkt
k−1

)2

dt→ min .

Ýòî âûïóêëàÿ è ãëàäêàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé. Ðåøåíèå çàäà÷è (â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷èì ÷åðåç x̂(·) = Tn2(·).

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è.
Èç òåîðåìû Ôåðìà î ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ (êàê â ïðèìåðå 1) ñëåäóåò, ÷òî

f ′3a(x̂) = 0, çíà÷èò,

(1.1)

1∫
−1

Tn2(t)tk−1 dt = 0, 1 ≤ k ≤ n.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ � ôîðìóëîé Òåéëî-
ðà ñ îñòàòêîì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå [70, ñòð. 146]:

x(t) =

n−1∑
j=0

x(j)(t0)

j!
+

1

(n− 1)!

t∫
t0

(t− τ)n−1x(n)(τ) dτ.

Ïîëîæèì

y(t) =
1

(n− 1)!

t∫
−1

(t− τ)n−1Tn2(τ) dτ.

Òîãäà y(n)(·) = Tn2(·) è y(k)(−1) = 0, 0 ≤ k ≤ n − 1. Èç (1.1) âûòåêàåò, ÷òî
y(k)(1) = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

(1.2) Tn2(t) = cn
dn

dtn
(t2 − 1)n = tn + . . . .

Çíà÷èò,

cn =
n!

(2n)!
.

Ìû ïîëó÷èëè îòâåò:

Tn2(t) =
n!

(2n)!

dn

dtn
(t2 − 1)n.

Ýòà ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà Á. Î. Ðîäðèãîì â 1816 ã. Ïîëèíîìû âèäà (1.2),
ãäå ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòàì cn ïðèäàþòñÿ òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà, íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà (ñì. [69,
ñòð. 240]).

Â ñëó÷àå b) èùóòñÿ ïîëèíîìû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò 0 â C([−1, 1]).
Çäåñü íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü çàäà÷ó P (C([−1, 1]),Pn−1, ξn(·)) î ïðèáëèæåíèè
ôóíêöèè ξn(t) = tn àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n − 1 â ìåòðèêå
C([−1, 1]).
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Ôîðìàëèçàöèÿ.

f3b(x(·)) = ‖ξ(·)− x(·)‖C([−1,1]) → min, x(·) ∈ Pn−1.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé.
Ðåøåíèå çàäà÷è (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷èì ÷åðåç

x̂(·) = Tn∞(·).
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ï. 1.2, ïîýòîìó êðèòåðèé íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííîãî â ï. 1.2 êðèòåðèÿ. Íàäî
òîëüêî ðàñøèôðîâàòü åãî äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ. Ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ê
C (îáîçíà÷àåìûì C∗([−1, 1])) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî áîðåëåâñêèõ ìåð íà îò-
ðåçêå [−1, 1]. Â ñëó÷àå äàííîé çàäà÷è ìåðà x∗ èç êðèòåðèÿ ñîñðåäîòî÷åíà òàì,
ãäå

(1.3) |ξn(·)− x̂(·)| = ‖ξn(·)− x̂(·)‖C([−1,1]).

Ðàçíîñòü ξn(·) − x̂(·) � ýòî àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè n. Èç òåîðåìû
Ðîëëÿ è îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ti, â êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.3), íå ïðåâîñõîäèò n + 1 (â èíòåðâàëå (−1, 1) òàêèõ
òî÷åê íå áîëüøå n−1 è äâå òî÷êè ìîãóò îêàçàòüñÿ íà êðàÿõ). Ìåðà x∗ â íàøåì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé �δ-ìåð�, ò. å. ïðåäñòàâèìà â âèäå

〈ξn(·)− x̂(·), x∗〉 =

m∑
i=1

µi(ξn(ti)− x̂(ti)),

|ξn(ti)− x̂(ti)| = ‖ξn(·)− x̂(·)‖C([−1,1]), m ≤ n+ 1,

ïðè ýòîì ââèäó òîãî, ÷òî ‖x∗‖X∗ = 1, |µ1| + . . . + |µm| = 1. Èç-çà òîãî, ÷òî
x∗ ∈ P⊥n−1 ïîëó÷àåì, ÷òî

m∑
i=1

µit
k
i = 0, 0 ≤ k ≤ n− 1.

Ýòà ñèñòåìà ñ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ëèøü â
ñëó÷àå m ≥ n+ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, m = n+ 1.

Îïðåäåëèì ïîëèíîì y(t) = tn − x̂(t). Äîêàçàíî, ÷òî íàéäåòñÿ n + 1 òî÷-
êà, â êîòîðîé ýòîò ïîëèíîì ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíûå γ =
‖y(·)‖C([−1,1]). Èç òåîðåìû Ðîëëÿ è îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî
êîðíè ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìà y′(·) ðàñïîëîæåíû âíóòðè îòðåçêà [−1, 1], à äâå
îñòàâøèåñÿ ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû ïî êðàÿì. Ýòî ïîçâîëÿåò (ïðè-
ìåíÿÿ ðàññóæäåíèå ×åáûø¼âà) âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ y:

(1− t2)y′2 = n2(γ2 − y2),

èáî ñïðàâà è ñëåâà ñòîÿò ïîëèíîìû îäèíàêîâîé ñòåïåíè, îäèíàêîâûõ êîðíåé
è îäèíàêîâîãî ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó y = A cos(n arccos t).

Îòâåò:
tn − x̂(t) = Tn∞(t) =

1

2n−1
cos(n arccos t).

Ïîëèíîì Tn(t) = cos(n arccos t) íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì ×åáûø¼âà.

Â ñëó÷àå c) íàäî íàéòè ïîëèíîìû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò 0 â L1([−1,
1]). Çäåñü íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü çàäà÷ó P (L1([−1, 1]),Pn−1, ξn(·)) � î ïðèáëè-
æåíèè ôóíêöèè ξn(t) = tn àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n − 1 â ìåò-
ðèêå L1([−1, 1]).

Ðåøåíèå çàäà÷è x̂ = (x1, . . . , xn) (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò)
îáîçíà÷èì Tn1(·).
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Ôîðìàëèçàöèÿ.

f3c(x) =

1∫
−1

∣∣∣∣tn +

n∑
k=1

xkt
k−1

∣∣∣∣ dt→ min, x(·) ∈ Pn−1.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé.

Èç òåîðåìû Ôåðìà (ñì. ï. 1.2) ñëåäóåò, ÷òî f ′3c(x̂) = 0, çíà÷èò,
1∫
−1

signTn1(t)tk−1 dt = 0, 1 ≤ k ≤ n.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ñóùåñòâóþò ñïîñîáû ðåøåíèÿ âûïèñàííîãî ñîîò-
íîøåíèÿ, ïîäîáíûå òåì, ÷òî ïðèâîäèëè ê âû÷èñëåíèþ Tn2(·) è Tn∞(·). Íî ìû
îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî âûïèøåì îòâåò è ïðîâåðèì, ÷òî òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ
(ÿâëÿþùèåñÿ êðèòåðèåì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è) óäîâëåòâîðÿþòñÿ.

Ðåøåíèåì íàøåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì

Tn1(·) =
Ṫn+1∞(·)
n+ 1

.

Ìû âèäèì, ÷òî ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà.
Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = cos τ è èñïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü ôóíêöèè τ 7→
sgn sin τ , ïîëó÷èì ïðè 0 ≤ k ≤ n− 1:∫ 1

−1

signTn1(t)tk dt =

∫ π

0

sign sin(n+ 1)τ cosk τ sin τ dτ

= 2

∫ π

−π
sign sin(n+ 1)τ cosk τ sin τ dτ = 0,

åñëè 0 ≤ k ≤ n− 1, èáî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè τ 7→ sign sin(n+ 1)τ íà÷èíàåòñÿ ñ
÷ëåíà α sin(n+1)τ , α 6= 0, â òî âðåìÿ, êàê τ 7→ cosk τ sin τ � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ïîëèíîì ñòåïåíè ≤ n. Òàê ÷òî ìû ïîëó÷èëè

Îòâåò:

Tn1(t) =
Ṫn+1∞(t)

n+ 1
.

Ïîëèíîìû Tn1(·) íàçûâàþò ïîëèíîìàìè ×åáûø¼âà âòîðîãî ðîäà. Îíè áûëè
ïîëó÷åíû Ï. Ë. ×åáûø¼âûì â 1759 ã., à ñàì ðåçóëüòàò î ïîëèíîìå, íàèìåíåå
óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ â L1([−1, 1]), ïðèíàäëåæèò À. Í. Êîðêèíó è Å. È. Çî-
ëîòàð¼âó (1878).

Çàìå÷àíèå. Íàéòè ïîëèíîìû, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ ïðè 1 <
p < ∞, p 6= 2, �â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ�, ïî-âèäèìîìó, íå óäàñòñÿ. Â ñëó÷àå
n = 1 ýòî âîçìîæíî è ÷èòàòåëü áåç òðóäà äîâåäåò âûêëàäêè äî êîíöà ñàì.
Âîò åùå ñëó÷àé, ãäå ìîæíî äîáðàòüñÿ äî îòâåòà �íà ðóêàõ�, âû÷èñëÿÿ ïîëèíîì
âòîðîãî ïîðÿäêà, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ â L4([−1, 1]). Èìååò ìåñòî
ôîðìóëà:

T24(t) = t2 − a,

a =
1

3

1− 2

(
7

5
(
5 + 3

√
30
))1/3

+
2
((

5 + 3
√

30
)
/7
)1/3

52/3

 .

Îäíàêî ìîæíî âûñêàçàòü íåêîå ñîìíåíèå â òîì, ÷òî êîãäà-ëèáî êîìó-ëèáî
óäàñòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ðåøèòü ÷òî-ëèáî åùå äëÿ 1 < p < ∞, p 6= 2, ïðè
n > 2. Â ñëó÷àå p = 2 â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ, ãäå ïîëó÷àþùèåñÿ ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ òåîðåìû Ôåðìà óðàâíåíèÿ ëèíåéíû, ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà óñïåõ, ÷òî íå ðàç
áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî.



Êðèòåðèè ïîëèíîìîâ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â C([a, b]) 16

1.4. Êðèòåðèè ïîëèíîìîâ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â C([a, b])

Çäåñü áóäåò ðàññìîòðåí åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â
ï. 1.2, à èìåííî êðèòåðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è P (C([a, b])),Pn, ξ(·)) î ïðèáëèæåíèè
íåïðåðûâíîé íà [a, b] ôóíêöèè ξ(·) àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì x̂(·).

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f4(x) = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣ξ(t)− n+1∑
k=1

xkt
k−1

∣∣∣∣→ min

� ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé.
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ïðèìåíèì çäåñü òåîðåìó îá î÷èñòêå (ñì. ñëåä-

ñòâèå 5.31), ñîãëàñíî êîòîðîé íàéäóòñÿ òî÷êè a ≤ t1,≤ . . . ,≤ tm ≤ b, m ≤ n+2,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

|ξ(ti)− x̂(ti)| = ‖ξ(·)− x̂(·)‖C([a,b]),

è òàêèõ, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðåäóöèðóåòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèè:

f̃4(x) = max
1≤i≤m

∣∣∣∣ξ(ti)− n+1∑
k=1

xkt
k−1
i

∣∣∣∣.
Ýòî òîæå âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì,

x̂(·) =

n+1∑
k=1

x̂kt
k−1, x̂ = (x̂1, . . . , x̂n+1).

Ïî òåîðåìå Ôåðìà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå 0 ∈
∂f̃4(x̂). Èç òåîðåìû î ñóáäèôôåðåíöèàëå ìàêñèìóìà èç âûïóêëûõ ôóíêöèé
(òåîðåìà 5.29) âûòåêàåò ñëåäñòâèå äëÿ ôóíêöèè f̃4, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé â òî÷êå x̂. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî∑

1≤i≤m

λit
k−1
i sign(ξ(ti)− x̂(ti)) = 0, (λi > 0).

Ïîëó÷èëè n + 1 óðàâíåíèå ñ m íåèçâåñòíûìè. Çíà÷èò, äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñè-
ñòåìû íåîáõîäèìî, ÷òîáû m ðàâíÿëîñü n + 2. Ïðè ýòîì ìàòðèöà ñèñòåìû
èìååò îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Èç òåîðèè îïðåäåëèòåëåé ñëåäóåò, ÷òî çíà-
êè ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ÷åðåäóþòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî âåëè÷èíû ξ(ti) − x̂(ti),
1 ≤ i ≤ n+ 2, èìåþò îäèíàêîâûå ìîäóëè è ÷åðåäóþùèåñÿ çíàêè. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ðàçíîñòü èìååò (n+ 2)-àëüòåðíàíñ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ïîëèíîì x̂(·) ∈ Pn íàèëó÷-
øèì îáðàçîì ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ ξ(·) ∈ C([a, b]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàçíîñòü ξ(·)− x̂(·) èìååò (n+ 2)-àëüòåðíàíñ.

Çàìå÷àíèå. Ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ åäèíñòâåí. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ïîëèíîìà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ x̂i(·), i = 1, 2.
Ïîëîæèì

x̂(·) =
x̂1(·) + x̂2(·)

2
.

Òîãäà x̂(·) � òàêæå ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, è, çíà÷èò, ξ(·) − x̂(·)
èìååò (n + 2)-àëüòåðíàíñ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â òî÷êàõ àëüòåðíàíñà çíà÷åíèå
ïîëèíîìîâ x̂1(·) è x̂2(·) ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî è ñàìè ïîëèíîìû ñîâïàäàþò.



Ïîëèíîìû Çîëîòàð¼âà 17

1.5. Ïîëèíîìû Çîëîòàð¼âà

Çäåñü íàì ïðåäñòîèò ðåøèòü ñåðèþ çàäà÷, ïîäîáíûõ òîé, ÷òî ïðèâåëà ê
ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà (ñì. ï. 1.3, ñëó÷àé b)). Ðå÷ü ïîéäåò î çàäà÷àõ

P (C([−1, 1]),Pn−2, ξn(·)− σξn−1(·))

� î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè ξn(t) − σξn−1(t) = tn − σtn−1 àëãåáðàè÷åñêèìè
ïîëèíîìàìè ñòåïåíè n− 2 â ìåòðèêå C([−1, 1]).

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f5(x(·)) = ‖ξn(·)− σξn−1(·)− x(·)‖C([−1,1]) → min, x(·) ∈ Pn−2.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé.
Ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò (òåîðåìà 5.16). Îáîçíà÷èì åãî x̂σ(·) = Znσ(·).

Ýòîò ïîëèíîì íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Çîëîòàð¼âà.
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ×åáûø¼âà (ñì. ï. 1.4).

Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ ïîëèíîì Znσ(·) èìååò n-àëüòåðíàíñ. Ýòîò ïîëèíîì
åäèíñòâåí (â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ).

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé ïîëèíîì pn(t) = ant
n+an−1t

n−1 +. . .+a0, an 6= 0, èìå-
þùèé n-àëüòåðíàíñ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïîëèíîìîâ Çîëîòàð¼âà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîëèíîì a−1

n pn(t) = tn − σtn−1 + . . ., ãäå σ = −a−1
n an−1, èìååò âèä ïîëèíîìà

Znσ(·) è èìååò n-àëüòåðíàíñ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìà, íàèìåíåå îò-
êëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ, a−1

n pn(·) = Znσ(·).
Ñäåëàåì ïîïûòêó ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ Znσ(·). Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ

ñëó÷àåì, êîãäà σ ≥ 0, ò. ê. èç ðåøåíèÿ Znσ(t) ðåøåíèå äëÿ −σ ïîëó÷àåòñÿ ïî
ôîðìóëå

Zn,−σ(t) = (−1)nZnσ(−t).

Ïîëèíîì (
1 + β

2

)n
Tn

(
2t− β + 1

1 + β

)
= tn − nβ − 1

2
tn−1 + . . .

èìååò n-àëüòåðíàíñ â òî÷êàõ tk, k = 1, . . . , n, òàêèõ, ÷òî

2tk − β + 1

1 + β
= cos

πk

n
.

Ïðè

1 ≤ β ≤ 1 + 2 tg2 π

2n

ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêå [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëèíîìîì Znσ(·) ïðè

0 ≤ σ ≤ tg2 π

2n
.

Ïðè σ > tg2 π/(2n) äëÿ ôóíêöèé y(·) = Znσ(·) (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî áûëî ïîëó÷åíî äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà) ñîñòàâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå:

y′√
a2 − y2

=
n(t− b)√

(1− t2)(t2 + pt+ q)
,

èíòåãðèðóåìîå â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. Ýòî èíòåãðèðîâàíèå, îñíîâàííîå
íà èñ÷èñëåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, áûëî ïðîâåäåíî Å. È. Çîëîòàð¼âûì
(1868) (ñì. [26, ñòð. 314]).
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1.6. Íà÷àëüíûé ïðèìåð: íåðàâåíñòâî Êîøè
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Çäåñü íàäî ðåøèòü çàäà÷ó P (E3, BE3 , 〈·, y〉), y ∈ BE3 , BE3 � åäèíè÷íûé øàð
â E3, î ìàêñèìóìå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà åäèíè÷íîì øàðå â E3. Ïîëîæèì

b(E3, BE3 , 〈·, y〉) = sup
x∈BE3

〈x, y〉.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò (èç-çà êîìïàêòíîñòè BE3). Îáîçíà÷èì åãî x̂.
Ôîðìàëèçàöèÿ.

f6,1(x) = x1y1 + x2y2 + x3y3 → max, f6,2(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1.

Ýòî ãëàäêàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèåì â âèäå ðàâåíñòâà.
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ñî-

ñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ) = −
3∑
i=1

xiyi +
λ

2

3∑
i=1

x2
i

(ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà ïðè ôóíêöèîíàëå íå ìîæåò çäåñü ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ò. ê.

f ′6,2(x̂) = 2x̂ 6= 0). Lx(x̂, λ) = 0 ⇒ xi = λ−1yi, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x̂ =
y

|y|
,

çíà÷èò, 〈x̂, y〉 = |y|.
Îòâåò: b(E3, BE3 , 〈·, y〉) = |y|. Îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Êîøè. Åñëè

x, y ∈ E3, òî 〈x, y〉 ≤ |x||y|.

È çäåñü ñîâåðøèì íåêîòîðûé ïåðåõîä � îò E3 ê C([−1, 1]).

1.7. Ïðîáëåìû ýêñòðàïîëÿöèè àëãåáðàè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ

Çäåñü òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü çàäà÷ó P (C([−1, 1]),Pn ∩ BC([−1,1]), x(τ)), ãäå
x(·) ∈ Pn, î ìàêñèìóìå è ìèíèìóìå â òî÷êå τ ≥ 1 àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà
ñòåïåíè n, îãðàíè÷åííîãî åäèíèöåé ïî íîðìå C([−1, 1]). Ïîëîæèì

b(C([−1, 1]),Pn ∩BC([−1,1]), x(τ)) = sup
x(·)∈Pn∩BC([−1,1])

x(τ).

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f7,1(x(·)) = (x(τ))→ max∨min, f7,2(x(·)) = ‖x(·)‖C([−1,1]) ≤ 1,

x(·) ∈ Pn.
Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿì â âèäå íåðàâåíñòâà. Äàëåå, áóäåì ðåøàòü
çàäà÷ó íà ìàêñèìóì. Ðåøåíèå çàäà÷è (èáî ðå÷ü èäåò î ìàêñèìóìå ëèíåéíîé
ôóíêöèè íà êîìïàêòå) ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷èì åãî x̂.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (òåî-
ðåìà 5.28). Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ) = −x(τ) + λ‖x(·)‖C([−1,1]), λ > 0, x ∈ Pn
(â ñèëó òîãî, ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòîðà, ìîæíî ïî-
ëîæèòü λ0 = 1).

Òàê êàê x̂ åñòü ðåøåíèå çàäà÷è, òî

min
x∈Pn

L(x, λ) = L(x̂, λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ôåðìà (òåîðåìà 5.14) 0 ∈ ∂L(x̂(·), λ). Ïî òåîðåìå î
ñóáäèôôåðåíöèàëå ñóììû (òåîðåìà 5.24) ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ∈ −x(τ) + λ∂‖ · ‖C([−1,1])(x̂(·)).
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È äàëåå, ïðîèçâåäåì ðàñøèôðîâêó, êàê â ï. 1.3, ñëó÷àé b).
Èç òåîðåìû Ðîëëÿ è îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ti,

ãäå |x̂(ti)| = ‖x̂(·)‖ = 1, íå ïðåâîñõîäèò n + 1 (â èíòåðâàëå (−1, 1) òàêèõ òî÷åê
íå áîëüøå n − 1 è äâå òî÷êè ìîãóò îêàçàòüñÿ íà êðàÿõ). Ìåðîé x∗ â íàøåì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà �δ-ìåð�, ò. å. ïðåäñòàâèìà â âèäå

〈x̂(·), x∗〉 =

m∑
i=1

µix̂(ti), m ≤ n+ 1,

ò. å. ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

x(τ) = λ

m∑
i=1

µix(ti), x ∈ Pn.

Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà ëèøü ïðè m = n+ 1.

Îòâåò: b(C([−1, 1]),Pn ∩BC([−1,1]), x(τ)) = Tn(τ).
Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò Ï. Ë. ×åáûø¼âó [73].

1.8. �Òî÷å÷íûå� íåðàâåíñòâà Ìàðêîâûõ äëÿ
ïðîèçâîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Â 1889 ãîäó À. À. Ìàðêîâ äàë îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Ä. È. Ìåíäå-
ëååâûì, êîòîðûé âîçíèê ó âåëèêîãî õèìèêà ïðè ðàñ÷åòàõ, ñâÿçàííûõ ñ êîíöåí-
òðàöèåé ñïèðòîâûõ ðàñòâîðîâ: ñðåäè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äàííîé ñòå-
ïåíè, îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ åäèíèöåé íà îòðåçêå [−1, 1], íàéòè òîò, ïðîèç-
âîäíàÿ êîòîðîãî ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå ïðÿìîé. Â. À. Ìàðêîâ â 1892 ãîäó ðàññìîòðåë ïîäîáíóþ çàäà÷ó è äëÿ
ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Çäåñü íàì ïðåäñòîèò èññëåäîâàòü çàäà÷ó, ñõîäíóþ ñ ïðåäûäóùåé

P (C([−1, 1]),Pn ∩BC([−1,1]), x
(k)(τ)),

ãäå x(·) ∈ Pn, τ ∈ R, � çàäà÷à î íåðàâåíñòâå äëÿ k-é ïðîèçâîäíîé â íåêîòîðîé
òî÷êå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà, îãðàíè÷åííîãî åäèíèöåé ïî C-íîðìå.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

(1.4) f8,1(x(·)) = x(k)(τ)→ max, f8,2(x(·)) = ‖x(·)‖C([−1,1]) ≤ 1, τ ∈ R,
x(·) ∈ Pn.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèåì â âèäå íåðàâåíñòâà. Ðåøåíèå çàäà÷è (èáî
ðå÷ü èäåò î ìàêñèìóìå ëèíåéíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå) ñóùåñòâóåò.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à óêëàäûâàåòñÿ â ñëåäóþùóþ îáùóþ ïîñòàíîâ-
êó. Ïóñòü Ln+1 � (n + 1)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî C([a, b]), à l � íåíóëåâîé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Ln+1. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(1.5) l(x(·))→ max, ‖x(·)‖C([a,b]) ≤ δ, x(·) ∈ Ln+1.

Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ
ôóíêöèé xk(·) òàêàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ l(xk(·)) ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ çàäà÷è (1.5).
Â ñèëó òîãî, ÷òî ‖xk(·)‖C([a,b]) ≤ δ, èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ. Òåì ñàìûì ðåøåíèå çàäà÷è (1.5) ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèÿ x̂(·), äîïóñòèìàÿ â çàäà÷å (1.5), ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ýòîé çàäà÷è â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî r ≤ n+ 1, òî÷êè τi ∈ [a, b] è ÷èñëà αi > 0, i = 1, . . . , r, òàêèå, ÷òî
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1) äëÿ âñåõ x(·) ∈ Ln+1

(1.6) l(x(·)) =

r∑
i=1

aix(τi) sign x̂(τi),

2) |x̂(τi)| = δ, i = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.5). Ïðèìåíèì òåîðåìó
Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (òåîðåìà 5.28). Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
óñëîâèå Ñëåéòîðà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ λ ≥ 0
òàêîå, ÷òî

(1.7) min
x(·)∈Ln+1

L(x(·), λ) = L(x̂(·), λ),

ãäå
L(x(·), λ) = −l(x(·)) + λ

(
‖x(·)‖C([a,b]) − δ

)
.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî λ > 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (1.7) íå âûïîë-
íÿëîñü áû, ò. ê. ìèíèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè ðàâåí −∞). Òîãäà èç óñëîâèÿ
äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè èìååì

(1.8) ‖x̂(·)‖C([a,b]) = δ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (t, x) = −l(x(·)) + λ(|x(t)| − δ).
Î÷åâèäíî, ÷òî

L(x(·), λ) = max
t∈[a,b]

F (t, x).

Èç ñëåäñòâèÿ 5.31 ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî r ≤ n+ 2, òî÷êè
τi ∈ [a, b], âåêòîðû yi ∈ ∂xF (τi, x̂) è ÷èñëà

αi > 0, i = 1, . . . , r,

r∑
i=1

αi = 1,

òàêèå, ÷òî

(1.9) L(x̂(·), λ) = F (τi, x̂), i = 1, . . . , r,

è

(1.10)
r∑
i=1

αiyi = 0.

Èç ðàâåíñòâà (1.9) âûòåêàåò, ÷òî |x̂(τi)| = δ, i = 1, . . . , r. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî

〈yi, x(·)〉 = −l(x(·)) + λx(τi) sign x̂(τi).

Òåì ñàìûì èç ðàâåíñòâà (1.10) ïîëó÷àåì

(1.11) l(x(·)) = λ

r∑
i=1

αix(τi) sign x̂(τi), x· ∈ Ln+1.

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå r ≤ n+1. Ïóñòü ξ1(·), . . . , ξn+1(·) � êàêîé-ëèáî
áàçèñ â Ln+1. Ïîäñòàâëÿÿ ýëåìåíòû ýòîãî áàçèñà â (1.11), ïîëó÷àåì

l(ξk(·)) = λ

r∑
i=1

αiξk(τi) sign x̂(τi), k = 1, . . . , n+ 1.

Òåì ñàìûì âåêòîð (l(ξ1(·)), . . . , l(ξn+1(·)))T ∈ Rn+1 ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáî-
ëî÷êå âåêòîðîâ λ(ξ1(τi) sign x̂(τi), . . . , ξn+1(τi) sign x̂(τi))

T ∈ Rn+1, i = 1, . . . , r.
Åñëè r = n + 2, òî ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè (òåîðåìà 5.38) ñðåäè ýòèõ âåêòî-
ðîâ ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå n+1 òàêèõ, ÷òîáû âåêòîð (l(ξ1(·)), . . . , l(ξn+1(·)))T
ïðåäñòàâëÿëñÿ â âèäå èõ âûïóêëîé êîìáèíàöèè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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â ðàâåíñòâå (1.11) r ≤ n+1. Ïîëîæèâ ai = λαi, i = 1, . . . , r, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(1.6).

Ïóñòü òåïåðü x̂(·) � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (1.5) è âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ 1), 2). Ïîëîæèì

λ =
1

a1 + . . .+ ar
, αi =

ai
λ
.

Òîãäà ðàâåíñòâî (1.6) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå (1.11). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (1.10). Èç äîïóñòèìîñòè ôóíêöèè x̂(·) è óñëîâèÿ 2) âûòåêàåò ðà-
âåíñòâî (1.8). Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (1.9). Òåïåðü èç ñëåä-
ñòâèÿ 5.31 ïîëó÷àåì, ÷òî x̂(·) � ìèíèìóì L(x(·), λ). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êàðó-
øà�Êóíà�Òàêêåðà, ïîëó÷àåì, ÷òî x̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.5). �

Èç òåîðåìû 1.1 äëÿ çàäà÷è (1.4) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ôóíêöèÿ x̂(·), äîïóñòèìàÿ â çàäà÷å (1.4), ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì ýòîé çàäà÷è â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå
÷èñëî r ≤ n+ 1, òî÷êè τi ∈ [−1, 1] è ÷èñëà αi > 0, i = 1, . . . , r, òàêèå, ÷òî

1) äëÿ âñåõ x(·) ∈ Pn

(1.12) x(k)(τ) =

r∑
i=1

aix(τi) sign x̂(τi),

2) |x̂(τi)| = δ, i = 1, . . . , r.

Â ñëó÷àå, åñëè r = n+ 1, ðåøåíèå ñðàçó æå ïîëó÷àåòñÿ â ñèëó ñëåäóþùåé
ëåììû.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü äëÿ ïîëèíîìà x(·) ∈ Pn âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà |x(τi)|
= ‖x(·)‖C([−1,1]), i = 1, . . . , n + 1, ãäå −1 ≤ τ1 < . . . < τn+1 ≤ 1. Òîãäà x(·) =
±‖x(·)‖C([−1,1])Tn(·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ −1 < τ1, τn+1 < 1
âûïîëíÿëîñü, òî ïîëèíîì ẋ(·) ñòåïåíè íå âûøå n − 1 èìåë áû n íóëåé, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó τ1 = −1, à τn+1 = 1. Ïîëîæèì a = ‖x(·)‖C([−1,1]). Ïîëè-
íîìû (1 − t2)ẋ2(t) è a2 − x2(t) èìåþò ñòåïåíü 2n, äâóêðàòíûå íóëè â òî÷êàõ
τi, i = 2, . . . , n, è îäíîêðàòíûå íóëè â òî÷êàõ ±1. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïîëè-
íîìû ïðîïîðöèîíàëüíû. Èç ñðàâíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ
ïîëó÷àåì, ÷òî

(1− t2)ẋ2(t) = n2(a2 − x2(t)).

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x(1) = ±a), ïîëó÷àåì, ÷òî x(t) =
±a cos(n arccos t). �

Òåîðåìà 1.4. Ðåøåíèåì çàäà÷è (1.4) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

x̂(t) = ±δTn(t)

èëè ôóíêöèÿ

x̂(t) = ± δ

‖Znσ(·)‖C([−1,1])
Znσ(t)

ïðè íåêîòîðîì σ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â ðàâåíñòâå (1.12) r ≥ n. Äîïóñòèì, ÷òî
r ≤ n− 1. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì

p1(t) =

n−1∏
i=1

(t− τi)

(äîáàâèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè òî÷êè τr+1, . . . , τn−1). Ïîäñòàâèâ ýòîò ïîëèíîì â
(1.12), ïîëó÷èì, ÷òî p(k)

1 (τ) = 0. Ïðè k = n−1 ýòî íåâîçìîæíî. Ïóñòü k < n−1.
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Ïîëîæèì p2(t) = (t−τ)p1(t). Ïîäñòàâèâ òåïåðü ýòîò ïîëèíîì â (1.12), ïîëó÷èì,
÷òî p(k)

2 (τ) = 0. Íî p(k)
2 (τ) = kp

(k−1)
1 (τ). Ñëåäîâàòåëüíî, p(k)

1 (τ) = p
(k−1)
1 (τ) = 0.

Òîãäà ïîëèíîì x(k−1)(·) èìååò ñòåïåíü n−k. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ó íåãî íå ìåíåå
n−k ðàçëè÷íûõ íóëåé. Â òî÷êå τ ó íåãî êðàòíûé íóëü. Òåì ñàìûì îáùåå ÷èñëî
íóëåé ó íåãî íå ìåíåå n− k + 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Èòàê, r = n èëè r = n+ 1.

Â ñëó÷àå êîãäà r = n + 1, óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ëåììû 1.3.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r = n. Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè τi, i = 1, . . . , n, îáðàçóþò n-
àëüòåðíàíñ äëÿ ôóíêöèè x̂(·). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ1 < . . . < τn. Íàäî äîêàçàòü,
÷òî x̂(τi)x̂(τi+1) < 0, i = 1, . . . , n − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x̂(τj) = x̂(τj+1) ïðè
íåêîòîðîì j, 1 ≤ j ≤ n − 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîì
p3(·) ∈ Pn òàêîé, ÷òî p3(τi) = 0, i = 1, . . . , j − 1, j + 2, . . . , n è p

(k−1)
3 (τ) =

p
(k)
3 (τ) = 0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç çíà÷åíèé p3(τj), p3(τj+1)
ðàâíî íóëþ, òî, ïîäñòàâèâ p3(·) â (1.12), ïîëó÷èì, ÷òî îáà äîëæíû ðàâíÿòüñÿ
íóëþ, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó êðàòíîñòè íóëÿ ó p(k−1)

3 (·) â òî÷êå τ . Òåì ñàìûì
p3(τj)p3(τj+1) 6= 0. Ïðè k = 1 ïîëèíîì p3(·) èìååò âèä

p3(t) = (t− τ1) . . . (t− τj−1)(t− τj+2) . . . (t− τn)(t− τ)2

è î÷åâèäíûì îáðàçîì íå ìåíÿåò çíàêà íà îòðåçêå [τj , τj+1]. Ïóñòü k > 1. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî p3(τj)p3(τj+1) < 0, òî íà îòðåçêå [τj , τj+1] ïîëèíîì p3(·)
áóäåò èìåòü îäíîêðàòíûé íóëü, à çíà÷èò, ṗ3(·) áóäåò èìåòü n − 1 ðàçëè÷íûõ
íóëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ó p(k−1)

3 (·) áóäåò n − k + 1 ðàçëè÷íûõ íóëåé è êðàòíîãî
íóëÿ áûòü íå ìîæåò. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî p3(τj)p3(τj+1) > 0. Ïîäñòàâëÿÿ p3(·)
â (1.12), ïîëó÷àåì

ajp3(τj) sign x̂(τj) + aj+1p3(τj+1) sign x̂(τj+1) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x̂(τj) = x̂(τj+1). Òàêèì îáðàçîì, ó ïîëèíîìà x̂(·) ∈
Pn èìååòñÿ n-àëüòåðíàíñ. Êàê áûëî îòìå÷åíî â ï. 1.5, òàêîé ïîëèíîì äîëæåí
áûòü ïðîïîðöèîíàëåí ïîëèíîìó Çîëîòàð¼âà Znσ(·). Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ‖x(·)‖C([−1,1]) = δ. �

1.9. Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà

Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò ñîáñòâåííî î íåðàâåíñòâå äëÿ ïðîèçâîäíûõ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n, ò. å. î çàäà÷å P (C(T), Tn ∩BC(T), ‖x(k)(·)‖C(T)),
ãäå x(·) ∈ Tn, k ≥ 1, � î ìàêñèìàëüíîé íîðìå k-é ïðîèçâîäíîé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè n ïðè óñëîâèè, ÷òî ñàì ïîëèíîì ïî íîðìå C(T)
íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû. Êàê ìû âûÿñíèì, îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî ðåøèòü
çàäà÷ó òîëüêî ïðè k = 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî çàäà÷à èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà (ïðè k = 1), îíà ðåäóöèðóåòñÿ ê ñëåäóþùåé âûïóêëîé çàäà÷å.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f9,1(x(·)) = ẋ(0)→ max, f9,2(x(·)) = ‖x(·)‖C(T) ≤ 1, x(·) ∈ Tn.

Ðåøåíèå çàäà÷è (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) îáîçíà÷èì x̂. Ýòà çàäà÷à î÷åíü ñõîäíà
ñ çàäà÷åé èç ï. 1.3, ñëó÷àé b).

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêîé ôóíêöèè x(·) ∈ Tn ìîæíî
ñîïîñòàâèòü íå÷åòíóþ ôóíêöèþ y(t) = (x(t)−x(−t))/2, äëÿ êîòîðîé ẏ(0) = ẋ(0),
çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ìíîæåñòâå íå÷åòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïî-
ëèíîìîâ ñòåïåíè n (ýòî ìíîæåñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç T sn ) íà îòðåçêå [0, π].
Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (òåîðåìà 5.28). Ñîñòàâëÿåì ôóíê-
öèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ) = −ẋ(0) + λ‖x(·)‖C([0,π]), λ > 0, x ∈ T sn
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(â ñèëó òîãî, ÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî óñëîâèå Ñëåéòîðà, ìîæíî ïî-
ëîæèòü λ0 = 1).

Åñëè x̂ åñòü ðåøåíèå çàäà÷è, òî

min
x∈T sn

L(x, λ) = L(x̂, λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ôåðìà (òåîðåìà 5.14) 0 ∈ ∂L(x̂(·), λ). Ïî òåîðåìå î
ñóáäèôôåðåíöèàëå ñóììû (òåîðåìà 5.24) ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ∈ −ẋ(0) + λ∂‖ · ‖C([0,π])(x̂(·)).
Äàëåå, ïðîèçâåäåì ðàñøèôðîâêó, êàê â ï. 1.3 (ñëó÷àé b)) è â ï. 1.7.

×èñëî òî÷åê ti, ãäå |x̂(ti)| = ‖x̂(·)‖C([0,π]) ≤ 1, íå ïðåâîñõîäèò n (â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå ó ïîëèíîìà ˙̂x(·) ∈ Tn ÷èñëî íóëåé áûëî áû íå ìåíüøå 2n + 2, ÷òî
íåâîçìîæíî). Ìåðîé x∗ â íàøåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ¾δ-ìåð¿,
ò. å. ïðåäñòàâèìà â âèäå

〈x̂(·), x∗〉 =

m∑
i=1

µix̂(ti), m ≤ n.

Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

ẋ(0) = λ

m∑
i=1

µix(ti), x(·) ∈ T sn .

Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà ëèøü ïðè m = n. Ýòî ïîçâîëÿåò (ïðèìåíÿÿ ðàññóæäå-
íèå ×åáûø¼âà) âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ y: y′2 = n2(1−y2),
èáî ñïðàâà è ñëåâà ñòîÿò ïîëèíîìû îäèíàêîâîé ñòåïåíè, îäèíàêîâûõ êîðíåé è
îäèíàêîâîãî ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, ïðèõîäèì ê ðà-
âåíñòâó y(t) = sin(nt+ C), à x̂(t) = sinnt.

Ìû ïîëó÷èëè
Îòâåò:

‖ẋ(·)‖C(T) ≤ n‖x(·)‖C(T).

Ýòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî (íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Ñ. Í. Áåðíøòåéíà) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè x(t) = a cosnt+ b sinnt. Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðà-
âåíñòâî, ïðèõîäèì ê ïîëíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è, ò. å. ê òî÷íîìó íåðàâåíñòâó

‖x(k)(·)‖C(T) ≤ nk‖x(·)‖C(T).



Ãëàâà 2

Íåðàâåíñòâà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà

Äàëåå, ó íàñ âñòðåòèòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, êîãäà ôóíêöèÿ è ïðîèçâîäíàÿ
çàäàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2.

2.1. Íà÷àëüíûé ïðèìåð: øàð è äâà ñîîñíûõ ýëëèïñîèäà â E3

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

x2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
→ max, x2

1 + x2
2 + x2

3 ≤ 1,
x2

1

a4
+
x2

2

b4
+
x2

3

c4
≤ 1 (a ≥ b ≥ c)

� çàäà÷à î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè
x2

1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
ïðè äâóõ êâàäðàòè÷íûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå
áåç ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà Ëàãðàíæà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 1 ≥ a ≥ b ≥ c.
Òîãäà

x2
1

a2
+
x2

2

b2
+
x2

3

c2
≤ a2

(
x2

1

a4
+
x2

2

b4
+
x2

3

c4

)
≤ a2.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ò. ê. îíî äîñòèãàåòñÿ íà âåêòîðå
(a, 0, 0).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå ïîëîæèì x2
i = yi, i = 1, 2, 3. Ýòî

ïîçâîëèò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f10,1(y) =
y1

a2
+
y2

b2
+
y3

c2
→ max, f10,2(y) = y1 + y2 + y3 ≤ 1,

f10,3(y) =
y1

a4
+
y2

b4
+
y3

c4
≤ 1, yi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Ìû ïîëó÷èëè ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ òðåìÿ àðãó-
ìåíòàìè è äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè, èññëåäîâàíèå êîòîðîé ïðåäîñòàâèì ÷èòàòå-
ëþ, áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé ìû çàòåì ðàçáåðåì ïîäðîáíåå.

2.2. Îáùàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîáëåìàòèêå íåðàâåíñòâ
Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà íà ïðÿìîé è ïîëóïðÿìîé. Âîò ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è.

Ïóñòü T � ýòî R èëè R+, n ∈ N, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, Wn
pr(T ) � ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé x(·) ∈ Lp(T ), ó êîòîðûõ (n − 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà íà T è òàêàÿ, ÷òî x(n)(·) ∈ Lr(T ), è ïóñòü k � öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå
n.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî çàäà÷, îïðåäåëåííûõ íà ïðîñòðàíñòâå
Wn
pr(T ):

g0(x(·)) = ‖x(k)(·)‖Lq(T ) → max, g1(x(·)) = ‖x(·)‖Lp(T ) ≤ 1,

g2(x(·)) = ‖x(n)(·)‖Lr(T ) ≤ 1. (PT (k, n, p, q, r))
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Òàê ÷òî çäåñü

X = Lq(T ), A = BLp(T ) ∩Wn
r (T ), O = (x(k)(·)).

Çàäà÷à (PT (k, n, p, q, r)) ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà ïî-äðóãîìó êàê çàäà÷à
áåç îãðàíè÷åíèé:

f(x(·)) =
‖x(k)(·)‖Lq(T )

‖x(·)‖αLp(T )‖x(n)(·)‖βLr(T )

→ max, x(·) ∈ Wn
pr(T ),

ãäå

α =

n− k − 1

r
+

1

q

n− 1

r
+

1

p

, β = 1− α.

Çíà÷åíèå çàäà÷è (PT (k, n, p, q, r)) îáîçíà÷èì KT (k, n, p, q, r) è áóäåì íàçûâàòü
êîëìîãîðîâñêîé êîíñòàíòîé çàäà÷è (PT (k, n, p, q, r)). Îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé êîí-
ñòàíòîé â íåðàâåíñòâå

(2.1) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ K‖x(·)‖αLp(T )‖x
(n)(·)‖βLr(T ).

Ïåðâûå òî÷íûå íåðàâåíñòâà òèïà (2.1) áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ëàíäàó
[10] (T = R+, n = 2, k = 1, p = q = r = ∞) è Àäàìàðà [8] (T = R, n = 2,
k = 1, p = q = r = ∞). Â êîíöå 1930-õ ãîäîâ â ðàáîòå Êîëìîãîðîâà [32] áûëè
íàéäåíû òî÷íûå êîíñòàíòû â (2.1) ïðè T = R, p = q = r =∞ â îáùåì ñëó÷àå,
ò. å. ïðè ëþáûõ n ≥ 2 è 0 < k < n. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÿðêèì â
äàííîé ïðîáëåìàòèêå, ïîýòîìó òî÷íûå íåðàâåíñòâà âèäà (2.1) ÷àñòî íàçûâàþò
íåðàâåíñòâàìè òèïà Êîëìîãîðîâà èëè (îòäàâàÿ äàíü ïåðâîìó ðåçóëüòàòó â ýòîé
îáëàñòè) íåðàâåíñòâàìè Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè K � òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå (2.1), à
S � çíà÷åíèå çàäà÷è

‖x(k)(·)‖Lq(T ) → max, ‖x(·)‖Lp(T ) ≤ a, ‖x(n)(·)‖Lr(T ) ≤ b, a, b > 0,

òî
S = Kaαbβ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî S ≤ Kaαbβ . Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé êîíñòàíòû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ x0(·) ∈ Wn

pr(T ), äëÿ êîòîðîé

‖x(k)
0 (·)‖Lq(T ) > (K − ε)‖x0(·)‖αLp(T )‖x

(n)
0 (·)‖βLr(T ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = cx0(ρt), c, ρ > 0. Âûáåðåì c è ρ òàê, ÷òîáû
‖y(·)‖Lp(T ) = a, à ‖y(n)(·)‖Lr(T ) = b. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

ρ =

(
b‖x0(·)‖Lp(T )

a‖x(n)
0 (·)‖Lr(T )

) 1
n−1/r+1/p

,

c =
a

‖x0(·)‖Lp(T )

(
b‖x0(·)‖Lp(T )

a‖x(n)
0 (·)‖Lr(T )

) 1/p
n−1/r+1/p

.

Òîãäà

S ≥ ‖y(k)(·)‖Lq(T ) = cρk−1/q‖x(k)
0 (·)‖Lq(T )

= ‖x(k)
0 (·)‖Lq(T )

aαbβ

‖x0(·)‖αLp(T )‖x
(n)
0 (·)‖βLr(T )

> (K − ε)aαbβ .
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì S ≥ Kaαbβ . �

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî îáùèõ óòâåðæäåíèé î íåðàâåíñòâå (2.1).

Òåîðåìà 2.2. Åñëè

(2.2) n− 1

r
+

1

p
6= 0,

òî äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé èç Wn
pr(T ) èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.1),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) α =

n− k − 1

r
+

1

q

n− 1

r
+

1

p

, β =

k − 1

q
+

1

p

n− 1

r
+

1

p

,

2)
n− k
p

+
k

r
≥ n

q
.

Åñëè óñëîâèå (2.2) íå âûïîëíåíî, òî äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ôóíêöèé èç Wn
pr(T )

èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

q =∞, α = 1, β = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü óñëîâèå (2.2) âûïîëíåíî. Ïî-
ëîæèâ â òåîðåìå 5.46

δ =

( ‖x(·)‖Lp(T )

‖x(n)(·)‖Lr(T )

) 1
n−1/r+1/p

,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (2.1). Ïóñòü óñëîâèå (2.2) íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî n = 1, r = 1 è p =∞. Åñëè ïðè ýòîì q =∞, α = 1, à β = 0, òî íåðàâåíñòâî
(2.1) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì òîæäåñòâîì.

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé èçWn
pr(T ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2.1). Ïîëîæèì

ϕ(t) =

{
tn(1− t)n, t ∈ [0, 1],

0, t /∈ [0, 1],
ψ(t) =

n∑
j=0

ϕ(t− j).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y(t) = γψ(ρt), ãäå γ, ρ > 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
âñåõ p ≥ 1 è j ≤ n

‖y(j)(·)‖Lp(T ) = n1/pγρj−1/p‖ϕ(j)(·)‖Lp(T ).

Òàê êàê y(·) ∈ Wn
pr(T ), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

n1/qγρk−1/q‖ϕ(k)(·)‖Lq(T )

≤ Knα/p+β/rγα+βρ−α/p+β(n−1/r)‖ϕ(·)‖αLq(T )‖ϕ
(n)(·)‖βLr(T ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a)
α

p
+
β

r
≥ 1

q
,

b) α+ β = 1,

c) k − 1

q
= −α

p
+ β

(
n− 1

r

)
.

Èç b) è c) ïîëó÷àåì

α

(
n− 1

r
+

1

p

)
= n− k − 1

r
+

1

q
.
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.2) èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà 1). À
èç 1) è a) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî 2).

Åñëè óñëîâèå (2.2) íå âûïîëíåíî, òî, êàê áûëî îòìå÷åíî, n = 1, r = 1 è
p =∞. Òîãäà èç c) âûòåêàåò, ÷òî q =∞ è íåðàâåíñòâî (2.1) èìååò âèä

‖x(·)‖L∞(T ) ≤ K‖x(·)‖αL∞(T )‖x
′(·)‖βL1(T ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè β 6= 0 (äîñòàòî÷-
íî ïîäñòàâèòü x(t) ≡ 1). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå β = 0, à α = 1. �

Ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, ïðèìåíåííîãî â ï. 2.1, ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

2.3. Çàäà÷à (PR(k, n, 2, 2, 2)) � íåðàâåíñòâî Õàðäè
�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà íà ïðÿìîé

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fx(·) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè x(·). Äëÿ
ôîðìàëèçàöèè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ïëàíøåðåëÿ:∫

R

|x(m)(t)|2 dt =
1

2π

∫
R

ξ2m|Fx(ξ)|2 dξ, m ≥ 0.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f11,1(x(·)) =
1

2π

∫
R

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

f11,2(x(·)) =
1

2π

∫
R

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1,

f11,3(x(·)) =
1

2π

∫
R

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

×èòàòåëü ëåãêî óâèäèò ñõîäñòâî ýòîé ôîðìàëèçàöèè ñ ôîðìàëèçàöèåé â
ï. 2.1.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Çäåñü (êàê è â ï. 2.1) âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûì
íåðàâåíñòâîì, à èìåííî íåðàâåíñòâîì Ã¼ëüäåðà.

1

2π

∫
R

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ =
1

2π

∫
R

(|Fx(ξ)|2)1−k/n(ξ2n|Fx(ξ)|2)k/n dξ

(
1

2π

∫
R

|Fx(ξ)|2 dξ
)1−k/n(

1

2π

∫
R

ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ
)k/n

= ‖x(·)‖2(1−k/n)
L2(R) ‖x(n)(·)‖2k/nL2(R).

Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
x0(·), äëÿ êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

Fx0(ξ) =


√
π

ε
, 1 ≤ |ξ| ≤ 1 + ε,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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ãäå ε > 0. Òîãäà

‖x0(·)‖L2(R) =
1

2π

∫
R
|F0x(ξ)|2 dξ = 1,

‖x(k)
0 (·)‖L2(R) =

1

2π

∫
R
ξ2k|Fx0(ξ)|2 dξ =

(1 + ε)2k+1 − 1

ε(2k + 1)
,

‖x(n)
0 (·)‖L2(R) =

1

2π

∫
R
ξ2n|Fx0(ξ)|2 dξ =

(1 + ε)2n+1 − 1

ε(2n+ 1)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

KR(k, n, 2, 2, 2) ≥ lim
ε→0

‖x(k)
0 (·)‖L2(R)

‖x0(·)‖1−k/nL2(R) ‖x
(n)
0 (·)‖k/nL2(R)

= lim
ε→0

(1 + ε)2k+1 − 1

ε(2k + 1)

(
(1 + ε)2n+1 − 1

ε(2n+ 1)

)−k/n
= 1.

Îòâåò: ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k < n èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(2.3) ‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ ‖x(·)‖1−k/nL2(R) ‖x
(n)(·)‖k/nL2(R).

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíî ïðèìåíèòü íåêîòîðóþ ëåììó, ïîçâîëÿ-
þùóþ ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó (PT (k, n, 2,∞, 2)), ãäå T = R èëè R+.

Ïîëîæèì

ψ(ξ) = Aξγ −Bξ + C, ξ ≥ 0, γ > 1, A > 0, B > 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ôóíêöèÿ ψ(ξ) ≥ 0 äëÿ âñåõ ξ ≥ 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

(2.4) C ≥ (γ − 1)

(
B

γ

) γ
γ−1

A−
1

γ−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ψ′(ξ) = Aγξγ−1 −B.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â òî÷êå

ξ0 =

(
B

Aγ

) 1
γ−1

ôóíêöèÿ ψ(·) äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè ξ ∈ [0,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(ξ) ≥ 0
äëÿ âñåõ ξ ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ(ξ0) ≥ 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (2.4). �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AT (k, n, p) � çíà÷åíèå çàäà÷è

(2.5) x(k)(0)→ max,

∫
T

(|x(t)|p + |x(n)(t)|p)dt ≤ 1.

Ëåììà 2.4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

KT (k, n, p,∞, p) =
AT (k, n, p)

αα/pββ/p
,

ãäå

α =

n− k − 1

p

n
, β = 1− α.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x(·) ∈ Wn
pp(T ) è x(·) 6= 0. Ïîëîæèì

y(·) =
x(·)(

‖x(·)‖pLp(T ) + ‖x(n)(·)‖pLp(T )

)1/p
.

Òîãäà
‖y(·)‖pLp(T ) + ‖y(n)(·)‖pLp(T ) = 1

è òåì ñàìûì |y(k)(0)| ≤ AT (k, n, p). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x(·) ∈ Wn
pp(T )

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|x(k)(0)| ≤ AT (k, n, p)
(
‖x(·)‖pLp(T ) + ‖x(n)(·)‖pLp(T )

)1/p

.

Ïîäñòàâèì â ýòî íåðàâåíñòâî ôóíêöèè x(ρt), ρ > 0. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

ρk|x(k)(0)| ≤ AT (k, n, p)
(
ρ−1‖x(·)‖pLp(T ) + ρpn−1‖x(n)(·)‖pLp(T )

)1/p

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ρ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2.6) ρpnApT (k, n, p)‖x(n)(·)‖pLp(T ) − ρ
pk+1|x(k)(0)|p +ApT (k, n, p)‖x(·)‖pLp(T ) ≥ 0.

Ïîëîæèì

ξ = ρpk+1, A = ApT (k, n, p)‖x(n)(·)‖pLp(T ), B = |x(k)(0)|p,

C = ApT (k, n, p)‖x(·)‖pLp(T ).

Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.6) ýêâèâàëåíòíî íåðà-
âåíñòâó

(2.7) ApT (k, n, p)‖x(·)‖pLp(T )

≥ (γ − 1)

(
|x(k)(0)|p

γ

) γ
γ−1 (

ApT (k, n, p)‖x(n)(·)‖pLp(T )

)− 1
γ−1

,

â êîòîðîì

γ =
n

k + 1/p
=

1

β
.

Íåðàâåíñòâî (2.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(2.8) |x(k)(0)| ≤ AT (k, n, p)

αα/pββ/p
‖x(·)‖αLp(T )‖x

(n)(·)‖βLp(T ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(2.9) ‖x(k)(·)‖L∞(T ) ≤
AT (k, n, p)

αα/pββ/p
‖x(·)‖αLp(T )‖x

(n)(·)‖βLp(T ).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè x0(·) ∈ Wn
pp(T ) ïðè íåêîòîðîì

τ ∈ T âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|x(k)
0 (τ)| > AT (k, n, p)

αα/pββ/p
‖x0(·)‖αLp(T )‖x

(n)
0 (·)‖βLp(T ),

òî, ïîëîæèâ x(t) = x0(t+ τ), ïîëó÷èëè áû, ÷òî

|x(k)(0)| = |x(k)
0 (τ)| > AT (k, n, p)

αα/pββ/p
‖x0(·)‖αLp(T )‖x

(n)
0 (·)‖βLp(T )

≥ AT (k, n, p)

αα/pββ/p
‖x(·)‖αLp(T )‖x

(n)(·)‖βLp(T ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.8).
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K < AT (k, n, p), äëÿ êîòî-
ðîé ïðè âñåõ x(·) ∈ Wn

pp(T ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x(k)(·)‖L∞(T ) ≤
K

αα/pββ/p
‖x(·)‖αLp(T )‖x

(n)(·)‖βLp(T ),

òî áûëî áû ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî

|x(k)(0)| ≤ K

αα/pββ/p
‖x(·)‖αLp(T )‖x

(n)(·)‖βLp(T ),

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Kp‖x(·)‖pLp(T ) ≥ (γ − 1)

(
|x(k)(0)|p

γ

) γ
γ−1 (

Kp‖x(n)(·)‖pLp(T )

)− 1
γ−1

.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåí-
ñòâó

ρpnK‖x(n)(·)‖pLp(T ) − ρ
pk+1|x(k)(0)|p +K‖x(·)‖pLp(T ) ≥ 0,

êîòîðîå ïðè ρ = 1 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

|x(k)(0)| ≤ K
(
‖x(·)‖pLp(T ) + ‖x(n)(·)‖pLp(T )

)1/p

.

Òîãäà çíà÷åíèå çàäà÷è (2.5) íå ïðåâîñõîäèò K < AT (k, n, p), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû AT (k, n, p). �

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè òî÷íîé êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå

(2.10) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ K1

(
‖x(·)‖pLp(T ) + ‖x(n)(·)‖pLp(T )

)1/p

.

Ëåììà 2.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîíñòàíòà K áûëà òî÷íîé â íåðàâåíñòâå
(2.1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîíñòàíòà

K1 = Kαα/pββ/p

áûëà òî÷íîé â íåðàâåíñòâå (2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ âñåõ x(·) ∈ Wn
pp(T ) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(2.10). Ïîäñòàâèì â (2.10) ôóíêöèè x(ρt), ρ > 0. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

ρk−1/q‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤ K1

(
ρ−1‖x(·)‖pLp(T ) + ρpn−1‖x(n)(·)‖pLp(T )

)1/p

.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ ρ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2.11) ρpnKp
1‖x(n)(·)‖pLp(T ) − ρ

pk−p/q+1‖x(k)(·)‖pLq(T ) +Kp
1‖x(·)‖pLp(T ) ≥ 0.

Ïîëîæèì

ξ = ρpk−p/q+1, A = Kp
1‖x(n)(·)‖pLp(T ), B = ‖x(k)(·)‖pLq(T ),

C = Kp
1‖x(·)‖pLp(T ).

Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.11) ýêâèâàëåíòíî íåðà-
âåíñòâó

(2.12) Kp
1‖x(·)‖pLp(T ) ≥ (γ − 1)

(
‖x(k)(·)‖pLq(T )

γ

) γ
γ−1 (

Kp
1‖x(n)(·)‖pLp(T )

)− 1
γ−1

,

â êîòîðîì
γ =

n

k − 1/q + 1/p
= 1/β.

Íåðàâåíñòâî (2.12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(2.13) ‖x(k)(·)‖Lq(T ) ≤
K1

αα/pββ/p
‖x(·)‖αLp(T )‖x

(n)(·)‖βLp(T ).
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Îáðàòíî, åñëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.13), òî îíî ýêâèâàëåíòíî íåðà-
âåíñòâó (2.12). Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.11), èç êîòî-
ðîãî âûòåêàåò (2.10). �

2.4. Çàäà÷à (PR(k, n, 2,∞, 2)) � íåðàâåíñòâî Òàéêîâà íà ïðÿìîé

Ýòó çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, íî
çàïèñûâàòü åå áóäåì ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü
ëåììó 2.4.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f12,1(x(·)) =
1

2π

∫
R

|ξkFx(ξ)|dξ → max,

f12,2(x(·)) =
1

2π

∫
R

(1 + |ξ|2n)|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è.
Ïîëîæèì y(·) = |Fx(·)|. Ïðèìåíÿåì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ôóíê-

öèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(y(·), λ) =
1

2π

∫
R

(−|ξk|y(ξ) +
λ

2
(1 + |ξ2n|)y2(ξ) dξ.

Âûïèñàííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè ðàâåíñòâå

|ξ|k = λ(1 + |ξ|2n)ŷ(ξ),

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

|ξ|k

(1 + |ξ|2n)1/2
= λ(1 + |ξ|2n)1/2ŷ(ξ).

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò è çàòåì èíòåãðèðóÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåí-
ñòâó

λ2 =
1

2π

∫
R

|ξ|2k

1 + |ξ|2n
dξ = I.

Ñäåëàâ çàìåíó t = ξ2n, ïîëó÷àåì

I =
1

2πn

∫ ∞
0

tk/n+1/(2n)−1

1 + t
dt =

1

2πn
B(a, 1− a) =

1

2n sinπa
,

ãäå B(·, ·) � áåòà-ôóíêöèÿ, à a = (2k + 1)/(2n) (ñì. [70, ñòð. 752]).
Òàêèì îáðàçîì,

AR(k, n, 2) =
1

2πλ

∫
R

|ξ|2k

1 + |ξ|2n
dξ = I1/2 =

(
2n sin

2k + 1

2n
π

)−1/2

.

Ïðèìåíèâ ëåììó 2.4, ïîëó÷àåì

îòâåò: â çàäà÷å (PR(k, n, 2,∞, 2)) ïðè âñåõ öåëûõ 0 ≤ k < n èìååò ìåñòî
òî÷íîå íåðàâåíñòâî:

(2.14) ‖x(k)(·)‖L∞(R) ≤ K‖x(·)‖
2n−2k−1

2n

L2(R) ‖x(n)(·)‖
2k+1
2n

L2(R),

ãäå

(2.15) K =

(
2k + 1

2n− 2k − 1

) 2n−2k−1
4n

(
(2k + 1) sin

2k + 1

2n
π

)−1/2

.
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2.5. Çàäà÷à (PR+
(k, n, 2,∞, 2)) � íåðàâåíñòâî

Ãàáóøèíà�Êàëÿáèíà íà ïîëóïðÿìîé

Ôîðìàëèçàöèÿ.

(2.16) f13,1(x(·)) = −x(k)(0)→ min,

f13,2(x(·)) = ‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+) ≤ 1.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è.
Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è (ñ λ0 = 1) èìååò

âèä

L(x, λ) = −x(k)(0) + λ

∫
R+

(
x2(t) + (x(n)(t))2

)
dt.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (òåîðåìà 5.28). Â ñèëó ñëåä-
ñòâèÿ 5.15 äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè Ëàãðàíæà íàäî ïðèðàâíÿòü
íóëþ åå ïðîèçâîäíóþ. Èìååì óðàâíåíèå äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè x̂0(·)

(2.17) −x(k)(0) + 2λ

∫
R+

(
x̂0(t)x(t) + x̂

(n)
0 (t)x(n)(t)

)
dt = 0.

Ïîëîæèì

λj = e(n+2j−1) iπ2n , j = 1, . . . , n, A =

 λn1 . . . λnn
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−1

1 . . . λ2n−1
n

 .

×åðåç Asj îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó λn+s−1
j , à ÷åðåç

|A| � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

x̂(t) =
(−1)n−k

|A|

n∑
j=1

An−k,je
λjt.

Ïîñêîëüêó λ2n
j = (−1)n−1, j = 1, . . . , n, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x̂(t) + (−1)nx̂(2n)(t) = 0.

Òàê êàê Reλj < 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, òî x̂(s)(·) ∈ L2(R+), s = 0, 1, . . . , 2n.
Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wn

22(R+) èìååì∫
R+

x(t)x̂(t) dt+ (−1)n
∫
R+

x(t)x̂(2n)(t) dt = 0.

Òàê êàê x(·) ∈ Wn
22(R+), òî èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî x(l)(·) ∈ L2(R+) ïðè

âñåõ l = 1, . . . , n− 1. Èç òîé æå òåîðåìû âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

‖x(l)(·)‖L∞([a,+∞)) ≤ A‖x(·)‖
2n−2l−1

2n

L2([a,+∞))‖x
(n)(·)‖

2l+1
2n

L2([a,+∞))

ïðè âñåõ a > 0. Ïîýòîìó x(l)(t)→ 0 ïðè t→ +∞. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå è
èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

(2.18)
∫
R+

x(t)x̂(t) dt+ (−1)n
n∑
l=1

(−1)lx(l−1)(0)x̂(2n−l)(0)

+

∫
R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt = 0.

Äëÿ âñåõ s, l = 1, . . . , n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
n∑
j=1

Asjλ
n+l−1
j = δls|A|,
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ãäå δls � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ñëåäîâàòåëüíî,

(2.19) x̂(2n−l)(0) =
(−1)n−k

|A|

n∑
j=1

An−k,jλ
2n−l
j = (−1)n−kδn−l+1,n−k.

Ïîäñòàâèâ (2.19) â (2.18), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(2.20) x(k)(0) =

∫
R+

x(t)x̂(t) dt+

∫
R+

x(n)(t)x̂(n)(t) dt.

Íàéäåì x̂(k)(0). Èìååì

x̂(k)(0) =
(−1)n−k

|A|

n∑
j=1

An−k,jλ
k
j = (−1)n−k

|Ak|
|A|

,

ãäå

Ak =



λn1 . . . λnn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ2n−k−2
1 . . . λ2n−k−2

n

λk1 . . . λkn
λ2n−k

1 . . . λ2n−k
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λ2n−1

1 . . . λ2n−1
n


.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
λmj = σmµ

j−1
m ,

ãäå
|σm| = 1, µm = ei

πm
n ,

ìàòðèöû A è Ak ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

A =

 σn . . . σnµ
n−1
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−1 . . . σ2n−1µ

n−1
2n−1

 ,

Ak =



σn . . . σnµ
n−1
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−k−2 . . . σ2n−k−2µ

n−1
2n−k−2

σk . . . σkµ
n−1
k

σ2n−k . . . σ2n−kµ
n−1
2n−k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σ2n−1 . . . σ2n−1µ

n−1
2n−1


.

Òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî Re x̂(·), Im x̂(·) ∈ Wn
2,2(R+), ìîæíî ïîäñòàâèòü x(·) = x̂(·)

â ðàâåíñòâî (2.20). Òîãäà ïîëó÷èì

(2.21) x̂(k)(0) = ‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Ñëåäîâàòåëüíî, x̂(k)(0) > 0. Ïîëüçóÿñü ýòèì è ôîðìóëîé äëÿ îïðåäåëèòåëÿ
Âàíäåðìîíäà, íàõîäèì, ÷òî

x̂(k)(0) =

n∏
j=1

j 6=n−k

|µk − µn+j−1|
|µ2n−k−1 − µn+j−1|

.

Èç ðàâåíñòâà

|µl − µs| = 2| sin(l − s)α|, α =
π

2n
,
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ïîëó÷àåì

x̂(k)(0) =

n∏
j=1

j 6=n−k

| sin(n+ j − k − 1)α|
| sin(n+ j + k)α|

=
1

sin((2k + 1)α)

∏k+n
j=k+1 sin jα∏k

j=1 sin jα
∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

∏n−1
j=k+1 sin jα

∏n+k
j=n+1 sin jα∏k

j=1 sin jα
∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα

∏n−1
j=k+1 sin jα∏n−k−1
j=1 sin jα

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg jα

n−k−1∏
j=1

ctg jα.

Èç òîãî, ÷òî ctg jα ctg(n− j)α = 1, âûòåêàåò ðàâåíñòâî

n−k−1∏
j=1

ctg jα =

k∏
j=1

ctg jα.

Òåì ñàìûì

x̂(k)(0) =
1

sin((2k + 1)α)

k∏
j=1

ctg2 jα.

Ïîëîæèì ŷ(t) = Re x̂(t). Òàê êàê ôóíêöèè x(·) ∈ Wn
2,2(R+) âåùåñòâåííûå, èç

(2.20) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

x(k)(0) =

∫
R+

x(t)ŷ(t) dt+

∫
R+

x(n)(t)ŷ(n)(t) dt.

Ïîëîæèâ â ýòîì ðàâåíñòâå x(·) = ŷ(·), ïîëó÷èì

x̂(k)(0) = ŷ(k)(0) = ‖ŷ(·)‖2L2(R+) + ‖ŷ(n)(·)‖2L2(R+).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖ŷ(·)‖2L2(R+) + ‖ŷ(n)(·)‖2L2(R+) = ‖x̂(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)(·)‖2L2(R+).

Òåì ñàìûì x̂(·) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîëîæèì

x̂0(t) =
x̂(t)√
x̂(k)(0)

.

Òîãäà äëÿ x̂0(·) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.17) ñ λ =
√
x̂(k)(0)/2. È, êðîìå òîãî,

‖x̂0(·)‖2L2(R+) + ‖x̂(n)
0 (·)‖2L2(R+) = 1.

Ïî òåîðåìå Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà x̂0(·) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å
(2.16). Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

x(k)(0)→ max, ‖x(·)‖2L2(R+) + ‖x(n)(·)‖2L2(R+) ≤ 1

ðàâíî
√
x̂(k)(0). Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2.4.
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Îòâåò: â çàäà÷å (PR+
(k, n, 2,∞, 2)) ïðè âñåõ öåëûõ 0 ≤ k < n èìååò ìåñòî

òî÷íîå íåðàâåíñòâî:

(2.22) ‖x(k)(·)‖L∞(R+) ≤ K
√

2n

k∏
j=1

ctg
jπ

2n
‖x(·)‖

2n−2k−1
2n

L2(R+) ‖x
(n)(·)‖

2k+1
2n

L2(R+),

ãäå K � êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå Òàéêîâà (2.15).

2.6. Çàäà÷à (PR(k, n,∞,∞,∞)) � íåðàâåíñòâî
Êîëìîãîðîâà íà ïðÿìîé

Ôîðìàëèçàöèÿ. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó.

f14,1(x(·)) = ‖x(k)(·)‖Lq(T ) → max, f14,2(x(·)) = ‖x(·)‖Lp(T ) ≤ a,

f14,3(x(·)) = ‖x(n)(·)‖Lr(T ) ≤ b.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è.
Ïîëîæèì

(2.23)

ϕ0(t) = sign sinπt =
4

π

∞∑
j=0

sin(2j + 1)πt

2j + 1
,

ϕ2k−1(t) =

∫ t

1/2

ϕ2k−2(t) dt =
(−1)k4

π2k

∞∑
j=0

cos(2j + 1)πt

(2j + 1)2k
,

ϕ2k(t) =

∫ t

0

ϕ2k−1(t) dt =
(−1)k4

π2k+1

∞∑
j=0

sin(2j + 1)πt

(2j + 1)2k+1
, k = 1, 2, . . .

Ôóíêöèè ϕm(·) íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè ñïëàéíàìè Ýéëåðà. Íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî îíè èìåþò ïåðèîä 2 è

ϕ(j)
m (t) = ϕm−j(t), j = 1, 2, . . . ,m.

Êðîìå òîãî, ïðè ÷åòíîì m ôóíêöèè ϕm(·) èìåþò ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ
0,±1,±2, . . ., à ïðè íå÷åòíûõ m � â òî÷êàõ 1/2,±1 + 1/2,±2 + 1/2, . . . Äðó-
ãèõ íóëåé ôóíêöèÿ ϕm(·) íå èìååò, ïðè÷åì îíà ïðè m ≥ 1 ñòðîãî ìîíîòîííà
ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Ñ ó÷åòîì îòìå÷åííûõ ñâîéñòâ ïîëó÷àåì

‖ϕ2k(·)‖L∞(R) = (−1)k+sϕ2k(s+ 1/2) =
4

π2k+1

∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)2k+1
,

k = 0, 1, . . . , s = 0,±1,±2, . . . ,

‖ϕ2k−1(·)‖L∞(R) = (−1)k+sϕ2k−1(s) =
4

π2k

∞∑
j=0

1

(2j + 1)2k
,

k = 1, 2, . . . , s = 0,±1,±2, . . .

Çäåñü óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíàìè, íàçûâàåìûìè êîíñòàíòàìè Ôàâàðà

(2.24) Km =
4

π

∞∑
j=0

(−1)j(m+1)

(2j + 1)m+1
, m = 0, 1, . . .

Òîãäà

‖ϕm(·)‖L∞(R) =
Km

πm
.
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Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü l ∈ N è ôóíêöèÿ x(·) ∈ Wn
∞∞(R) èìååò ïåðèîä 2l.

Ïóñòü, êðîìå òîãî,

(2.25) ‖x(·)‖L∞(R) ≤
Kn

πn
è ‖x(n)(·)‖L∞(R) ≤ 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n− 1

‖x(k)(·)‖L∞(R) ≤
Kn−k

πn−k
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò,
÷òî x(k)(·) ∈ L∞(R) ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ n − 1. Â äàëüíåéøåì âñå ôóíêöèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïåðèîäå 2l. Ïóñòü

‖x(k)(·)‖L∞(R) = α
Kn−k

πn−k
,

ãäå α > 1. Âûáåðåì t0 è t1 òàê, ÷òîáû

|x(k)(t0)| = ‖x(k)(·)‖L∞(R), αϕ(k)
n (t0 − t1) = x(k)(t0).

Ïîëîæèì

h(t) = ϕn(t− t1)− 1

α
x(t).

Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè ϕn(·), óñëîâèÿ ‖x(·)‖L∞(R) ≤ ‖ϕn(·)‖L∞(R) è òîãî, ÷òî
α > 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ h(·) èìååò íå ìåíåå 2l ðàçëè÷íûõ íóëåé. Èç òåî-
ðåìû Ðîëëÿ âûòåêàåò, ÷òî h(k)(·) òîæå èìååò íå ìåíåå 2l ðàçëè÷íûõ íóëåé. Ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé k < n− 1. Òî÷êà t0 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì
äëÿ ôóíêöèè x(k)(·) è ôóíêöèè ϕ(k)

n (· − t1). Ïîýòîìó h(k)(t0) = h(k+1)(t0) = 0.
Òåì ñàìûì ó ôóíêöèè h(k+1)(·) îêàçûâàåòñÿ íå ìåíåå 2l + 1 ðàçëè÷íûõ íóëåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ó ôóíêöèè

h(n)(t) = ϕ(n)
n (t− t1)− 1

α
x(n)(t)

äîëæíî áûòü íå ìåíåå 2l + 1 ïåðåìåí çíàêà. Íî ïî÷òè âñþäó∣∣∣∣ 1αx(n)(t)

∣∣∣∣ < |ϕ(n)
n (t− t1)| = 1,

à ó ôóíêöèè ϕ(n)
n (·) ðîâíî 2l ïåðåìåí çíàêà. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòü òåïåðü k = n−1. Â ñèëó òîãî, ÷òî 1/α < 1, ó ôóíêöèè h(·) èìååòñÿ 2l
íóëåé, â êîòîðûõ îíà ìåíÿåò çíàê. Èç òåîðåìû Ðîëëÿ âûòåêàåò, ÷òî ó ôóíêöèè
h(n−1)(·) òîæå èìååòñÿ 2l íóëåé, â êîòîðûõ îíà ìåíÿåò çíàê. Èç îïðåäåëåíèÿ
h(·) ñëåäóåò, ÷òî h(n−1)(t0) = 0. Òî÷êà t0 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì
ôóíêöèè ϕ

(n−1)
n (· − t1). Ïîýòîìó ϕ(n)

n (· − t1) ìåíÿåò çíàê â òî÷êå t0. Òåì ñà-
ìûì è h(n)(·) ìåíÿåò çíàê â ýòîé æå òî÷êå. Çíà÷èò, t0 � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì
ôóíêöèè h(n−1)(·). Òîãäà ó ôóíêöèè h(n−1)(·) îêàçûâàåòñÿ íå ìåíåå 2l+1 íóëåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ó ôóíêöèè h(n)(·) íå ìåíåå 2l+ 1 ïåðåìåí çíàêà è, êàê è âûøå,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

Òåîðåìà 2.7. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k < n èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðà-
âåíñòâî

(2.26) ‖x(k)(·)‖L∞(R) ≤
Kn−k

K
1−k/n
n

‖x(·)‖1−k/nL∞(R)‖x
(n)(·)‖k/nL∞(R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

(2.27) y(t) =


1, −1 ≤ t ≤ 1,

(−1)n(t− 2)n
∑n−1
j=0 C

j
n+j−1(t− 1)j , 1 < t < 2,

(t+ 2)n
∑n−1
j=0 (−1)jCjn+j−1(t+ 1)j , −2 < t < −1,

0, |t| ≥ 2.

Äîêàæåì, ÷òî y(·) ∈ Wn
∞∞(R). Î÷åâèäíî, ÷òî y(k)(±2) = 0 ïðè k = 0, 1, . . . , n−

1. Êðîìå òîãî, y(·) íåïðåðûâíà íà R. Â ñèëó ÷åòíîñòè ýòîé ôóíêöèè îñòàåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî y(k)(1) = 0 ïðè k = 1, . . . , n− 1. Èìååì

y(k)(1) = (−1)n
k∑
s=0

CskC
s
n+s−1s!n(n− 1) . . . (n− k + s+ 1)(−1)n−k+s

= (−1)kk!

k∑
s=0

(−1)s
(n+ s− 1) . . . n

s!
· n . . . (n− k + s+ 1)

(k − s)!
.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ p = 0, 1, . . . , k − 1

p∑
s=0

(−1)s
(n+ s− 1) . . . n

s!
· n . . . (n− k + s+ 1)

(k − s)!

= (−1)p
(n+ p) . . . (n+ 1)

p!
· n . . . (n− k + p+ 1)

k(k − p− 1)!
.

Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè. Äëÿ p = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü äëÿ
p óòâåðæäåíèå âåðíî, äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ p+ 1. Èòàê,

p+1∑
s=0

(−1)s
(n+ s− 1) . . . n

s!
· n . . . (n− k + s+ 1)

(k − s)!

= (−1)p
(n+ p) . . . (n+ 1)

p!
· n . . . (n− k + p+ 1)

k(k − p− 1)!

+ (−1)p+1 (n+ p) . . . n

(p+ 1)!
· n . . . (n− k + p+ 2)

(k − p− 1)!

= (−1)p+1 (n+ p+ 1) . . . (n+ 1)

(p+ 1)!
· n . . . (n− k + p+ 2)

k(k − p− 2)!
.

Îòñþäà

y(k)(1) = (−1)kk!

k−1∑
s=0

(−1)s
(n+ s− 1) . . . n

s!
· n . . . (n− k + s+ 1)

(k − s)!

+ (−1)kk!(−1)k
(n+ k − 1) . . . n

k!

= (−1)kk!

(
(−1)k−1 (n+ k − 1) . . . (n+ 1)

(k − 1)!
· n
k

+ (−1)k
(n+ k − 1) . . . n

k!

)
= 0.

Ïóñòü l ∈ N, x(·) ∈ Wn
∞∞(R) è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.25). Ïîëîæèì

zl(t) = x(t)y

(
t

l

)
, −2l ≤ t ≤ 2l,

è
zl(t+ 4l) = zl(t).
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Òåì ñàìûì zl(·) èìååò ïåðèîä 4l è zl(·) ∈ Wn
∞∞(R). Èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò,

÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ A òàêàÿ, ÷òî

‖x(s)(·)‖L∞(R) ≤ A, s = 0, 1, . . . , n.

Âûáåðåì ïîñòîÿííóþ A òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü åùå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

‖y(s)(·)‖L∞(R) ≤ A, s = 0, 1, . . . , n.

Äëÿ âñåõ s = 0, 1, . . . , n èìååì

z
(s)
l (t) = x(s)(t)y

(
t

l

)
+

s∑
j=1

Cjsx
(s−j)(t)

dj

dtj
y

(
t

l

)
.

Èç òîãî, ÷òî∣∣∣∣ s∑
j=1

Cjsx
(s−j)(t)

dj

dtj
y

(
t

l

)∣∣∣∣ ≤ s∑
j=1

CjsA
1

lj

∣∣∣∣y(j)

(
t

l

)∣∣∣∣ ≤ 1

l
2sA2,

âûòåêàþò ðàâåíñòâà

(2.28) lim
l→∞

‖z(s)
l (·)‖L∞(R) = lim

l→∞

∥∥∥∥x(s)(t)y

(
t

l

)∥∥∥∥
L∞(R)

= ‖x(s)(·)‖L∞(R).

Ïóñòü 0 < α < 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ αx(·). Â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.25)

‖αx(·)‖L∞(R) ≤ α
Kn

πn
<
Kn

πn
, ‖αx(n)(·)‖L∞(R) ≤ α < 1.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (2.28), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l

‖αzl(·)‖L∞(R) ≤
Kn

πn
, ‖αz(n)

l (·)‖L∞(R) ≤ 1.

Èç òåîðåìû 2.6 âûòåêàåò, ÷òî

‖αz(k)
l (·)‖L∞(R) ≤

Kn−k

πn−k
.

Èç (2.28) ïîëó÷àåì

‖αx(k)(·)‖L∞(R) ≤
Kn−k

πn−k
.

Óñòðåìëÿÿ α ê 1, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖x(k)(·)‖L∞(R) ≤
Kn−k

πn−k
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çíà÷åíèÿ S â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

‖x(k)(·)‖L∞(R) → max, ‖x(·)‖L∞(R) ≤
Kn

πn
, ‖x(n)(·)‖L∞(R) ≤ 1,

èìååì îöåíêó

S ≤ Kn−k

πn−k
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ôóíêöèè ϕn(·) ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Îñòàåòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 2.1. �

Îòâåò:

KR(k, n,∞,∞,∞) =
Kn−k

K
1−k/n
n

.
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2.7. Çàäà÷à (PR(k, n, 1, 1, 1)) � íåðàâåíñòâî
Ñòåéíà íà ïðÿìîé

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f15,1(x(·)) = ‖x(k)(·)‖L1(R) → max, f15,2(x(·)) = ‖x(·)‖L1(R) ≤ 1,

f15,3(x(·)) = ‖x(n)(·)‖L1(R) ≤ 1.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðèíöè-
ïà Ëàãðàíæà, ðåäóöèðóÿ åå ê íåðàâåíñòâó Êîëìîãîðîâà.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü ∆ > 0 è y(·) ∈ L1([a−∆, b+ ∆]). Èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

lim
s→0
‖y(·+ s)− y(·)‖L1([a,b]) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè âñþäó ïëîòíû â L1([a−∆, b + ∆]), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕε(·) ∈ C([a−
∆, b+∆]) òàêàÿ, ÷òî ‖y(·)−ϕε(·)‖L1([a−∆,b+∆]) < ε. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕε(·)
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a−∆, b+∆]. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå,
÷òî |ϕε(t1)−ϕε(t2)| < ε äëÿ ëþáûõ t1, t2 ∈ [a−∆, b+ ∆] òàêèõ, ÷òî |t1− t2| < δ.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ |s| < min{δ,∆} èìååì

‖ϕε(·+ s)− ϕε(·)‖L1([a,b]) ≤ (b− a)‖ϕε(·+ s)− ϕε(·)‖C([a,b]) < (b− a)ε.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ |s| < min{δ,∆}

‖y(·+ s)− y(·)‖L1([a,b]) ≤ ‖y(·+ s)− ϕε(·)‖L1([a,b]) + ‖ϕε(·+ s)− ϕε(·)‖L1([a,b])

+ ‖ϕε(·)− y(·)‖L1([a,b]) < ε+ (b− a)ε+ ε = (2 + b− a)ε.

Îòñþäà âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî. �

Ëåììà 2.9. Ïóñòü x(·) � ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà R, à x′(·) ∈
L1(R). Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b]

lim
h→0

∫ b

a

∣∣∣∣x(t+ h)− x(t)

h
− x′(t)

∣∣∣∣ dt = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì∫ b

a

∣∣∣∣x(t+ h)− x(t)

h
− x′(t)

∣∣∣∣ dt =

∫ b

a

∣∣∣∣ 1h
∫ h

0

(x′(t+ s)− x′(t)) ds
∣∣∣∣ dt

≤ 1

|h|

∣∣∣∣∫ h

0

∫ b

a

|x′(t+ s)− x′(t)| dtds
∣∣∣∣ =

1

|h|

∣∣∣∣∫ h

0

‖x′(·+ s)− x′(·)‖L1([a,b]) ds

∣∣∣∣.
Èç ëåììû 2.8 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ |s| < δ áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖x′(·+ s)− x′(·)‖L1([a,b]) < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ |h| < δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∫ b

a

∣∣∣∣x(t+ h)− x(t)

h
− x′(t)

∣∣∣∣ dt < ε,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Òåîðåìà 2.10. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k < n èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðà-
âåíñòâî

(2.29) ‖x(k)(·)‖L1(R) ≤
Kn−k

K
1−k/n
n

‖x(·)‖1−k/nL1(R) ‖x
(n)(·)‖k/nL1(R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî x(j)(·) ∈ L1(R) ïðè âñåõ
j = 1, . . . , n− 1. Ïóñòü σ > 0. Ïîëîæèì u(s) = signx(k)(s),

X(t) =

∫ σ

−σ
x(s+ t)u(s) ds.

Èç ëåììû 2.9 ïîëó÷àåì∣∣∣∣X(t+ h)−X(t)

h
−
∫ σ

−σ
x′(s+ t)u(s) ds

∣∣∣∣
≤
∫ σ

−σ

∣∣∣∣x(s+ t+ h)− x(s+ t)

h
− x′(s+ t)

∣∣∣∣ ds→ 0

ïðè h→ 0 äëÿ âñåõ t ∈ R. Òåì ñàìûì

X ′(t) =

∫ σ

−σ
x′(s+ t)u(s) ds.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.9, ïîëó÷àåì

X(j)(t) =

∫ σ

−σ
x(j)(s+ t)u(s) ds, j = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì

(2.30) |X(j)(t)| ≤
∫ σ

−σ
|x(j)(s+ t)| ds ≤ ‖x(j)(·)‖L1(R), j = 0, 1, . . . , n.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà ê ôóíêöèè X(·), ïîëó÷àåì

|X(k)(0)| ≤ Kn−k

K
1−k/n
n

‖X(·)‖1−k/nL∞(R)‖X
(n)(·)‖k/nL∞(R).

Òàê êàê
X(k)(0) = ‖x(k)(·)‖L1([−σ,σ]),

òî, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (2.30), ïîëó÷àåì

‖x(k)(·)‖L1([−σ,σ]) ≤
Kn−k

K
1−k/n
n

‖x(·)‖1−k/nL1(R) ‖x
(n)(·)‖k/nL1(R).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî σ > 0, èç ýòîãî íåðà-
âåíñòâà âûòåêàåò (2.29).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü z(·) ∈ L1([−1, 1]) � ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2 òàêàÿ, ÷òî z(n−1)(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, à z(n)(·) ∈ L1([−1, 1]) è ‖z(n)(·)‖L1([−1,1]) 6= 0. Äîêàæåì, ÷òî åñëè K
� òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå

(2.31) ‖x(k)(·)‖L1(R) ≤ K‖x(·)‖1−k/nL1(R) ‖x
(n)(·)‖k/nL1(R),

òî

(2.32) K ≥
‖z(k)(·)‖L1([−1,1])

‖z(·)‖1−k/nL1([−1,1])‖z(n)(·)‖k/nL1([−1,1])

.

Ïóñòü l ∈ N. Ïîëîæèì

yl(t) =


1, −l ≤ t ≤ l,
y(t− l + 1), l < t < l + 1,

y(t+ l − 1), −l − 1 < t < −l,
0, |t| ≥ l,
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ãäå ôóíêöèÿ y(·) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (2.27). Èç äîêàçàííûõ â òåîðåìå 2.7
ñâîéñòâ y(·) âûòåêàåò, ÷òî yl(·) ∈ Wn

∞∞(R). Ïîëîæèì

zl(t) = z(t)yl(t).

Èìååì

‖zl(·)‖L1(R) ≤ l‖z(·)‖L1([−1,1]) + 2‖z(·)‖L1([−1,1]) = (l + 2)‖z(·)‖L1([−1,1]).

Äëÿ âñåõ s = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z
(s)
l (t) = z(s)(t)yl(t) + ω(t),

ãäå

ω(t) =

s∑
j=1

Cjsz
(s−j)(t)y

(j)
l (t).

Âûáåðåì A òàê, ÷òîáû

‖z(s)(·)‖L1([−1,1]) ≤ A, ‖y(s)
l (·)‖L∞(R) ≤ A, s = 0, 1, . . . , n.

Òîãäà

‖ω(·)‖L1(R)

≤
s∑
j=1

Cjs

(∫ −l
−l−1

|z(s−j)(t)y
(j)
l (t)| dt+

∫ l+1

l

|z(s−j)(t)y
(j)
l (t)| dt

)

≤
s∑
j=1

Cjs2A‖z(s−j)(·)‖L1([−1,1]) ≤ 2s+1A2.

Òàêèì îáðàçîì,

|‖z(s)
l (·)‖L1(R) − ‖z(s)(·)yl(·)‖L1(R)| ≤ 2s+1A2.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

‖z(s)(·)yl(·)‖L1(R) =

∫ l

−l
|z(s)(t)| dt+

∫ −l
−l−1

|z(s)(t)yl(t)| dt

+

∫ l+1

l

|z(s)(t)yl(t)| dt,

ïîëó÷àåì
|‖z(s)(·)yl(·)‖L1(R) − l‖z(s)(·)‖L1([−1,1])| ≤ 2A.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖z(k)
l (·)‖L1(R) ≥ l‖z(k)(·)‖L1([−1,1]) − c,

‖z(n)
l (·)‖L1(R) ≤ l‖z(n)(·)‖L1([−1,1]) + c,

ãäå c = 2s+1A2 + 2A. Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ zl(·) â íåðàâåíñòâî (2.31), ïîëó÷èì

K ≥
‖z(k)
l (·)‖L1(R)

‖zl(·)‖1−k/nL1(R) ‖z
(n)
l (·)‖k/nL1(R)

≥
l‖z(k)(·)‖L1([−1,1]) − c(

(2 + l)‖z(·)‖L1([−1,1]

)1−k/n (
l‖z(n)(·)‖L1([−1,1]) + c

)k/n
=

‖z(k)(·)‖L1([−1,1]) − c/l(
(2/l + 1)‖z(·)‖L1([−1,1]

)1−k/n (‖z(n)(·)‖L1([−1,1]) + c/l
)k/n .

Óñòðåìëÿÿ l ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (2.32).
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Ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî (2.32) â êà÷åñòâå ôóíêöèè z(·) ôóíêöèþ Ñòåêëîâà
äëÿ èäåàëüíîãî ñïëàéíà Ýéëåðà ϕn−1(·). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (5.71) è (5.72),
ïîëó÷èì

K ≥
‖ϕ(k)

n−1,h(·)‖L1([−1,1])(
4Kn

πn

)1−k/n

4k/n

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ 0, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (5.73) ïîëó÷àåì

K ≥ Kn−k

K
1−k/n
n

.

�

Îòâåò: KR(k, n, 1, 1, 1) = Kn−k

K
1−k/n
n

.

2.8. Çàäà÷à (PR+
(1, 2,∞,∞,∞)) � íåðàâåíñòâî

Ëàíäàó íà ïîëóïðÿìîé

Ââèäó òîãî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, à, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðàâîãî ñäâèãà, íàì ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó î
ìàêñèìèçàöèè â òî÷êå 0 ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè x(·), ó êîòîðîé ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ îáëàäàåò óñëîâèåì Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé åäèíèöà (òàê ìû ïå-
ðåôîðìóëèðîâàëè óñëîâèå, ÷òî x(·) ∈ W 2

∞(R+)). Ýòî ïðèâîäèò ê òàêîé ïåðâîé
ôîðìàëèçàöèè:

x2(0)→ max, ẋ1 = x2, ẋ2 = u, |u(t)| ≤ 1, |x1(t)| ≤ 1, t ∈ R+.

Ýòî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì. Ïðèíöèï
Ëàãðàíæà äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì, è ïîòîìó ìû
ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôîðìàëèçàöèþ çàäà÷è, äîïóñòèâ, ÷òî ýêñòðåìàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ x̂(·) ñóùåñòâóåò è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå íóëü, à ìèíèìóìà
� âïåðâûå â òî÷êå T . Ýòî ïðèâîäèò ïðè íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ê òàê íàçûâàåìîé
ïîíòðÿãèíñêîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f16,1(x(·), y(·)) = y(0)→ min, ẋ = y, ẏ = u, x(0) = 1,

x(T ) = −1, |u(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ].

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Óñëîâèå ýêñòðåìóìà çäåñü, êàê è âñþäó, � ïðèí-
öèï Ëàãðàíæà. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x(·), y(·), u(·), λ) = y(0) + µ1x(T ) + µ0x(0)

+

T∫
0

(
q(t)(ẋ(t)− y(t)) + p(t)(ẏ(t)− u(t))

)
dt.

Ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî ïåðåìåííûì x(·), y(·) ïðè-
âîäèò (ââèäó îäíîðîäíîñòè çàäà÷è) ê òîæäåñòâó

ẋ(0) + µ1x(T ) + µ0x(0) +

T∫
0

(q(t)(ẋ(t)− y(t)) + p(t)ẏ(t))dt = 0.
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Óðàâíåíèå Ýéëåðà, óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè è óñëîâèå ìèíèìóìà äàþò

ṗ = −q, q̇ = 0, p(0) = 1, p(T ) = 0, q(0) = µ0, q(T ) = −µ1,

û(t) = sign p(t)⇒ p(t) = 1− t

T
, µ0 = −µ1 =

t

T
.

Èññëåäîâàíèå âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé. Èç âûïèñàííûõ ñîîòíîøå-
íèé âûòåêàåò òîæäåñòâî:

ẋ(0) =
x(T )− x(0)

T
−

T∫
0

p(t)ẍ(t)dt,

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Èç ýòîãî òîæäåñòâà ïîëó÷àåì
îöåíêó ñâåðõó:

KR+
(1, 2,∞,∞,∞) ≤ min

T>0

(
2

T
+

T∫
0

(
1− t

T

)
dt

)

= min
T>0

(
2

T
+
T

2

)
= 2 (T̂ = 2),

êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé íà îòðåçêå [0, 2] ôîðìóëîé

x̂(t) = 1−
(2− t)2

+

2
è ïðîäîëæåííîé äàëåå êîíñòàíòîé, ðàâíîé åäèíèöå.

Îòâåò: KR+(1, 2,∞,∞,∞) = 2 [Ý. Ëàíäàó, 1913].

2.9. Çàäà÷à (PR(1, 2,∞,∞,∞)) � íåðàâåíñòâî
Àäàìàðà íà ïðÿìîé

Åå íà÷àëüíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò íà÷àëüíîé ôîðìàëèçàöèè ïðå-
äûäóùåé çàäà÷è òîëüêî òåì, ÷òî íàäî R+ çàìåíèòü íà R:

x2(0)→ max, ẋ1 = x2, ẋ2 = u, |u| ≤ 1, |x1| ≤ 1, t ∈ R.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f17,1(x(·), y(·)) = y(0)→ max, ẋ = y, ẏ = u, x(0) = 0, x(T ) = 1,

x(−T ) = −1, |u(t)| ≤ 1 ∀t ∈ [−T, T ].

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Óñëîâèå ýêñòðåìóìà � ïðèíöèï Ëàãðàíæà. Ðàñ-
ñóæäåíèå, ïîäîáíîå ïðîâåäåííîìó â ï. 2.8, ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó:

ẋ(0) =
x(T )− x(−T )

2T
− 1

2

T∫
−T

(
sign t− t

T

)
ẍ(t) dt,

êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé. Èç ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà

ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó:

KR(1, 2,∞,∞,∞) ≤ min
T>0

(
1

T
+

1

2

T∫
−T

(
1− |t|

T

)
dt

)
= min

T>0

(
1

T
+
T

2

)
=
√

2 (T̂ =
√

2),
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êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé íà îòðåçêå [0,
√

2] ôîðìóëîé

x̂(t) = 1− (t−
√

2)2

2
,

ïðîäîëæåííîé äëÿ t ≥
√

2 êîíñòàíòîé, ðàâíîé åäèíèöå, à äëÿ t ≤ 0 �àíòèñèì-
ìåòðè÷íî�.

Îòâåò: KR(1, 2,∞,∞,∞) =
√

2 [Àäàìàð, 1914].

2.10. Çàäà÷à (PR+(1, 2,∞,∞, r)) � îáîáùåíèå
íåðàâåíñòâà Ëàíäàó

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f18,1(x(·)) = ẋ(0)→ max, f18,2(x(·)) =

∫
R+

|ẍ(t)|r ≤ 1,

f18,3(x(·)) = |x(t)| ≤ 1, t ∈ R+.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ïóñòü 1 < r < ∞ (ñëó÷àè r = 1 è r = ∞ ðàçðå-
øàòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì). Òîãäà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê âàðèàöèîííîìó èñ-
÷èñëåíèþ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è â íóëå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −1. Ïóñòü
ðåøåíèå çàäà÷è âïåðâûå äîñòèãàåò óðîâíÿ +1 â òî÷êå T . Ðåøèì çàäà÷ó íà
îòðåçêå [0, T ], ôèêñèðîâàâ êðàåâûå óñëîâèÿ:

−ẋ(0)→ min,

T∫
0

|ẍ(t)|rdt ≤ 1, x(0) = −1, x(T ) = 1.

Ýòî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Ïðèìåíÿåì ïðèíöèï Ëàãðàíæà. Äëÿ çàäà÷è (PR+

(1, 2,∞,∞, r, )) ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà òàêîâà:

L(x(·), λ) = −ẋ(0) + µ0x(0) + µ1x(T ) + λ

T∫
0

|ẍ(t)|r dt,

ãäå λ = (µ0, µ1, λ).
Ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè

ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ïî x(·) â òî÷êå x̂(·),
ãäå x̂(·) � èñêîìîå ðåøåíèå, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

ẋ(0) = µ0x(0) + µ1x(T ) +

T∫
0

p(t)ẍ(t) dt, (p(t) = λr|¨̂x(t)|r−1 sign ¨̂x(t)).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

ẋ(0) = p(T )ẋ(T )− p(0)ẋ(0)− ṗ(T )x(T ) + ṗ(0)x(0) + µ0x(0) + µ1x(T )

+

T∫
0

p̈(t)x(t) dt.

Îòêóäà
p̈ = 0, p(0) = −1, p(T ) = 0,

ò. å.

p(t) = −
(

1− t

T

)
,
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è îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê îñíîâíîìó òîæäåñòâó:

ẋ(0) =
x(T )− x(0)

T
−

T∫
0

(
1− t

T

)
ẍ(t) dt,

êîòîðîå, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî (è, áîëåå òîãî, â òî÷-
íîñòè ýòî îñíîâíîå òîæäåñòâî ïîÿâèëîñü â ïðèìåðå 16). Â èòîãå ïðèõîäèì ê
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ẍ(t) = a

(
1− t

T

)r′−1

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

x(0) = −1, x(T ) = 1, ẋ(T ) = 0,

∫ T

0

|ẍ(t)|r dt = 1.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî

x̂(t) = 1− 2

(
1− t

T

)r′+1

+

, T = (2r′)
r′
r′+1 (r′ + 1)

1
r′+1 .

Äàëåå äëÿ îöåíêè ñíèçó íàäî âû÷èñëèòü ˙̂x(0), äëÿ îöåíêè ñâåðõó íàäî â îñíîâ-
íîì òîæäåñòâå ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà.

Îòâåò: KR+
(1, 2,∞,∞, r) = 2

1
r′+1

(
r′ + 1

r′

) r′
r′+1

[Àðåñòîâ, 1972].

2.11. Çàäà÷à (PR+
(1, 2, 2, 2, 2)) � íåðàâåíñòâî

Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîéÿ íà ïîëóïðÿìîé

Ôîðìàëèçóåì çàäà÷ó (PR+
(1, 2, 2, 2, 2)), êàê â ëåììå 2.5.

Ôîðìàëèçàöèÿ.

f20,1(x(·)) =

∫
R+

ẋ2(t) dt→ max,

f19,2(x(·)) =

∫
R+

(
x2(t) + (ẍ(t))2

)
dt ≤ 1.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è. Ìû âèäèì, ÷òî ïîëó÷èëàñü çàäà÷à âàðèàöèîííî-
ãî èñ÷èñëåíèÿ, çíà÷åíèå åå â ëåììå áûëî îáîçíà÷åíî AR+(1, 2, 2). Òåîðèè çàäà÷
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå åùå íå äîñòàòî÷íî ðàçðà-
áîòàíû, íî òåì íå ìåíåå ìû ïðèìåíÿåì òåîðèþ, ðàçðàáîòàííóþ äëÿ êîíå÷íîãî
èíòåðâàëà.

Óñëîâèå ýêñòðåìóìà � ïðèíöèï Ëàãðàíæà (ïðèìåí¼ííûé äëÿ ýòîé çà-
äà÷è ôîðìàëüíî) ïðèâîäèò: a) ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà, b) óñëîâèÿì
òðàíñâåðñàëüíîñòè, ñ) óñëîâèÿì íåîòðèöàòåëüíîñòè è d) óñëîâèÿì äîïîëíÿþ-
ùåé íåæåñòêîñòè:

a) x(4) + µẍ+ x = 0, b) x(3)(0) + µẋ(0) = 0, ẍ(0) = 0, c) µ ≥ 0,

d)

∫
R+

(x2 + ẍ2) dt− 1 = 0.

Èññëåäóåì âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí z4+µz2+
1 óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà ðàçëàãàåòñÿ íà äâà ìíîæèòåëÿ, îäèí èç êîòîðûõ
z2 + νz + 1 (ν =

√
2− µ) èìååò êîðåíü â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

ẍ+ νẋ+ x = 0.
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, ïîäñòàâèâ t = 0 è èñïîëüçîâàâ óñëî-
âèå òðàíñâåðñàëüíîñòè, ïîëó÷àåì: x(3)(0) + ẋ(0) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, µ = 1 è
ν = 1. Ðåøèâ óðàâíåíèå ẍ + ẋ + x = 0 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ẋ(0) + x(0) = 0,
ïðèõîäèì ê ñåìåéñòâó ðåøåíèé

(2.33) x(t) = Ae−t/2 cos

(√
3

2
t+

π

6

)
.

Êîíñòàíòà A îïðåäåëÿåòñÿ èç èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ.
Äëÿ âñåõ x(·) ∈ W2

22(R+) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:∫
R+

(
ẍ2(t)− ẋ2(t) + x2(t)

)
dt

=

∫
R+

(ẍ(t) + ẋ(t) + x(t))
2
dt+ (x(0) + ẋ(0))

2
.

Îíî áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à ïî ñóòè äåëà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé
Âåéåðøòðàññà èç äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ∫

R+

ẋ2(t) dt ≤
∫
R+

(
ẍ2(t) + x2(t)

)
dt.

Íà ôóíêöèè (2.33) ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Òåì ñàìûì çíà÷å-
íèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàâíî åäèíèöå. Ïåðåñ÷åò êîíñòàíò (ñì. ëåììó 2.5)
ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ðåçóëüòàòó.

Îòâåò: KR+
(1, 2, 2, 2, 2) =

√
2 [Õàðäè�Ëèòòëâóä�Ïîëèà, 1934].

2.12. Êîììåíòàðèè

Òåîðåìà 2.2 äîêàçàíà Â. Í. Ãàáóøèíûì [28]. Íåðàâåíñòâî (2.3) áûëî îïóá-
ëèêîâàíî â êíèãå [72]. Òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå (2.14) áûëà ïîëó÷åíà
Ë. Í. Òàéêîâûì â ðàáîòå [62]. Ïðè T = R+, p = r = 2, q = ∞ òî÷íàÿ êîí-
ñòàíòà áûëà íàéäåíà Â. Í. Ãàáóøèíûì [29], à åå ÿâíûé âèä (ñì. (2.22)) íàøåë
Ã. À. Êàëÿáèí [31].

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà (2.26) (ñì.,
íàïðèìåð, [27]). Ìû ïðèâîäèì ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè äîêàçàòåëü-
ñòâî, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [1]. Íåðàâåíñòâî (2.29) äîêàçàíî â ðàáîòå [21].

Ìíîãî òî÷íûõ íåðàâåíñòâ áûëî ïîëó÷åíî äëÿ ñëó÷àåâ ñ òàê íàçûâàåìûìè
ìàëûìè ãëàäêîñòÿìè. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå èõ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [25]. Òî÷-
íàÿ êîíñòàíòà äëÿ ñëó÷àÿ T = R+, p = q = r = ∞, n = 2, k = 1 áûëà íàéäåíà
Ý. Ëàíäàó [10]. Äëÿ àíàëîãè÷íîãî ñëó÷àÿ íà ïðÿìîé òî÷íàÿ êîíñòàíòà áûëà
âû÷èñëåíà Æ. Àäàìàðîì [8]. Îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Ëàíäàó íà ñëó÷àé r ≥ 1
áûëî ïîëó÷åíî Â. Â. Àðåñòîâûì [23]. Çíà÷åíèå òî÷íîé êîíñòàíòû äëÿ ñëó÷àÿ
T = R+, p = q = r = 2, n = 2, k = 1 áûëî ïîëó÷åíî â êíèãå [72].



Ãëàâà 3

Ïîïåðå÷íèêè

Â 1936 ã. À. Í. Êîëìîãîðîâ [9] ïîñòàâèë âîïðîñ î íàèëó÷øèõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìàöèè êëàññîâ ôóíêöèé. Âåëè÷èíû, õàðàêòåðè-
çóþùèå íàèëó÷øèå ñðåäñòâà è ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïîïå-
ðå÷íèêîâ.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Êîëìîãîðîâ-
ñêèì n-ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà A â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(A,X) = inf
Ln

sup
x∈A

inf
y∈Ln

‖x− y‖X ,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì Ln ïðîñòðàíñòâà X ðàç-
ìåðíîñòè íå âûøå n.

3.1. Íà÷àëüíûé ïðèìåð: ïîïåðå÷íèêè ýëëèïñîèäà â E3

Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä

Ea(E3) =

{
x ∈ E3 :

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

≤ 1, a1 > a2 > a3 > 0

}
.

Íàì íàäëåæèò ðåøèòü çàäà÷ó P (E3,Link(E3), Ea(E3)) (Link(E3) � ëèíåé-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà E3 ðàçìåðíîñòè k), k = 0, 1, 2, î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè
ýëëèïñîèäà Ea(E3) òî÷êîé, ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ, ò. å. î âû÷èñëåíèè âåëè÷èí
dk(Ea(E3),E3), k = 0, 1, 2. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íèêà ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëü-
íîé òî÷êîé äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà Ea(E3) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî
êîîðäèíàò, è, çíà÷èò, d0(Ea(E3),E3) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

x2
1 + x2

2 + x2
3 → max,

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

≤ 1.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî a1. Íàèáîëåå
óäàëåííûìè â ýëëèïñîèäå òî÷êàìè îò ïðÿìîé x2 = x3 = 0 ÿâëÿþòñÿ òî÷-
êè ±(0, a2, 0). ×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ
ïðÿìàÿ íå ìîæåò ïðèáëèçèòü ýëëèïñîèä ëó÷øå è, çíà÷èò, d1(Ea(E3)) = a2. Åùå
ïðîùå äîêàçàòü, ÷òî d2(Ea(E3)) = a3.

Èòàê, ïîëó÷åí îòâåò

dk(Ea(E3),E3) = ak+1, k = 0, 1, 2.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííûå ÷èñëà: a1, a2, a3 � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê �ñïåê-
òðàëüíûå ÷èñëà� (ò. å. ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà) çàäà÷è

x2
1 + x2

2 + x2
3 → max,

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+
x2

3

a2
3

= 1.
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3.2. Òåîðåìà î ïîïåðå÷íèêàõ êëàññîâ W r
2 (T) â L2(T)

Êëàññîì W r
2 (T), ãäå r ∈ N, íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü r − 1 ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ (r− 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà, à r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà åäèíèöåé â ïðîñòðàíñòâå L∞(T).

Òåîðåìà 3.1. [Êîëìîãîðîâ, 1936]

(3.1) d2n−1(W r
2 (T), L2(T)) = d2n(W r

2 (T), L2(T)) = n−r, n ≥ 1 (d0 =∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñâåðõó. Ïóñòü

x(t) =
a0

2
+
∑
k∈N

(ak cos kt+ bk sin kt)

� ôóíêöèÿ èç W r
2 (T), ò. å. x(r)(·) ∈ BL2(T). Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ñëåäóåò,

÷òî ∑
k∈N

k2r(a2
k + b2k) ≤ 1.

Îñóùåñòâèì ïðèáëèæåíèå (n− 1)-é ñóììîé Ôóðüå:

Sn−1x(t) =
a0

2
+

n−1∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt).

Òîãäà

d(x(·), Tn−1, L2(T)) ≤ ‖x(·)− Sn−1x(·)‖L2(T) =

(∑
k≥n

(a2
k + b2k)

)1/2

.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f21,0(a, b) =

∞∑
k=n

(a2
k + b2k)→ max, f21,1(a, b) =

∞∑
k=n

k2r(a2
k + b2k)dt ≤ 1.

Óñëîâèå ýêñòðåìóìà � ïðèíöèï Ëàãðàíæà ëåãêî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

â = (1, 0. . . . , 0, . . .), b̂ = 0,

íî åùå ïðîùå ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ:
∞∑
k=n

(a2
k + b2k) =

∑
k≥n

k−2rk2r(a2
k + b2k) ≤ n−2r

(∑
k∈N

k2r(a2
k + b2k)

)
≤ n−2r.

Îòêóäà

d2n−1(W r
2 (T), L2(T)) ≤ n−r,

ò. å.

(3.2) d2n(W r
2 (T), L2(T)) ≤ d2n−1(W r

2 (T), L2(T)) ≤ n−r.

Îöåíêà ñíèçó. Äîêàæåì àíàëîã íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà â L2(T). Ìû íå
âûïèñûâàåì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, à ïðèâîäèì íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà. Èìååì äëÿ x(·) ∈ Tn:

(3.3) ‖x(r)(·)‖L2(T) =

( n∑
k=1

k2r(a2
k + b2k)

)1/2

≤ nr
( n∑
k=1

(a2
k + b2k)

)1/2

≤ nr‖x(·)‖L2(T).
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Ïóñòü L2n � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L2(T) ðàçìåðíîñòè 2n ñ îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì e1(·), . . . , e2n(·). Â ñèëó òîãî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

a0

2
(1, ej(t))L2(T)) +

n∑
k=1

(
ak(cos kt, ej(t))L2(T)) + bk(sin kt, ej(t))L2(T))

)
= 0, j = 1, . . . , 2n,

ñ 2n + 1 íåèçâåñòíûìè è 2n óðàâíåíèÿìè èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, íàéäåòñÿ
íåíóëåâîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì x̂(·) ∈ Tn, îðòîãîíàëüíûé âñåì ýëå-
ìåíòàì áàçèñà e1(·), . . . , e2n(·). Â ñèëó òåîðåìû 5.19 äëÿ

ξ(·) =
x̂(·)

nr‖x̂(·)‖L2(T)

èìååì

d(ξ(·), L2n, L2(T)) = ‖ξ(·)‖L2(T) = n−r.

Èç (3.3) âûòåêàåò, ÷òî ξ(·) ∈W r
2 (T). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x(·)∈W r

2 (T)

inf
y(·)∈L2n

‖x(·)− y(·)‖L2(T) ≥ inf
y(·)∈L2n

‖ξ(·)− y(·)‖L2(T) = n−r.

Òàêèì îáðàçîì,

d2n(W r
2 (T), L2(T)) ≥ n−r.

Ó÷èòûâàÿ (3.2), ïîëó÷àåì (3.1). �

3.3. Ïîïåðå÷íèêè îêòàýäðîâ BN1 (a) â lN2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lNq , 1 ≤ q ≤ ∞, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN
ñ íîðìîé

‖x‖lNq =


( N∑
k=1

|xk|q
)1/2

, 1 ≤ q <∞,

max
1≤k≤N

|xk|, q =∞.

Ïóñòü a1 ≥ . . . ≥ aN > 0. Ïîëîæèì

BNq (a) =


{

(x1, . . . , xN ) ∈ RN :
N∑
k=1

|xk|q

aqk
≤ 1

}
, 1 ≤ q <∞,

max
1≤k≤N

|xk|
ak
≤ 1, q =∞.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ N

dn(BN1 (a), lN2 ) = max
n≤m≤N

√
m− n∑m
k=1 a

−2
k

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü 0 ≤ Ak ≤ 1, k = 1, . . . , N , è
N∑
k=1

Ak = n. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ fj ∈ RN , j = 1, . . . , n, äëÿ
êîòîðûõ

n∑
j=1

|(fj)k|2 = Ak, k = 1, . . . , N.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî N . Äëÿ N = n äîñòà-
òî÷íî âçÿòü ñòàíäàðòíûé áàçèñ

(fj)k =

{
1, k = j,

0, k 6= j,
j = 1, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N > n è óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ N − 1. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî AN = min1≤k≤N Ak > 0. Òàê êàê

N−1∑
k=1

(1−Ak) = N − 1 +AN − n ≥ AN ,

òî, ïîëîæèâ

Bk = Ak + λ(1−Ak), k = 1, . . . , N − 1, λ =
AN∑N−1

k=1 (1−Ak)
,

áóäåì èìåòü

Ak ≤ Bk ≤ 1,

N−1∑
k=1

Bk =

N∑
k=1

Ak = n.

Ïîëîæèì BN = 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ gj ∈ RN , (gj)N = 0, j = 1, . . . , n, òàêàÿ, ÷òî

n∑
j=1

|(gj)k|2 = Bk, k = 1, . . . , N.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå RN , êîòîðîå âåêòîðó x ∈ RN ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
âåêòîð Us(t)x ∈ RN , îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

(Us(t)x)k =


xk, k 6= s,N,

xs cos t+ xN sin t, k = s,

−xs sin t+ xN cos t, k = N.

.

Åñëè xj , j = 1, . . . , n, � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî Us(t)xj , j =
1, . . . , n, � òàêæå îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïðè âñåõ t ∈ T. Ïîëîæèì

Vks(t, {xj}) =
n∑
j=1

|(Us(t)xj)k|2.

Ïðè âñåõ t ∈ T
Vss(t, {xj}) + VNs(t, {xj}) = Vss(0, {xj}) + VNs(0, {xj}).

Îòñþäà

(3.4)
N∑
k=1

Vks(t, {xj}) =

N∑
k=1

Vks(0, {xj}).

Íà÷íåì ñ s = 1. Èìååì V11(0, {gj}) = B1, V11(π/2, {gj}) = BN = 0. Òàê êàê 0 ≤
A1 ≤ B1, òî íàéäåòñÿ t1 ∈ [0, π/2], äëÿ êîòîðîãî V11(t1, {gj}) = A1. Ïîëîæèì

g
(1)
j = U1(t1)gj , j = 1, . . . , n.

Òîãäà

n∑
j=1

|(g(1)
j )k|2 =


Bk, k 6= 1, N,

A1, k = 1,

B
(1)
N , k = N.

Èç ðàâåíñòâà (3.4) ïðè t = t1, s = 1 è {xj} = {gj} ïîëó÷àåì

A1 +B
(1)
N = B1.
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Òåì ñàìûì
B

(1)
N = B1 −A1 = λ(1−A1) ≤ AN .

Ïðè s = 2 V22(0, {g(1)
j }) = B2, V22(π/2, {g(1)

j }) = B
(1)
N ≤ AN . Òàê êàê

AN ≤ A2 ≤ B2, òî íàéäåòñÿ t2 ∈ [0, π/2], äëÿ êîòîðîãî V22(t2, {g(1)
j }) = A2.

Ïîëîæèì
g

(2)
j = U2(t2)g

(1)
j , j = 1, . . . , n.

Òîãäà

n∑
j=1

|(g(2)
j )k|2 =


Ak, k = 1, 2,

Bk, k 6= 1, 2, N,

B
(2)
N , k = N.

Èç ðàâåíñòâà (3.4) ïðè t = t2, s = 2 è {xj} = {g(1)
j } ïîëó÷àåì

A1 +A2 +B
(2)
N = B1 +B2.

Òåì ñàìûì

B
(2)
N = B1 −A1 +B2 −A2 = λ((1−A1) + (1−A2)) ≤ AN .

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íà øàãå s = N − 1, ìû ïðèõîäèì ê îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìå {g(N−1)

j }, äëÿ êîòîðîé
n∑
j=1

|(g(N−1)
j )k|2 =

{
Ak, k = 1, . . . , N − 1,

B
(N−1)
N , k = N.

Ïðè ýòîì èç ðàâåíñòâà (3.4) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî

A1 + . . .+AN−1 +B
(N−1)
N = B1 + . . .+BN−1 = A1 + . . .+AN−1 +AN .

Òåì ñàìûì B
(N−1)
N = AN , è òðåáóåìàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïîñòðîåíà.

�

Ëåììà 3.4. Ïóñòü r � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî n+1 ≤ r ≤ N
è

(3.5)
r − n∑r
k=1 a

−2
k

≥ a2
r+1 (aN+1 = 0).

Òîãäà
r − n∑r
k=1 a

−2
k

= max
n≤m≤N

m− n∑m
k=1 a

−2
k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

(r − n)a−2
r+1 ≥

r∑
k=1

a−2
k .

Ïóñòü m > r. Òàê êàê
m∑

k=r+1

a−2
k ≥ (m− r)a−2

r+1,

òî

(r − n)

m∑
k=r+1

a−2
k ≥ (r − n)(m− r)a−2

r+1 ≥ (m− r)
r∑

k=1

a−2
k .

Îòñþäà

(r − n)

( m∑
k=1

a−2
k −

r∑
k=1

a−2
k

)
≥ (m− r)

r∑
k=1

a−2
k .
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Òåì ñàìûì

(r − n)

m∑
k=1

a−2
k ≥ (m− n)

r∑
k=1

a−2
k .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ r < m ≤ N
r − n∑r
k=1 a

−2
k

≥ m− n∑m
k=1 a

−2
k

.

Ïóñòü òåïåðü n < m < r. Òîãäà èç óñëîâèÿ ëåììû âûòåêàåò, ÷òî
m− n∑m
k=1 a

−2
k

< a2
m+1.

Òåì ñàìûì

(m− n)a−2
m+1 <

m∑
k=1

a−2
k .

Îòñþäà

(m− n)

m∑
k=1

a−2
k + (m− n)a−2

m+1 < (m− n)

m∑
k=1

a−2
k +

m∑
k=1

a−2
k .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(m− n)

m+1∑
k=1

a−2
k < (m+ 1− n)

m∑
k=1

a−2
k .

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

m− n∑m
k=1 a

−2
k

<
m+ 1− n∑m+1
k=1 a−2

k

.

Çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ m+ 1, . . . , r − 1, ïîëó÷àåì

m− n∑m
k=1 a

−2
k

<
m+ 1− n∑m+1
k=1 a−2

k

< . . . <
r − n∑r
k=1 a

−2
k

.

�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Ïóñòü Ln � n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
RN è f1, . . . , fn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Ln. Ïîëîæèì

ρk(Ln) = min
y∈Ln

‖akek − y‖lN2 , k = 1, . . . , N,

ãäå e1, . . . , eN � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â RN . Â ñèëó òîãî, ÷òî

BN1 (a) = co{±a1e1, . . . ,±aNeN},

èìååì

(3.6) dn(BN1 (a), lN2 ) = inf
Ln

max
k=1,...,N

min
y∈Ln

‖akek − y‖lN2 = inf
Ln

max
k=1,...,N

ρk(Ln).

Òàê êàê f1, . . . , fn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî

(3.7) ρk(Ln) = min
c1,...,cn

∥∥∥∥akek − n∑
j=1

cjfj

∥∥∥∥
lN2

= ak

(
1−

n∑
j=1

|(fj)k|2
)1/2

.

Ïóñòü r � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî n+1 ≤ r ≤ N è âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (3.5). Ïîëîæèì

Ak =

1−
(r − n)a−2

k∑r
j=1 a

−2
j

, k = 1, . . . , r,

0, k = r + 1, . . . , N.
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Èç ëåììû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî 0 ≤ Ak ≤ 1, k = 1, . . . , N . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A1 +
. . .+AN = n, èç ëåììû 3.3 ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îðòîíîðìèðîâàííîé
ñèñòåìû f1, . . . , fn ∈ RN , äëÿ êîòîðîé

n∑
j=1

|(fj)k|2 = Ak, k = 1, . . . , N.

Òîãäà èç (3.6) è (3.7) âûòåêàåò, ÷òî

dn(BN1 (a), lN2 ) ≤ max
k=1,...,N

ak(1−Ak)1/2 =

√
r − n∑r
j=1 a

−2
j

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dn(BN1 (a), lN2 ) <

√
r − n∑r
j=1 a

−2
j

.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Ln, äëÿ êîòîðîãî

(3.8) ρk(Ln) <

√
r − n∑r
j=1 a

−2
j

äëÿ âñåõ k = 1, . . . , N . Èç (3.7) ñëåäóåò, ÷òî

N∑
k=1

ρ2
k(Ln)

a2
k

= N − n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (3.8) èìååì

N∑
k=1

ρ2
k(Ln)

a2
k

< r − n.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî

dn(BN1 (a), lN2 ) =

√
r − n∑r
j=1 a

−2
j

.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 3.4. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç BN1 îêòàýäð BN1 (a) ïðè a1 = . . . = aN = 1. Òîãäà èç
òåîðåìû 3.2 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ N

(3.9) dn(BN1 , l
N
2 ) =

√
N − n
N

.

3.4. Ïîïåðå÷íèêè BNp (a) â lNq

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü 1 ≤ q < p ≤ ∞. Òîãäà äëÿ âñåõ 0 ≤ k ≤ n

dn(BNp (a), lNq ) =

( N∑
k=n+1

ark

)1/r

,

ãäå
1

r
=

1

q
− 1

p
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 3.7. Ïóñòü Mn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî RN ðàçìåðíîñòè
n < N . Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ RN òàêîé, ÷òî ‖x‖lN∞ = 1, x ∈ M⊥n è
÷èñëî êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà, ïî ìîäóëþ ìåíüøèõ åäèíèöû, íå ïðåâîñõîäèò
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

E = {x ∈ RN : ‖x‖lN∞ = 1, x ∈M⊥n }.

Ìíîæåñòâî E � âûïóêëûé êîìïàêò. Ñóùåñòâóåò òî÷êà x̂ ∈ E, äëÿ êîòîðîé

‖x̂‖lN2 = sup
x∈E
‖x‖lN2 .

Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè åâêëèäîâîé íîðìû òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé â
ìíîæåñòâå E (ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà èç E).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü ÷èñëà j1, . . . , jn+1 èç ìíîæåñòâà {1, . . . , N} òàêèå,
÷òî |x̂jk | < 1, k = 1, . . . , n+ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ
ej1 , . . . , ejn+1 . Íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð y ∈ G òàêîé, ÷òî y ∈ M⊥n . Òîãäà
x̂ ± εy ∈ E äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êà x̂
ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé â ìíîæåñòâå E. �

Ëåììà 3.8. Ïóñòü 1 ≤ s < r ≤ ∞, c1, . . . , ck+1 > 0 è bj ≥ bk+1 > 0,
j = 1, . . . , k. Òîãäà (k+1∑

j=1

bsjcj

)1/s

(k+1∑
j=1

brjcj

)1/r
≥

( k∑
j=1

bsjcj

)1/s

( k∑
j=1

brjcj

)1/r
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè r = ∞ óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïóñòü r <
∞. Ïîëîæèì

αr =

k∑
j=1

brjcj , βs =

k∑
j=1

bsjcj .

Òàê êàê bj ≥ bk+1 > 0, j = 1, . . . , k, è s < r, èìååì

(
bj
bk+1

)s
≤
(

bj
bk+1

)r
, j = 1, . . . , k.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî (
β

bk+1

)s
≤
(

α

bk+1

)r
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(
1 +

bsk+1ck+1

βs

)r/s
≥ 1 +

bsk+1ck+1

βs
≥ 1 +

brk+1ck+1

αr
.
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Ïîýòîìó(k+1∑
j=1

bsjcj

)1/s

(k+1∑
j=1

brjcj

)1/r
=

(βs + bsk+1ck+1)1/s

(αr + brk+1ck+1)1/r
=

β

(
1 +

bsk+1ck+1

βs

)1/s

α

(
1 +

brk+1ck+1

αr

)1/r

≥ β

α
=

( k∑
j=1

bsjcj

)1/s

( k∑
j=1

brjcj

)1/r
.

�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.6. Âñÿêèé ýëåìåíò x = (x1, . . . , xN ) ïðè-
íàäëåæèò BNp (a) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè x = Ay, ãäå y = (y1, . . . , yN )
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖y‖lNp ≤ 1, à Ay = (a1y1, . . . , aNyN ). Ðàññìîòðèì â êà-
÷åñòâå n-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ln ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ e1, . . . , en
èç ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Òîãäà

dn(BNp (a), lNq ) ≤ sup
‖y‖lNp ≤1

inf
ξ∈Ln

‖Ay − ξ‖lNq

≤ sup
‖y‖lNp ≤1

‖Ay − (a1y1, . . . , anyn, 0, . . . , 0)‖lNq

= sup
‖y‖lNp ≤1

( N∑
k=n+1

|akyk|q
)1/q

.

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà

N∑
k=n+1

|akyk|q ≤
( N∑
k=n+1

a
q

1−q/p
k

)1−q/p( N∑
k=n+1

|yk|p
)q/p

.

Îòñþäà ( N∑
k=n+1

|akyk|q
)1/q

≤
( N∑
k=n+1

ark

)1/r

‖y‖lNp .

Ñëåäîâàòåëüíî,

dn(BNp (a), lNq ) ≤
( N∑
k=n+1

ark

)1/r

.

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé ñíèçó. Èç ñëåäñòâèÿ 5.21 ïîëó÷àåì

dn(BNp (a), lNq ) = inf
Ln

sup
‖y‖lNp ≤1

inf
ξ∈Ln

‖Ay − ξ‖lNq

= inf
Ln

sup
‖y‖lNp ≤1

sup
‖x∗‖l

q′
≤1, x∗∈L⊥n

〈x∗, Ay〉,

ãäå 1/q + 1/q′ = 1. Äàëåå,

sup
‖y‖lNp ≤1

sup
‖x∗‖l

q′
≤1, x∗∈L⊥n

〈x∗, Ay〉 = sup
‖x∗‖l

q′
≤1, x∗∈L⊥

‖Ax∗‖lp′ ,
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ãäå 1/p+ 1/p′ = 1. Òàêèì îáðàçîì,

dn(BNp (a), lNq ) = inf
Ln

sup
x∗∈L⊥n

x∗=(x∗1 ,...,x
∗
N )6=0

( N∑
k=1

|akx∗k|p
′
)1/p′

( N∑
k=1

|x∗k|q
′
)1/q′

.

Ïóñòü f1, . . . , fn � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Ln. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Mn ñ áàçèñîì g1, . . . , gn òàêèì, ÷òî

(gj)k = (fj)ka
p′

q′−p′

k , k = 1, . . . , N, j = 1, . . . , n.

Òîãäà x∗ ∈ L⊥n â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè z∗ = (z∗1 , . . . , z
∗
N ) ∈M⊥n , ãäå

z∗k = x∗ka
− p′
q′−p′

k , k = 1, . . . , N.

Ïîýòîìó

sup
x∗∈L⊥n

x∗=(x∗1 ,...,x
∗
N )6=0

( N∑
k=1

|akx∗k|p
′
)1/p′

( N∑
k=1

|x∗k|q
′
)1/q′

= sup
z∗∈M⊥n

z∗=(z∗1 ,...,z
∗
N )6=0

( N∑
k=1

|z∗k|p
′
ark

)1/p′

( N∑
k=1

|z∗k|q
′
ark

)1/q′
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

dn(BNp (a), lNq ) = inf
Mn

sup
z∗∈M⊥n

z∗=(z∗1 ,...,z
∗
N )6=0

( N∑
k=1

|z∗k|p
′
ark

)1/p′

( N∑
k=1

|z∗k|q
′
ark

)1/q′
.

Â ñèëó ëåììû 3.7 äëÿ êàæäîãî Mn íàéäåòñÿ âåêòîð z∗ = (z∗1 , . . . , z
∗
N ) ∈ RN

òàêîé, ÷òî ‖z∗‖lN∞ = 1, z∗ ∈ M⊥n è ÷èñëî êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà, ïî ìîäóëþ
ìåíüøèõ åäèíèöû, íå ïðåâîñõîäèò n. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |z∗j1 | = . . . = |z∗jN−n | =
1. Òîãäà èç ëåììû 3.8 ïîëó÷àåì

dn(BNp (a), lNq ) ≥

(N−n∑
k=1

arjk

)1/p′

(N−n∑
k=1

arjk

)1/q′
=

(N−n∑
k=1

arjk

)1/r

.

Òàê êàê a1 ≥ . . . ≥ aN > 0, òî

dn(BNp (a), lNq ) ≥
( N∑
k=n+1

ark

)1/r

.

�

3.5. Ïîïåðå÷íèêè ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ. Íà÷àëüíûé ïðèìåð:
ëèïøèöåâû ôóíêöèè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèåW r
∞([T , Γ ]), ãäå r ∈ N, T = T èëè [−1, 1], Γ = Γ̃, Γ∅ èëè

Γ0, � ñîâîêóïíîñòü r − 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x(·),
ó êîòîðûõ (r − 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ
îãðàíè÷åíà åäèíèöåé â ïðîñòðàíñòâå L∞(T ) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
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óñëîâèÿìè Γ̃, åñëè T = T, èëè îòñóòñòâèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, åñëè T ðàâíî
[−1, 1] è Γ = Γ∅. Íàêîíåö, åñëè T ðàâíî [−1, 1], Γ = Γ0 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
x(k)(−1) = 0, 0 ≤ k ≤ r − 1.

Òåîðåìà 3.9. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(i)

dn(W 1
∞([T, Γ̃]), C(T)) =

{
+∞, n = 0,
π

2k
, n = 2k − 1 ∨ 2k, k ≥ 1.

(ii)

dn(W 1
∞([[−1, 1],Γ∅]), C([−1, 1])) =

+∞, n = 0,
1

n
, n ≥ 1.

(iii)

dn(W 1
∞([[−1, 1],Γ0], C([−1, 1])) =

2

2n+ 1
, n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Ñîîòíîøåíèå d0(W 1
∞([T, Γ̃]), C(T)) = ∞ âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî êëàññ W 1
∞([T, Γ̃]) ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî êîíñòàíò. Äëÿ ôóíê-

öèé èç êëàññà W 1
∞([T, Γ̃]) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x(t) =
a0

2
+

1

π

∫
T
B1(t− τ)ẋ(τ) dτ,

ãäå

(3.10) a0 =
1

π

∫
T
x(τ) dτ,

à

B1(t) =


−π − t

2
, t ∈ [−π, 0],

π − t
2

, t ∈ [0, π].

Ïðîèíòåðïîëèðóåì ôóíêöèþ B1(·) â íóëÿõ sinnt ïîëèíîìîì

pn(t) =

n−1∑
k=1

λk sin kt.

Èç òåîðåìû Ðîëëÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî

sign(B1(t)− pn(t)) = sign sinnt.

Ïóñòü x(·) ∈W 1
∞([T, Γ̃]). Ïîëîæèì

Pn(t) = a0 +
1

π

∫
T
pn(τ)ẋ(t− τ) dτ,

ãäå a0 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.10). Òîãäà

x(t)− Pn(t) =
1

π

∫
T
(B1(τ)− pn(τ))ẋ(t− τ) dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x(·)− Pn(·)‖C(T) ≤
1

π

∫
T
|B1(τ)− pn(τ)| dτ

=
1

π

∣∣∣∣∫
T
(B1(τ)− pn(τ)) sign sinnτ dτ

∣∣∣∣.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî pn(τ) ⊥ sign sinnτ ,

B1(t) =

∞∑
k=1

sin kt

k
, sign sinnt =

4

π

∞∑
k=0

sin(2k + 1)nt

2k + 1
,

èìååì

‖x(·)− Pn(·)‖C(T) ≤
4

πn

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

π

2n
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

d2n−1(W 1
∞([T, Γ̃]), C(T)) ≤ π

2n
.

Äëÿ α ∈ R ïîëîæèì

ταj = j
π

n
+ α, j = 1, . . . , 2n.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà F2n ∈ C(T) ðàçìåðíîñòè 2n ïîëîæèì

LF (α) = {(x(τα1 ), . . . , x(τα2n))T : x(·) ∈ F2n}.
ßñíî, ÷òî LF (α) ⊂ R2n � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå áîëåå ÷åì
2n. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò α0 ∈ (0, π/n), äëÿ êîòîðîãî dimLF (α) ≤ 2n− 1.

Åñëè dimLF (0) ≤ 2n− 1, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimLF (0) =
2n. Òîãäà LF (0) = R2n, è êàæäîìó âåêòîðó ej , j = 1, . . . , 2n, èç ñòàíäàðòíîãî
áàçèñà R2n ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ gj(·) ∈ F2n, äëÿ êîòîðîé

(gj(τ
0
1 ), . . . , gj(τ

0
2n))T = ej , j = 1, . . . , 2n.

Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ {ej} âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
ôóíêöèé {gj(·)}. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè {gj(·)} îáðàçóþò áàçèñ â F2n. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ x(·) ∈ F2n ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x(·) =

2n∑
j=1

λjgj(·).

Ïîýòîìó LF (α) åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ

(gj(τ
α
1 ), . . . , gj(τ

α
2n))T , j = 1, . . . , 2n.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì α ýòè âåêòîðû îêàæóòñÿ ëèíåéíî çàâè-
ñèìûìè.

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

D(α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
g1(τα1 ) g1(τα2 ) . . . g1(τα2n)
g2(τα1 ) g2(τα2 ) . . . g2(τα2n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g2n(τα1 ) g2n(τα2 ) . . . g2n(τα2n)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Èìååì

D(0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé gj(·) è òîãî, ÷òî τπ/nj = τ0
j+1, j = 1, . . . , 2n,

ïîëó÷àåì

D(π/n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 . . . 0 1
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1.
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Ôóíêöèÿ D(·) íåïðåðûâíà è ïðèíèìàåò â òî÷êàõ α = 0 è α = π/n çíà÷åíèÿ
ðàçíûõ çíàêîâ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà α0 ∈ (0, π/n), â êîòîðîé D(α0) = 0.

Ïóñòü F2n ∈ C(T) � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n. Äëÿ
îöåíêè ñíèçó âî ìíîæåñòâî W 1

∞([T, Γ̃]) âïèñûâàåòñÿ èçîìåòðè÷íûé îáðàç êóáà
π

2n
B2n
∞ ðàçìåðíîñòüþ 2n ñî ñòîðîíîé

π

n
, ñîñòîÿùèé èç ñëåäîâ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ
π

2n
, ñ

èçëîìàìè â òî÷êàõ τα0
j , j = 1, . . . , 2n. Ìåòðèêà, ïîðîæäàåìàÿ íà ýòîì êóáå

íîðìîé C([−1, 1]), ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé l2n∞ .
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà F2n ñëåä Tr(F2n) (èìåþùèé

ðàçìåðíîñòü, êàê áûëî äîêàçàíî, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2n− 1) íå ìîæåò ïðèáëè-

çèòü êóá ñ òî÷íîñòüþ, ìåíüøåé ÷åì
π

2n
. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàäî äîêàçàòü ÷òî

d
( π

2n
B2n
∞ ,Tr(F2n), l2n∞

)
≥ π

2n
,

ãäå
d(A,L,X) = sup

ξ∈A
d(ξ, L,X).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dim Tr(F2n) = 2n − 1. Ïóñòü
ïîäïðîñòðàíñòâî Tr(F2n) çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

2n∑
k=1

akxk = 0,

2n∑
k=1

|ak| = 1.

Ïîëîæèì
x∗ = (a1, . . . , a2n), ξ =

π

2n
(sign a1, . . . , sign a2n).

Òîãäà ïðè x̂ = 0

‖x∗‖(l2n∞ )∗ = 1, 〈ξ − x̂, x∗〉 = ‖ξ − x̂‖l2n∞ =
π

2n

è x∗ ∈ Tr(F2n)⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà

d(ξ,Tr(F2n), l2n∞ ) =
π

2n
.

Òåì ñàìûì

d
( π

2n
B2n
∞ ,Tr(F2n), l2n∞

)
≥ d(ξ,Tr(F2n), l2n∞ ) =

π

2n
,

÷òî è òðåáîâàëîñü (íàïîìíèì, ÷òî d
(
ξ,Tr(Ln), ln+1

∞
)
� ýòî ðàññòîÿíèå îò âåðøè-

íû êóáà ξ äî ïîäïðîñòðàíñòâà Tr(Ln) â ìåòðèêå l2n∞ , à d
( π

2n
B2n
∞ ,Tr(F2n), l2n∞

)
� ðàññòîÿíèå îò êóáà

π

2n
B2n
∞ äî Tr(F2n) â ìåòðèêå l2n∞ ).

(ii). Ñîîòíîøåíèå d0(W 1
∞([[−1, 1,Γ∅]), C([−1, 1])) =∞ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

êëàññW 1
∞([[−1, 1],Γ∅]) ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî êîíñòàíò. Â êà÷åñòâå ýêñòðå-

ìàëüíîãî n-ìåðíîãî ïðèáëèæàþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà L̂1n, n ∈ N, ìîæíî âû-
áðàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè íà n îòðåçêàõ, äåëÿùèõ [−1, 1] íà n ðàâíûõ
÷àñòåé. Ïðèáëèæàþùèå ôóíêöèè èíòåðïîëèðóþò ïðèáëèæàåìóþ ôóíêöèþ â
öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ ýòèõ îòðåçêîâ.

Äëÿ îöåíêè ñíèçó âî ìíîæåñòâî W 1
∞([[−1, 1],Γ∅]) âïèñûâàåòñÿ èçîìåòðè÷-

íûé îáðàç êóáà
1

n
Bn+1
∞ ðàçìåðíîñòüþ n+1 ñî ñòîðîíîé

2

n
, ñîñòîÿùèé èç ñëåäîâ

íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ
1

n
, ñ

èçëîìàìè â òî÷êàõ −1 +
2i

n
, i = 1, . . . , n − 1. Ìåòðèêà, ïîðîæäàåìàÿ íà ýòîì

êóáå íîðìîé C([−1, 1]), ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé ln+1
∞ .
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Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Lm ïðîñòðàíñòâà C([−1, 1])
ðàçìåðíîñòè m ≤ n ñëåä Tr(Lm) ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ìîæåò ïðèáëèçèòü

êóá ñ òî÷íîñòüþ, ìåíüøåé ÷åì
1

n
. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàäî äîêàçàòü ÷òî

d

(
1

n
Bn+1
∞ ,Tr(Lm), ln+1

∞

)
≥ 1

n
.

Äåéñòâèòåëüíî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m = n. Ïóñòü
ïîäïðîñòðàíñòâî Tr(Ln) çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

n+1∑
k=1

akxk = 0,

n+1∑
k=1

|ak| = 1.

Ïîëîæèì

x∗ = (a1, . . . , an+1), ξ =
1

n
(sign a1, . . . , sign an+1).

Òîãäà ïðè x̂ = 0

‖x∗‖(ln+1
∞ )∗ = 1, 〈ξ − x̂, x∗〉 = ‖ξ − x̂‖ln+1

∞
=

1

n

è x∗ ∈ Tr(Ln)⊥.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïîäïðîñòðàíñòâà

d(ξ,Tr(Ln), ln+1
∞ ) =

1

n
.

Òåì ñàìûì

d

(
1

n
Bn+1
∞ ,Tr(Lm), ln+1

∞

)
≥ d(ξ,Tr(Ln), ln+1

∞ ) =
1

n
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
(iii). Â êà÷åñòâå ýêñòðåìàëüíîãî n-ìåðíîãî ïðèáëèæàþùåãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà L̂n, n ∈ N, ìîæíî âûáðàòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, òîæäåñòâåííî ðàâíûõ

íóëþ íà îòðåçêå δ0 =

[
−1,−1 +

2

2n+ 1

]
è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ íà n îòðåç-

êàõ {δk}nk=1, äåëÿùèõ
[
−1 +

2

2n+ 1
, 1

]
íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïðèáëèæàþùèå

ôóíêöèè èíòåðïîëèðóþò ïðèáëèæàåìóþ ôóíêöèþ â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ ýòèõ

îòðåçêîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d(W 1
∞([−1, 1,Γ0], L̂n, C([−1, 1])) ≤ 2

2n+ 1
.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó âî ìíîæåñòâîW 1
∞([−1, 1],Γ0] âïèñûâàåòñÿ êóá

2

2n+ 1
Bn+1
∞ ðàçìåðíîñòüþ n+1 ñî ñòîðîíîé

2

2n+ 1
, ñîñòîÿùèé èç ñëåäîâ íåïðå-

ðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ
2

2n+ 1
, ñ

èçëîìàìè â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêîâ {δk}nk=1, à äàëåå â òî÷íîñòè ïðèìåíÿåòñÿ
ðàññóæäåíèå èç ïóíêòà (ii), ÷òî âåäåò ê öåëè. �

3.6. Ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ W r
∞([T , Γ ])

Ïðè n ≥ r îáîçíà÷èì ÷åðåç snr(·) ñîâåðøåííûé ñïëàéí ïîðÿäêà r ñ n − r
óçëàìè, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò òî÷êè 1 ≤ τ1 < . . . < τn+1 ≤ 1 òàêèå, ÷òî

snr(τj) = (−1)j‖snr(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , n+ 1

(ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñïëàéíà äîêàçàíî â òåîðåìå 5.61). ×åðåç s0nr(·) îáîçíà-
÷èì ñîâåðøåííûé ñïëàéí ïîðÿäêà r ñ n óçëàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

s
(ν)
0nr(−1) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 1,
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äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò òî÷êè 1 ≤ τ1 < . . . < τn+1 ≤ 1 òàêèå, ÷òî

s0nr(τj) = (−1)j‖s0nr(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , n+ 1

(ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñïëàéíà äîêàçàíî â òåîðåìå 5.62).

Òåîðåìà 3.10. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(i)

dn(W r
∞([T, Γ̃]), C(T)) =

+∞, n = 0,
Kr

kr
, n = 2k − 1 ∨ 2k, k ≥ 1,

ãäå Kr îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (2.24).
(ii)

dn(W r
∞([[−1, 1],Γ∅]), C([−1, 1])) =

{
+∞, n ≤ r − 1,

‖snr(·)‖C([−1,1]), n ≥ r.

(iii)
dn(W r

∞([[−1, 1],Γ0], C([−1, 1])) = ‖s0nr(·)‖C([−1,1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i). Ñîîòíîøåíèå d0(W r
∞([T, Γ̃]), C(T)) = ∞ âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî êëàññ W r
∞([T, Γ̃]) ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî êîíñòàíò. Äëÿ ôóíê-

öèé èç êëàññà W r
∞([T, Γ̃]) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x(t) =
a0

2
+

1

π

∫
T
Br(t− τ)x(r)(τ) dτ,

ãäå

(3.11) a0 =
1

π

∫
T
x(τ) dτ,

à

Br(t) =

∞∑
k=1

cos(kt− πr/2)

kr
, r = 1, 2, . . .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x(·) â ðÿä Ôóðüå

x(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt),

ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâà

ak cos kt+ bk sin kt =
1

π

∫
T
x(τ) cos k(t− τ) dτ

=
1

πkr

∫
T
x(r)(τ) cos

(
k(t− τ)− πr

2

)
dτ

(âòîðîå èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì).
Åñëè r � ÷åòíîå, òî Br(·) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîèíòåðïîëèðóåì ôóíêöèþ

Br(·) â íóëÿõ cosnt ïîëèíîìîì

pn(t) =

n−1∑
k=0

λk cos kt.

Èç òåîðåìû Ðîëëÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî

sign(Br(t)− pn(t)) = sign cosnt.

Ïóñòü x(·) ∈W r
∞([T, Γ̃]). Ïîëîæèì

Pn(t) = a0 +
1

π

∫
T
pn(τ)x(r)(t− τ) dτ,
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ãäå a0 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.11). Òîãäà

x(t)− Pn(t) =
1

π

∫
T
(Br(τ)− pn(τ))x(r)(t− τ) dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x(·)− Pn(·)‖C(T) ≤
1

π

∫
T
|Br(τ)− pn(τ)| dτ

=
1

π

∣∣∣∣∫
T
(Br(τ)− pn(τ)) sign cosnt dτ

∣∣∣∣.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè r = 2m

B2m(t) = (−1)m
∞∑
k=1

cos kt

k2m
, sign cosnt =

4

π

∞∑
k=0

(−1)k
cos(2k + 1)nt

2k + 1
,

èìååì

(3.12) ‖x(·)− Pn(·)‖C(T) ≤
4

πn2m

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2m+1
=
K2m

n2m
.

Åñëè r � íå÷åòíîå, òî Br(·) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîèíòåðïîëèðóåì ôóíê-
öèþ Br(·) â íóëÿõ sinnt ïîëèíîìîì

pn(t) =

n−1∑
k=1

λk sin kt.

Èç òåîðåìû Ðîëëÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî

sign(Br(t)− pn(t)) = sign sinnt.

Ïóñòü x(·) ∈W r
∞([T, Γ̃]). Ïîëîæèì

Pn(t) = a0 +
1

π

∫
T
pn(τ)x(r)(t− τ) dτ,

ãäå a0 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.11). Òîãäà

x(t)− Pn(t) =
1

π

∫
T
(Br(τ)− pn(τ))x(r)(t− τ) dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x(·)− Pn(·)‖C(T) ≤
1

π

∫
T
|Br(τ)− pn(τ)| dτ

=
1

π

∣∣∣∣∫
T
(Br(τ)− pn(τ)) sign sinnt dτ

∣∣∣∣.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè r = 2m+ 1

B2m+1(t) = (−1)m
∞∑
k=1

sin kt

k2m+1
, sign sinnt =

4

π

∞∑
k=0

sin(2k + 1)nt

2k + 1
,

èìååì

(3.13) ‖x(·)− Pn(·)‖C(T) ≤
4

πn2m+1

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2m+2
=
K2m+1

n2m+1
.

Èç (3.12) è (3.13) âûòåêàåò, ÷òî

d2n−1(W r
∞([T, Γ̃]), C(T)) ≤ Kr

nr
.
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Ïîëîæèì

ϕn,0(t) = sign sinnt, ϕn,m(t) =

∫ t

γm

ϕn,m−1(τ) dτ,

ãäå

γm = (1− (−1)m)
π

4n
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ϕn,m(t) =
4

πnm

∞∑
k=0

sin((2k + 1)nt− πm/2)

(2k + 1)m+1
, m = 0, 1, 2, . . .

Ôóíêöèè ϕn,m(·) íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè ñïëàéíàìè Ýéëåðà.
Ïðè ÷åòíûõ m = 2s ôóíêöèÿ ϕn,m(·) èìååò ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ kπ/n,

k = 0,±1,±2, . . . Ïðè ýòîì

ϕn,2s

(
(2k + 1)π

2n

)
= (−1)s+k‖ϕn,2m(·)‖C(T).

Ïðè íå÷åòíûõ m = 2s− 1 ôóíêöèÿ ϕn,m(·) èìååò ïðîñòûå íóëè â òî÷êàõ (2k+
1)π/(2n), k = 0,±1,±2, . . . Ïðè ýòîì

ϕn,2s−1

(
kπ

n

)
= (−1)s+k‖ϕn,2s−1(·)‖C(T).

Òåì ñàìûì

‖ϕn,m(·)‖C(T) =
Km

nm
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lα2n,r ïðîñòðàíñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ s(·), èìå-
þùèõ âèä

s(t) = c+

2n∑
j=1

cjBr+1(t− ταj ),

ãäå
c1 + . . .+ c2n = 0.

Ôóíêöèÿ

s(r)(t) =

2n∑
j=1

cjB1(t− ταj )

íà êàæäîì èíòåðâàëå (ταj−1, τ
α
j ) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ

B1(t− ταk ) íà (ταj−1, τ
α
j ) èìååò âèä ak − t/2. Ïîýòîìó

s(r)(t) =

2n∑
j=1

cj(ak − t/2) =

2n∑
j=1

cjak.

Ïóñòü ξk =
(2k + 1)π

2n
+α, åñëè r � ÷åòíîå, è ξk =

kπ

n
+α, åñëè r � íå÷åòíîå,

k = 1, . . . , 2n. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ y1, . . . , y2n ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ s0(·) ∈
Lα2n,r, äëÿ êîòîðîé s0(ξk) = yk, k = 1, . . . , 2n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà
ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Lα2n,r → R2n, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

As(·) = (s(ξ1), . . . , s(ξ2n)).

Ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé 2n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â 2n-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî KerA = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ s(t) ∈ Lα2n,r, s(t) 6≡ 0 òàêàÿ, ÷òî s(ξk) = 0, k = 1, . . . , 2n. Ïîäáåðåì β òàê,
÷òîáû â íåêîòîðîé òî÷êå τ 6= ξk âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ϕn,r+1(τ − α) = βs(τ).
Òîãäà ÷èñëî íóëåé ó ôóíêöèè ϕn,r+1(t − α) − βs(t) íå ìåíüøå 2n + 1. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ó ôóíêöèè ϕ
(r−1)
n,r+1(t − α) − βs(r−1)(t) òîæå íå ìåíåå 2n + 1 íóëåé.
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Òîãäà ó ôóíêöèè ϕn,1(t−α)−βs(r)(·) íå ìåíåå 2n+1 ïåðåìåí çíàêà, ÷òî íåâîç-
ìîæíî, ò. ê. ýòî êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå (ταj−1, τ

α
j ) ñ

÷åðåäóþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè ±1 ïðè ïåðåìåííîé t.

Ïóñòü òåïåðü s0(·) ∈ Lα2n,r, s0(ξk) = yk è |yk| ≤
Kr

nr
, k = 1, . . . , 2n. Äîêàæåì,

÷òî s0(·) ∈ W r
∞([T, Γ̃]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s0(·) /∈ W r

∞([T, Γ̃]). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (ταj−1, τ

α
j ), íà êîòîðîì s

(r)
0 (t) ≡ c > 1. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ s0(t) − cϕn,r(t − α). Îíà èìååò 2n ïåðåìåí çíàêà â òî÷êàõ ξk, k =

1, . . . , 2n. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ s
(r)
0 (t) − cϕ

(r)
n,r(t − α) äîëæíà èìåòü íå ìåíåå 2n

ïåðåìåí çíàêà, íî ýòîãî íåò, ò. ê. ýòî êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ
íóëþ íà èíòåðâàëå (ταj−1, τ

α
j ).

Ïóñòü F2n ∈ C(T) � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2n. Äëÿ
îöåíêè ñíèçó âî ìíîæåñòâî W r

∞([T, Γ̃]) âïèñûâàåòñÿ èçîìåòðè÷íûé îáðàç êó-

áà
Kr

nr
B2n
∞ ðàçìåðíîñòüþ 2n ñî ñòîðîíîé

2Kr

nr
, ñîñòîÿùèé èç ñëåäîâ 2π-ïåðè-

îäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç êëàññà W r
∞([T, Γ̃]), ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèõ

Kr

nr
â òî÷êàõ ταj , j = 1, . . . , 2n, ãäå α âûáðàíî òàê, ÷òîáû dimLF (α) ≤ 2n − 1

(LF (α) = {(x(τα1 ), . . . , x(τα2n))T : x(·) ∈ F2n}). Ìåòðèêà, ïîðîæäàåìàÿ íà ýòîì
êóáå íîðìîé C([−1, 1]), ñîâïàäàåò ñ ìåòðèêîé l2n∞ . Äàëåå, ðàññóæäåíèÿ ïîâòî-
ðÿþò òå, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (i) â òåîðåìå 3.9.

(ii). Ñîîòíîøåíèå dn(W r
∞([[−1, 1],Γ∅]), C([−1, 1])) = ∞ ïðè n < r âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî êëàññ W r
∞([[−1, 1],Γ∅]) ñîäåðæèò r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíî-

ìîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò r−1 è, çíà÷èò, íå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî
íè ñ êàêîé êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ðàçìåðíîñòüþ n ≤ r − 1.

Ïóñòü n ≥ r. Ðàññìîòðèì ñîâåðøåííûé ñïëàéí snr(·) (ñì. ï. 5.27.2) ñ óçëàìè
s1 < . . . < sn−r. Ïóñòü t1 < . . . < tn � åãî íóëè. Ïðîèíòåðïîëèðóåì ôóíêöèþ
x(·) ∈ W r

∞([[−1, 1],Γ∅]) â òî÷êàõ tj , j = 1, . . . , n, ïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíîì
S(·) ñòåïåíè r − 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sn−r (ñì. òåîðåìó 5.63). Äîêàæåì,
÷òî

(3.14) ‖x(·)− S(·)‖C([−1,1]) ≤ ‖snr(·)‖C([−1,1]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå t ∈ [−1, 1]

|x(t)− S(t)| > |snr(t)|.

Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî α, |α| > 1 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ z(·) = x(·)− S(·)− αsnr(·)
áóäåò èìåòü n + 1 íóëåé. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ôóíêöèÿ z(r−2)(·) áóäåò èìåòü íå
ìåíåå n− r + 3 íóëÿ. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ z(r−1)(·) èìååò íå ìåíåå n− r + 2 ïåðå-
ìåí çíàêà. Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞, s1), (s1, s2), . . . , (sn−r,+∞) ôóíêöèÿ
z(r−1)(·) ìîíîòîííà, ïðè÷åì åñëè íà êàêîì-òî èíòåðâàëå îíà ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàåò, òî íà ñîñåäíåì ñ íèì îíà ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåìåí
çíàêà ó ýòîé ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü áîëüøå n− r + 1.

Èç íåðàâåíñòâà (3.14) âûòåêàåò îöåíêà

dn(W r
∞([[−1, 1],Γ∅]), C([−1, 1])) ≤ ‖snr(·)‖C([−1,1]).

Ðàññìîòðèì (n+1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâîMn+1, ñîñòîÿùåå èç ïîëèíîìèàëü-
íûõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà r ñ óçëàìè ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà snr(·) s1 < . . . < sn−r.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè S(·) ∈Mn+1 è

‖S(·)‖C([−1,1]) ≤ ‖snr(·)‖C([−1,1]),

òî S(·) ∈ W r
∞([[−1, 1],Γ∅]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäåòñÿ èí-

òåðâàë (sj , sj+1), 0 ≤ j ≤ n − r (s0 = −1, sn−r+1 = 1), íà êîòîðîì S(r)(t) ≡ c,
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|c| > 1. Âûáåðåì γ òàê, ÷òîáû |γ| = 1/|c| è

s(r)
nr (t) ≡ γS(r)(t), t ∈ (sj , sj+1).

Òîãäà ó ôóíêöèè
z(·) = snr(·)− γS(·)

áóäåò íå ìåíåå n íóëåé � íå ìåíåå îäíîãî íóëÿ ìåæäó òî÷êàìè τ1 < . . . < τn+1,
â êîòîðûõ snr äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé (ñì. (5.84)).
Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ó ôóíêöèè z(r−1)(·) äîëæíî áûòü òîãäà íå ìåíåå n − r + 1
ðàçäåëåííûõ íóëåé. Íî ôóíêöèÿ z(r−1)(·) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñ èçëî-
ìàìè â òî÷êàõ s1 < . . . < sn−r, ïðè÷åì íà èíòåðâàëå (sj , sj+1) îíà ïîñòîÿííà.
Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçäåëåííûõ íóëåé ó íåå íå ïðåâîñõîäèò n− r.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî

{S(·) ∈Mn+1 : ‖S(·)‖C([−1,1]) ≤ ‖snr(·)‖C([−1,1]) } ⊂W r
∞([[−1, 1],Γ∅]).

Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 5.57 âûòåêàåò, ÷òî

dn(W r
∞([−1, 1],Γ∅]), C([−1, 1])) ≥ ‖snr(·)‖C([−1,1]).

(iii) Ïóñòü s1 < . . . < sn � óçëû ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà s0nr(·) (ñì. ï. 5.27.2),
à −1 < t1 < . . . < tn < 1 � åãî íóëè. Ïðîèíòåðïîëèðóåì ôóíêöèþ x(·) ∈
W r
∞([[−1, 1],Γ0]) â òî÷êàõ tj , j = 1, . . . , n, ïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíîì S(·) ñòå-

ïåíè r − 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sn, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

(3.15) S(ν)(−1) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 1

(ñì. òåîðåìó 5.64). Äîêàæåì, ÷òî

(3.16) ‖x(·)− S(·)‖C([−1,1]) ≤ ‖s0nr(·)‖C([−1,1]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå t ∈ (−1, 1]

|x(t)− S(t)| > |s0nr(t)|.

Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî α, |α| > 1 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ z(·) = x(·)−S(·)−αs0nr(·)
áóäåò èìåòü íå ìåíåå n + 1 íóëåé íà ïîëóèíòåðâàëå t ∈ (−1, 1] è åùå íóëü
êðàòíîñòè r â òî÷êå t = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ó z′(·) òîæå íå ìåíåå n+1 íóëåé íà
èíòåðâàëå (−1, 1) è åùå èìååòñÿ íóëü ïðè t = −1. Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ,
ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ó z(r−2)(·) íå ìåíåå n + 1 íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1) è
åùå èìååòñÿ íóëü ïðè t = −1. Òåì ñàìûì z(r−1)(·) èìååò íå ìåíåå n+1 ïåðåìåí
çíàêà. Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, s1), (s1, s2), . . . , (sn, 1) ôóíêöèÿ z(r−1)(·)
ìîíîòîííà, ïðè÷åì åñëè íà êàêîì-òî èíòåðâàëå îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî
íà ñîñåäíåì ñ íèì îíà ìîíîòîííî óáûâàåò. Êðîìå òîãî, z(r−1)(−1) = 0. Ïîýòîìó
íà èíòåðâàëå (−1, s1) ïåðåìåíû çíàêà íåò. ×èñëî ïåðåìåí çíàêà ó ýòîé ôóíêöèè
íå ìîæåò áûòü áîëüøå n.

Èç íåðàâåíñòâà (3.16) âûòåêàåò îöåíêà

dn(W r
∞([[−1, 1],Γ0]), C([−1, 1])) ≤ ‖s0nr(·)‖C([−1,1]).

Ðàññìîòðèì (n+1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâîMn+1, ñîñòîÿùåå èç ïîëèíîìèàëü-
íûõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà r ñ óçëàìè ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà s0nr(·) s1 < . . . < sn
è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.15). Äîêàæåì, ÷òî åñëè S(·) ∈Mn+1 è

‖S(·)‖C([−1,1]) ≤ ‖s0nr(·)‖C([−1,1]),

òî S(·) ∈ W r
∞([[−1, 1],Γ0]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäåòñÿ èí-

òåðâàë (sj , sj+1), 0 ≤ j ≤ n (s0 = −1, sn+1 = 1), íà êîòîðîì S(r)(t) ≡ c, |c| > 1.
Âûáåðåì γ òàê, ÷òîáû |γ| = 1/|c| è

s
(r)
0nr(t) ≡ γS(r)(t), t ∈ (sj , sj+1).
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Òîãäà ó ôóíêöèè
z(·) = snr(·)− γS(·)

áóäåò íå ìåíåå n íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1) � íå ìåíåå îäíîãî íóëÿ ìåæäó
òî÷êàìè τ1 < . . . < τn+1, â êîòîðûõ s0nr äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûõ è ìèíèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé (ñì. (5.88)) è, êðîìå òîãî, íóëü â òî÷êå t = −1 êðàòíîñòè r. Ïî
òîé æå ñõåìå ðàññóæäåíèé, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ó ôóíê-
öèè z(r−1)(·) äîëæíî áûòü òîãäà íå ìåíåå n ðàçäåëåííûõ íóëåé íà èíòåðâàëå
(−1, 1) è åùå îäèí íóëü â òî÷êå t = −1. Íî ôóíêöèÿ z(r−1)(·) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ñ èçëîìàìè â òî÷êàõ s1 < . . . < sn, ïðè÷åì íà èíòåðâàëå (sj , sj+1)
îíà ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçäåëåííûõ íóëåé ó íåå íå ïðåâîñõîäèò n.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî

{S(·) ∈Mn+1 : ‖S(·)‖C([−1,1]) ≤ ‖s0nr(·)‖C([−1,1]) } ⊂W r
∞([[−1, 1],Γ0]).

Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 5.57 âûòåêàåò, ÷òî

dn(W r
∞([−1, 1],Γ0]), C([−1, 1])) ≥ ‖s0nr(·)‖C([−1,1]).

�

3.7. Ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ Hr
p

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ
â åäèíè÷íîì êðóãå D := {z ∈ C : |z| < 1} è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f(·)‖Hp =


sup

0<σ<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(σeiθ)|p dθ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

sup
z∈D
|f(z)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì
Hp := { f(·) ∈ Hp : ‖f · ‖Hp ≤ 1 }.

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè�Ñîáîëåâà Hrp áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f (r)(·)‖Hp <∞.

×åðåç Hr
p îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç Hrp, äëÿ êîòîðûõ

‖f (r)(·)‖Hp ≤ 1.

Ïóñòü
Tρ = { z ∈ C : |z| = ρ }, 0 < ρ ≤ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lq(Tρ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(·), îïðåäåëåííûõ íà Tρ, äëÿ
êîòîðûõ

‖f(·)‖Lq(Tρ) =


(

1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)|q dt
)1/q

<∞, 1 ≤ q <∞,

vraisup
t∈[0,2π]

|f(ρeit)| <∞, q =∞.

Òåîðåìà 3.11. Ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞ è 0 < ρ ≤ 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dn(Hr
q , Lq(Tρ)) =


ρn

n(n− 1) . . . (n− r + 1)
, n ≥ r,

∞, n < r.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå dn(Hr
q , Lq(Tρ)) = ∞ ïðè n < r âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî êëàññ Hr
q ñîäåðæèò r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ, ñòåïåíü

êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò r− 1 è, çíà÷èò, íå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî íè ñ êàêîé
êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ðàçìåðíîñòüþ n ≤ r − 1.

Ïóñòü n ≥ r. Ïîëîæèì

Kρ(t) = ρneint
(
cn−r + 2

∞∑
k=1

ρkcn−r+k cos kt

)
,

ãäå ck = k!/(k + r)!. Ïóñòü

f(z) =

∞∑
j=0

ajz
j .

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =
1

2π

∫ 2π

0

f (r)(eiθ)eirθKρ(t− θ) dθ.

Èç òîãî, ÷òî

f (r)(z) =
∞∑
j=r

ajc
−1
j−rz

j−r,

ïîëó÷àåì

(3.17) I =
ρneint

2π

∫ 2π

0

( ∞∑
j=r

ajc
−1
j−re

i(j−n)θ

)( ∞∑
k=−∞

ρ|k|cn−r+|k|e
ik(t−θ)

)
dθ

= ρneint
∞∑
j=r

ajc
−1
j−rρ

|j−n|cn−r+|j−n|e
i(j−n)t =

n−1∑
j=r

ajc
−1
j−rρ

2n−jc2n−r−je
ijt +

∞∑
j=n

ajρ
jeijt = f(ρeit)− pn(f)(ρeit),

ãäå

pn(f)(z) =

r−1∑
j=0

ajz
j +

n−1∑
j=r

ajz
j
(
1− c−1

j−rc2n−r−j |z|
2n−2j

)
.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ ñâåðòîê (ñì. òåîðåìó 5.65)

(3.18) ‖(f ∗ g)(·)‖Lq(T) ≤ ‖f(·)‖Lq(T)‖g(·)‖L1(T),

ïîëó÷àåì

(3.19) dn(Hr
q , Lq(Tρ)) ≤ sup

f(·)∈Hrq
‖f(·)− pn(f)(·)‖Lq(Tρ)

= sup
f(·)∈Hrq

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

f (r)(eiθ)eirθKρ(t− θ) dθ
∣∣∣∣q dt)1/q

≤ sup
f(·)∈Hr∞

(
1

2π

∫ 2π

0

|f (r)(eiθ)|q dθ
)1/q

1

2π

∫ 2π

0

|Kρ(θ)| dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

|Kρ(θ)| dθ.

Äîêàæåì, ÷òî

(3.20) cn−r + 2

∞∑
k=1

ρkcn−r+k cos kt ≥ 0.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

K(t) = a0 + 2

∞∑
k=1

ak cos kt.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∞∑
k=0

|ak| <∞.

Ïîëîæèì

Dk(t) =
1

2
+ cos t+ . . .+ cos kt, D̃k(t) = D0(t) + . . .+Dk(t),

∆k = ak − ak+1, ∆2
k = ∆k −∆k+1 = ak − 2ak+1 + ak+2.

Òîãäà

(3.21) a0 + 2

n∑
k=1

ak cos kt = a0 + 2

n∑
k=1

ak(Dk(t)−Dk−1(t))

= 2

(n−1∑
k=0

∆kDk(t) + anDn(t)

)
= 2

(n−1∑
k=0

∆k(D̃k(t)− D̃k−1(t)) + anDn(t)

)

= 2

(n−2∑
k=0

∆2
kD̃k(t) + ∆n−1D̃n−1(t) + anDn(t)

)
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

Dk(t) =

sin

(
k +

1

2

)
t

2 sin
t

2

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

D̃k(t) =
1

2 sin
t

2

(
sin

t

2
+ sin

3t

2
+ . . .+ sin

(
k +

1

2

)
t

)
=

1− cos(k + 1)t

4 sin2 t

2

.

Äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, 2π) ïðè n → ∞ ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (3.21) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó

K(t) = 2

∞∑
k=0

∆2
kD̃k(t), t ∈ (0, 2π).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ∆2
k ≥ 0, k = 0, 1, . . ., òî K(t) ≥ 0 ïðè âñåõ t ∈ [0, 2π].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ

L(t) = a0 + 2

∞∑
k=1

ρkak cos kt, ρ ∈ [0, 1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(3.22)
∞∑
k=0

|ak| <∞, ak ≥ 0, ∆k ≥ 0, ∆2
k ≥ 0, k = 0, 1, . . .

Òîãäà

ρkak − 2ρk+1ak+1 + ρk+2ak+2 = ρk∆2
k + 2ρk(1− ρ)∆k+1 + ρk(1− ρ)2ak+2 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, L(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, 2π]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà
(3.20) îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèÿ (3.22) äëÿ

ak = cn−r+k =
(n+ k − r)!

(n+ k)!
.
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Èìååì

∆k =
(n+ k − r)!

(n+ k)!
− (n+ k − r + 1)!

(n+ k + 1)!

=
(n+ k − r)!

(n+ k)!

(
1− n+ k − r + 1

n+ k + 1

)
=
r(n+ k − r)!
(n+ k + 1)!

≥ 0,

∆2
k =

r(n+ k − r)!
(n+ k + 1)!

− r(n+ k − r + 1)!

(n+ k + 2)!

=
r(n+ k − r)!
(n+ k + 1)!

(
1− n+ k − r + 1

n+ k + 2

)
=
r(r + 1)(n+ k − r)!

(n+ k + 2)!
≥ 0.

Èç íåðàâåíñòâà (3.20) âûòåêàåò, ÷òî

1

2π

∫ 2π

0

|Kρ(θ)| dθ =
ρn

2π

∫ 2π

0

(
cn−r + 2

∞∑
k=1

ρkcn−r+k cos k(t− θ)
)
dθ

= cn−rρ
n =

ρn

n(n− 1) . . . (n− r + 1)
.

Òåì ñàìûì, èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.19), ïîëó÷àåì

dn(Hr
q , Lq(Tρ)) ≤

ρn

n(n− 1) . . . (n− r + 1)
.

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé ñíèçó. Ïóñòü Pn � ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè
íå âûøå n. Ïîëîæèì

Mn(t) = eint
(
n+ 2

n−1∑
k=1

(n− k) cos kt

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî pn(·) ∈ Pn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

p′n(eit) =
e−it

2π

∫ 2π

0

pn(eiθ)Mn(t− θ) dθ.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà (3.18), ïîëó÷àåì

‖p′n(·)‖Hp ≤
(

1

2π

∫ 2π

0

|pn(eiθ)|q
)1/q

1

2π

∫ 2π

0

|Mn(t)| dθ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|Mn(t)| =
∣∣∣∣n+ 2

n−1∑
k=1

(n− k) cos kt

∣∣∣∣,
à

n+ 2

n−1∑
k=1

(n− k) cos kt = 2D̃n−1(t) ≥ 0,

ïîëó÷àåì
1

2π

∫ 2π

0

|Mn(t)| dθ = n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖p′n(·)‖Hq ≤ n‖pn(·)‖Hq .
Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ê ïîñëåäóþùèì ïðîèçâîäíûì, ïðèõîäèì ê íåðàâåí-
ñòâó

(3.23) ‖p(r)
n (·)‖Hq ≤ n(n− 1) . . . (n− r + 1)‖pn(·)‖Hq .
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) = znpn(ρ/z). Ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â C. Â
ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè

Mq(σ) =

∫ 2π

0

|f(σeit)|q dt

èìååì

(3.24)
ρn

2π

(∫ 2π

0

|pn(e−it)|q dt
)1/q

≤ 1

2π

(∫ 2π

0

|pn(ρe−it)|q dt
)1/q

.

Îòñþäà

‖pn(·)‖Hq ≤
1

ρn
‖pn(·)‖Lq(Tρ).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â (3.23), ïîëó÷àåì

(3.25) ‖p(r)
n (·)‖Hq ≤

n(n− 1) . . . (n− r + 1)

ρn
‖pn(·)‖Lq(Tρ).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Bn+1 = { pn(·) ∈ Pn : ‖pn(·)‖Lq(Tρ) ≤ 1 }.

Èç íåðàâåíñòâà (3.25) ñëåäóåò, ÷òî

ρn

n(n− 1) . . . (n− r + 1)
Bn+1 ⊂ Hr

q .

Èç ñëåäñòâèÿ 5.57 ïîëó÷àåì

dn(Hr
q , Lq(Tρ)) ≤

ρn

n(n− 1) . . . (n− r + 1)
.

�

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîïåðå÷íèêè òåõ æå êëàññîâ â íîðìå ïðîñòðàíñòâ
Lq(Dρ), ãäå

Dρ = { z ∈ C : |z| < ρ }, 0 < ρ ≤ 1,

à

‖f(·)‖Lq(Dρ) =


(

1

π

∫∫
Dρ

|f(z)|q dxdy
)1/q

<∞, 1 ≤ q <∞,

vraisup
z∈Dρ

|f(z)| <∞, q =∞.

Òåîðåìà 3.12. Ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞ è 0 < ρ ≤ 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dn(Hr
q , Lq(Dρ)) =


21/qρn+2/q

n(n− 1) . . . (n− r + 1)(nq + 2)1/q
, n ≥ r,

∞, n < r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå dn(Hr
q , Lq(Dρ)) =∞ ïðè n < r âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî êëàññ Hr
q ñîäåðæèò r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ, ñòåïåíü

êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò r− 1 è, çíà÷èò, íå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî íè ñ êàêîé
êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ðàçìåðíîñòüþ n ≤ r − 1.

Ïóñòü n ≥ r. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (3.17) èìååì

dn(Hr
q , Lq(Dρ)) ≤ sup

f(·)∈Hrq
‖f(·)− pn(f)(·)‖Lq(Dρ)

= sup
f(·)∈Hrq

(
1

π

∫ 2π

0

∫ ρ

0

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

f (r)(eiθ)eirθKσ(t− θ) dθ
∣∣∣∣qσ dσdt)1/q

.
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Èç íåðàâåíñòâà Þíãà ïîëó÷àåì

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

f (r)(eiθ)eirθKσ(t− θ) dθ
∣∣∣∣q dt

≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f (r)(eiθ)|q dθ
(

1

2π

∫ 2π

0

|Kσ(θ)| dθ
)q
≤ (cn−rσ

n)q.

Òàêèì îáðàçîì,

dn(Hr
q , Lq(Dρ)) ≤ cn−r

(
2

∫ ρ

0

σnq+1 dσ

)1/q

=
21/qρn+2/q

n(n− 1) . . . (n− r + 1)(nq + 2)1/q
.

Ïóñòü pn(·) ∈ Pn. Èç (3.24) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < σ ≤ 1∫ 2π

0

σqn|pn(e−it)|q dt ≤
∫ 2π

0

|pn(σe−it)|q dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫ ρ

0

σqn+1 dσ

∫ 2π

0

|pn(e−it)|q dt ≤
∫ ρ

0

∫ 2π

0

|pn(σe−it)|qσ dtdσ.

Òåì ñàìûì
2ρqn+2

qn+ 2
‖pn(·)‖qHq ≤ ‖pn(·)‖qLq(Dρ).

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (3.23), ïîëó÷àåì

(3.26) ‖p(r)
n (·)‖Hq ≤

n(n− 1) . . . (n− r + 1)(nq + 2)1/q

21/qρn+2/q
‖pn(·)‖Lq(Dρ).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Bn+1 = { pn(·) ∈ Pn : ‖pn(·)‖Lq(Dρ) ≤ 1 }.

Èç íåðàâåíñòâà (3.26) ñëåäóåò, ÷òî

21/qρn+2/q

n(n− 1) . . . (n− r + 1)(nq + 2)1/q
Bn+1 ⊂ Hr

q .

Èç ñëåäñòâèÿ 5.57 ïîëó÷àåì

dn(Hr
q , Lq(Dρ)) ≤

21/qρn+2/q

n(n− 1) . . . (n− r + 1)(nq + 2)1/q
.

�

3.8. Ïîïåðå÷íèêè dn(H∞, Lq(E))

Ïóñòü E ⊂ D � êîìïàêò è ν � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà íà E. Âû÷èñëèì ïîïå-
ðå÷íèê dn(H∞, Lq(E)), 1 ≤ q ≤ ∞ (ïðè q =∞ ïðîñòðàíñòâî Lq(E) çàìåíÿåòñÿ
íà C(E)).

Ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

B(z) = λ

n∏
j=1

z − αj
1− αjz

,

ãäå |αj | < 1, j = 1, . . . ,m, à |λ| = 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî |B(z)| ≡ 1

ïðè |z| = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, B(z) = B−1(z) ïðè âñåõ |z| = 1. Ìíîæåñòâî
ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bn.
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Òåîðåìà 3.13. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dn(H∞, Lq(E)) = inf
Bn(·)∈Bn

‖Bn(·)‖Lq(E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z1, . . . , zm � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç D. Ïîëîæèì

W (z) =

m∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
, ωj(z) =

m∏
s=1
s6=j

(
z − zs
1− zsz

)νs
.

Èç òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì

1

2πi

∫
|z|=1

W (ξ)(1− |ξ|2)f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)
= f(ξ)−

m∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ)f (ν)(zj),

ãäå

cjν(ξ) =
W (ξ)(1− |ξ|2)

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)

)(νj−ν−1)∣∣z=zj .

Îòñþäà∣∣∣∣f(ξ)−
m∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ)f (ν)(zj)

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|W (ξ)|(1− |ξ|2) dθ

|1− ξz|2
= |W (ξ)|.

Òåì ñàìûì

dn(H∞, Lq(E)) ≤ inf
Bn(·)∈Bn

‖Bn(·)‖Lq(E).

Äëÿ îöåíêè ñâåðõó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 1 < q < ∞. Ñëó÷àè, êîãäà
q = 1,∞ ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Ïóñòü Xn ⊂ Lq(E) � ïðîèçâîëü-
íîå n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì g1(·), . . . , gn(·). Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
f(·) ∈ H∞ îáîçíà÷èì ÷åðåç c1(f), . . . , cn(f) êîîðäèíàòû åäèíñòâåííîãî ýëåìåí-
òà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ f(·) ïîäïðîñòðàíñòâîì Xn â áàçèñå g1(·), . . . , gn(·).

Ïîëîæèì

Sn = { (w1, . . . , wn+1) ∈ Cn+1 : |w1|+ . . .+ |wn+1| = 1 }.

Çàôèêñèðóåì ðàçëè÷íûå òî÷êè z1, . . . , zn+1 ∈ D. Èç êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Íå-
âàíëèííû�Ïèêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà w = (w1, . . . , wn+1) ∈ Cn+1

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå Bwn (·) ∈ Bn è ρ > 0 òàêèå, ÷òî

ρBwn (zj) = wj , j = 1, . . . , n+ 1.

Îòîáðàæåíèå γ : Sn → Cn, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

γ(w) = (c1(Bwn (·)), . . . , cn(Bwn (·))),

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íå÷åòíûì îòîáðàæåíèåì èç Sn â Cn. Ïî òåîðåìå Áîð-
ñóêà (òåîðåìà 5.55) ñóùåñòâóåò òî÷êà w0 ∈ Sn, äëÿ êîòîðîé γ(w0) = 0. Òåì
ñàìûì

sup
f(·)∈H∞

inf
g(·)∈Xn

‖f(·)− g(·)‖Lq(E) ≥ sup
Bn(·)∈Bn

inf
g(·)∈Xn

‖Bn(·)− g(·)‖Lq(E)

≥ inf
g(·)∈Xn

‖Bwn (·)− g(·)‖Lq(E) = ‖Bwn (·)‖Lq(E) ≥ inf
Bn(·)∈Bn

‖Bn(·)‖Lq(E).

Îòñþäà

dn(H∞, Lq(E)) ≥ inf
Bn(·)∈Bn

‖Bn(·)‖Lq(E).

�
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Ëåììà 3.14. Äëÿ âñåõ Bn(·) ∈ Bn è 0 < r < 1

1

2π

∫ 2π

0

|B(reiθ)|q dθ ≥ rqn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ m ≤ n,

B(z) = zm
n−m∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

|zj | < r, j = 1, . . . , s, |zj | ≥ r, j = s + 1, . . . , n − m. Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà
(òåîðåìà 5.10)

(3.27)
1

2π

∫ 2π

0

|B(reiθ)|q dθ ≥ exp

(
1

2π

∫ 2π

0

q ln |B(reiθ)| dθ
)
.

Èç ôîðìóëû Éåíñåíà (5.95) ïîëó÷àåì

1

2π

∫ 2π

0

ln |B(reiθ)| dθ = m ln r +

n−m∑
j=1

ln |zj |+
s∑
j=1

ln
r

|zj |

= (m+ s) ln r +

n−m∑
j=s+1

ln |zj | ≥ n ln r.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó â (3.27), ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
�

Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞. Òîãäà äëÿ âñåõ 0 < ρ < 1

dn(Hp, Lq(Tρ)) = ρn, dn(Hp, Lq(Dρ)) =
21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

‖zn‖Lq(Tρ) = ρn.

Èç ëåììû 3.14 ñëåäóåò, ÷òî

inf
Bn(·)∈Bn

‖Bn(·)‖Lq(Tρ) = ρn.

Ïîýòîìó
dn(H∞, Lq(Tρ)) = ρn.

Ïðè r = 0 èç òåîðåìû 3.11 ïîëó÷àåì

dn(Hq, Lq(Tρ)) = ρn.

Â ñèëó òîãî, ÷òî Hp ⊂ Hq ïðè 1 ≤ q < p ≤ ∞, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(3.28) ρn = dn(H∞, Lq(Tρ)) ≤ dn(Hp, Lq(Tρ)) ≤ dn(Hq, Lq(Tρ)) = ρn.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Lq(Dρ)

‖zn‖Lq(Dρ) =

(
1

π

∫ ρ

0

∫ 2π

0

rqn+1 dθdr

)1/q

=
21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
.

Èç ëåììû 3.14 ïîëó÷àåì

‖Bn(·)‖Lq(Dρ) =

(
1

π

∫ ρ

0

∫ 2π

0

|Bn(reiθ)|q dθrdr
)1/q

≥
(

2

∫ ρ

0

rnq+1 dr

)1/q

=
21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
.
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Òàêèì îáðàçîì,

dn(H∞, Lq(Tρ)) = inf
Bn(·)∈Bn

‖Bn(·)‖Lq(Dρ) =
21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
.

Ïðè r = 0 èç òåîðåìû 3.12 ñëåäóåò, ÷òî

dn(Hq, Lq(Dρ)) =
21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
.

Àíàëîãè÷íî (3.28) èìååì

21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
= dn(H∞, Lq(Dρ)) ≤ dn(Hp, Lq(Dρ)) ≤ dn(Hq, Lq(Dρ))

=
21/qρn+2/q

(nq + 2)1/q
.

�

Òåîðåìà 3.16. Ïóñòü 0 < k < 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dn(H∞, C([−
√
k,
√
k])) =

√
λ,

ãäå λ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
Λ′

Λ
= n

K ′

K
;

çäåñü K è K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé
k è k′ =

√
1− k2, à Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

äëÿ ìîäóëåé λ è λ′ =
√

1− λ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.13 âûòåêàåò, ÷òî

dn(H∞, C([−
√
k,
√
k])) = inf

Bn(·)∈Bn
‖Bn(·)‖C([−

√
k,
√
k]).

Ïîêàæåì, ÷òî íèæíþþ ãðàíü äîñòàòî÷íî èñêàòü ñðåäè ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå
ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà îòðåçêå [−

√
k,
√
k]. Ïóñòü îäèí èç

ìíîæèòåëåé èìååò âèä
x− w
1− wx

, w = α+ iβ.

Òîãäà ∣∣∣∣ x− w1− wx

∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣2 =
β2(1− x2)((1− αx)2 + 1− α2)

(1− αx)2((1− αx)2 + β2x2)
≥ 0.

Òåì ñàìûì ∣∣∣∣ x− w1− wx

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣ .
Åñëè x ∈ [−

√
k,
√
k], à |α| ≥

√
k, òî íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣ x−

√
k signα

1− x
√
k signα

∣∣∣∣∣ .
Ïóñòü Bn(·) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè èç îòðåçêà

[−
√
k,
√
k]. Äîêàæåì, ÷òî

(3.29) ‖Bn(·)‖C([−
√
k,
√
k]) ≥ ‖Zn(·, k)‖C([−

√
k,
√
k]),
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ãäå Zn(·, k) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå�Çîëîòàð¼âà (ñì. ï. 5.30). Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò αj ∈ [−

√
k,
√
k], j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî äëÿ

ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå

Bn(x) =

n∏
j=1

x− αj
1− αjx

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Bn(·)‖C([−
√
k,
√
k]) < ‖Zn(·, k)‖C([−

√
k,
√
k]).

Â ñèëó (5.96) èìååì

(−1)j(Zn(ξj , k)−Bn(ξj)) > 0, j = 0, 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì ðàçíîñòü Zn(·, k)− Bn(·) èìååò íå ìåíåå n íóëåé íà îòðåçêå [−
√
k,√

k]. Ñàìà ýòà ðàçíîñòü èìååò âèä

(3.30) Zn(x, k)−Bn(x) =

∏n
j=1(x− ξj)(1− αjx)−

∏n
j=1(x− αj)(1− ξjx)∏n

j=1(1− ξjx)(1− αjx)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå w ∈ [−
√
k,
√
k] è w 6= 0,

òî îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü è â òî÷êå 1/w. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2n(·) ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2n, ñòîÿùèé â ÷èñëèòåëå â ïðàâîé ÷àñòè (3.30). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå
n íóëåé ðàçíîñòè Zn(·, k)−Bn(·) îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà ó P2n(·) áóäåò íå ìåíåå
2n íóëåé è êðîìå òîãî ýòîò ìíîãî÷ëåí åùå èìååò íóëü ïðè x = 1. Ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïóñòü òåïåðü ñðåäè n íóëåé ðàçíîñòè åñòü îäèí íóëåâîé. Îí
ìîæåò áûòü òîëüêî íà îäíîì îòðåçêå, ïîýòîìó èìååòñÿ íå ìåíåå n−1, îòëè÷íûõ
îò íóëÿ. È åùå n − 1, îáðàòíûõ ê íèì. Êðîìå òîãî, ïî-ïðåæíåìó íóëü x = 1.
Èòîãî íå ìåíåå 2n. Íî èç óñëîâèÿ P2n(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè
ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâåí íóëþ è ïîýòîìó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ðàâíà 2n−1. Ñíîâà
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

3.9. Êîììåíòàðèè

Òåîðåìà 3.1, äîêàçàííàÿ À. Í. Êîëìîãîðîâûì [9], ÿâëÿåòñÿ ïåðâîíà÷àëü-
íûì ðåçóëüòàòîì â ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêå.

Ðàâåíñòâî (3.9) áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ À. Í. Êîëìîãîðîâà, À. À. Ïåòðîâà,
Þ. Ì. Ñìèðíîâà [33] è À. È. Ìàëüöåâà [45]. Àâòîðû ýòèõ ðàáîò íå ôîðìóëè-
ðîâàëè ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íèêîâ. Ýòî áûëî ñäåëàíî â
ðàáîòå Ñ. Á. Ñòå÷êèíà [60]. Îáîáùåíèå òåîðåìû 3.5 (òåîðåìà 3.2) áûëî ïîëó-
÷åíî â ðàáîòå Ë. Á. Ñîôìàíà [58].

Òåîðåìà 3.6 áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî À. Pietsch [18] è Ì. È. Ñòåñèíûì
[59].

Ñîâåðøåííûå ñïëàéíû snr(·) áûëè ââåäåíû Â. Ì. Òèõîìèðîâûì [64] (ñì.
òàêæå [66]). Òåîðåìà 3.6 ((i) è (ii)) áûëà äîêàçàíà Â. Ì. Òèõîìèðîâûì [64],
[65].

Òåîðåìà 3.11 ïðè q =∞ äîêàçàíà Â. Ì. Òèõîìèðîâûì [63]. Îáîáùåíèå ýòî-
ãî ðåçóëüòàòà íà âñå 1 ≤ p ≤ ∞ ïðèíàäëåæèò Ë. Â. Òàéêîâó [61]. Òåîðåìà 3.12
äîêàçàíà â êíèãå A. Pinkus [19].

Òåîðåìà 3.13 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå S. D. Fisher, C. A. Micchelli [4]. Ýòîò
ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â ðàáîòå S. D. Fisher, M. I. Stessin [5] (íåêîððåêòíîå
äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñâåðõó â ýòîé ðàáîòå áûëî èñïðàâëåíî â [6]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.15 â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì ñëó÷àå áûëî äàíî â
ðàáîòå Þ. À. Ôàðêîâà [2]. Òåîðåìà 3.16 åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû 3.13 è ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè ðàâíîìåðíîé íîðìû ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå íà
îòðåçêå [−

√
k,
√
k], ðåøåííîé Ê. Þ. Îñèïåíêî [49].



Ãëàâà 4

Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå

Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Çàòåì áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû îáùàÿ ïîñòàíîâêà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñà-
þùèåñÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ è ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-
íûõ, à òàêæå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ è ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè.

4.1. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè

Îäíîé èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà-
÷à èíòåðïîëÿöèè, ñîñòîÿùàÿ â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ôóíêöèè x(·) â íåêî-
òîðîé òî÷êå τ ïî çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè â äðóãèõ òî÷êàõ x(t1), . . . , x(tn). Î÷å-
âèäíî, ÷òî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è íàäî çíàòü äîïîëíèòåëüíóþ
èíôîðìàöèþ î òîì, êàêèå ôóíêöèè ìîãóò íàì âñòðåòèòüñÿ. Îäèí èç ïîäõîäîâ
ê ýòîé çàäà÷å òàêîâ: áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ x̂(·), íàèáîëåå ïðîñòî óñòðîåííóþ
(íàïðèìåð, ïðîñòî âû÷èñëÿþùóþñÿ) è ïðèíèìàþùóþ â òî÷êàõ t1, . . . , tn òå æå
çíà÷åíèÿ x(t1), . . . , x(tn). Çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x(τ) áåðåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå
x̂(τ). Â êà÷åñòâå òàêèõ ïðîñòî óñòðîåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþò, íàïðèìåð,
àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû (èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû).

Äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñòàâèòñÿ òàê: íàé-
òè ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ïðèíèìàþùèé â òî÷êàõ t1, . . . , tn çíà÷åíèÿ
x(t1), . . . , x(tn). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëèíîì ñòåïåíè n− 1

(4.1) Ln−1(t) =

n∑
j=1

lj(t)x(tj),

ãäå

lj(t) =

n∏
k=1
k 6=j

t− tk
tj − tk

,

íàçûâàåìûé èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà, óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì

Ln−1(tj) = x(tj), j = 1, . . . , n.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïîëèíîì ìåíüøåé ñòåïåíè P (·), êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, òî ïîëèíîì P (·)−Ln−1(·) ñòåïåíè n− 1 áóäåò
îáðàùàòüñÿ â íîëü â n òî÷êàõ t1, . . . , tn. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îñíîâíîé òåîðåìå
àëãåáðû P (t) ≡ Ln−1(t). Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàí-
æà ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó è â òàêîé ïîñòàíîâêå x(τ) ≈ Ln−1(τ).

Äðóãîé ïîäõîä, áåðóùèé ñâîå íà÷àëî îò èäåé À. Í. Êîëìîãîðîâà, ñâÿçàí-
íûõ ñ çàäà÷àìè ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññàõ ôóíêöèé, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
íå ôèêñèðîâàòü çàðàíåå âèä ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè, à èñêàòü åå íà îñíîâå
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ. Ïðè
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ýòîì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-
äà÷à, íàçûâàåòñÿ êëàññîì. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû ôóíêöèé, çàäàâà-
åìûå íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ ãëàäêîñòüþ èëè àíàëèòè÷íîñòüþ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ ïðèáëè-
æåíèÿ, êîòîðûå õîðîøî ïðèñïîñîáëåíû èìåííî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé
èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà
âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ïåðâóþ ïîñòàíîâêó. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå êëàññà ðàññìàòðè-
âàåìûõ ôóíêöèé íàäî âçÿòü ïîëèíîìû ñòåïåíè n− 1.

Ïåðåéäåì ê áîëåå òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè äëÿ ñîáîëåâ-
ñêîãî êëàññà ôóíêöèé W r

∞([−1, 1]), îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [−1, 1], èìåþùèõ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà r − 1 è óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî-
÷òè âñþäó íà [−1, 1] óñëîâèþ |x(r)(t)| ≤ 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(τ), τ ∈ [−1, 1], ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè
x(·) ∈W r

∞([−1, 1]) â ñèñòåìå ðàçëè÷íûõ òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn) èç îòðåçêà [−1, 1].
Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè, èìåþùàÿñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè,
òàêîâà: Ft̄x(·) = (x(t1), . . . , x(tn)).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå
ôóíêöèè m : Rn → R. Äëÿ äàííîãî ìåòîäà m : Rn → R ïîëàãàåì

x(τ) ≈ m(Ft̄x(·)).

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçîâåì âåëè÷èíó

e(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

x(·)∈W r
∞([−1,1])

|x(τ)−m(Ft̄x(·))|,

à ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � âåëè÷èíó

(4.2) E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
e(x(τ),W r

∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Åñëè r ≥ n+1, òî ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà Ln(t),
êîòîðûé ïðèíèìàåò â òî÷êàõ t1, . . . , tn çíà÷åíèÿ x(t1), . . . , x(tn), à â òî÷êå τ �
ëþáîå íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå. Ïîñêîëüêó Ln(·) ∈ W r

∞([−1, 1]), òî îòñþäà
ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî e(x(τ),W r

∞([−1, 1]), Ft̄) = ∞, åñëè r ≥ n + 1. Òåì ñàìûì
çàäà÷ó èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïðè 1 ≤ r ≤ n.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = n. Íà÷íåì ñ îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîëîæèì

x̂(t) =
1

n!
(t− t1) . . . (t− tn).

Î÷åâèäíî, ÷òî x̂(·) ∈Wn
∞([−1, 1]). Ïîñêîëüêó Ft̄x̂(·) = 0, òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà

m èìååì

2|x̂(τ)| ≤ |x̂(τ)−m(0)|+ | − x̂(τ)−m(0)| ≤ 2e(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Îòêóäà

(4.3) E(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) ≥ |x̂(τ)|.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Wn

∞([−1, 1]). Ïóñòü x(·) ∈
Wn
∞([−1, 1]) è τ /∈ {t1, . . . , tn}. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y(t) = x(t)− Ln−1(t)−Kx̂(t),

ãäå

K =
x(τ)− Ln−1(τ)

x̂(τ)
.
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Ôóíêöèÿ y(·) ∈ Wn
∞([−1, 1]) è îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ t1, . . . , tn, τ . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ y(n−1)(·) îáðàùàåòñÿ â íîëü íå ìåíåå, ÷åì â äâóõ
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ τ1 è τ2 èç èíòåðâàëà (−1, 1). Òîãäà

0 = y(n−1)(τ2)− y(n−1)(τ1) =

∫ τ2

τ1

y(n)(t) dt =

∫ τ2

τ1

(x(n)(t)−K) dt.

Òåì ñàìûì

K(τ2 − τ1) =

∫ τ2

τ1

x(n)(t) dt.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |K| ≤ 1, ò. å.

|x(τ)− Ln−1(τ)| ≤ |x̂(τ)|.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ τ ∈ {t1, . . . , tn} (â ýòîì ñëó-
÷àå îíî ïðîñòî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî). Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî, ÷òî

E(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) ≤ |x̂(τ)|,

÷òî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (4.3) äàåò

(4.4) E(x(τ),Wn
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1

n!
|(τ − t1) . . . (τ − tn)|

è äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà

x(τ) ≈ Ln−1(τ).

Òåïåðü åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, êàê âûáðàòü òî÷êè t1, . . . , tn ∈
[−1, 1], â êîòîðûõ áóäóò èçìåðÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(·) ∈Wn

∞([−1, 1]), ÷òî-
áû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, êîãäà τ ∈ [−1, 1], áû-
ëî ìèíèìàëüíûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(4.5) En(Wn
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

t̄
max

τ∈[−1,1]
E(x(τ),Wn

∞([−1, 1]), Ft̄)

è òî÷åê, íà êîòîðûõ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ. Â ñèëó ðàâåíñòâà (4.4)
èç ïóíêòà b) ðàçäåëà 1.3 ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü â (4.5), ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà

t̂j = cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì

En(Wn
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) =

1

n!2n−1
.

Ðàññìîòðèì åùå ñëó÷àé r = 1 (ïðîìåæóòî÷íûå ñëó÷àè 1 < r < n áóäóò
ðàññìîòðåíû ïîçæå). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(t) áëèæàéøóþ ê t òî÷êó èç ìíîæåñòâà
{t1, . . . , tn} (â ñëó÷àå åñëè t ëåæèò ïîñåðåäèíå ìåæäó tk è tk+1, áóäåì ñ÷èòàòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè α(t) = tk). Ïîëîæèì òåïåðü (ñì. ðèñ. 4.1)

(4.6) x̂(t) = |t− α(t)|.
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Ðèñ. 4.1
;
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Î÷åâèäíî, ÷òî x̂(·) ∈ W 1
∞([−1, 1]), −x̂(·) ∈ W 1

∞([−1, 1]) è Ft̄x̂(·) = Ft̄(−x̂(·))
= 0. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂(τ) ≤ |x̂(τ)−m(0)|+ | − x̂(τ)−m(0)| ≤ 2e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Îòêóäà
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) ≥ x̂(τ).

Ïóñòü α(τ) = tk, 1 ≤ k ≤ n. Îïðåäåëèì ìåòîä m̂ ðàâåíñòâîì m̂(y) = yk,
y = (y1, . . . , yn). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈W 1

∞([−1, 1]) èìååì

|x(τ)− m̂(Ft̄x(·))| = |x(τ)− x(tk)| ≤ |τ − tk| = x̂(τ).

Ñëåäîâàòåëüíî,
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) = x̂(τ),

à ìåòîä (ñì. ðèñ. 4.2)
x(τ) ≈ x(α(τ))

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

-

6

t
q
−1

q q q q
�

�
x(t1)

x(t2)

f(tn)x(α(t))

t1 t2 tn 1

Ðèñ. 4.2

;

Îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü ìíîãî. Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü òå,
êîòîðûå èìåþò íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄. Ïóñòü y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn è ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ x(·) ∈W 1

∞([−1, 1]), äëÿ êîòîðîé Ft̄x(·) = y. Ïîëîæèì

Wy = {x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) : Ft̄x(·) = y }.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ay = {x(τ) : x(·) ∈Wy }.

Ìíîæåñòâî Ay ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ÷èñëîâîé îñè, à ÷èñëî

cy =
supx(·)∈Wy

x(τ) + infx(·)∈Wy
x(τ)

2

� åãî ñåðåäèíà. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y, äëÿ êîòîðîãî ìíîæå-
ñòâî Wy íåïóñòî, è äëÿ âñåõ x(·) ∈Wy èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
c∈R

sup
x(·)∈Wy

|x(τ)− c| = sup
x(·)∈Wy

|x(τ)− cy|.

Ïîëîæèì
m̂c(Ft̄x(·)) = cFt̄x(·).
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m

e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

y∈Rn
Wy 6=∅

sup
x(·)∈Wy

|x(τ)−m(y)|

≥ sup
y∈Rn
Wy 6=∅

sup
x(·)∈Wy

|x(τ)− cy)| = e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m̂c).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä m̂c ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Íî îí è íàèëó÷øèé
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄. Òàêèå
ìåòîäû íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè.

Íàéäåì ÿâíûé âèä ìåòîäà m̂c. Ïîëîæèì

t∗j =
tj + tj+1

2
− |yj+1 − yj |

2
, t∗∗j =

tj + tj+1

2
+
|yj+1 − yj |

2
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî (ñì. ðèñ. 4.3)

m̂c(Ft̄x(·)) =



y1, −1 ≤ τ ≤ t1,
yj , tj ≤ τ ≤ t∗j , j = 1, . . . , n− 1,

ω(τ), t∗j ≤ τ ≤ t∗∗j , j = 1, . . . , n− 1,

yj+1, t∗∗j ≤ τ < tj+1, j = 1, . . . , n− 1,

yn, tn ≤ τ ≤ 1,

ãäå

ω(τ) =
yj + yj+1

2
+ sign(yj+1 − yj)

(
τ − tj + tj+1

2

)
.
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Ðèñ. 4.3
;

Çäåñü òîæå ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè äëÿ τ ∈ [−1, 1] çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ −1 ≤ t1 < . . . < tn < 1.
Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

En(W 1
∞([−1, 1]), C([−1, 1])) = inf

t̄
max

τ∈[−1,1]
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) =
1

n
,

à òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûìè íà îòðåçêå [−1, 1]

(4.7) t̂j = −1 +
2j − 1

n
, j = 1, . . . , n.
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4.2. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè

Äëÿ êëàññàW 1
∞([−1, 1]) è òîãî æå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄ ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè x(·) ∈
W 1
∞([−1, 1]). Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè íåëè-

íåéíîãî ôóíêöèîíàëà
Lx(·) = min

t∈[−1,1]
x(t).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè
m : Rn → R. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

|Lx(·)−m(Ft̄x(·))| ,

à çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

|Lx(·)−m(Ft̄x(·))|

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ m̂L, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå.

Ïîñòðîèì öåíòðàëüíûé ìåòîä â ýòîé çàäà÷å. Ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ Rn
òàêîì, ÷òî

Wy = {x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) : Ft̄x(·) = y} 6= ∅,

âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Wy ëåæàò ìåæäó âåðõíåé ëîìàíîé Zy(t) è íèæ-
íåé ëîìàíîé zy(t), ãðàôèêè êîòîðûõ ïðè t ∈ [tj , tj+1] èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.3.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç Wy

min
t∈[−1,1]

Zy(t) ≤ min
t∈[−1,1]

x(t) ≤ min
t∈[−1,1]

zy(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî
min

t∈[−1,1]
Zy(t) = min

1≤j≤n
yj .

Ìèíèìóì ôóíêöèè zy(t) íà îòðåçêå [tj , tj+1] äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå t∗j (åñëè
yj ≤ yj+1) èëè t∗∗j (åñëè yj ≥ yj+1) (ñì. ðèñ. 4.3). Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî

min
t∈[tj ,tj+1]

zy(t) =
yj+1 + yj

2
− tj+1 − tj

2
.

Ó÷èòûâàÿ îòðåçêè [−1, t1] è [tn, 1], èìååì

min
t∈[−1,1]

zy(t)

= min

{
y1 − h0,

y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
,

ãäå h0 = t1 + 1, hj = tj+1 − tj , j = 1, . . . , n − 1, hn = 1 − tn. Òàêèì îáðàçîì,
ìåòîä

m̂L(Ft̄x(·)) =
1

2
min

1≤j≤n
yj

+
1

2
min

{
y1 − h0,

y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è öåíòðàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü

min
1≤j≤n

yj = c.
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Òîãäà

min

{
y1 − h0,

y2 + y1

2
− h1/2, . . . ,

yn + yn−1

2
− hn−1/2, yn − hn

}
≥ min {c− h0, c− h1/2, . . . , c− hn−1/2, c− hn} .

Ñëåäîâàòåëüíî,

e(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄, m̂L) ≤ 1

2
min {h0, h1/2, . . . , hn−1/2, hn} .

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ ñïðàâà, äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè x(t) ≡ 0.
Òåì ñàìûì

E(L,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

1

2
min {h0, h1/2, . . . , hn−1/2, hn} .

Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè ýòîé âåëè÷èíû çà ñ÷åò âûáîðà
óçëîâ. Çäåñü òàê æå, êàê è â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè íà ýòîì êëàññå, ìèíèìóì
áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà ðàâíîìåðíîé ñèñòåìå óçëîâ (4.7). Ïðè ýòîì öåíòðàëüíûé
ìåòîä áóäåò èìåòü âèä

m̂L(Ft̄x(·)) =
1

2
min

1≤j≤n
yj +

1

2
min

{
y1,

y2 + y1

2
, . . . ,

yn + yn−1

2
, yn

}
− 1

2n
.

4.3. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Äëÿ òîãî æå êëàññà W 1
∞([−1, 1]) è òîãî æå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄

ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

Ix(·) =

∫ 1

−1

x(t) dt.

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàòü âñåâîç-
ìîæíûå ôóíêöèè m : Rn → R. Çäåñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñî-
ñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ m̂0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå.

Äëÿ ôóíêöèè x̂(·), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (4.6), è ëþáîãî ìåòîäà m èìå-
åì

2

∫ 1

−1

x̂(t) dt ≤
∣∣∣∣∫ 1

−1

x̂(t) dt−m(0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1

−1

(−x̂(t)) dt−m(0)

∣∣∣∣
≤ 2 sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ .

Òåì ñàìûì

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) ≥

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ

m̂0(y) =

∫ 1

−1

y(t) dt,
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ãäå

y(t) =


y1, −1 ≤ t ≤ t1 + t2

2
,

yj ,
tj−1 + tj

2
< t ≤ tj + tj+1

2
, 2 ≤ j ≤ n− 1,

yn,
tn−1 + tn

2
< t ≤ 1,

ïðè âñåõ x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) áóäåì èìåòü∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt− m̂0(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

−1

(x(t)− x(α(t))) dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

−1

|t− α(t)| dt =

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

∫ 1

−1

x̂(t) dt

=
(t1 + 1)2

2
+

n−1∑
j=1

(tj+1 − tj)2

4
+

(1− tn)2

2
,

à ∫ 1

−1

x(t) dt ≈ m̂0(Ft̄x(·))

=

(
t1 + t2

2
+ 1

)
x(t1) +

n−1∑
j=2

tj+1 − tj−1

2
x(tj) +

(
1− tn−1 + tn

2

)
x(tn)

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.
Çäåñü òàêæå ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè öåíòðàëüíîãî ìåòîäà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Wy ëåæàò ìåæäó âåðõíåé ëîìàíîé
Zy(t) è íèæíåé ëîìàíîé zy(t), ãðàôèêè êîòîðûõ ïðè t ∈ [tj , tj+1] èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 4.3, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç Wy èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫ 1

−1

Zy(t) dt ≤
∫ 1

−1

x(t) dt ≤
∫ 1

−1

zy(t) dt.

Ïîýòîìó öåíòðàëüíûé ìåòîä áóäåò èìåòü âèä

m̂c(Ft̄x(·)) =
1

2

∫ 1

−1

(Zy(t) + zy(t)) dt.

Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò ìåòîä ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì m̂0.
Åñëè â íàøèõ âîçìîæíîñòÿõ âûáèðàòü ñèñòåìó òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn), â

êîòîðûõ áóäóò èçìåðÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé x(·) ∈W 1
∞([−1, 1]) (èíà÷å ãîâîðÿ,

åñòü âîçìîæíîñòü âûáîðà èñõîäíîé èíôîðìàöèè), òî åñòåñòâåííî âûáðàòü ýòè
òî÷êè òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà E(I,W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) áûëà ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøå.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

inf
t̄
E(I,W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) =
1

n
,

à îïòèìàëüíûå òî÷êè (ò. å. òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü) îïðå-
äåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4.7). Ïðè ýòîì ìåòîä m̂0 áóäåò èìåòü âèä

m̂0(Ft̄x(·)) =
2

n

n∑
j=1

x(t̂j).
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ìåòîä, õîðîøî èçâåñòíûé è íàçûâàåìûé ôîðìóëîé ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ìåòîäîì.

4.4. ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì â
òî÷êàõ

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè õîòÿ è áûëà íåïîë-
íîé, íî çàäàâàëàñü òî÷íî. Ðåàëüíî, ëþáàÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèò
òó èëè èíóþ ïîãðåøíîñòü. Îäíèì èç ïðèìåðîâ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ x′(0) ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ïî åå ïðèáëèæåííûì çíà-
÷åíèÿì â òî÷êàõ ±h, 0 < h ≤ 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
x(·) ∈W 2

∞([−1, 1]) íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ x̃−1 è x̃1 òàêèå, ÷òî

(4.8) |x(jh)− x̃j | ≤ δ, j = −1, 1,

ãäå δ > 0 � ïîãðåøíîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Çäåñü èíôîðìàöèîííûé îïå-
ðàòîð � óæå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Fh,δ, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ìíîæåñòâî Fh,δx(·) = {(x̃−1, x̃1)}, ãäå x̃−1 è x̃1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4.8). Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè m : R2 → R. Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m íàçîâåì
âåëè÷èíó

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ,m)

= sup
x(·)∈W 2

∞([−1,1])

sup
x̃−1,x̃1∈R

|x(jh)−x̃j |≤δ, j=−1,1

|x′(0)−m(x̃−1, x̃1)|.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) = inf

m : R2→R
e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fh,δ,m)

è îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ò. å. ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü
äîñòèãàåòñÿ.

Ïîëîæèì

x̂(t) =


− t

2

2
+

(
h

2
+
δ

h

)
t, 0 ≤ t ≤ 1,

t2

2
+

(
h

2
+
δ

h

)
t, −1 ≤ t < 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ±x̂(·) ∈ W 2
∞([−1, 1]) è x̂(−h) = −δ, x̂(h) = δ. Äëÿ

ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂′(0) ≤ |x̂′(0)−m(0, 0)|+ | − x̂′(0)−m(0, 0)|
≤ 2e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fh,δ,m).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(4.9) E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) ≥ x̂′(0) =

h

2
+
δ

h
.

Ðàññìîòðèì ìåòîä

(4.10) m̂(x̃−1, x̃1) =
x̃1 − x̃−1

2h
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x̃j = x(jh) + δj , ãäå |δj | ≤ δ, j = −1, 1, áóäåì èìåòü

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂)

= sup
x(·)∈W 2

∞

sup
|δj |≤δ, j=−1,1

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h
− δ1 − δ−1

2h

∣∣∣∣
≤ sup
x(·)∈W 2

∞([−1,1])

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h

∣∣∣∣+
δ

h
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

x(t) = x(0) + x′(0)t+

∫ t

0

(t− τ)x′′(τ) dτ,

ïîëó÷àåì∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h

∣∣∣∣
=

1

2h

∣∣∣∣∣
∫ 0

−h
(h+ τ)x′′(τ) dτ +

∫ h

0

(h− τ)x′′(τ) dτ

∣∣∣∣∣ ≤ h

2
.

Òåì ñàìûì

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂) ≤ h

2
+
δ

h
.

Ó÷èòûâàÿ (4.9), íàõîäèì, ÷òî

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

h

2
+
δ

h
,

à ìåòîä (4.10) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïòèìèçàöèè èñõîäíîé èíôîðìàöèè çà ñ÷åò

âûáîðà øàãà h. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

min
0<h≤1

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

{√
2δ, δ < 1/2,

δ + 1/2, δ ≥ 1/2,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå øàãà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, òàêîâî:

(4.11) ĥ =

{√
2δ, δ < 1/2,

1, δ ≥ 1/2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó, íåñêîëüêî èçìåíèâ èñõîäíóþ èí-
ôîðìàöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C([−1, 1]) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [−1, 1] ôóíêöèé ñ íîðìîé

‖x(·)‖C([−1,1]) = max
t∈[−1,1]

|x(t)|.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2
∞([−1, 1]) íàì èçâåñòíà

ôóíêöèÿ ỹ(·) ∈ C([−1, 1]) òàêàÿ, ÷òî

(4.12) ‖x(·)− ỹ(·)‖C([−1,1]) ≤ δ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, çàäàåòñÿ èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð Fδ([−1, 1]), ñòàâÿùèé êàæ-
äîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ìíîæåñòâî ôóíêöèé ỹ(·) ∈ C([−1, 1]), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ (4.12).
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà m : C([−1, 1])→ R íà-
çîâåì âåëè÷èíó

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]),m)

= sup
x(·)∈W 2

∞([−1,1]), ỹ(·)∈C([−1,1])
‖x(·)−ỹ(·)‖C([−1,1])≤δ

|x′(0)−m(ỹ(·))|.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

(4.13) E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]))

= inf
m : C([−1,1])→R

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]),m),

è ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì.
Ïîëîæèì

x̂0(t) =


− t

2

2
+

(
ĥ

2
+
δ

ĥ

)
t, 0 ≤ t ≤ 1,

t2

2
+

(
ĥ

2
+
δ

ĥ

)
t, −1 ≤ t < 0,

ãäå ĥ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (4.11). Òîãäà ±x̂0(·) ∈W 2
∞([−1, 1]) è

‖x̂0(·)‖C([−1,1]) = δ.

Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂′0(0) ≤ |x̂′0(0)−m(0)|+ | − x̂′0(0)−m(0)|
≤ 2e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]),m).

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) ≥ x̂′0(0) =

ĥ

2
+
δ

ĥ
.

Ðàññìîòðèì ìåòîä

(4.14) m̂(ỹ) =
ỹ(ĥ)− ỹ(−ĥ)

2ĥ
.

Â ñèëó îöåíêè, ïðîâåäåííîé äëÿ ìåòîäà (4.10), ïîëó÷àåì

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1]), m̂) ≤ ĥ

2
+
δ

ĥ
.

Îòñþäà

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fδ([−1, 1])) =

ĥ

2
+
δ

ĥ
=


√

2δ, δ < 1/2,

δ +
1

2
, δ ≥ 1/2.

,

à ìåòîä (4.14) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

ỹ(·). Âñÿ îñòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè ỹ(·) íå èñïîëüçóåòñÿ. Â äàëüíåé-
øåì ìû óâèäèì, ÷òî ýòî äîâîëüíî õàðàêòåðíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâà òà �ïîëåçíàÿ� èí-
ôîðìàöèÿ, äîñòàòî÷íàÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ?



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ 87

4.5. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

Îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî çà-
äàííîé èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X
è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, Z � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è
L : X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
L íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî çíà÷åíèÿì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
(ì. î.) F : W → Y , ïîä êîòîðûì ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈W íåïóñòîå ìíîæåñòâî F (x) ⊂ Y . Ìíîæåñòâî

grF := { (x, y) : x ∈W, y ∈ F (x) }

íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ì. î. F .
Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F ìîäåëèðóåò íåòî÷íî çàäàííóþ èíôîðìà-

öèþ îá ýëåìåíòàõ W . Åñëè F � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å
âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íûì äàííûì. ×àñòî â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàþò îòîáðàæåíèÿ âèäà

(4.15) F (x) = Ix+ U,

ãäå I : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé èíôîðìàöèîííûì, à U �
íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èç Y . Íàïðèìåð, åñëè Y � íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî, òî â êà÷åñòâå U ðàññìàòðèâàþò øàð ðàäèóñà δ. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò,
÷òî çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I çàäàíû ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà L áóäåì ïîíèìàòü âñåâîçìîæ-
íûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : F (W ) → Z (ïðè ýòîì íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ
îò ýòèõ îòîáðàæåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìû íå òðåáóåì). Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

X ⊃W - Z
L

@
@R F (W ) �

��F ϕ

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(L,F, ϕ) = sup
(x,y)∈grF

‖Lx− ϕ(y)‖Z .

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(4.16) E(L,F ) = inf
ϕ : F (W )→Z

e(L,F, ϕ).

Ìåòîä ϕ̂ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè

e(L,F, ϕ̂) = E(L,F ).

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
è îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ (çíà÷åíèé îïåðàòîðà L íà êëàññåW ïî èíôîðìàöèè F ), èëè, êðàòêî, (L,F )-
çàäà÷åé.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñ ìíîãîçíà÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì âèäà (4.15) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íàäî
âìåñòî X ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X̃ = X × Y , âìåñòî ìíîæåñòâà
W � ìíîæåñòâî W̃ = W × U , âìåñòî îïåðàòîðà L � îïåðàòîð L̃(x, y) = Lx, à
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F̃ îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì F̃ (x, y) = Ix+ y.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(L̃, F̃ , ϕ) = sup
x∈W, y∈U

‖Lx− ϕ(Ix+ y)‖Z = sup
(x,v)∈grF

‖Lx− ϕ(v)‖Z

= e(L,F, ϕ).

Îòñþäà
E(L̃, F̃ ) = E(L,F ).

Òåì ñàìûì çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñ íåòî÷íûìè äàííûìè ìîæåò áûòü ñâå-
äåíà ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñ òî÷íûìè äàííûìè.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü â çàäà÷å (4.16) ìíîæåñòâî grF öåíòðàëüíî-ñèììåò-
ðè÷íî, à ìíîæåñòâî

F−1(0) = {x ∈W : 0 ∈ F (x)}

íå ïóñòî. Òîãäà
E(L,F ) ≥ sup

x∈F−1(0)

‖Lx‖Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ ïðè âñåõ x ∈ W òàêèõ, ÷òî x ∈
F−1(0), èìååì

2‖Lx‖Z ≤ ‖Lx− ϕ(0)‖Z + ‖L(−x)− ϕ(0)‖Z ≤ 2e(L,F, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(L,F, ϕ) ≥ sup
x∈F−1(0)

‖Lx‖Z ,

îòêóäà ñðàçó æå âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà. �

Ââåäåì âåëè÷èíó, êîòîðàÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò �ðàçáðîñ�
çíà÷åíèé îïåðàòîðà L íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ èç W ñ îäíîé è òîé æå èíôîð-
ìàöèåé. Ïóñòü y ∈ F (W ). ×èñëî

r(L,F, y) = inf
z∈Z

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− z‖Z

íàçûâàåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì ðàäèóñîì ìíîæåñòâà L(F−1(y)). Ýòî ðàäèóñ ìèíè-
ìàëüíîãî øàðà, ñîäåðæàùåãî äàííîå ìíîæåñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå z(y) ∈
Z, ÷òî

r(L,F, y) = sup
x∈F−1(y)

‖Lx− z(y)‖Z ,

òî z(y) íàçûâàåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì öåíòðîì ìíîæåñòâà L(F−1(y)).
Âåëè÷èíà

(4.17) R(L,F ) = sup
y∈F (W )

r(L,F, y)

íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì èíôîðìàöèè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó âåëè÷èíû ïîãðåø-

íîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ëåììà 4.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(L,F ) = R(L,F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî y ∈ F (W )

r(L,F, y) ≤ sup
x∈F−1(y)

‖Lx− ϕ(y)‖Z ≤ e(L,F, ϕ).
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Ïåðåéäÿ ê âåðõíåé ãðàíè â ëåâîé ÷àñòè ïî âñåì y ∈ F (W ), à çàòåì ê íèæíåé
ãðàíè ïî âñåâîçìîæíûì ìåòîäàì, ïîëó÷èì

R(L,F ) ≤ E(L,F ).

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ε > 0. Äëÿ êàæäîãî y ∈
F (W ) íàéäåòñÿ ýëåìåíò zε(y) ∈ Z òàêîé, ÷òî

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− zε(y)‖Z ≤ r(L,F, y) + ε.

Îïðåäåëèì ìåòîä ϕε : F (W )→ Z ïî ïðàâèëó ϕε(y) = zε(y). Òîãäà

e(L,F, ϕε) = sup
(x,y)∈grF

‖Lx− ϕε(y)‖Z = sup
y∈F (W )

sup
x∈F−1(y)

‖Lx− ϕε(y)‖Z

≤ sup
y∈F (W )

(r(L,F, y) + ε) = R(L,F ) + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(L,F ) ≤ R(L,F ) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

E(L,F ) ≤ R(L,F ).

×òî âìåñòå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íåðàâåíñòâîì äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
�

Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ êàæ-
äîãî y ∈ F (W ) ñóùåñòâóåò ÷åáûø¼âñêèé öåíòð z(y) ìíîæåñòâà L(F−1(y)), òî
ìåòîä ϕ(y) = z(y) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òàêîé îïòèìàëüíûé ìåòîä íàçûâà-
þò öåíòðàëüíûì ìåòîäîì. Â ïï. 4.1�4.3 ïðèâîäèëèñü ïðèìåðû öåíòðàëüíûõ
àëãîðèòìîâ.

4.6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ

Ïóñòü X ′ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ê X, ò. å.
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (4.16), êîãäà
L = x′ ∈ X ′. Çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà ýëåìåíòå x ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈x′, x〉. Â ýòîì ñëó÷àå Z = K, ãäå K = R èëè C (â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî X).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ âû-
ïóêëûì, åñëè ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè x1, x2 ∈ X îíî ñîäåðæèò îòðå-
çîê [x1, x2] = { z ∈ X | z = (1−α)x1+αx2, 0 ≤ α ≤ 1 }, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.
Íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ
âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ coA. Îíà ñîñòîèò èç âñåõ âû-
ïóêëûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç A, ò. å. ýëåìåíòîâ âèäà x = λ1x1 +. . .+λmxm,
ãäå xj ∈ A, λj ≥ 0, è

∑m
j=1 λj = 1.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : W → Y íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè åãî ãðà-
ôèê � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Êàæäîìó ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ F : W →
Y ìîæíî ñîïîñòàâèòü âûïóêëîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå coF : coW → Y ïî
ïðàâèëó

coF (x) = { y ∈ Y | (x, y) ∈ co grF }.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî gr coF = co grF .

Ôóíêöèÿ f : X → K íàçûâàåòñÿ àôôèííîé, åñëè f(x) = 〈x′, x〉 + a, ãäå
x′ ∈ X ′ è a ∈ K.
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Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü X è Y � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà,
W ⊂ X, F : W → Y è x′ ∈ X ′. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àôôèííîãî îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà x′ íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(4.18) R(x′, F ) = R(x′, coF ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ àô-
ôèííîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4.18). Ñíà÷àëà ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ : F (W ) → R, ϕ(y) = 〈y′, y〉 + a,
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(4.19) e(x′, F, ϕ) = e(x′, coF,ϕ).

Äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî, ÷òî e(x′, F, ϕ) ≤ e(x′, coF,ϕ). Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå
íåðàâåíñòâî. Ïóñòü (x, y) ∈ gr coF . Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå (xj , yj) ∈ grF , λj ≥ 0,
j = 1, . . . , n, è

∑n
j=1 λj = 1, ÷òî

(x, y) =

n∑
j=1

λj(xj , yj),

è ìû èìååì

|〈x′, x〉 − ϕ(y)| = |〈x′, x〉 − 〈y′, y〉 − a| =
∣∣∣∣ n∑
j=1

λj(〈x′, xj〉 − 〈y′, yj〉 − a)

∣∣∣∣
≤ max

1≤j≤n
|〈x′, xj〉 − 〈y′, yj〉 − a| ≤ e(x′, F, ϕ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî e(x′, coF,ϕ) ≤ e(x′, F, ϕ), è òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (4.19)
äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü ϕ̂ � àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä â (x′, F )-çàäà÷å. Òîãäà,
ïîëüçóÿñü ëåììîé 4.2 è (4.19), ïîëó÷àåì

R(x′, coF ) = E(x′, coF ) ≤ e(x′, coF, ϕ̂) = e(x′, F, ϕ̂) = E(x′, F )

= R(x′, F ).

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî R(x′, coF ) ≥ R(x′, F ) î÷åâèäíî, è ïîýòîìó ðà-
âåíñòâî (4.18) äîêàçàíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè R(x′, F ) = +∞, òî ðàâåíñòâî (4.18) âûïîëíÿåòñÿ î÷å-
âèäíûì îáðàçîì ((R(x′, F ) ≤ R(x′, coF )). Òîãäà E(x′, F ) = +∞ ïî ëåììå
(4.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ìåòîä îïòèìàëåí, â ÷àñòíîñòè ëþáîé àôôèííûé.
Èòàê, ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (4.18) è R(x′, F ) < +∞.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â (x′, coF )-çàäà÷å ñóùåñòâóåò àôôèííûé îïòèìàëü-
íûé ìåòîä. Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì R âìåñòî R(x′, coF ).

Ïîëîæèì

Ω = { (y, 〈x′, x〉) ∈ Y × R | (x, y) ∈ gr coF } è Ω0 = Ω− Ω.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Ω � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à Ω0 � âûïóêëî è öåíòðà-
ëüíî-ñèììåòðè÷íî.

Ïóñòü µ(·) � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà Ω0, ò. å.

µ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ0 },

ãäå µ(ω) = +∞, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïóñòî
(ñì. 5.25).

Ïîëîæèì

p(ω) =

{
+∞, µ(ω) = +∞,
2Rµ(ω), µ(ω) < +∞.



Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ 91

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ω′0, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå {0}×
R ⊂ Y × R ðàâåíñòâîì 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ω ∈ {0} × R
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(4.20) |〈ω′0, ω〉| ≤ p(ω).

Åñëè p(ω) = +∞, òî íåðàâåíñòâî (4.20) î÷åâèäíî. Ïóñòü p(ω) < +∞. Äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ïîëîæèì

ωε =
ω

µ(ω) + ε
.

Òàê êàê ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäåí (ñì. 5.25), òî µ(ωε)
< 1. Îòñþäà, ïîñêîëüêó Ω0 âûïóêëî è ñîäåðæèò íîëü, ñëåäóåò, ÷òî ωε ∈ Ω0 è,
çíà÷èò, ωε = (y1, 〈x′, x1〉) − (y2, 〈x′, x2〉) äëÿ íåêîòîðûõ xj ∈ F−1(yj), j = 1, 2.
Íî ωε ∈ {0} × R è ïîýòîìó y1 = y2 = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, x1〉 − 〈x′, x2〉| ≤ |〈x′, x1〉 − c|+ |〈x′, x2〉 − c|
≤ 2 sup

x∈F−1(y)

|〈x′, x〉 − c|

äëÿ ëþáîãî c ∈ R, îòêóäà (ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì c ∈ R)
âûòåêàåò, ÷òî

|〈ω′0, ωε〉| ≤ 2r(x′, F, y) ≤ 2R.

Òîãäà

|〈ω′0, ω〉| = (µ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| ≤ (µ(ω) + ε)2R = p(ω) + 2Rε,

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 íåðàâåíñòâî (4.20) äîêàçàíî.
Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà (ñì. 5.25) ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë ω′, ÿâëÿþùèé-

ñÿ ïðîäîëæåíèåì ω′0 íà Y × R, è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.21) |〈ω′, ω〉| ≤ p(ω), ∀ω ∈ Y × R.

Òàê êàê ω′ ∈ (Y × R)′, òî ω′ = (ỹ′, α̃), ãäå ỹ′ ∈ Y ′ è α̃ ∈ R, ò. å. 〈ω′, (y, r)〉 =
〈ỹ′, y〉 + α̃r äëÿ âñåõ y ∈ Y è r ∈ R. Íà {0} × R èìååì α̃r = 〈ω′, (0, r)〉 =
〈ω′0, (0, r)〉 = r, è ïîýòîìó α̃ = 1. Ïîëàãàÿ y′ = −ỹ′, ïîëó÷àåì, ÷òî

(4.22) 〈ω′, (y, r)〉 = −〈y′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y × R.

Ïóñòü (x1, y1), (x2, y2) ∈ gr coF . Òîãäà ω = (y1, 〈x′, x1〉)− (y2, 〈x′, x2〉 ∈ Ω0 è
òåì ñàìûì µ(ω) ≤ 1. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, èç (4.22) è (4.21) ñëåäóåò,
÷òî

〈ω′, ω〉 = −〈y′, y1 − y2〉+ 〈x′, x1 − x2〉 ≤ p(ω) = 2Rµ(ω) ≤ 2R,

èëè
〈x′, x1〉 − 〈y′, y1〉 −R ≤ 〈x′, x2〉 − 〈y′, y2〉+R.

Íàéäåòñÿ a ∈ R òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ (x1, y1), (x2, y2) ∈ gr coF

〈x′, x1〉 − 〈y′, y1〉 −R ≤ a ≤ 〈x′, x2〉 − 〈y′, y2〉+R.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ (x, y) ∈ gr coF

|〈x′, x〉 − 〈y′, y〉 − a| ≤ R,

ò. å. äëÿ àôôèííîãî ìåòîäà ϕ̂(y) = 〈y′, y〉+ a ñïðàâåäëèâà îöåíêà

e(x′, coF, ϕ̂) ≤ R.

Âåëè÷èíà ñïðàâà ñîãëàñíî ëåììå 4.2 ðàâíà E(x′, coF ), è ïîýòîìó ìåòîä ϕ̂ îï-
òèìàëåí â (x′, coF )-çàäà÷å, ò. å.

(4.23) e(x′, coF, ϕ̂) = E(x′, coF ).
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Ýòîò æå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â (x′, F )-çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, èç
(4.19), (4.23), ëåììû 4.2, ðàâåíñòâà (4.18) è ñíîâà ëåììû 4.2 èìååì

e(x′, F, ϕ̂) = e(x′, coF, ϕ̂) = E(x′, coF ) = R(x′, coF ) = R(x′, F )

= E(x′, F ).

Òàêèì îáðàçîì, ϕ̂ � àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä â (x′, F )-çàäà÷å. �

Åñëè X � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, òî àôôèííîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà
â (x′, F )-çàäà÷å, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü. Ïðèâåäåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü X = Y = C, W = {z ∈ C : |Re z| + 2| Im z| ≤ 1},
〈z′, z〉 = z, F (z) = Re z + [−δ, δ], ãäå 0 < δ < 2/15. Ïîëîæèì

ϕ0(y) =

{
0, |y| ≤ 2δ,

y, |y| > 2δ.

Òîãäà, åñëè |y| ≤ 2δ, òî

sup
(z,y)∈grF
|y|≤2δ

|z − ϕ0(y)| = sup
z∈W, y∈[−2δ,2δ]
|Re z−y|≤δ

|z|.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|Re z| = |Re z − y + y| ≤ |Re z − y|+ |y| ≤ 3δ ≤ 2

5
,

èìååì

sup
(z,y)∈grF
|y|≤2δ

|z − ϕ0(y)| ≤ sup
z∈W
|Re z|≤ 2

5

|z| = 1

2
.

Åñëè |y| > 2δ, òî |Re z| ≥ |y| − |Re z− y| > δ. Ñëåäîâàòåëüíî, | Im z| < (1− δ)/2.
Ïîýòîìó

sup
(z,y)∈grF
|y|>2δ

|z − ϕ0(y)| ≤ sup
z∈W

|Re z−y|≤δ
| Im z|<(1−δ)/2

|z − y| <
√
δ2 + (1− δ)2/4 <

1

2
.

Òåì ñàìûì

E(z′, F ) ≤ e(z′, F, ϕ0) ≤ 1

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ(y) = c1y+ ic2y+α, c1, c2 ∈
R, α ∈ C, èìååì

sup
(z,y)∈grF

|z − ϕ(y)| ≥ sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − ϕ(0)| = sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − α| ≥ 1

2
.

Åñëè α 6= 0, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå è, ñëåäîâàòåëüíî,

e(z′, F, ϕ) >
1

2
.

Åñëè α = 0, òî

e(z′, F, ϕ) = sup
(z,y)∈grF

√
(Re z − c1y)2 + (Im z − c2y)2.

Ïðè c1 ≤ 0, ðàññìîòðåâ òî÷êó (1, 1) ∈ grF , áóäåì èìåòü

e(z′, F, ϕ) ≥
√

(1− c1)2 + c22 ≥ 1.
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Ïðè c1 > 0, ðàññìîòðåâ òî÷êó (i/2, δ sign c2) ∈ grF , ïîëó÷èì

e(z′, F, ϕ) ≥

√
c21δ

2 +

(
1

2
+ |c2|δ

)2

>
1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ·

e(z′, F, ϕ) >
1

2
≥ E(z′, F ).

Ìíîæåñòâî A â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ óðàâíîâåøåííûì,
åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ A è |λ| = 1, ñëåäóåò, ÷òî λx ∈ A. Åñëè X � âåùåñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî, òî ýòî ðàâíîñèëüíî öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà A.

Åñëè A ⊂ X, òî ÷åðåç bcoA îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå âûïóêëîå óðàâíîâå-
øåííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Îíî ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà x =
λ1x1 + . . .+ λmxm, ãäå xj ∈ A, λj ∈ K, j = 1, . . . ,m, è

∑m
j=1 |λj | ≤ 1.

Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è W ⊂ X. Ñîïîñòàâèì ìíîãî-
çíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ F : W → Y âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå bcoF : bcoW → Y ïî ïðàâèëó

(4.24) bcoF (x) = { y ∈ Y | (x, y) ∈ bco grF }.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K âå-
ùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, W ⊂ X, F : W → Y è x′ ∈ X ′. Òîãäà äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà â (x′, F )-çàäà÷å íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(4.25) R(x′, F ) = R(x′,bcoF ).

Ïðè ýòîì

(4.26) E(x′, F ) = sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ðàâåíñòâà (4.25) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî
òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Äîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Çàìåòèì,
÷òî åñëè R(x′, F ) = +∞, òî ðàâåíñòâî (4.25) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè è
E(x′, F ) = +∞ ñîãëàñíî ëåììå 4.2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ìåòîä
îïòèìàëåí è, â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ëèíåéíûé.

Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (4.25) è R(x′, F ) < +∞. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè (4.26) òàêæå êîíå÷íà. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì íåðàâåíñòâî

(4.27) sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉| ≤ R(x′,bcoF ).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x0, 0) ∈ gr bcoF , òî è (−x0, 0) ∈ gr bcoF â ñèëó óðàâíî-
âåøåííîñòè ìíîæåñòâà gr bcoF , è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî c ∈ K

2|〈x′, x0〉| ≤ |〈x′, x0〉 − c|+ |〈x′,−x0〉 − c| ≤ 2 sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉 − c|.

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x ∈ bcoF−1(0), ñïðàâà � ê íèæíåé
ãðàíè ïî âñåì c ∈ K è çàòåì îöåíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñïðàâà âåëè-
÷èíîé R(x′,bcoF ), ïðèõîäèì ê (4.27). Èòàê, åñëè R(x′, F ) < +∞ è âûïîëíåíî
(4.25), òî R(x′,bcoF ) < +∞, è èç (4.27) ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà ñïðàâà â (4.26)
êîíå÷íà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â (x′,bcoF )-çàäà÷å ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïòèìàëü-
íûé ìåòîä. Çäåñü ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå áûëè â òåîðåìå 4.3.
Ïîëîæèì

Ω = { (y, 〈x′, x〉) ∈ Y ×K | (x, y) ∈ gr bcoF }.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèîíàë Ìèí-
êîâñêîãî µ(·) ìíîæåñòâà Ω èìååò âèä

µ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ },
ïðè÷åì µ(ω) = +∞, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ
ïóñòî. Ïîëîæèì

p(ω) =

{
+∞, µ(ω) = +∞,
ρµ(ω), µ(ω) < +∞,

ãäå ÷åðåç ρ îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.26). Ðàññìîòðèì
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ω′0, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå {0}×K ⊂ Y ×K
ðàâåíñòâîì 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ω ∈ {0} × K âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

(4.28) |〈ω′0, ω〉| ≤ p(ω).

Åñëè p(ω) = +∞, òî íåðàâåíñòâî (4.28) î÷åâèäíî. Ïóñòü p(ω) < +∞. Äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ïîëîæèì

ωε =
ω

µ(ω) + ε
.

Òîãäà µ(ωε) < 1 è ωε ∈ Ω (â ñèëó âûïóêëîñòè è óðàâíîâåøåííîñòè Ω). Äàëåå,
î÷åâèäíî, ωε ∈ {0} × K è òåì ñàìûì ωε = (0, 〈x′, xε〉) äëÿ íåêîòîðîãî xε ∈
bcoF−1(0). Ñëåäîâàòåëüíî,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, xε〉| ≤ sup
x∈bcoF−1(0)

|〈x′, x〉| = ρ,

îòêóäà
|〈ω′0, ω〉| = (µ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| ≤ (µ(ω) + ε)ρ = p(ω) + ρε,

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (4.28).
Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë ω′, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîë-

æåíèåì ω′0 íà Y ×K, è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.29) |〈ω′, ω〉| ≤ p(ω), ∀ω ∈ Y ×K.
Ïóñòü ω′ = (−y′, α̃), α̃ ∈ R. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî 〈ω′, (0, r)〉 = 〈ω′0, (0, r)〉 = r,
α̃ = 1. Òåì ñàìûì

(4.30) 〈ω′, (y, r)〉 = −〈y′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y ×K.
Ïóñòü (x, y) ∈ gr bcoF . Òîãäà ω = (y, 〈x′, x〉) ∈ Ω è, çíà÷èò, µ(ω) ≤ 1. Îòñþäà,
èç (4.30) è (4.29) ïîëó÷àåì

|〈ω′, ω〉| = |〈x′, x〉 − 〈y′, y〉| ≤ p(ω) = ρµ(ω) ≤ ρ,
ò. å. äëÿ ëèíåéíîãî ìåòîäà ϕ̂(y) = 〈y′, y〉 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
(4.31) e(x′,bcoF, ϕ̂) ≤ ρ.

Èç (4.31), (4.27) è ëåììû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî

(4.32) e(x′,bcoF, ϕ̂) ≤ ρ ≤ R(x′,bcoF ) = E(x′,bcoF ),

è, çíà÷èò, ëèíåéíûé ìåòîä ϕ̂(y) = 〈y′, y〉 îïòèìàëåí â (x′,bcoF )-çàäà÷å. Ýòîò
æå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è â (x′, F )-çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, òàê æå,
êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî
ìåòîäà ϕ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (ñì. (4.19))

(4.33) e(x′, F, ϕ) = e(x′,bcoF,ϕ).

Òîãäà èç (4.33), (4.32), ðàâåíñòâà (4.25) è ëåììû 4.2 èìååì

E(x′, F ) ≤ e(x′, F, ϕ̂) = e(x′,bcoF, ϕ̂) ≤ ρ ≤
R(x′,bcoF ) = R(x′, F ) = E(x′, F ),
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ò. å. ϕ̂ � ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä â (x′, F )-çàäà÷å è ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî (4.26). �

Ïóñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F èìååò âèä

F (x) = Ix+ U,

ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå âûïóêëîå óðàâíî-
âåøåííîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

E(x′,W, I, U) = E(x′, F ).

Èç òåîðåìû 4.4 âûòåêàåò, ÷òî

(4.34) E(x′,W, I, U) = sup
x∈F−1(0)

|〈x′, x〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|.

Ýëåìåíò x̂ ∈W , äëÿ êîòîðîãî Ix̂ ∈ U è

〈x′, x̂〉 = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|,

áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü x′ ∈ X ′, à W è U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåííûå ìíî-
æåñòâà. Òîãäà x̂ ∈ W � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à λ ∈ Y ′ � îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉,

(ii) sup
y∈U
|〈λ, y〉| = 〈λ, Ix̂〉,

(iii) Ix̂ ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò è λ ∈ Y ′ � îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óðàâíîâåøåííîñòü ìíîæåñòâ
W è U , à òàêæå ðàâåíñòâî (4.34), áóäåì èìåòü

(4.35)
〈x′, x̂〉 ≤ |〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉|+ |〈λ, Ix̂〉| ≤ sup

x∈W
|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉|+ sup

y∈U
|〈λ, y〉|

= sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix+ y〉| = E(x′,W, I, U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|.

Â ñèëó òîãî, ÷òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, âñþäó â (4.35) � ðàâåíñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ (i) è (ii). Óñëîâèå (iii) âûòåêàåò èç îïðå-
äåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè x̂.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i)�(iii). Òîãäà

(4.36) sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| ≤ sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix+ y〉|

≤ sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉|+ sup
y∈U
|〈λ, y〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉+ 〈λ, Ix̂〉 = 〈x′, x̂〉.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, â (4.36) �
âñþäó ðàâåíñòâà, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

sup
x∈W
y∈U

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix+ y〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| = E(x′,W, I, U),

ò. å. λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. �
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Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì, êîãäà Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
à

U = Uδ = {y ∈ Y : ‖y‖Y ≤ δ}, δ ≥ 0.

Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

(4.37) E(x′,W, I, δ) = E(x′,W, I, Uδ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ∗ ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà
Y . Òîãäà èç òåîðåìû 4.5 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî è U =
Uδ. Òîãäà x̂ ∈W � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à λ ∈ Y ∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

(i) sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂〉 − 〈λ, Ix̂〉,

(ii) 〈λ, Ix̂〉 = δ‖λ‖Y ∗ ,
(iii) ‖Ix̂‖Y ≤ δ.

Ïóñòü S � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà S è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà Σ. ×åðåç Lp(S,Σ, µ)
(èëè, êîðî÷å, Lp(S)) îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
g(·) ñî çíà÷åíèÿìè â K = R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖g(·)‖Lp(S) =

(∫
S

|g(s)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖g(·)‖L∞(S) = vraisup
s∈S

|g(s)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

(f(·), g(·))S =

∫
S

f(s)g(s) dµ

è äëÿ a ∈ K, 1 ≤ p <∞,

a(p) =

{
a|a|p−2, a 6= 0,

0, a = 0.

Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X → Lp(S). Ïîëîæèì

WT
p = {x ∈ X : ‖Tx(·)‖Lp(S) ≤ 1 }

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
〈x′, x〉 íà ìíîæåñòâå WT

p ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà I : X → Y , çà-
äàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ò. å. ïî çíà÷åíèÿì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
F (x) = Ix+ Uδ. Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(4.38) E(x′,WT
p , I, δ) = inf

ϕ : Y→K
sup

x∈WT
p , y∈Y

‖Ix−y‖Y ≤δ

|〈x′, x〉 − ϕ(y)|

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ (ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæ-
íÿÿ ãðàíü â (4.38)).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè, ïîëó÷åííûõ â òåîðåìå 4.4, ýòà çàäà÷à
òåñíî ñâÿçàíà ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(4.39) sup
x∈WT

p

‖Ix‖Y ≤δ

|〈x′, x〉|.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýêñòðåìàëüíûå ýëåìåíòû â çàäà÷å (4.39) õîðîøî èçâåñò-
íû (èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, èçâåñòåí èõ âèä). Îäíàêî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü
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íå òîëüêî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, íî è ñàì îïòèìàëüíûé
ìåòîä. Ìíîãèå ìåòîäû óäàåòñÿ ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü x̂ ∈ WT
p , T x̂(·) 6= 0 è äëÿ x̂0 = x̂/‖T x̂(·)‖Lp(S) âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ ‖Ix̂0‖Y ≤ δ, 〈λ, Ix̂0〉 = δ‖λ‖Y ∗ , ãäå λ ∈ Y ∗ � íåêîòîðûé ëè-
íåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ X
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4.40) 〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
α(Tx(·), T x̂(·)(p))S , 1 ≤ p <∞,
(Tx(·), ϕ(·)T x̂(·))S , p =∞,

ãäå α ≥ 0, ϕ(·) ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |T x̂(s)| = 1 ïî÷òè
âñþäó. Òîãäà λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, x̂0 � ýêñòðåìàëüíûé
ýëåìåíò è

E(x′,WT
p , I, δ) =

{
α‖T x̂(·)‖p−1

Lp(S) + δ‖λ‖Y ∗ , 1 ≤ p <∞,
‖ϕ(·)‖L1(S) + δ‖λ‖Y ∗ , p =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Òîãäà èç (4.40) è íåðàâåíñòâà Ãåëü-
äåðà èìååì

sup
x∈WT

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = α sup
x∈WT

p

|(Tx(·), T x̂(·)(p))S | ≤ α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó x̂0 ∈WT
p , òî

sup
x∈WT

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| ≥ α|(T x̂0(·), T x̂(·)(p))S | = α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Ó÷èòûâàÿ (4.40), ïîëó÷àåì

〈x′, x̂0〉 = 〈λ, Ix̂0〉+ α(T x̂0(·), T x̂(·)(p))S = δ‖λ‖Y ∗ + α‖T x̂(·)‖p−1
Lp(S).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(4.41) sup
x∈WT

p

|〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉| = 〈x′, x̂0〉 − 〈λ, Ix̂0〉.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (4.41) äëÿ p =∞. Èç ñëåäñòâèÿ 4.6 âûòå-
êàåò òåïåðü, ÷òî λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à x̂0 � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò. �

Ïðè δ = 0 óäîáíåå (÷òîáû íå ñëåäèòü çà ïîëîæèòåëüíîñòüþ ìíîæèòåëÿ α)
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü x̂ ∈WT
p , T x̂(·) 6= 0, Ix̂ = 0, λ ∈ Y ∗ è ïðè âñåõ x ∈ X

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4.42) 〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
α(Tx(·), T x̂(·)(p))S , 1 ≤ p <∞,
α(Tx(·), ϕ(·)T x̂(·))S , p =∞,

ãäå α ∈ C, ϕ(·) ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |T x̂(s)| = 1 ïî÷òè
âñþäó. Òîãäà λ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, x̂0 = x̂/‖T x̂(·)‖Lp(S)

� ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò è

E(x′,WT
p , I, δ) =

{
|α|‖T x̂(·)‖p−1

Lp(S), 1 ≤ p <∞,
|α|‖ϕ(·)‖L1(S), p =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = 0, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñðàçó æå âûòå-
êàåò èç òåîðåìû 4.7. Ïóñòü α 6= 0. Ïîëîæèì

x̃ = e−i argαx̂.
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Òîãäà ðàâåíñòâî (4.42) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈x′, x〉 − 〈λ, Ix〉 =

{
|α|(Tx(·), T x̃(·)(p))S , 1 ≤ p <∞,
(Tx(·), ϕ̂(·)T x̂(·))S , p =∞,

ãäå ϕ̂(·) = |α|ϕ(·). Òåïåðü óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç
òåîðåìû 4.7. �

4.7. Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçàöèè
ýêñòðåìàëüíîãî ýëåìåíòà

Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, W � âûïóêëîå öåíòðà-
ëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî èç X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ ∈ X ′ íà ìíîæåñòâå W ïî òî÷íûì çíà÷å-
íèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

Ix = (〈x′1, x〉, . . . , 〈x′n, x〉),

ãäå x′j , j = 1, . . . , n, � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà
X. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x′,W, I) = inf
m : Rn→R

sup
x∈W

|〈x′, x〉 −m(Ix)|

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà (ò. å. ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü).

Èç òåîðåìû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî

(4.43) E(x′,W, I) = sup
x∈W

〈x′j ,x〉=0, j=1,...,n

|〈x′, x〉|.

Çàäà÷à (4.43) ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åì çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ýêñòðåìàëü-
íîãî ýëåìåíòà â (4.43) ñóùåñòâóåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, W �
âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî èç X è x̂ � ýêñòðåìàëüíûé
ýëåìåíò â çàäà÷å (4.43). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ M = (t1, . . . , ts+n) ∈
Rn+s èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ∈ Rn+s ñóùåñòâóþò x(M) ∈ X
òàêèå, ÷òî x(M0) = x̂ è äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé ψ1(M), . . . , ψs(M) òàêèõ, ÷òî
ψj(M0) = 0, j = 1, . . . , s, ïðè âñåõ M èç îêðåñòíîñòè M0, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ψj(M) = 0, j = 1, . . . , s, x(M) ∈ W (â ñëó÷àå s = 0 áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè âñåõ M èç îêðåñòíîñòè M0 x(M) ∈ W ). Ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíê-
öèè ϕ(M) = 〈x′, x(M)〉, ϕj(M) = 〈x′j , x(M)〉, j = 1, . . . , n, è ψj(M), j = 1, . . . , s,
èìåþò â îêðåñòíîñòè M0 íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãó-
ìåíòàì è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

J(M) =


∂ϕ1

∂t1
. . .

∂ϕn
∂t1

∂ψ1

∂t1
. . .

∂ψs
∂t1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂ϕ1

∂tn+s
. . .

∂ϕn
∂tn+s

∂ψ1

∂tn+s
. . .

∂ψs
∂tn+s


îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå M0, à C = (C1, . . . , Cn+s)

T � ðåøåíèå ñèñòåìû

J(M0)C =
(

gradϕ∣∣M0

)T
.
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Òîãäà åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä

(4.44) 〈x′, x〉 ≈
n∑
j=1

Cj〈x′j , x〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

〈x′, x〉 ≈
n∑
j=1

Cj〈x′j , x〉

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ (ñóùåñòâîâàíèå åãî âûòåêàåò èç òåîðå-
ìû 4.4). Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, èìååì ïðè âñåõ
x ∈W ∣∣∣∣〈x′, x〉 − n∑

j=1

Cj〈x′j , x〉
∣∣∣∣ ≤ 〈x′, x̂〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ M èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè M0 òàêèõ, ÷òî ψj(M) =
0, j = 1, . . . , s, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ϕ(M)−

n∑
j=1

Cjϕj(M)

∣∣∣∣ ≤ ϕ(M0).

Ïîñêîëüêó ϕj(M0) = 0, j = 1, . . . , n, òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕ(M)−
n∑
j=1

Cjϕj(M)

èìååò îòíîñèòåëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êåM0. Ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê íåîá-
õîäèìûì óñëîâèÿì

∂ϕ

∂tm
−

n∑
j=1

Cj
∂ϕj
∂tm

−
s∑
j=1

Cn+j
∂ψj
∂tm

= 0, m = 1, . . . , n+ s,

èç êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ C1, . . . , Cn. �

Èíîãäà óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî èíûì âèäîì çàïèñè îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà (4.44).

Òåîðåìà 4.10. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.9 åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòè-
ìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

〈x′, x〉 ≈
n+s∑
k=1

yk
∂ϕ

∂tk
∣∣M0

,

ãäå y1, . . . , yn+s ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

(4.45)

n+s∑
k=1

yk
∂ϕj
∂tk

∣∣M0

= 〈x′j , x〉, j = 1, . . . , n,

n+s∑
k=1

yk
∂ψj
∂tk

∣∣M0

= 0, j = n+ 1, . . . , n+ s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4.9 âûòåêàåò, ÷òî åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

〈x′, x〉 ≈
(
J−1(M0)

(
gradϕ∣∣M0

)T
, z
)

=
((

gradϕ∣∣M0

)T
, (J∗(M0))−1z

)
,
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ãäå z = (〈x′1, x〉, . . . , 〈x′n, x〉, 0, . . . 0)T ∈ Rn+s, à (·, ·) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â Rn+s. Ïîëîæèâ y = (J∗(M0))−1z, ïîëó÷àåì äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà y
ñèñòåìó 4.45. �

4.8. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êëàññå W r
∞([−1, 1])

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(τ), τ ∈ [−1,
1], ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè x(·) ∈ W r

∞([−1, 1]) è åå ïðîèçâîäíûõ â ñèñòåìå
ðàçëè÷íûõ òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn) èç îòðåçêà [−1, 1]. Ñëó÷àè r ≥ n è r = 1
áûëè ðàçîáðàíû â ðàçäåëå 4.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè
x(·) ∈W r

∞([−1, 1]), èìåþùàÿñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè, òàêîâà:

(4.46) Ft̄x(·) = (x(t1), . . . , x(ν1−1)(t1), . . . , x(tn), . . . , x(νn−1)(tn)).

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 ≤ νj ≤ r,
j = 1, . . . , n, m = ν1 + . . . + νn ≥ r è s1 < . . . < sm−r � óçëû ñîâåðøåííîãî
ñïëàéíà s(·), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

s(ν)(tj) = 0, ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Òîãäà äëÿ âñåõ τ ∈ [−1, 1]

(4.47) E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = |s(τ)|,

à åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûé ñïëàéí S(·) ñòåïåíè r − 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sm−r,
óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì

(4.48) S(ν)(tj) = x(ν)(tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñïëàéíîâ s(·) è S(·) äî-
êàçàíî â 5.27.2 è 5.27.3. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.47). Èç òåîðåìû 4.4 âûòåêàåò,
÷òî

E(x(τ),W r
∞([−1, 1]), Ft̄) = sup

x(·)∈W r
∞([−1,1])

Ft̄x(·)=0

|x(τ)|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ x̂(·) ∈W r
∞([−1, 1]), äëÿ êîòîðîé Ft̄x̂(·) =

0, à |x̂(τ)| > |s(τ)|. Ïîëîæèì

y(·) = s(·)− ρx̂(·), ρ =
s(τ)

x̂(τ)
.

Òîãäà ôóíêöèÿ y(·) èìååò m + 1 íóëåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
y(r)(·) èìååò íå ìåíåå m− r+ 1 ïåðåìåí çíàêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òîãî,
÷òî |ρ| < 1, íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, s1), (s1, s2), . . . , (sm−r, 1) ôóíêöèÿ
y(r)(·) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è s(r)(·), à çíà÷èò, ó íåå ðîâíî m − r ïåðåìåí
çíàêà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (4.47).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 4.10. Ïóñòü
ñîâåðøåííûé ñïëàéí s(·) èìååò âèä

s(t) =

r−1∑
j=0

ajt
j +

α

r!

(
tr + 2

m−r∑
j=1

(−1)j(t− sj)r+
)
.

Äëÿ òî÷åê M = (b0, . . . , br−1, u1, . . . , um−r) ∈ Rm, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå
M0 = (a0, . . . , ar−1, s1, . . . , sm−r) ∈ Rm, ðàññìîòðèì ôóíêöèè

sM (t) =

r−1∑
j=0

bjt
j +

α

r!

(
tr + 2

m−r∑
j=1

(−1)j(t− uj)r+
)
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî sM (·) ∈W r
∞([−1, 1]) äëÿ âñåõ M èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè M0 è, êðîìå òîãî, sM0
(·) = s(·). Èìååì

∂sM (t)

∂bj
∣∣M0

= tj , j = 0, . . . , r − 1,

∂sM (t)

∂uj
∣∣M0

=
2α(−1)j+1

(r − 1)!
(t− sj)r−1

+ , j = 1, . . . ,m− r.

Ïîëîæèâ

S(t) =

r−1∑
j=0

yjt
j +

m−r∑
j=1

yj(t− sj)r−1
+ ,

ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (4.45) ïðèíèìàåò âèä (4.48). Ïîýòîìó îïòèìàëüíûì ìå-
òîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà S(·) â
òî÷êå τ . �

4.9. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êëàññå Hp

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(·) ∈
Hp â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ D ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

(4.49) Iτf = ( f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (νn−1)(zn) ),

ãäå

τ =

(
z1, . . . , zn
ν1, . . . , νn

)
,

à z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç D. Èíûìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

(4.50) E(f(ξ), Hp, Iτ ) = inf
ϕ : CN→C

sup
f(·)∈Hp

|f(ξ)− ϕ(Iτf)|,

ãäå N =
∑n
j=1 νj . Êðîìå òîãî, ìû èùåì îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

ò. å. ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.50).
Ïîëîæèì

W (z) =

n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
, ωj(z) =

n∏
s=1
s6=j

(
z − zs
1− zsz

)νs
.

Â äàëüíåéøåì ïîä âûðàæåíèÿìè ñ p ïðè p =∞ ïîíèìàþòñÿ ïðåäåëû ýòèõ
âûðàæåíèé ïðè p→∞.

Òåîðåìà 4.12. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

(4.51) f(ξ) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj),

ãäå

cjν(ξ, p) =
W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p

ν!(νj − ν − 1)!

(
(1− zjz)νj

ωj(z)(ξ − z)(1− ξz)
p−2
p

)(νj−ν−1)

∣∣z=zj ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp. Äëÿ ïîãðåø-
íîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé f(·) ∈ Hp â
òî÷êå ξ ïî èíôîðìàöèè Iτf ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

g(z) =
W (z)

(1− ξz)2/p
, α := W (ξ)(1− |ξ|2)

p−2
p

(çäåñü è äàëåå ïîä âûðàæåíèÿìè òèïà (1 − ξz)2/p ïîíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ òîé
âåòâè ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðè z = 0 ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 1). Î÷åâèäíî, ÷òî g(·) ∈ Hp äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞.

Ïîëîæèì dµ(eiθ) =
dθ

2π
. Òîãäà, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Êîøè î âû÷åòàõ, äëÿ âñåõ

f(·) ∈ Hp ïîëó÷àåì

α

∫
|z|=1

g(z)|g(z)|p−2f(z) dµ(z) = α
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)
p−2
p

= f(ξ)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ, p)f (ν)(zj).

Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà f(·) = g(·), íàõîäèì

‖g(·)‖Hp = (1− |ξ|2)−1/p.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.8.
Ïðè p =∞, ïîëîæèâ ϕ(z) = (1− ξz)−2, áóäåì èìåòü

(4.52) α

∫
|z|=1

g(z)|ϕ(z)|f(z) dµ(z) = α
1

2πi

∫
|z|=1

f(z) dz

W (z)(z − ξ)(1− ξz)

= f(ξ)−
n∑
j=1

νj−1∑
ν=0

cjν(ξ,∞)f (ν)(zj).

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.8. �

Ñëåäñòâèå 4.13. Ïóñòü ν1 = . . . = νn = 1. Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞
ìåòîä

f(ξ) ≈
n∑
j=1

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− |zj |2

1− zjξ

(
1− |ξ|2

1− zjξ

) p−2
p

f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Hp.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà n = 1, z1 = 0 è ν1 = ν (Iτf =
(f(0), . . . , f (ν−1)(0)) � âîññòàíîâëåíèå ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè. Â ýòîì
ñëó÷àå îïòèìàëüíûé ìåòîä (4.51) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ïðè p =∞

(4.53) f(ξ) ≈
ν−1∑
j=0

ξj

j!
(1− |ξ|2(ν−j))f (j)(0);

ïðè p = 2

f(ξ) ≈
ν−1∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0);

ïðè p = 1

f(ξ) ≈
ν−2∑
j=0

ξj

j!
f (j)(0) +

ξν−1

(ν − 1!)

1

1− |ξ|2
f (ν−1)(0).
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Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞

e(f(ξ), Hp, Iτ ) =
|ξ|ν

(1− |ξ|2)1/p
.

4.10. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íà êëàññàõ
Õàðäè�Ñîáîëåâà Hr

∞

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x), x ∈ (−1,
1), íà êëàññå Hr

∞ ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

Iτf = (f(τ1), . . . , f(τn+r)),

ãäå −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1. Â ñëó÷àå r = 0 ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
áûëî ïîëó÷åíî â ï. 4.9, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≥ 1. Äëÿ ôóíêöèé f(·),
àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå, ïîëîæèì

(Trf)(z) :=

∫ z

0

(z − ζ)r−1

(r − 1)!
f(ζ) dζ.

Î÷åâèäíî, ÷òî (Trf)(r)(·) = f(·), è, ñëåäîâàòåëüíî, Trf(·) ∈ Hr
∞ ïðè âñåõ f(·) ∈

H∞.

Òåîðåìà 4.14. Ïðè âñåõ −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1 íàéäóòñÿ òàêèå τ1 <
z1 < . . . < zn < τn+r è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f0(·) ∈ Hr

∞, èìåþùàÿ âèä

(4.54) f0(·) = Pr−1(·) + (TrB0)(·),
ãäå Pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè r − 1, âåùåñòâåííûé íà âåùåñòâåííîé îñè, à
B0(·) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà n

B0(z) =

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(4.55) f0(τj) = 0, j = 1, . . . , n+ r.

Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1)

(4.56) sup
f(·)∈Hr∞

f(τ1)=...=f(τn+r)=0

|f(x)| = |f0(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Sn = { ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn+1 : |ξ0|+ |ξ1 + . . .+ |ξn| = 1 }.
Èç êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Íåâàíëèííû�Ïèêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ Sn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå Bξ(·) ∈
Bn è ρ > 0 òàêèå, ÷òî

ρBξ(xj) = ξj , j = 1, . . . , n+ 1,

ãäå x1, . . . , xn+1 � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç (−1, 1). Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
B1(z) = Bξ(z) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå Bξ(·)
� âåùåñòâåííî íà âåùåñòâåííîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíî íå÷åòíîå îòîá-
ðàæåíèå η(·), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå èç Sn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèå
Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n, âåùåñòâåííîå íà âåùåñòâåííîé îñè è íåïðåðûâíîå
â C(E) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà E ⊂ D.

Ïóñòü Bξ(·) = η(ξ). Íàéäåì ïîëèíîì Pξ(·) èç óñëîâèé
Pξ(τj) = −(TrBξ)(τj), j = 1, . . . , r.

Ïîëîæèì
gξ(·) = Pξ(·) + (TrBξ)(·).
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Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ω : Sn → Rn ðàâåíñòâîì
ω(ξ) = (gξ(τr+1), . . . , gξ(τn+r)).

Îòîáðàæåíèå ω(·) íå÷åòíîå è íåïðåðûâíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Áîð-
ñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîãî ω(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì f0(·) = gξ̂(·). Äëÿ
ôóíêöèè f0(·) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (4.55). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ Pr−1(·) = Pξ̂(·),
B0(·) = Bξ̂(·), ïðèäåì ê âèäó (4.54). Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B0(·) âåùåñòâåííî
íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ôóíêöèÿ f (r)

0 (·) â èíòåðâàëå (τ1, τn+r)

èìååò íå ìåíåå n íóëåé. Íî f (r)
0 (·) = B0(·). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

B0(z) = λ

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

ãäå λ = ±1. Åñëè λ = −1, òî, óìíîæèâ f0(·) íà −1, ïîëó÷èì ôóíêöèþ, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ òåì æå óñëîâèÿì (4.55) è èìåþùóþ âèä (4.54).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü ôóíêöèÿ f1(·) âèäà (4.54), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì (4.55), îòëè÷íàÿ îò f0(·). Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ (−1, 1), äëÿ êî-
òîðîé ëèáî |f1(x)| > |f0(x)|, ëèáî |f1(x)| < |f0(x)|. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
|f1(x)| > |f0(x)|. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (·) = f0(·)− ρf1(·), ρ =
f0(x)

f1(x)
.

Òîãäà ó ôóíêöèè F (·) íå ìåíåå n+r+1 íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1). Ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ ôóíêöèÿ F (r)(·) = B0(·)−ρB1(·) èìååò íå ìåíåå n+1 íóëåé íà èíòåðâàëå
(−1, 1). Íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà èìååì

|F (r)(eiθ)−B0(eiθ)| = |ρB1(eiθ)| = |ρ| < 1 = |B0(eiθ)|.
Ïî òåîðåìå Ðóøå ó ôóíêöèé B0(·) è F (r)(·) äîëæíî áûòü îäèíàêîâîå ÷èñëî
íóëåé â åäèíè÷íîì êðóãå D. Òàê êàê ó B0(·) ðîâíî n íóëåé, ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.56). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ (−1, 1)
íàøëàñü ôóíêöèÿ f(·) ∈ Hr

∞, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.55), òàêàÿ, ÷òî
|f(x)| > |f0(x)|. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) > 0. ×å-
ðåç Hr,R

∞ îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç Hr
∞, âåùåñòâåííûõ â èíòåðâàëå (−1, 1).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(z) =
f(z) + f(z)

2
.

Ôóíêöèÿ f1(·) ∈ Hr,R
∞ , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.55) è äëÿ íåå f1(x) > |f0(x)|.

Ïîëîæèì

F (·) = f0(·)− ρf1(·), ρ =
f0(x)

f1(x)
.

Òîãäà ó ôóíêöèè F (·) íå ìåíåå n+r+1 íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1). Ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ ôóíêöèÿ F (r)(·) = B0(·)−ρf (r)

1 (·) èìååò íå ìåíåå n+1 íóëåé íà èíòåðâàëå
(−1, 1). Íà ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà èìååì

|F (r)(eiθ)−B0(eiθ)| = |ρf (r)
1 (eiθ)| ≤ |ρ| < 1 = |B0(eiθ)|.

Ïî òåîðåìå Ðóøå ó ôóíêöèé B0(·) è F (r)(·) äîëæíî áûòü îäèíàêîâîå ÷èñëî
íóëåé â åäèíè÷íîì êðóãå D. Òàê êàê ó B0(·) ðîâíî n íóëåé, ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ. �

Èç ðàâåíñòâà (4.43) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x) íà êëàññå Hr

∞ è Hr,R
∞ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

E(f(x), Hr
∞, Iτ ) = E(f(x), Hr,R

∞ , Iτ ) = |f0(x)|.
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Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ òåîðå-
ìû 4.9.

Òåîðåìà 4.15. Ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1) ìåòîä

f(x) ≈
n+r∑
j=1

Cj(x)f(τj),

â êîòîðîì C1(x), . . . , Cn+r(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

(4.57)



1 . . . 1
τ1 . . . τn+r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
τ r−1
1 . . . τ r−1

n+r

(Trg1)(τ1) . . . (Trg1)(τn+r)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(Trgn)(τ1) . . . (Trgn)(τn+r)




C1(x)
C2(x)
...

Cn+r(x)

 =



1
x
...

xr−1

(Trg1)(x)
...

(Trgn)(x)


,

ãäå

gm(z) = B0(z)
1− z2

(z − zm)(1− zmz)
, m = 1, . . . , n,

à ôóíêöèÿ B0(·) ñ íóëÿìè z1, . . . , zn îïðåäåëåíà â òåîðåìå 4.14, ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì íà êëàññå Hr

∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ P = (a0, a1, . . . , ar−1, t1, . . . , tn) ∈ Rn+r ïîëîæèì

fP (z) =

r−1∑
j=0

ajz
j + (TrBP )(z),

ãäå

BP (z) =

n∏
j=1

z − tj
1− tjz

.

Ïóñòü ïîëèíîì Pr−1(·) èç òåîðåìû 4.14 èìååò âèä

Pr−1(z) =

r−1∑
j=0

a0
jz
j .

Ïðè P = P0 = (a0
0, a

0
1, . . . , a

0
r−1, z1, . . . , zn) ôóíêöèÿ fP0

(·) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëü-
íîé â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x) íà êëàññàõ Hr

∞ è
Hr,R
∞ . Ïîëîæèì τ0 = x,

ϕj(P ) = fP (τj), j = 0, . . . , n+ r.

Èìååì ïðè âñåõ j = 0, . . . , n+ r

∂ϕj
∂am

= τmj , m = 0, . . . , r − 1,

∂ϕj
∂tm

= (Trgm)(τj), m = 1, . . . , n+ r.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íà êëàññå Hr,R
∞ îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåî-

ðåìó 4.9, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåðèâ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.57) îòëè÷åí
îò íóëÿ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, òî íàéäóòñÿ
C1, . . . , Cn+r, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ

F (z) =

r−1∑
j=0

Cj+1z
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(z)
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îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ τ1, . . . , τn+r. Òîãäà ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íàéäóòñÿ
òî÷êè τ1 < x1 < . . . < xn < τn+r, â êîòîðûõ F (r)(·) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì
ñàìûì

F (r)(xm) =

n∑
j=1

Cj+rgj(xm) = 0, m = 1, . . . , n.

Èìååì

n∑
j=1

Cj+rgj(z) = (1− z2)B0(z)

n∑
j=1

Cj+r
(z − zj)(1− zjz)

= (1− z2)B0(z)
Q2n−2(z)∏n

j=1(z − zj)(1− zjz)
= (1− z2)

Q2n−2(z)∏n
j=1(1− zjz)2

.

Òåì ñàìûì Q2n−2(xm) = 0, m = 1, . . . , n. Â ñèëó ðàâåíñòâà

n∑
j=1

Cj+r(
1

z
− zj

)(
1− zj

1

z

) =

Q2n−2

(
1

z

)
∏n
j=1

(
1

z
− zj

)(
1− zj

1

z

)
ïîëó÷àåì

Q2n−2

(
1

z

)
=
Q2n−2(z)

z2n−2
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè xm 6= 0, òî Q2n−2(1/xm) = 0. Òàê êàê âñå òî÷êè x1, . . . , xn
ðàçëè÷íûå, òî íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå åùå n − 1 íóëåé ïîëèíîìà Q2n−2(·).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q2n−2(z) ≡ 0, ò. å. Cr+1 = . . . = Cn+r = 0. Îòñþäà âûòå-
êàåò, ÷òî è C1 = . . . = Cr = 0.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ìåòîä (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕ) ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì íà êëàññå Hr

∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f0(·) ∈ Hr
∞ è

x ∈ (−1, 1), äëÿ êîòîðûõ

(4.58) |f0(x)− ϕ(Iτf0)| > E(f(x), Hr
∞, Iτ ).

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f0(z) ∈ Hr
p òàêæå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.58). Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f0(x)−ϕ(Iτf0) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ôóíêöèè

g(z) :=
f0(z) + f0(z)

2
∈ Hr,R

∞

èìååì
g(x)− ϕ(Iτg) > E(f(x), Hr

∞, Iτ ) = E(f(x), Hr,R
∞ , Iτ ),

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà ϕ íà êëàññå Hr,R
∞ . �

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñèñòåìû (4.57) ÷åðåç A. Òîãäà îïòèìàëüíûé ìåòîä,
ïîñòðîåííûé â òåîðåìå 4.15, áóäåò èìåòü âèä

f(x) ≈ (A−1G(x), Iτf) = (G(x), (A∗)−1Iτf),

ãäå
G(x) = (1, x, . . . , xr−1, (Trg1)(x), . . . , (Trgn)(x)),

à A∗ � ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê A (çäåñü (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå â Rn+r). Òåì ñàìûì îïòèìàëüíûé ìåòîä ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

(4.59) f(x) ≈
r−1∑
j=0

Cj+1x
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(x),
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ãäå C1, . . . , Cn+r � ðåøåíèÿ ñèñòåìû
r−1∑
j=0

Cj+1τ
j
m +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(τm) = f(τm), m = 1, . . . , n+ r.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ −1 < z1 < . . . < zn < 1 ïîëîæèì

Xz
n+r := span{1, z, . . . , zr−1, (Trg1)(z), . . . , (Trgn)(z)}.

Ñëåäñòâèå 4.16. Ïóñòü −1 < τ1 < . . . < τn+r < 1, à τ1 < z1 < . . . < zn <
τn+r � îïðåäåëåíû â òåîðåìå 4.14. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) ∈ Xz

n+r, èíòåðïîëè-
ðóþùàÿ f(·) â òî÷êàõ τ1, . . . , τn+r, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-
íîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f(x), x ∈ (−1, 1), íà êëàññå Hr

∞ ïî çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ
τ1, . . . , τn+r.

4.11. Ïîïåðå÷íèêè dn(Hr
∞, C([a, b]))

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Arn ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà
(4.60) f(·) = Pr−1(·) + (TrB)(·),
ãäå Pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, âåùåñòâåííûé íà âåùåñòâåííîé
îñè, à B(·) � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n, âåùåñòâåííîå íà âåùå-
ñòâåííîé îñè. Ôóíêöèè âèäà (4.60) ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñîâåðøåííûõ ñïëàéíîâ
â çàäà÷å îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé èç êëàññà W r

∞([−1, 1]).

Òåîðåìà 4.17. Ïóñòü [a, b] ⊂ (−1, 1). Ïðè âñåõ n ∈ N è r ∈ N ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ f̂(·) ∈ Arn è òî÷êè a ≤ t1 < . . . < tn+r+1 ≤ b òàêèå, ÷òî

(4.61) f̂(tj) = (−1)j‖f̂(·)‖C([a,b]) j = 1, . . . , n+ r + 1.

Ïðè ýòîì

(4.62) inf
f(·)∈Arn

‖f(·)‖C([a,b]) = ‖f̂(·)‖C([a,b]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.14 áûëî ïîñòðîåíî íå-
÷åòíîå îòîáðàæåíèå η(·), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå èç Cn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n, âåùåñòâåííîå íà âåùåñòâåííîé îñè è
íåïðåðûâíîå â C(E) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà E ⊂ D. Ïóñòü Bξ(·) = η(ξ). Ïîëîæèì

gξ(·) = (TrBξ)(·).
Ïóñòü

p̂ξ(t) =

n+r−1∑
j=0

aj(ξ)t
j

� ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè gξ(·) íà îòðåçêå
[a, b]. Ïîëîæèì

A(ξ) = (ar(ξ), . . . , an+r−1(ξ)).

Îòîáðàæåíèå A : Sn → Rn ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì è íåïðåðûâíûì (íåïðåðûâíîñòü
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè gξ(·) îò ξ ∈ Sn è òåîðåìû 5.18). Ïî òåîðåìå
Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîãî A(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì

(4.63) f̂(t) = −
r−1∑
j=0

aj(ξ̂)t
j + gξ̂(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî f̂(·) ∈ Arn. Ïî òåîðåìå ×åáûø¼âà íàéäóòñÿ n + r + 1 òî÷åê
a ≤ t1 < . . . < tn+r+1 ≤ b, äëÿ êîòîðûõ

(4.64) f̂(tj) = σ(−1)j‖f̂(·)‖C([a,b]), j = 1, . . . , n+ r + 1,
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ãäå σ = 1 èëè −1 (åñëè σ = −1, òî â êà÷åñòâå f̂(·) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèå
â ïðàâîé ÷àñòè (4.63) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì). Èç (4.64) âûòåêàåò, ÷òî ó
f̂(·) íå ìåíåå n + r íóëåé â èíòåðâàëå (a, b). Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ó f̂ (r)(·) òîãäà
íå ìåíåå n íóëåé â èíòåðâàëå (a, b). Íî f̂ (r)(·) = B̂(·), à B̂(·) � ïðîèçâåäåíèå
Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n. Ñëåäîâàòåëüíî,

f̂ (r)(z) = B̂(z) = λ

n∏
j=1

z − αj
1− αjz

,

ãäå λ = ±1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü ôóíêöèÿ f(·) ∈ Arn, äëÿ êîòîðîé

‖f(·)‖C([a,b]) < ‖f̂(·)‖C([a,b]).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ R(·) = f̂(·)− f(·). Èìååì
signR(tj) = (−1)j , j = 1, . . . , n+ r + 1.

Òîãäà ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ôóíêöèÿ R(r)(·) = B̂(·)−B(·), ãäå

B(z) = µ

k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, k ≤ n, µ = ±1,

è, êðîìå òîãî, âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåííîé îñè, èìååò íå ìåíåå n ðàçëè÷íûõ
íóëåé â èíòåðâàëå (a, b). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ = λ (èíà÷å ìîæíî ðàññìîòðåòü
âìåñòî f(·) ôóíêöèþ−f(·)). Òîãäà B̂(±1)−B(±1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü
B̂(·)−B(·) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

B̂(z)−B(z) = (1− z2)
Q(z)∏n

j=1(1− αjz)
∏k
j=1(1− βjz)

,

ãäå Q(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå 2n − 2. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
âåùåñòâåííîãî z 6= 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

B̂

(
1

z

)
=

1

B̂(z)
, B

(
1

z

)
=

1

B(z)
,

êðîìå n íóëåé â èíòåðâàëå (a, b) ó ðàçíîñòè B̂(·)−B(·) íàéäåòñÿ åùå íå ìåíåå
n − 1 âåùåñòâåííûõ íóëåé âíå îòðåçêà [−1, 1]. Òåì ñàìûì ó ìíîãî÷ëåíà Q(·),
ñòåïåíü êîòîðîãî íå âûøå 2n− 2, íàøëîñü íå ìåíåå 2n− 1 íóëåé. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü (4.62). �

Òåîðåìà 4.18. Ïðè âñåõ n, r ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dn+r(H
r
∞, C([a, b])) = ‖f̂(·)‖C([a,b]),

ãäå f̂(·) � èç òåîðåìû 4.17.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (4.61) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òî÷êè
t1 < τ1 < . . . < τn+r < tn+r+1 òàêèå, ÷òî

f̂(τj) = 0, j = 1, . . . , n+ r.

Èç òåîðåìû 4.14 ñëåäóåò, ÷òî

sup
f(·)∈Hr∞

f(τ1)=...=f(τn+r)=0

|f(x)| = |f̂(x)|.

Òîãäà ñóùåñòâóþò C1, . . . , Cn+r (ñì. (4.59)) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1)∣∣∣∣f(x)−
r−1∑
j=0

Cj+1x
j +

n∑
j=1

Cj+r(Tgj)(x)

∣∣∣∣ ≤ |f̂(x)|.
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Îòñþäà
dn+r(H

r
∞, C([a, b])) ≤ ‖f̂(·)‖C([a,b]).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè n+ r
èìååò êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà Hr

∞, òî îíî äîëæíî ñîäåðæàòü ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Pr−1 ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå r − 1. Ïóñòü Ln+r � ïðîèç-
âîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lq([a, b]), 1 < q < ∞, ñîäåðæàùåå Pr−1, ñ áàçèñîì
1, x, . . . , xr−1, g1(x), . . . , gn(x). Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈ Hr

∞ îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç c1(f), . . . , cn+r(f) êîîðäèíàòû åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ f(·) ïîäïðîñòðàíñòâîì Ln+r. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.14 áûëî
ïîñòðîåíî íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå η(·), êîòîðîå êàæäîé òî÷êå èç Cn ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n, âåùåñòâåííîå íà âåùå-
ñòâåííîé îñè è íåïðåðûâíîå â C(E) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà E ⊂ D.

Ïóñòü Bξ(·) = η(ξ). Ïîëîæèì

gξ(·) = (TrBξ)(·), A(ξ) = (cr+1(gξ), . . . , cn+r(gξ)).

Îòîáðàæåíèå A : Sn → Rn ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è íå÷åòíûì îòîáðàæåíèåì.
Ïî òåîðåìå Áîðñóêà ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîé A(ξ̂) = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

inf
g(·)∈Ln+r

‖gξ̂(·)− g(·)‖Lq([a,b]) = ‖gξ̂(·)− Pr−1(·)‖Lq([a,b]),

ãäå

Pr−1(x) =

r∑
j=1

cj(gξ̂)x
j−1.

Òåì ñàìûì

sup
f(·)∈Hr∞

inf
g(·)∈Ln+r

‖f(·)− g(·)‖Lq([a,b]) ≥ inf
g(·)∈Ln+r

‖gξ̂(·)− g(·)‖Lq([a,b])

= ‖gξ̂(·)− Pr−1(·)‖Lq([a,b]) ≥ inf
f(·)∈Arn

‖f(·)‖Lq([a,b]).

Îòñþäà
dn+r(H

r
∞, Lq([a, b])) ≥ inf

f(·)∈Arn
‖f(·)‖Lq([a,b]).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè q →∞ äàåò

dn+r(H
r
∞, C([a, b])) ≥ inf

f(·)∈Arn
‖f(·)‖C([a,b]) = ‖f̂(·)‖C([a,b]).

�

4.12. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Òèõîíîâó

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) òàêîâà, ÷òî åå ðÿä Ôóðüå

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà T. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ak, k = 0, 1, . . ., è bk, k = 1, 2, . . ., íàì èçâåñòíû
èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ãk è b̃k òàêèå, ÷òî

(4.65)
(a0 − ã0)2

2
+

∞∑
k=1

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

)
≤ δ2,

ãäå δ > 0 õàðàêòåðèçóåò ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Çàäà÷à
ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(·) â äàííîé òî÷êå t.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè çàìåíå òî÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðè-
áëèæåííûìè íåâîçìîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè, êàêîé áû ìàëîé íè
áûëà ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ã0 − a0 = 0, ãk − ak = b̃k − bk =
δ

C
√

2k
, k = 1, 2, . . . ,

ãäå

C =

√√√√ ∞∑
k=1

1

k2
.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (4.65) âûïîëíåíî, à ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì èñõîäíîé
ôóíêöèè â òî÷êå t è ðÿäîì

ã0

2
+

∞∑
k=1

(ãk cos kt+ b̃k sin kt)

ðàâíà
∞∑
k=1

((ak − ãk) cos kt+ (bk − b̃k) sin kt).

Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì

∞∑
k=1

(ak − ãk) =
δ

C
√

2

∞∑
k=1

1

k
=∞.

Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïðåäëîæèòü ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ïîãðåøíîñòü êîòî-
ðîãî áóäåò ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé
çàäàþòñÿ ïðèáëèæåííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Òåîðåìà 4.19 (À. Í. Òèõîíîâà). Ïóñòü x(·) ∈ L2(T) è íåïðåðûâíà â ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êå t ∈ T. Òîãäà ñóììà ðÿäà

ã0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2α
(ãk cos kt+ b̃k sin kt),

ãäå ãk è b̃k � ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·),
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (4.65), à α = δC(δ), 0 < C1 ≤ C(δ) ≤ C2, ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì x(t) ñ ïîãðåøíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α(δ) = δ
(îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî). Äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ0 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ 0 < δ < δ0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ ã0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ
(ãk cos kt+ b̃k sin kt)− x(t)

∣∣∣∣ < ε.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íàéäåòñÿ δ1 > 0
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ δ < δ1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ ã0 − a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ

(
(ãk − ak) cos kt+ (̃bk − bk) sin kt

)∣∣∣∣ < ε

4
.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè, ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè δ → 0. Ðàçîáüåì ýòó ñóììó íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâóþ ÷àñòü îòíåñåì
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ñëàãàåìûå ñ íîìåðàìè k, äëÿ êîòîðûõ k < 1/δ, à âî âòîðóþ � âñå îñòàëüíûå.
Ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

(4.66)

∣∣∣∣a0 − a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ

(
(ãk − ak) cos kt+ (̃bk − bk) sin kt

)∣∣∣∣
≤

√√√√( (a0 − ã0)2

2
+
∑
k<1/δ

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

))
O

(
1

δ

)

+

√√√√ ∑
k≥1/δ

(
(ak − ãk)2 + (bk − b̃k)2

) ∑
k≥1/δ

1

k4δ2
.

Îöåíèâàÿ ñóììó íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, ïîëó÷àåì, ÷òî∑
k≥1/δ

1

k4
= O(δ3).

Òåì ñàìûì â ïðàâîé ÷àñòè (4.66) ñòîèò âåëè÷èíà O(
√
δ)+O(δ3/2), ñòðåìÿùàÿñÿ

ê íóëþ ïðè δ → 0.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî δ2 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæè-

òåëüíûõ δ < δ2 áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.67)

∣∣∣∣a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ
(ak cos kt+ bk sin kt)− x(t)

∣∣∣∣ < 3

4
ε.

Òàê êàê ôóíêöèÿ x(·) íåïðåðûâíà â òî÷êå t, òî äëÿ çàäàííîãî ε íàéäåòñÿ
η > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |s − t| < η, áóäåò
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(4.68) |x(s)− x(t)| < ε

4
.

Ïîëîæèì γ = δ−1/2 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

vt(s) =

{γπ
2
e−γ|t−s|, t− η < s < t+ η,

0, t+ η ≤ s ≤ t− η + 2π

(íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî η < π). Ïðîäîëæèì ýòó ôóíê-
öèþ ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 2π íà âñþ ïðÿìóþ −∞ < s < +∞. Âû÷èñëèì
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè vt(·). Èìååì

Ak =
1

π

∫ t+η

t−η
vt(s) cos ks ds =

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s| cos ks ds

=
γ

2

∫ η

−η
e−γ|u| cos k(t+ u) du =

γ

2
cos kt

∫ η

−η
e−γ|u| cos ku du

− γ

2
sin kt

∫ η

−η
e−γ|u| sin ku du = γ cos kt

∫ η

0

e−γu cos ku du

= γ cos kt

(
e−γu

k2 + γ2
(k sin ku− γ cos ku)

)∣∣∣∣η
0

=
γ2

k2 + γ2
cos kt+ e−γησkγ cos kt,

ãäå

σk =
k sin kη − γ cos kη

k2 + γ2
.



Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Òèõîíîâó 112

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ = δ−1/2, ïîëó÷àåì

Ak =
cos kt

1 + k2δ
+ e−γησkγ cos kt.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò:

Bk =
sin kt

1 + k2δ
+ e−γησkγ sin kt.

Òàê êàê x(·), vt(·) ∈ L2(T), òî

1

π

∫ π

−π
vt(s)x(s) ds =

A0a0

2
+

∞∑
k=1

(Akak +Bkbk).

Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣a0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + k2δ
(ak cos kt+ bk sin kt)− x(t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π
vt(s)x(s) ds− x(t)− a0

2
e−γησ0γ

− γe−γη
∞∑
k=1

σk(ak cos kt+ bk sin kt)

∣∣∣∣.
Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (4.67) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ δ áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ 1π

∫ π

−π
vt(s)x(s) ds− x(t)

∣∣∣∣ < ε

2
,(4.69) ∣∣∣∣a0

2
e−γησ0γ + γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt+ bk sin kt)

∣∣∣∣ < ε

4
.(4.70)

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (4.69). Èìååì

1

π

∫ π

−π
vt(s)x(s) ds =

1

π

∫ t−η+2π

t−η
vt(s)x(s) ds =

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s|x(s) ds

= x(t)
γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s| ds+

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s|(x(s)− x(t)) ds.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

γ

2

∫ t+η

t−η
e−γ|t−s| ds =

γ

2

∫ η

−η
e−γ|u| du = γ

∫ η

0

e−γu du = 1− e−γη,

à òàêæå òîãî, ÷òî ïðè s ∈ (t− η, t+ η) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4.68), ïîëó÷àåì∣∣∣∣ 1π
∫ π

−π
vt(s)x(s) ds− x(t)

∣∣∣∣ ≤ e−γη|x(t)|+ ε

4
(1− e−γη) ≤ e−γη|x(t)|+ ε

4
.

Òàê êàê ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

e−γη|x(t)| = e−η/
√
δ|x(t)| < ε

4
,

òî íåðàâåíñòâî (4.69) äîêàçàíî.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (4.70). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

|σk| ≤
2

k
, k = 1, 2, . . .
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Äëÿ σ0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |σ0| ≤ 1. Ïðèìåíÿÿ
ê ëåâîé ÷àñòè (4.70) íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

(4.71)

∣∣∣∣a0

2
e−γησ0γ + γe−γη

∞∑
k=1

σk(ak cos kt+ bk sin kt)

∣∣∣∣
≤ γe−γη

(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k)

)1/2(
σ2

0

2
+

∞∑
k=1

σ2
k

)1/2

≤ γe−γη
(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

(a2
k + b2k)

)1/2(
1

2
+ 4

∞∑
k=1

1

k2

)1/2

.

Ïîñêîëüêó

lim
δ→0

γe−γη = lim
δ→0

e−η/
√
δ

√
δ

= 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.71) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøå
ε/4. �

4.13. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Êîëìîãîðîâó

Ïîäõîä, êîòîðûé ìû íàçûâàåì ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Êîëìîãîðîâó, ïðåäïî-
ëàãàåò íàëè÷èå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè x(·). Íî òîãäà
ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü èìåþùóþñÿ ôèêñèðîâàííóþ òî÷íîñòü èç-
ìåðåíèÿ è ñòàâèòü âîïðîñ î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ñðåäè âñåõ âîç-
ìîæíûõ. Ýòîò ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó ïîäõîäó, ðàçâèâàåìîìó â ðàìêàõ
òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W1
2 (T) ïðîñòðàí-

ñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ ïðî-
èçâîäíàÿ x′(·) ïðèíàäëåæèò L2(T). Åñëè x(·) ∈ W1

2 (T), òî â êàæäîé òî÷êå t ∈ T
ôóíêöèÿ x(·) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.

Â ïðîñòðàíñòâå W1
2 (T) ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé

W 1
2 (T) = {x(·) ∈ W1

2 (T) : ‖x′(·)‖L2(T) ≤ 1 }.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì âåùåñòâåííûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈y, y′〉 =
a0a
′
0

2
+

∞∑
k=1

yky
′
k,

ãäå y = (y0, y1, . . .), y′ = (y′0, y
′
1, . . .), è ñ ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìîé

‖y‖l2 =

(
a2

0

2
+

∞∑
k=1

y2
k

)1/2

.

Åñëè ôóíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò W1
2 (T), òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðèíàä-

ëåæàò l2. Ïóñòü F : W1
2 (T) → l2 � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå x(·), ò. å. Fx(·) =

(a0(x(·)), a1(x(·)), b1(x(·)), . . . ) � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè x(·).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî î êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈W 1

2 (T) íàì èçâåñòíû ïðèáëè-
æåííî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, à èìåííî, èçâåñòåí âåêòîð

y = (ã0, ã1, b̃1 . . .) ∈ l2
òàêîé, ÷òî

‖Fx(·)− y‖l2 ≤ δ,
ãäå δ > 0.
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Ëþáîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ x(τ) äîëæåí ñîïîñòàâëÿòü âåêòîðó (íàáëþäå-
íèþ) y ÷èñëî, êîòîðîå, ñîãëàñíî äàííîìó ìåòîäó, åñòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå
ê x(τ). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ìåòîä � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ϕ : l2 → R.
Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

(4.72) e(x(τ),W 1
2 (T), F, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W 1
2 (T), y∈l2

‖Fx(·)−y‖l2≤δ

|x(τ)− ϕ(y)|.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

(4.73) E(x(τ),W 1
2 (T), F, δ) = inf

ϕ : l2→R
e(x(τ),W 1

2 (T), F, δ, ϕ),

íàçûâàåìàÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, è ìåòîä ϕ̂, íà êîòî-
ðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-
íîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.20. Äëÿ ëþáîãî δ > 0

E(x(τ),W 1
2 (T), F, δ) = (â+ δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

ãäå â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Ìåòîä

(4.74) ϕ̂(y) =
ã0

2
+

∞∑
k=1

1

1 + âk2
(ãk cos kτ + b̃k sin kτ)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðèìåíÿòü òåîðåìó 4.7. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ x̂(·) ∈ W 1

2 (T) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx̂(·)‖l2 = δ, ‖x̂′(·)‖L2(T) = 1, è
äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1

2 (T) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(4.75) x(τ) = λ1〈Fx̂(·), Fx(·)〉+ λ2〈Fx′(·), Fx(·)〉,

ãäå λ1, λ2 > 0. Ïóñòü Fx(·) = (a0, a1, b1, . . .), Fx̂(·) = (â0, â1, b̂1, . . .). Òîãäà ðà-
âåíñòâî (4.75) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kτ + bk sin kτ) = λ1

(
â0a0

2
+

∞∑
k=1

(âkak + b̂kbk)

)

+ λ2

∞∑
k=1

k2(âkak + b̂kbk).

Îòñþäà

â0 =
1

λ1
, âk =

cos kτ

λ1 + λ2k2
, b̂k =

sin kτ

λ1 + λ2k2
, k = 1, 2, . . .
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Âûáåðåì λ1 è λ2 òàê, ÷òîáû

‖Fx̂(·)‖2l2 =
â2

0

2
+

∞∑
k=1

(â2
k + b̂2k) = δ2,

‖x̂′(·)‖2L2(T) = ‖Fx̂′(·)‖2l2 =

∞∑
k=1

k2(â2
k + b̂2k) = 1.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

1

2λ2
1

+

∞∑
k=1

1

(λ1 + λ2k2)2
= δ2,

∞∑
k=1

k2

(λ1 + λ2k2)2
= 1.

Îáîçíà÷àÿ a = λ2/λ1 è äåëÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ a

(4.76)

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

= δ2.

Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (4.76) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f(a), a ∈ (0,∞). Ïîêà-
æåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå â = â(δ) > 0 òàêîå, ÷òî
f(â) = δ2. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî lim

a→0
f(a) = 0 è lim

a→+∞
f(a) = +∞.

Ïóñòü ε > 0 è n ≥ 6 òàêîâî, ÷òî 1/n < ε. Òàê êàê, î÷åâèäíî,

lim
a→0

(
1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2

)
=

1

2
+ n < 2n+ 1

è

lim
a→0

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
=

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
> n(2n+ 1) ,

òî ñóùåñòâóåò òàêîå ã > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < a < ã ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2
< 2n+ 1,

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
> n(2n+ 1) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

2
+

n∑
k=1

1

(1 + ak2)2
<

1

n

n∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
.

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî
∞∑

k=n+1

1

(1 + ak2)2
<

1

n2

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
<

1

n

∞∑
k=n+1

k2

(1 + ak2)2
.

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà è çàòåì äåëÿ îäíî íà äðóãîå, ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ âñåõ 0 < a < ã

f(a) =

1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

<
1

n
< ε,
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ò. å. lim
a→0

f(a) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî a > 0

f(a) =

a2

2
+

∞∑
k=1

1

(a−1 + k2)2

∞∑
k=1

k2

(a−1 + k2)2

>
a2

2

∞∑
k=1

1

k2

,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî lim
a→+∞

f(a) = +∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïîêàæåì, ÷òî f(·) ñòðîãî ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò íà (0,∞). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñòðîãî ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò íà ëþáîì îòðåçêå [ã0, ã1], ãäå 0 < ã0 < ã1 <∞. Íà êàæäîì òàêîì
îòðåçêå âûïîëíåíû ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿ-
äîâ, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå f(·), è ìû èìååì äëÿ a ∈ [ã0, ã1]

f ′(a) =
2g(a)( ∞∑

k=1

k2

(1 + ak2)2

)2 ,

ãäå

g(a) = −
∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2

+

(
1

2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

) ∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3

> −
∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)3

∞∑
k=1

k2

(1 + ak2)2
+

∞∑
k=1

1

(1 + ak2)2

∞∑
k=1

k4

(1 + ak2)3

= −
∞∑

j,k=1

αjk +

∞∑
j,k=1

βjk,

à

αjk =
j2k2

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
, βjk =

k4

(1 + aj2)2(1 + ak2)3
.

Îòñþäà

−αjk + βkj =
j2(j2 − k2)

(1 + aj2)3(1 + ak2)2
,

−αkj + βjk =
k2(k2 − j2)

(1 + ak2)3(1 + aj2)2

è òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

− αjk + βkj − αkj + βjk

=
j2 − k2

(1 + aj2)2(1 + ak2)2

(
j2

1 + aj2
− k2

1 + ak2

)
=

(j2 − k2)2

(1 + aj2)3(1 + ak2)3
≥ 0 .

Òåì ñàìûì g(a) > 0 è, çíà÷èò, f ′(a) > 0 äëÿ ëþáîãî a ∈ (0,∞). Åäèíñòâåííîñòü
äîêàçàíà.
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Ïóñòü δ > 0 è â = â(δ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(a) = δ2.
Ïîëàãàåì

λ1 =

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

, λ2 = â λ1.

Èç òåîðåìû 4.7 âûòåêàåò, ÷òî

E(x(τ),W 1
2 (T), F, δ) = λ2‖Fx̂′(·)‖l2 + δλ1‖Fx̂(·)‖l2 = λ2 + λ1δ

2

= (â+ δ2)

( ∞∑
k=1

k2

(1 + âk2)2

)1/2

,

à ìåòîä (4.74) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. �

4.14. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî
çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå â ìåòðèêå lN2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wr
2 (T), r ≥ 1, ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè x(r)(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
x(r)(·) ∈ L2(T). Â ïðîñòðàíñòâå Wr

2 (T) ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé

W r
2 (T) = {x(·) ∈ Wr

2 (T) : ‖x(r)(·)‖L2(T) ≤ 1 }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x(k)(·) ∈W r
2 (T)

ïî èíôîðìàöèè î íåòî÷íî çàäàííûõ êîýôôèöèåíòàõ Ôóðüå aj , j ∈ A, è bj ,
j ∈ B, ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Z+ = {0, 1, . . .} è N
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì N = cardA+ cardB è

FA,Bx(·) = ({aj}j∈A, {bj}j∈B).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lN2 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ y = (y1, . . . , yN ) ñ íîðìîé

‖y‖lN2 =
(
|y1|2 + . . .+ |yN |2

)1/2
.

Â ñëó÷àå åñëè 0 /∈ A, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W r
2 (T)

íàì èçâåñòåí âåêòîð
y = ({ãj}j∈A, {b̃j}j∈B)

òàêîé, ÷òî
‖FA,Bx(·)− y‖lN2 ≤ δ.

Åñëè 0 ∈ A, òî ïîä íîðìîé â lN2 áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó

‖y‖lN2 =
(
|y1|2/2 + |y2|2 + . . .+ |yN |2

)1/2
.

Ââåäåì âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ
ϕ : lN2 → L2(T):

e2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2 (T), y∈lN2

‖FA,Bx(·)−y‖
lN2
≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(T),

è âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ:

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = inf

ϕ : lN2 →L2(T)
e2(x(k)(·),W r

2 (T), FA,B , δ, ϕ).

Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì îïòèìàëüíûì.
Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî

(4.77) E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖FA,Bx(·)‖
lN2
≤δ

‖x(k)(·)‖L2(T).
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà k = 0, ò. å. âîññòàíîâëåíèå ñàìîé ôóíê-
öèè ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ïîëîæèì

(4.78) n0 = min{ min
n∈N\A

n, min
n∈N\B

n }.

Òåîðåìà 4.21. Åñëè 0 /∈ A, òî

E2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = +∞.

Åñëè 0 ∈ A, òî

(4.79) E2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ) =

√
δ2 +

1

n2r
0

è äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B òàêèõ, ÷òî

(4.80)
n2r

0 − j2r

n2r
0 + j2r

≤ αj ≤ 1, j ∈ A \ {0}, n2r
0 − j2r

n2r
0 + j2r

≤ βj ≤ 1, j ∈ B,

ìåòîäû

(4.81) ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

ã0

2
+

∑
j∈A\{0}

αj ãj cos jt+
∑
j∈B

βj b̃j sin jt

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó â ïðàâîé ÷àñòè
(4.77) (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàð-
ñåâàëÿ, èìååì

(4.82)
a2

0

2
+

∞∑
j=1

(a2
j + b2j )→ max, ‖FA,Bx(·)‖2lN2 ≤ δ

2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè 0 /∈ A, òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü êîíñòàíòû èç êëàññà
W r

2 (T)).
Ïóñòü 0 ∈ A. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî n0 /∈ A (ñëó÷àé, êîãäà

n0 /∈ B, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîëîæèì

a2
0

2
= δ2, an0

=
1

nr0
, aj = 0, j 6= 0, n0, bj = 0, j ∈ N.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
(4.82), ïîëó÷àåì

E2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥

√
δ2 +

1

n2r
0

.

Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ â âèäå

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

a0

2
+

∑
j∈A\{0}

αj ãj cos jt+
∑
j∈B

βj b̃j sin jt,

ãäå α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B � íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ

îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕα,β
(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(·) íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå



Íåòî÷íî çàäàííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå â ìåòðèêå lN2 119

ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

(4.83)
(a0 − ã0)2

2
+

∑
j∈A\{0}

(aj − αj ãj)2 +
∑
j∈B

(bj − βj b̃j)2

+
∑
j∈N\A

a2
j +

∑
j∈N\B

b2j → max,

(a0 − ã0)2

2
+
∑
j∈N\A

(aj − ãj)2 +
∑
j∈N\B

(bj − b̃j)2 ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Ïîëîæèì

uj = aj − ãj , j = 0, 1, . . . , vj = bj − b̃j , j = 1, 2, . . .

Òîãäà çàäà÷à (4.83) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

u2
0

2
+

∑
j∈A\{0}

((1− αj)aj + αjuj)
2 +

∑
j∈N\B

((1− βj)bj + βjvj)
2 +

∑
j∈N\A

a2
j

+
∑
j∈N\B

b2j → max,
u2

0

2
+
∑
j∈N\A

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

((1− αj)aj + αjuj)
2 =

(
nr0(1− αj)

jr
jraj
nr0

+ αjuj

)2

≤
(
n2r

0 (1− αj)2

j2r
+ α2

j

)(
j2ra2

j

n2r
0

+ u2
j

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà

((1− βj)bj + βjvj)
2 ≤

(
n2r

0 (1− βj)2

j2r
+ β2

j

)(
j2rb2j
n2r

0

+ v2
j

)
.

Ïîëîæèì

Sα = max
j∈N\A

(
n2r

0 (1− αj)2

j2r
+ α2

j

)
, Sβ = max

j∈N\B

(
n2r

0 (1− βj)2

j2r
+ β2

j

)
,

S = max{Sα, Sβ}.

Åñëè α è β âûáðàòü èç óñëîâèé (4.80), òî S ≤ 1. Ïîýòîìó äëÿ êâàäðàòîâ ïî-
ãðåøíîñòåé ìåòîäîâ (4.81) ïîëó÷àåì îöåíêó

u2
0

2
+

∑
j∈A\{0}

(
j2ra2

j

n2r
0

+ u2
j

)
+
∑
j∈N\B

(
j2rb2j
n2r

0

+ v2
j

)
+
∑
j∈N\A

a2
j +

∑
j∈N\B

b2j

≤ u2
0

2
+

∑
j∈A\{0}

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j +

1

n2r
0

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ δ2 +

1

n2r
0

.

Òåì ñàìûì

e2(x(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕα,β) ≤

√
δ2 +

1

n2r
0

≤ E2(x·,W r
2 (T), FA,B , δ).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.79) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ (4.81). �
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Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ (4.81) åñòü ìåòîäû âèäà

ã0

2
+

n0−1∑
j=1

(αj ãj cos jt+ βj b̃j sin jt).

Ýòè ìåòîäû íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå èç ìíîæåñòâ A\{0, 1, . . . , n0−1}, B \{1, . . . , n0−1}. Òåì ñàìûì
ýòà èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ �ëèøíåé� â òîì ñìûñëå, ÷òî íàëè÷èå åå íå óìåíüøàåò
ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ k-é ïðîèçâîäíîé, k > 0, ïî òîé
æå èíôîðìàöèè. Ïðè n0 > 1 ïîëîæèì

n1 = min

{
j :

(j + 1)2k − j2k

(j + 1)2r − j2r
≤ 1

n
2(r−k)
0

, 1 ≤ j ≤ n0 − 1

}
.

Îïðåäåëèì λ1 è λ2 ïðè n0 > 1 è δ < 1 ðàâåíñòâàìè

λ1 =



(j + 1)2rj2k − (j + 1)2kj2r

(j + 1)2r − j2r
, 1/(j + 1)r ≤ δ < 1/jr,

j = 1, . . . , n1 − 1,

n2k
1

(
1−

(
n1

n0

)2(r−k)
)
, δ < 1/nr1,

λ2 =


(j + 1)2k − j2k

(j + 1)2r − j2r
, 1/(j + 1)r ≤ δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1,

1

n
2(r−k)
0

, δ < 1/nr1.

Òåîðåìà 4.22. Åñëè n0 = 1 èëè δ ≥ 1, òî

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = 1,

à ìåòîä ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè n0 > 1 è

δ < 1, òî

(4.84) E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) =

√
λ1δ2 + λ2,

è äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ ÷èñåë α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B òàêèõ, ÷òî

(4.85) j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)
≤ 1, j ∈ A \ {0},

j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)
≤ 1, j ∈ B,

ìåòîäû

(4.86) ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

∑
j∈A\{0}

jkαj ãj cos

(
jt+

πk

2

)

+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin

(
jt+

πk

2

)
ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè (4.77) (äëÿ óäîá-
ñòâà ìû ñíîâà ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì), èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, çàïè-
øåòñÿ â âèäå

(4.87)
∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2j )→ max, ‖FA,Bx(·)‖2lN2 ≤ δ

2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n0 = 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 1 /∈ A (ñëó÷àé 1 /∈ B ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîëîæèì

a1 = 1, aj = 0, j 6= 1, bj = 0, j ∈ N.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
(4.87), ïîëó÷àåì

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ 1.

Åñëè δ ≥ 1, òî, ïîëîæèâ a1 = 1, aj = 0, j 6= 1, bj = 0, j ∈ N, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥ 1.

Íàéäåì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ0

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) ≡ 0. Èìååì

e2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕ0) = sup

x(·)∈W r
2 (T)

‖x(k)(·)|L2(T)

= sup
x(·)∈W r

2 (T)

( ∞∑
j=1

j2k(a2
j + b2j )

)1/2

≤ sup
x(·)∈W r

2 (T)

( ∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j )

)1/2

= 1.

Â ñèëó ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñíèçó ïðè n0 = 1 èëè ïðè δ ≥ 1 ìåòîä ϕ0 ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì, à

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) = 1.

Ïóñòü n0 > 1 è δ ≤ 1. Ïðè δ < 1/nr1 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an1
= δ, an0

=

√
1− n2r

1 δ
2

nr0
, aj = 0, j 6= n1, n0, bj = 0, j ∈ N.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
(4.87), ïîëó÷àåì

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ) ≥

√
n2k

1 δ2 +
1− n2r

1 δ
2

n
2(r−k)
0

=
√
λ1δ2 + λ2.

Ïóñòü òåïåðü 1/(j+1)r ≤ δ < 1/jr ïðè íåêîòîðîì j = 1, . . . , n1−1. Ïîëîæèì

aj =

(
(j + 1)2rδ2 − 1

(j + 1)2r − j2r

)1/2

, aj+1 =

(
1− j2rδ2

(j + 1)2r − j2r

)1/2

,

am = 0, m 6= j, j + 1, bm = 0, m ∈ N. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî äîïóñòèìàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (4.87), ïîýòîìó

E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ)

≥

√
j2k

(j + 1)2rδ2 − 1

(j + 1)2r − j2r
+ (j + 1)2k

1− j2rδ2

(j + 1)2r − j2r
=
√
λ1δ2 + λ2.
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Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ â âèäå

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

∑
j∈A\{0}

jkαj ãj cos

(
jt+

πk

2

)

+
∑
j∈B

jkβj b̃j sin

(
jt+

πk

2

)
,

ãäå α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B � íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ îöåí-
êè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ϕα,β íàäî îöåíèòü çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è:

(4.88)
∑

j∈A\{0}

j2k(aj − αj ãj)2 +
∑
j∈B

j2k(bj − βj b̃j)2

+
∑
j∈N\A

j2ka2
j +

∑
j∈N\B

j2kb2j → max,

(a0 − ã0)2

2
+
∑
j∈N\A

(aj − ãj)2 +
∑
j∈N\B

(bj − b̃j)2 ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Ïîëîæèì

uj = aj − ãj , j = 0, 1, . . . , vj = bj − b̃j , j = 1, 2, . . .

Òîãäà çàäà÷à (4.83) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå∑
j∈A\{0}

j2k((1− αj)aj + αjuj)
2 +

∑
j∈N\B

j2k((1− βj)bj + βjvj)
2

+
∑
j∈N\A

j2ka2
j +

∑
j∈N\B

j2kb2j → max,

u2
0

2
+
∑
j∈N\A

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j ≤ δ2,

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ 1.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

((1− αj)aj + αjuj)
2 =

(
(1− αj)√
λ2jr

√
λ2j

raj +
αj√
λ1

√
λ1uj

)2

≤

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)(
λ2j

2ra2
j + λ1u

2
j

)
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà

((1− βj)bj + βjvj)
2 ≤

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)(
λ2j

2rb2j + λ1v
2
j

)
.

Ïîëîæèì

Sα = max
j∈N\A

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)
, Sβ = max

j∈N\B
j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)
,

S = max{Sα, Sβ}.

Åñëè α è β âûáðàòü èç óñëîâèé (4.85), òî S ≤ 1. Ïîýòîìó äëÿ êâàäðàòîâ ïî-
ãðåøíîñòåé ìåòîäîâ (4.86) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî j2k ≤ λ2j

2r ïðè j ≥ n0, ïîëó÷àåì
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îöåíêó∑
j∈A\{0}

(
λ2j

2ra2
j + λ1u

2
j

)
+
∑
j∈N\B

(
λ2j

2rb2j + λ1v
2
j

)
+
∑
j∈N\A

j2ka2
j

+
∑
j∈N\B

j2kb2j ≤ λ1

( ∑
j∈A\{0}

u2
j +

∑
j∈N\B

v2
j

)
+ λ2

∞∑
j=1

j2r(a2
j + b2j ) ≤ λ1δ

2 + λ2.

Òåì ñàìûì

e2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ, ϕα,β) ≤

√
λ1δ2 + λ2

≤ E2(x(k)(·),W r
2 (T), FA,B , δ).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.84) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäîâ (4.86).
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò α = {αj}j∈A\{0} è β = {βj}j∈B , óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (4.85). Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê{
xj = j2r,

yj = j2k,
j = 1, 2, . . .

Ñîåäèíÿÿ ñîñåäíèå òî÷êè îòðåçêàìè ïðÿìîé, ïîëó÷èì âîãíóòóþ ëîìàíóþ. Íå-
ñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè 1/(j + 1)r ≤ δ < 1/jr, j = 1, . . . , n1 − 1, ïðÿìàÿ
y = λ2x + λ1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (xj , yj), (xj+1, yj+1). Â ñèëó âîãíóòîñòè
ëîìàíîé áóäåì èìåòü

(4.89) ys ≤ λ2xs + λ1, s = 1, 2, . . .

Ïðè δ < 1/nr1 ïðÿìàÿ y = λ2x + λ1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (n2k
1 , n2r

1 ), è â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ n1 äëÿ íåå ñíîâà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (4.89).

Ïîëîæèì

αj =
λ1

λ1 + λ2j2r
, j ∈ A \ {0}.

Òîãäà èç (4.89) ïîëó÷àåì

j2k

(
(1− αj)2

λ2j2r
+
α2
j

λ1

)
=

j2k

λ1 + λ2j2r
≤ 1.

Ïîëîæèâ

βj =
λ1

λ1 + λ2j2r
, j ∈ B,

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

j2k

(
(1− βj)2

λ2j2r
+
β2
j

λ1

)
=

j2k

λ1 + λ2j2r
≤ 1.

�

Ïóñòü n0 > 1 è δ ≤ 1. Ïîëîæèì

j0 = max

{
j :

1

j2(r−k)
> λ2

}
.

Òàê êàê λ2 ≥ 1/n2
0(r − k), òî j0 < n0. Åñëè j ≤ j0 è j ∈ A, òî ìîæíî âçÿòü

αj = 0, à åñëè j ≤ j0 è j ∈ B, òî βj = 0 òîæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.85).



Íåòî÷íî çàäàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå 124

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü ìåòîä âèäà

ϕα,β

(
{ãj}j∈A, {b̃j}j∈B

)
(t) =

j0∑
j=1

jk
(
αj ãj cos

(
jt+

πk

2

)

+βj b̃j sin

(
jt+

πk

2

))
.

Òåì ñàìûì ïðè çàäàííîì δ < 1 èíôîðìàöèÿ î ïðèáëèæåííûõ êîýôôèöèåíòàõ
Ôóðüå ñ íîìåðàìè, á�îëüøèìè, ÷åì j0, ÿâëÿåòñÿ �ëèøíåé� â òîì ñìûñëå, ÷òî
íàëè÷èå åå íå óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

4.15. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî
çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå

Ðàññìîòðèì àíàëîãè çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ âûøå, äëÿ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà âñåé ïðÿìîé. Çäåñü â êà÷åñòâå èñïîëüçóåìîé èíôîðìàöèè âûñòóïà-
åò íåòî÷íî çàäàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïóñòü r ∈ N. ×åðåç Wr

2,2(R) îáî-
çíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), äëÿ êîòîðûõ x(r−1)(·) ëîêàëüíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è x(r)(·) ∈ L2(R). Ïîëîæèì

W r
2,2(R) = {x(·) ∈ Wr

2,2(R) : ‖x(r)(·)‖L2(R) ≤ 1 }.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fx(·) ôóíêöèè x(·) ∈
W r

2,2(R), çàäàííîå íà ∆σ = [−σ, σ], σ > 0, ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(∆σ),
ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(∆σ) òàêàÿ, ÷òî ‖Fx(·) − y(·)‖L2(∆σ) ≤ δ.
Òðåáóåòñÿ ïî ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ x(k)(·), 0 ≤ k < r, â
ìåòðèêå L2(R). Âñÿêèé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæå-
íèå ϕ : L2(∆σ)→ L2(R).

Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : L2(∆σ)→ L2(R) íàçîâåì âåëè-
÷èíó

e(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ, ϕ) = sup

x(·)∈W r
2,2(R), y∈L2(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

à âåëè÷èíó

(4.90) E(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) = inf

ϕ : L2(∆σ)→L2(R)
e(x(k)(·),W r

2,2(R), σ, δ, ϕ)

áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ìåòîä, íà êî-
òîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì, êàê îáû÷íî, íàçûâàòü îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Èç ëåììû 4.1 ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

(4.91) E(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥ sup

x(·)∈W r
2,2(R)

‖Fx(·)‖L2(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R).

Â îáðàçàõ Ôóðüå ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè (4.91) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå (êàê îáû÷íî, ïåðåõîäèì ê êâàäðàòàì)

(4.92)
1

2π

∫
R
ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïóñòü ñíà÷àëà k = 0.
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Òåîðåìà 4.23. Ïðè âñåõ σ > 0 è δ > 0

(4.93) E(x(·),W r
2,2(R), σ, δ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2r
.

Äëÿ âñåõ ôóíêöèé a(·) òàêèõ, ÷òî

(4.94)

∣∣∣∣a(ξ)− σ2r

σ2r + ξ2r

∣∣∣∣ ≤ ξ2r

σ2r + ξ2r
,

ìåòîäû

ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
a(ξ)y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç x̂n(·) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé

Fx̂n(ξ) =


δ
√
n, 0 ≤ ξ ≤ 1

n
,

σ−r
√

2π(n−
√
n), σ < ξ < σ +

1

n
,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ n > σ−1 èìååì ∫ σ

−σ
|Fx̂n(ξ)|2 dξ = δ2.

Êðîìå òîãî,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2n

2π

∫ 1/n

0

ξ2r dξ +
n−
√
n

σ2r

∫ σ+1/n

σ

ξ2r dξ

=
δ2

2πn2r(2r + 1)
+ (n−

√
n)

(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

(4.95)
(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

σ2r(2r + 1)
=

1

n

(
1 +

αn√
n

)
,

ãäå αn → 0 ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2

2πn2r(2r + 1)
+

(
1− 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n
βn,

ãäå

βn = 1− αn
(

1− 1√
n

)
+

δ2

2πn2r−1/2(2r + 1)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî βn → 1 ïðè n→∞, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1

2
√
n
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ôóíêöèè Fx̂n(·) äîïóñòèìû â ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å (4.92) äëÿ k = 0. Òåì ñàìûì

E2(x(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥ 1

2π

∫
R
ξ2k|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2

2π
+ σ−2r

(
1− 1√

n

)
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

E(x(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥

√
δ2

2π
+

1

σ2r
.
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Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè òàêèõ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
êîòîðûõ èìååò âèä

Fϕ̂(y)(ξ) =

{
a(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

ãäå a(·) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ îöåíêè êâàä-
ðàòà ïîãðåøíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

(4.96)
1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïåðâîãî èíòåãðàëà, à çàòåì îöåíèì åãî ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = |(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤
(
|1− a(ξ)|2

σ−2rξ2r
+ |a(ξ)|2

)
(σ−2rξ2r|Fx(ξ)|2 + |Fx(ξ)− y(ξ)|2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ a(·) âûáðàíà òàê, ÷òî

(4.97)
|1− a(ξ)|2

σ−2rξ2r
+ |a(ξ)|2 ≤ 1.

Òîãäà

|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 ≤ σ−2rξ2r|Fx(ξ)|2 + |Fx(ξ)− y(ξ)|2.
Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (4.96) èìååì îöåíêó

1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ

≤ σ−2r 1

2π

∫ σ

−σ
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+
1

2π

∫
|ξ|>σ

|Fx(ξ)|2 dξ ≤ σ−2r 1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

δ2

2π
≤ σ−2r +

δ2

2π
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e(x(·),W r
2,2(R), σ, δ, ϕ̂) ≤

√
δ2

2π
+

1

σ2r
≤ E(x(·),W r

2,2(R), σ, δ).

Òåì ñàìûì ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.93).

Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå (4.97) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (4.94), ÷òî
ëåãêî ñäåëàòü, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò â íåðàâåíñòâå (4.97). �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà k ≥ 1. Ïîëîæèì

σ̂ =
( r
k

) 1
2(r−k)

(
2π

δ2

) 1
2r

.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: σ0 = min{σ, σ̂},

λ̂1 =

(
k

r

) k
r−k r − k

r
σ2k

0 , λ̂2 = σ
−2(r−k)
0 .
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Òåîðåìà 4.24. Ïóñòü 1 ≤ k ≤ r − 1, σ > 0 è δ > 0. Òîãäà

(4.98) E(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) =


σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
, σ < σ̂,

(
δ2

2π

) r−k
2r

, σ ≥ σ̂.

Äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ íà [−σ, σ] ôóíêöèé θ(·) òàêèõ, ÷òî |θ(ξ)| ≤ 1 ïðè ξ ∈
[−σ, σ], è âñåõ

(4.99) a(ξ) =
λ̂1 + θ(ξ)|ξ|r−k

√
λ̂1λ̂2(λ̂1 + λ̂2ξ2r − ξ2k)

λ̂1 + λ̂2ξ2r

ìåòîäû

(4.100) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
(iξ)ka(ξ)y(ξ)eiξt dξ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ξ̂ =

(
k

r

) 1
2(r−k)

σ0.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî σ < σ̂ (â ýòîì ñëó÷àå σ0 = σ). Ðàññìîòðèì äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé x̂n(·) òàêóþ, ÷òî

Fx̂n(ξ) =



√
n
δ√
2
, ξ̂ ≤ |ξ| ≤ ξ̂ + 1/n,

√
π

√
n−
√
n

σr

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)1/2

, σ ≤ |ξ| ≤ σ + 1/n,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà ∫ σ

−σ
|Fx̂n(ξ)|2 dξ = δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

nδ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1

+
n−
√
n

σ2r

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
(σ + 1/n)2r+1 − σ2r+1

2r + 1
.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (4.95) è àíàëîãè÷íîå åìó

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1
=

1

n
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
,

ãäå γn → 0 ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

δ2

2π
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
+

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)(
1− 1√

n

)(
1 +

αn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− δ2

2π
ξ̂2r + εn

)
,
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ãäå εn → 0 ïðè n→∞. Òåì ñàìûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1

2
√
n

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ôóíêöèè Fx̂n(·) äîïóñòèìûå â ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å (4.92). Òåì ñàìûì

E2(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥ 1

2π

∫
R
ξ2k|Fx̂n(ξ)|2 dξ

=
nδ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2k+1 − ξ̂2k+1

2k + 1

+
n−
√
n

σ2r

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
(σ + 1/n)2k+1 − σ2k+1

2k + 1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

E(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥

√
δ2

2π
ξ̂2k +

(
1− δ2

2π
ξ̂2r

)
σ2k

σ2r

= σk

√
r − k
2πr

(
k

r

) k
r−k

δ2 +
1

σ2r
=

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Ïóñòü òåïåðü σ ≥ σ̂. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé x̂n(·) òàêóþ, ÷òî

Fx̂n(ξ) =


√
n−
√
n
δ√
2
, ξ̂ ≤ |ξ| ≤ ξ̂ + 1/n,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà ∫ σ

−σ
|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

(
1− 1√

n

)
δ2 < δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ =

(n−
√
n)δ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2r+1 − ξ̂2r+1

2r + 1

=
δ2

2π

(
1− 1√

n

)
ξ̂2r

(
1 +

γn√
n

)
=

(
1− 1√

n

)(
1 +

γn√
n

)
= 1− 1√

n

(
1− γn

(
1− 1√

n

))
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
1

2π

∫
R
ξ2r|Fx̂n(ξ)|2 dξ < 1− 1

2
√
n
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ôóíêöèè Fx̂n(·) äîïóñòèìû â ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷å (4.92). Òåì ñàìûì

E2(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥ 1

2π

∫
R
ξ2k|Fx̂n(ξ)|2 dξ

=
(n−

√
n)δ2

2π

(ξ̂ + 1/n)2k+1 − ξ̂2k+1

2k + 1
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

E(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ) ≥ δ√

2π
ξ̂k =

(
δ2

2π

) r−k
2r

=

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.
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Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû ñðåäè òàêèõ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
êîòîðûõ èìååò âèä

Fϕ̂(y)(ξ) =

{
(iξ)ka(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

ãäå a(·) � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Â îáðàçàõ Ôóðüå äëÿ îöåíêè êâàä-
ðàòà ïîãðåøíîñòè òàêèõ ìåòîäîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

(4.101)
1

2π

∫ σ

−σ
ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ ≤ δ2,

1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ ≤ 1.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïåðâîãî èíòåãðàëà, à çàòåì îöåíèì åãî ïî
íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

(4.102) ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 = ξ2k|(1− a(ξ))Fx(ξ) + a(ξ)(Fx(ξ)− y(ξ))|2

≤ ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
(λ̂2ξ

2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ

(4.103) S(ξ) = ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
òàêîâà, ÷òî S(ξ) ≤ 1. Òîãäà

ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 ≤ λ̂2ξ
2r|Fx(ξ)|2 + λ̂1|Fx(ξ)− y(ξ)|2.

Ïîýòîìó äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â (4.101) èìååì îöåíêó

1

2π

∫ σ

−σ
ξ2k|Fx(ξ)− a(ξ)y(ξ)|2 dξ +

1

2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ

≤ λ̂2
1

2π

∫ σ

−σ
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

λ̂1

2π

∫ σ

−σ
|Fx(ξ)− y(ξ)|2 dξ

+
1

2π

∫
|ξ|>σ

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ ≤ λ̂2
1

2π

∫
R
ξ2r|Fx(ξ)|2 dξ +

λ̂1

2π
δ2 ≤ λ̂1

2π
δ2 + λ̂2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e(x(k)(·),W r
2,2(R), σ, δ, ϕ̂) ≤

√
λ̂1

2π
δ2 + λ̂2 ≤ E(x(k)(·),W r

2,2(R), σ, δ).

Òåì ñàìûì ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.98).

Îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü óñëîâèÿ íà ôóíêöèè a(·), ïðè êîòîðûõ S(ξ) ≤ 1.
Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

ξ2k

(
|1− a(ξ)|2

λ̂2ξ2r
+
|a(ξ)|2

λ̂1

)
≤ 1

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(4.104)

∣∣∣∣∣a(ξ)− λ̂1

λ̂1 + λ̂2ξ2r

∣∣∣∣∣
2

≤ λ̂1λ̂2ξ
2(r−k)

(λ̂1 + λ̂2ξ2r)2
(λ̂1 + λ̂2ξ

2r − ξ2k).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ R

λ̂1 + λ̂2ξ
2r − ξ2k ≥ 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðèíèìàþòñÿ â òî÷êàõ

|ξ| =
(

k

λ̂2r

) 1
2(r−k)

.

Îíè ðàâíû âåëè÷èíå

λ̂1 + λ̂2

(
k

λ̂2r

) r
r−k

−
(

k

λ̂2r

) k
r−k

= λ̂1 −
(

k

λ̂2r

) k
r−k r − k

k
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ôóíêöèé a(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
(4.104), èìååò âèä (4.99). �

4.16. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â Rd îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(4.105)
∂u

∂t
= ∆u

(ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â Rd è u(·, ·) � ôóíêöèÿ íà Rd× [0,∞)) ñ çàäàííûì
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû

(4.106) u(·, 0) = u0(·).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(Rd). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(4.105)�(4.106) ïðè t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

(4.107) u(x, t) = u(x, t;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫
Rd
e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ,

ãäå x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd),

|x− ξ|2 =

d∑
j=1

(xj − ξj)2.

Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð u(·, t1), . . . , u(·, tn). Èíûìè ñëîâàìè, èçâåñòíû ôóíêöèè
yj(·) ∈ L2(Rd) òàêèå, ÷òî

‖u(·, tj)− yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj , j = 1, . . . , n,

ãäå δj > 0, j = 1, . . . , n. Ïî ýòîé èíôîðìàöèè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðàñïðåäå-
ëåíèå òåìïåðàòóðû â Rd â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè τ , t1 ≤ τ ≤ tn.

Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Ij : L2(Rd)→ L2(Rd), j = 0, 1, . . . , n, ðàâåíñòâàìè

I0u0(·) = u(·, τ), Iju0(·) = u(·, tj), j = 1, . . . , n.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(I, δ) = inf
ϕ : (L2(Rd))n→L2(Rd)

e(I, δ, ϕ),

ãäå

e(I, δ, ϕ) = sup
u0(·)∈L2(Rd), y(·)∈(L2(Rd))n

‖Iju0(·)−yj(·)‖L2(Rd)
≤δj , j=1,...,n

‖u(·, τ)− ϕ(y(·))(·)‖L2(Rd),

I = (I0, I1, . . . , In), y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)), à òàêæå ìåòîäà ϕ̂, íà êîòîðîì äîñòè-
ãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìîãî îïòèìàëüíûì.

Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, v) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

M = co{ (tj , ln(1/δj)), 1 ≤ j ≤ n }+ { (t, 0) : t ≥ 0 }.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ θ(·) íà [t1,+∞) ðàâåíñòâîì

θ(t) = max{ v : (t, v) ∈M }.
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ßñíî, ÷òî íà [t1,+∞) ôóíêöèÿ θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ts1 <
. . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé èçëîìà, ò. å. ts1 = t1),
êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê {t1, . . . , tn} (ñì. ðèñ. 4.4, íà
êîòîðîì èçîáðàæåííûå òî÷êè èìåþò êîîðäèíàòû (tj , ln(1/δj), æèðíàÿ êðèâàÿ
� ãðàôèê ôóíêöèè θ(·)).

0
-

6

t

v

�
�
�
�
�

t1

ln 1
δ1

ts2

ln 1
δs2

�
�
�
��

ts3

ln 1
δs3

���������

tsk

ln 1
δsk

q
q

q
q

q
q
q

qq

q

q q
q

q

qp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p qp p p p p p p p p p p p p p qp p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
Ðèñ. 4.4

;

Òåîðåìà 4.25. Äëÿ ëþáîãî τ ≥ t1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4.108) E(I, δ) = e−θ(τ).

Åñëè τ ∈ (tsm , tsm+1
) ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k − 1, òî äëÿ âñåõ α(·),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(4.109) e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm |α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
≤ 1,

ãäå

λ
(m)
1 =

tsm+1
− τ

tsm+1
− tsm

(
δsm+1

δsm

) 2(τ−tsm )

tsm+1
−tsm

,

λ
(m)
2 =

τ − tsm
tsm+1

− tsm

(
δsm
δsm+1

) 2(tsm+1
−τ)

tsm+1
−tsm

,

ìåòîäû

(4.110) ϕ̂(y(·))(·) = F−1
(
e−|ξ|

2(τ−tsm )α(ξ)Fysm(ξ)

+e−|ξ|
2(τ−tsm+1

)(1− α(ξ))Fysm+1
(ξ)
)

(·)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Åñëè τ = tsm ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k, òî
ìåòîä

ϕ̂(y(·))(·) = ysm(·)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Ïðè τ > tsk ìåòîä

(4.111) ϕ̂(y(·))(·) = F−1
(
e−|ξ|

2(τ−tsk )Fysk(ξ)
)

(·)
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4.1 ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó

E(I, δ) ≥ sup
u0(·)∈L2(Rd)

‖Iju0(·)‖
L2(Rd)

≤δj , j=1,...,n

‖u(·, τ)‖L2(Rd).

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(4.112) ‖u(·, τ)‖2L2(Rd) → max, ‖Iju0(·)‖2L2(Rd) ≤ δ
2
j , j = 1, . . . , n,

u0(·) ∈ L2(Rd).

Õîðîøî èçâåñòíî (ïðè d = 1 ñì., íàïðèìåð, [34, ñòð. 452]), ÷òî

F (I0u0)(ξ) = e−|ξ|
2τFu0(ξ), F (Iju0)(ξ) = e−|ξ|

2tjFu0(ξ),

j = 1, . . . , n, ξ ∈ Rd.

Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (4.112) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå

(4.113)
1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ |Fu0(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2tj |Fu0(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd).

Ïóñòü τ ∈ [tsm , tsm+1
) ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k − 1. Ïðÿìàÿ x = at+ b,

ãäå

a =
ln 1/δsm+1 − ln 1/δsm

tsm+1 − tsm
, b =

tsm+1 ln 1/δsm − tsm ln 1/δsm+1

tsm+1 − tsm
,

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (tsm , ln 1/δsm) è (tsm+1
, ln 1/δsm+1

). Äëÿ ε > 0 ðàññìîòðèì
øàð

Bε = { ξ ∈ Rd : |ξ − ξε| < ε }, ξε = (
√
a+ ε, 0, . . . , 0).

Ïóñòü ôóíêöèÿ û0(·) òàêîâà, ÷òî

Fû0(ξ) =

{
A, ξ ∈ Bε ∪ (−Bε),
0, ξ /∈ Bε ∪ (−Bε),

ãäå

A =
(2π)d/2√

2|Bε|
δ

tsm+1
tsm+1

−tsm
sm δ

− tsm
tsm+1

−tsm
sm+1 ,

à |Bε| � îáúåì øàðà Bε. Òîãäà

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2t|Fû0(ξ)|2 dξ =

2A2

(2π)d

∫
Bε

e−2|ξ|2t dξ

≤ 2A2|Bε|
(2π)d

e−2at = e−2(at+b).

Â ñèëó òîãî, ÷òî θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ, atj+b ≥ ln 1/δj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2tj |Fû0(ξ)|2 dξ ≤ e−2(atj+b) ≤ δ2

j .
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Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (4.113) è

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ |Fû0(ξ)|2 dξ =

2A2

(2π)d

∫
Bε

e−2|ξ|2τ dξ

≥ 2A2|Bε|
(2π)d

e−2(
√
a+2ε)2τ = e−2(aτ+b)e−2ε(4

√
a+ε)τ .

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì

sup
u0(·)∈L2(Rd)

‖Iju0(·)‖2
L2(Rd)

≤δ2
j , j=1,...,n

‖I0u0(·)‖2L2(Rd) ≥ e
−2(aτ+b) = e−2θ(τ)

= δ

2(tsm+1
−τ)

tsm+1
−tsm

sm δ

2(τ−tsm )

tsm+1
−tsm

sm+1 =

{
λ

(m)
1 δ2

sm + λ
(m)
2 δ2

sm+1
, τ ∈ (tsm , tsm+1

),

δ2
sm , τ = tsm

.

Ïóñòü òåïåðü τ ≥ tsk . Ïîëîæèì

B̂ε = { ξ ∈ Rd : |ξ| < ε }.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ û0(·) òàê, ÷òîáû

Fû0(ξ) =


(2π)d/2√
|B̂ε|

δsk , ξ ∈ B̂ε,

0, ξ /∈ B̂ε,

ãäå |B̂ε| � îáúåì øàðà B̂ε. Òîãäà äëÿ âñåõ t ≥ 0

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2t|Fû0(ξ)|2 dξ =

A2

(2π)d

∫
B̂ε

e−2|ξ|2t dξ ≤ A2|B̂ε|
(2π)d

= δ2
sk
.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2tj |Fû0(ξ)|2 dξ ≤ δ2

sk
≤ δ2

j .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ û0(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â çàäà÷å (4.113), à

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2τ |Fû0(ξ)|2 dξ =

δ2
sk

|B̂ε|

∫
B̂ε

e−2|ξ|2τ dξ ≥ δ2
sk
e−2ε2τ .

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì

sup
u0(·)∈L2(Rd)

‖Iju0(·)‖2
L2(Rd)

≤δ2
j , j=1,...,n

‖I0u0(·)‖2L2(Rd) ≥ δ
2
sk

= e−2θ(τ).

Çàéìåìñÿ òåïåðü îöåíêîé ñâåðõó. Ïóñòü τ ∈ (tsm , tsm+1
) ïðè íåêîòîðîì m,

1 ≤ m ≤ k − 1. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ (4.110) ðàññìîòðèì ýêñòðå-
ìàëüíóþ çàäà÷ó

(4.114) ‖u(·, τ)− ϕ̂(y(·))(·)‖2L2(Rd) → max,

‖Iju0(·)− yj(·)‖2L2(Rd) ≤ δ
2
j , j = 1, . . . , n, u0(·) ∈ L2(Rd).
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Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ýòà çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä

(4.115)
1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣e−|ξ|2τFu0(ξ)− e−|ξ|
2(τ−tsm )α(ξ)Fysm(ξ)

−e−|ξ|
2(τ−tsm+1

)(1− α(ξ))Fysm+1
(ξ)
∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣e−|ξ|2tjFu0(ξ)− Fyj(ξ)
∣∣∣2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n.

Ïîëîæèì

(4.116) zj(ξ) = e−|ξ|
2tjFu0(ξ)− Fyj(ξ), j = 1, . . . , n.

Òîãäà çàäà÷à (4.115) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣e−|ξ|2(τ−tsm )α(ξ)zsm(ξ)

+e−|ξ|
2(τ−tsm+1

)(1− α(ξ))zsm+1
(ξ)
∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|zj(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî∣∣∣e−|ξ|2(τ−tsm )α(ξ)zsm(ξ) + e−|ξ|
2(τ−tsm+1

)(1− α(ξ))zsm+1
(ξ)
∣∣∣2

≤

(
e−2|ξ|2(τ−tsm ) |α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e−2|ξ|2(τ−tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)
×
(
λ

(m)
1 |zsm(ξ)|2 + λ

(m)
2 |zsm+1(ξ)|2

)
.

Åñëè α(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4.109), òî

e(I, δ, ϕ̂) ≤
√
λ

(m)
1 δ2

sm + λ
(m)
2 δ2

sm+1
≤ E(I, δ).

Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà ϕ̂ è ðàâåíñòâî (4.108) â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå. Íàäî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé α(·), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ (4.109), íå ïóñòî. Ïóñòü τ ∈ (tsm , tsm+1

). Ðàññìîòðèì âîãíóòóþ
ôóíêöèþ

(4.117) y = x
τ−tsm

tsm+1
−tsm , x ≥ 0.

Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x0 > 0. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ áóäåò èìåòü âèä y = λ1 + λ2x, ãäå

λ1 =
tsm+1

− τ
tsm+1

− tsm
x

τ−tsm
tsm+1

−tsm
0 , λ2 =

τ − tsm
tsm+1

− tsm
x

τ−tsm+1
tsm+1

−tsm
0 .

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé (4.117) äëÿ âñåõ x ≥ 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåí-
ñòâî

x
τ−tsm

tsm+1
−tsm ≤ λ1 + λ2x.

Ïîëîæèì

x = e−|ξ|
2(tsm+1

−tsm ), x0 =

(
δsm+1

δsm

)2

.

Òîãäà λj = λ
(m)
j , j = 1, 2, è äëÿ âñåõ ξ ∈ Rd âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

e−|ξ|
2(τ−tsm ) ≤ λ(m)

1 + λ
(m)
2 e−|ξ|

2(tsm+1
−tsm ).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

e−|ξ|
2τ

λ
(m)
1 e−|ξ|

2tsm + λ
(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1

≤ 1.

Ïîëîæèâ

α(ξ) =
λ

(m)
1 e−|ξ|

2tsm

λ
(m)
1 e−|ξ|

2tsm + λ
(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1

,

ïîëó÷àåì

e−2|ξ|2τ

(
e2|ξ|2tsm |α(ξ)|2

λ
(m)
1

+ e2|ξ|2tsm+1
|1− α(ξ)|2

λ
(m)
2

)

=
e−|ξ|

2τ

λ
(m)
1 e−|ξ|

2tsm + λ
(m)
2 e−|ξ|

2tsm+1

≤ 1.

Ïóñòü τ = tsm ïðè íåêîòîðîì m, 1 ≤ m ≤ k. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì
Ôóðüå â çàäà÷å (4.114), ïîëó÷àåì

(4.118)
1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣e−|ξ|2τFu0(ξ)− e−|ξ|
2(τ−tsm )Fysm(ξ)

∣∣∣2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd

∣∣∣e−|ξ|2tjFu0(ξ)− Fyj(ξ)
∣∣∣2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (4.116), ïðèõîäèì ê çàäà÷å

1

(2π)d

∫
Rd
|zsm(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|zj(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n,

ðåøåíèå êîòîðîé î÷åâèäíî.
Ïóñòü òåïåðü τ > tsk . Èñïîëüçóÿ òå æå øàãè, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ,

ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

1

(2π)d

∫
Rd
e−2|ξ|2(τ−tsk )|zsk(ξ)|2 dξ → max,

1

(2π)d

∫
Rd
|zj(ξ)|2 dξ ≤ δ2

j , j = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, e(I, δ, ϕ̂) ≤ δsk ≤ E(I, δ), ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. �

4.17. Êîììåíòàðèè

Â ïï. 4.1�4.4 ðàññìîòðåíû ïðèìåðû õàðàêòåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ. Äëÿ êàæäîé èç íèõ äàâàëîñü ïîëíîå ðåøåíèå ñ óêà-
çàíèåì òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Áîëüøèíñòâî ïðèìå-
ðîâ âçÿòî èç ñòàòüè Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî, Â. Ì. Òèõîìèðîâà
[42].

Íàèáîëåå áëèçêîé ê îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå èñòîêîâîé äëÿ íåå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î íàèëó÷øåé êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëå. Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé [48] ïèøåò, ÷òî çàäà÷à ýòà áûëà ïîñòàâëå-
íà À. Í. Êîëìîãîðîâûì. Â 1965 ãîäó Ñ. À. Ñìîëÿê [57], çàìåíÿÿ îïðåäåëåí-
íûé èíòåãðàë íà çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, à çíà÷åíèÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êàõ � íà çíà÷åíèÿ äðóãèõ ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ è äîïóñêàÿ ê ðàññìîòðåíèþ íå òîëüêî ëèíåéíûå, íî è äðóãèå âñåâîç-
ìîæíûå ìåòîäû, ïîëó÷àåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè
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ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà. Èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî è öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî ìíîæåñòâà ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé.
Ýòîò ðåçóëüòàò ñ çàìåíîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè íà óðàâíîâåøåííîñòü áûë
ðàñïðîñòðàíåí íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé Ê. Þ. Îñèïåíêî [50]. Çàäà÷à îá îïòè-
ìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèîíàëàõ çàäàíà ñ
ïîãðåøíîñòüþ, áûëà ïîñòàâëåíà Í. Ñ. Áàõâàëîâûì, à ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå À. Ã. Ìàð÷óêà, Ê. Þ. Îñèïåíêî
[46].

Äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ C. A. Micchelli, T. J. Ri-
vlin [13], Â. Â. Àðåñòîâà [24], Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [36]
(ñì. òàêæå îáçîðíóþ ñòàòüþ C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [14] è ìîíîãðàôèè
Äæ. Òðàóáà, Õ. Âîæüíÿêîâñêîãî [68], Í. Ï. Êîðíåé÷óêà [35], J. F. Traub,
G. W. Wasilkowski, H. Wo�zniakowski [22], L. Plaskota [20], Ê. Þ. Îñèïåíêî [52]).

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ óñðåäíåíèåì ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, ââåäåíè-
åì ñëó÷àéíîé îøèáêè è ò. ä. Ðÿä òàêèõ ïîñòàíîâîê ìîæíî íàéòè â êíèãàõ
J. F. Traub, G. W. Wasilkowski, H. Wo�zniakowski [22] è L. Plaskota [20]).

Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ è àôôèííûõ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ (òåîðåìû 4.3 è 4.4) âïåðâûå ñòàëè èçó÷àòüñÿ â ðàáîòå Ã. Ã. Ìà-
ãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [36]. Óòâåðæäåíèÿ, áëèçêèå ê òåîðåìå 4.5,
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå C. A. Micchelli, T. J. Rivlin [13]. Îäíàêî åùå ó Ñ. ß. Õà-
âèíñîíà [71] â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì ðÿäà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïîÿâèëñÿ êðèòåðèé,
ñôîðìóëèðîâàííûé â òåîðåìå 4.5, äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ñëó÷àÿ (õîòÿ â ÿâíîì
âèäå çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè íå îáñóæäàëàñü). Òåîðåìà 4.7 â
ðàçëè÷íîé ñòåïåíè îáùíîñòè äîêàçûâàëàñü Ê. Þ. Îñèïåíêî [51], Ê. Þ. Îñè-
ïåíêî, Ì. È. Ñòåñèíûì [56], [16].

Òåîðåìû 4.9 è 4.10 äîêàçàíû Ê. Þ. Îñèïåíêî [53].
Òåîðåìà 4.11 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòàõ C. A. Micchelli, T. J. Rivlin, S. Wino-

grad [15] è P. W. Gaffney, M. J. D. Powell [7]. Ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî,
îñíîâàííîå íà ìåòîäå ïàðàìåòðèçàöèè (òåîðåìà 4.9) è ïîçâîëÿþùåå äîêàçàòü
åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà, áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå Ê. Þ. Îñè-
ïåíêî [17].

Îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå H∞ áûë ïîñòðîåí
Ê. Þ. Îñèïåíêî [49], [50]. Îáùèé ñëó÷àé 1 ≤ p ≤ ∞ áûë ðàññìîòðåí â ðà-
áîòå S. D. Fisher, C. A. Micchelli [4].

Òåîðåìà 4.14 âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàííûõ â ðàáîòå S. D. Fisher [3].
Òåîðåìà 4.15 äîêàçàíà â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [53].

Çíà÷åíèå ïîïåðå÷íèêà dn+r(H
r
∞, C([a, b])) (òåîðåìà 4.18) íàéäåíî â ðàáîòå

S. D. Fisher [3] (ïðèâîäèìîå çäåñü äîêàçàòåëüñòâî óïðîùåíî çà ñ÷åò ðåçóëüòàòà
èç òåîðåìû 4.15).

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 4.19 è åå äîêàçàòåëüñòâî âçÿòû èç ó÷åáíèêà
Â. À. Èëüèíà, Ý. Ã. Ïîçíÿêà [30]. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà øèðîêî ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Òåì íå ìåíåå, íà íàø âçãëÿä, ó
ýòîãî ìåòîäà åñòü ðÿä íåäîñòàòêîâ. Àâòîðû ó÷åáíèêà [30] ïèøóò: �... äîëæíû
ëè ìû, æåëàÿ ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îá èíòåðåñó-
þùåì íàñ ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå, íåîãðàíè÷åííî ñîâåðøåíñòâîâàòü òî÷íîñòü
ïðèáîðà èëè ïóòü ê ýòîìó ëåæèò ÷åðåç ðàçâèòèå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðè èìå-
þùåéñÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê èçâëå÷ü ìàêñè-
ìàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå�. (Âûäåëåíî æèðíûì øðèôòîì
íàìè.) Íî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè óòâåðæäàåò î ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãî-
ðèòìà ïðè δ → 0 è íå äàåò èíôîðìàöèè î ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà ïðè äàííîì
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ôèêñèðîâàííîì δ. Êðîìå òîãî, ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ìû �èçâëåêëè
ìàêñèìàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èçó÷àåìîì ïðîöåññå�, ò. ê. íåò ãàðàíòèè, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé äàë áû ëó÷øèé ðåçóëüòàò (â äàííîé ïîñòàíîâ-
êå íåò âîçìîæíîñòè ñðàâíèâàòü ðàçíûå àëãîðèòìû).

Ïîäõîä ê çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî åå íåòî÷íî çàäàííûì êîýô-
ôèöèåíòàì Ôóðüå, îñíîâàííûé íà îáùåé òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,
ñâîáîäåí îò òåõ íåäîñòàòêîâ, êîòîðûå óêàçûâàëèñü âûøå. À èìåííî, çäåñü óäà-
åòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, à òàêæå íàéòè íàèëó÷øèé ìå-
òîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ìû íàçûâàåì ýòîò ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Êîëìîãîðîâó
â ñèëó òîãî, ÷òî ñàìà èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
áåðåò ñâîå íà÷àëî îò èäåé À. Í. Êîëìîãîðîâà, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì îï-
òèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ n-ïîïåðå÷íèêà. Ðàäè
îáúåêòèâíîñòè ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî è ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóò íåêî-
òîðîé êðèòèêå, ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî èññëåäîâàòåëü íå çíàåò, êàêîìó êëàññó
ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îí õî÷åò âîññòàíàâëèâàòü.
Òåì íå ìåíåå, ñòðîÿ îïòèìàëüíûå ìåòîäû äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ìû ïîëó-
÷àåì ñåìåéñòâî ìåòîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò õîðîøèìè ñâîéñòâàìè
(îïòèìàëüíîñòü íà ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññå). Ñðåäè ýòèõ ìåòîäîâ èññëåäîâà-
òåëü ìîæåò âûáèðàòü òå, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ íàèáîëåå àäåêâàòíî îòîáðàæàåò
èçó÷àåìûå ïðîöåññû. Ìàòåðèàë ýòîãî ðàçäåëà âçÿò èç ðàáîòû Ã. Ã. Ìàãàðèë-
Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [41].

Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîýôôè-
öèåíòàì Ôóðüå (â êîìïëåêñíîé ôîðìå) ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-
Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [37]. Áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ê. Þ. Îñèïåíêî [55, òåîðåìà 10].

Â çàäà÷å (4.90) ïðè p = 2 è σ = ∞ èíôîðìàöèÿ ðàâíîñèëüíà (â ñèëó
òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ) òîìó, ÷òî èçâåñòíà ñàìà ôóíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî δ â
ìåòðèêå L2(R). Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðåøåíà â ðàáîòå A. A. Melkman,
C. A. Micchelli [12]. Òåîðåìû 4.23 è 4.24 (áåç íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ) äîêàçàíû â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [38].
Ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áûëî îáíàðó-
æåíî â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî [40]. Â áîëåå îáùåé
ñèòóàöèè ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïèñàíû â ðàáîòå
Ê. Þ. Îñèïåíêî [55].

Ïðèìåíåíèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïî
íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî, Â. Ì. Òèõîìèðîâà
[11] è Ê. Þ. Îñèïåíêî [54]. Òåîðåìà 4.25 (áåç íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ) áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâà, Ê. Þ. Îñèïåíêî
[39].



Ãëàâà 5

Äîïîëíåíèå

5.1. Òåîðåìû îòäåëèìîñòè

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Ãîâîðÿò, ÷òî íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ îòäåëÿåò ìíîæåñòâà A è B,
åñëè

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ inf

x∈B
〈x∗, x〉.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî x∗ ñòðîãî îòäåëÿåò A è B.
Ïóñòü ÷èñëî γ ∈ R òàêîâî, ÷òî

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ γ ≤ inf

x∈B
〈x∗, x〉.

Òîãäà, ãåîìåòðè÷åñêè, îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ A è B îçíà÷àåò, ÷òî îíè ðàñïî-
ëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãèïåðïëîñêîñòè

{x ∈ X : 〈x∗, x〉 = γ }.
Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó ïåðâîé òåîðåìû îòäåëèìîñòè (ñì. [34, ñòð. 243]).

Òåîðåìà 5.1 (ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A è B � íåïóñòûå
âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, ïðè÷åì intA 6= ∅
è B ∩ intA = ∅. Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû.

Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 5.2 (âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå çà-
ìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X è x̂ /∈ A.
Òîãäà ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî îòäåëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A çàìêíóòî, òî äîïîëíåíèå ê A îòêðûòî è
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî îòêðûòûé øàð BX(x̂, r) íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ A. Òîãäà ïî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë
x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

sup
x∈A
〈x∗, x〉 ≤ inf

x∈BX(x̂,r)
〈x∗, x〉.

Íî
inf

x∈BX(x̂,r)
〈x∗, x〉 < 〈x∗, x̂〉,

ò. ê. íåíóëåâîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íå ìîæåò äîñòèãàòü òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè âî âíóòðåííåé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà A è x̂ ñòðîãî
îòäåëèìû. �

5.2. Àôôèííàÿ íåçàâèñèìîñòü. Ñèìïëåêñû

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 ∈ X íàçûâàþòñÿ
àôôèííî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç òîãî, ÷òî

(5.1)
k+1∑
j=1

λjxj = 0 è
k+1∑
j=1

λj = 0,

ñëåäóåò, ÷òî λ1 = . . . = λk+1 = 0.

138
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Ïðåäëîæåíèå 5.3. Âåêòîðû x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîðû xj−x1, 2 ≤ j ≤ k+1, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xk+1 àôôèííî íåçàâèñèìû è

(5.2)
k+1∑
j=2

λj(xj − x1) = 0.

Òîãäà

(5.3)
k+1∑
j=2

λjxj −
(k+1∑
j=2

λj

)
x1 = 0.

Èç àôôèííîé íåçàâèñèìîñòè x1, . . . , xk+1 âûòåêàåò, ÷òî λ2 = . . . = λk+1 = 0.
Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû xj −x1, 2 ≤ j ≤ k+ 1, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.1). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (5.3), êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî
ðàâåíñòâó (5.2). Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ xj − x1, 2 ≤ j ≤ k + 1,
ïîëó÷àåì, ÷òî λ2 = . . . = λk+1 = 0. Êðîìå òîãî,

λ1 = −
k+1∑
j=2

λj = 0.

�

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xk+1 íàçûâà-
åòñÿ k-ìåðíûì ñèìïëåêñîì, à âåêòîðû x1, . . . , xk+1 � âåðøèíàìè ñèìïëåêñà.
Ëþáîé âåêòîð èç ýòîãî ñèìïëåêñà åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x =

k+1∑
j=1

λjxj ,

k+1∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, . . . , k + 1.

×èñëà λ1, . . . , λk+1 íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïóñòü A ⊂ X è 0 < dimA <∞. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â ìíîæåñòâå A ðàâíî dimA+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1, . . . , xk+1 ∈ A, ÿâëÿþòñÿ àôôèí-
íî íåçàâèñèìûìè è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â A
ðàâíî k + 1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð x0 ∈ A òàêîé, ÷òî
x0 /∈ aff{x1, . . . , xk+1}, òî âåêòîðû x0, x1, . . . , xk+1 áóäóò àôôèííî íåçàâèñèìû-
ìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ÷èñëà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
â A. Òàêèì îáðàçîì,

A ⊂ aff{x1, . . . , xk+1}.
Ñëåäîâàòåëüíî,

aff A = aff{x1, . . . , xk+1}.
Ïîýòîìó

k = dim aff{x1, . . . , xk+1} = dim aff A = dimA.

�

Ñëåäñòâèå 5.5. Åñëè A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, dimA = d, 0 < d < ∞,
òî A ñîäåðæèò d-ìåðíûé ñèìïëåêñ.

Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ïóñòü A ⊂ Rd � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî è
dimA = d. Òîãäà intA 6= ∅.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 5.5 âûòåêàåò, ÷òî A ñîäåðæèò d-ìåðíûé
ñèìïëåêñ. Ïóñòü a1, . . . , ad+1 � åãî âåðøèíû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî a1 = 0. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî ñèìïëåêñà ñ ïîëî-
æèòåëüíûìè áàðèöåíòðè÷åñêàìè êîîðäèíàòàìè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé
ñèìïëåêñà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîæåñòâà A. Ïóñòü

x0 =

d+1∑
k=1

λkak,

d+1∑
k=1

λk = 1, λk > 0, k = 1, . . . , d+ 1.

Ïóñòü e1, . . . , ed � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Rd. Òàê êàê a2, . . . , ad+1 ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû, âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ej =

d+1∑
k=2

αjkak, j = 1, . . . , d.

Âûáåðåì ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûì òàê, ÷òîáû

λk − ε
d∑
j=1

|αjk| > 0, k = 2, . . . , d+ 1,

è
d+1∑
k=2

(
λk + ε

d∑
j=1

|αjk|
)
< 1.

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Bε(0). Òîãäà åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x =

d∑
j=1

xjej =

d∑
j=1

xj

d+1∑
k=2

αjkak =

d+1∑
k=2

d∑
j=1

xjαjkak,

ãäå |xj | < ε. Òàêèì îáðàçîì,

x0 + x =

d+1∑
k=2

(
λk +

d∑
j=1

xjαjk

)
ak =

d+1∑
k=2

γkak.

Â ñèëó âûáîðà ε, èìååì

γk > 0, k = 2, . . . , d+ 1,

d+1∑
k=2

γk < 1.

Òåì ñàìûì òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ñèìïëåêñà. �

Ïðåäëîæåíèå 5.7. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé íåêîòî-
ðóþ îêðåñòíîñòü x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , ed � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X. Ðàññìîòðèì
d-ìåðíûé ñèìïëåêñ A ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ 0, e1, . . . , ed è òî÷êó

x̃ =
1

d+ 1

d∑
j=1

ej .

Î÷åâèäíî, ÷òî x̃ ∈ A. Ôóíêöèÿ

ϕ(ξ) =

∥∥∥∥ d∑
j=1

ξjej

∥∥∥∥
X

, ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd,
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íåïðåðûâíà íà åäèíè÷íîé ñôåðå Rd è â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà äîñòèãàåò
ìèíèìóìà íà íåé, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç m > 0. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

(5.4)

∥∥∥∥ d∑
j=1

ξjej

∥∥∥∥
X

≥ m
( d∑
j=1

ξ2
j

)1/2

.

Ïîëîæèì äëÿ x ∈ X è ε > 0

Bε(x̂) = {x ∈ X : ‖x− x̂‖X < ε }.
Åñëè

xξ =

d∑
j=1

ξjej ∈ Bε(0),

òî èç íåðàâåíñòâà (5.4) ïîëó÷àåì

|ξj | ≤
( d∑
j=1

ξ2
j

)1/2

<
ε

m
.

Âûáåðåì ε < m/(d(d+ 1)). Òîãäà äëÿ âñåõ xξ ∈ Bε(0) èìååì

x̃+ xξ =

d∑
j=1

(
1

d+ 1
+ ξj

)
ej .

Èç òîãî, ÷òî
1

d+ 1
+ ξj >

1

d+ 1
− ε

m
>

d− 1

d(d+ 1)
≥ 0,

à
d∑
j=1

(
1

d+ 1
+ ξj

)
<

d

d+ 1
+ d

ε

m
< 1,

âûòåêàåò, ÷òî ñèìïëåêñ A ñîäåðæèò øàð Bε(x̃). Ñäâèíóâ ñèìïëåêñ A íà âåêòîð
x−x̃, ïîëó÷èì d-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè a0 = x−x̃, ej+x−x̃, j = 1, . . . , d,
ñîäåðæàùèé øàð Bε(x). �

5.3. Âûïóêëûå ôóíêöèè

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò íå òîëüêî êî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàñøèðåííîé ïðÿìîé R =
R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è íåðàâåíñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ
ðàñøèðåííîé ïðÿìîé ïîíèìàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: −∞ < a < +∞, a ∈ R,
a+ (±∞) = ±∞ äëÿ âñåõ a ∈ R,

a(±∞) =


±∞, a > 0,

0, a = 0,

∓∞, a < 0,

,

+∞+ (+∞) = +∞, −∞+ (−∞) = −∞.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R. Ìíîæåñòâà

dom f = {x ∈ X : f(x) < +∞},
epi f = { (x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x), x ∈ dom f }

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíûì ìíîæåñòâîì è íàäãðàôèêîì (èëè
ýïèãðàôîì) ôóíêöèè f . Ôóíêöèþ f íàçûâàþò ñîáñòâåííîé, åñëè dom f 6= ∅ è
f(x) > −∞ ïðè âñåõ x ∈ X.

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðàôèê � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî â X × R. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïóêëà òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ dom f è ëþáîãî 0 ≤ α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

f((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà.
Åñëè ôóíêöèÿ f � âûïóêëà, òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xk ∈ dom f è ëþáûõ

αj ≥ 0 òàêèõ, ÷òî
k∑
j=1

αj = 1,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(5.5) f

( k∑
j=1

αjxj

)
≤

k∑
j=1

αjf(xj).

Äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 2 îíî íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà. Ïóñòü íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ k ≤ n − 1.
Äîêàæåì åãî äëÿ k = n. Ïðè α1 = 1 îíî î÷åâèäíî. Ïóñòü α1 < 1. Ïîëîæèì

α̃j =
αj

1− α1
, j = 2, . . . , n, x̃ =

n∑
j=2

α̃jxj .

Èìååì

f

( n∑
j=1

αjxj

)
= f

(
α1x1 + (1− α1)

n∑
j=2

αj
1− α1

xj

)
= f(α1x1 + (1− α1)x̃)

≤ α1f(x1) + (1− α1)f(x̃) ≤
n∑
j=1

αjf(xj).

Ïðåäëîæåíèå 5.8. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî è f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f íåïðåðûâíà â ëþáîé
òî÷êå x̂ ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì äîêàçûâàòü íåïðå-
ðûâíîñòü â òî÷êå x̂ = 0. Ïóñòü dimX = d. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.7 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò d-ìåðíûé ñèìïëåêñ, ñîäåðæàùèé íåêîòîðûé øàð Br(0). Åñ-
ëè a0, a1, . . . , ad � âåðøèíû ýòîãî ñèìïëåêñà, òî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Br(0),
ó÷èòûâàÿ (5.5), èìååì

|f(x)| = |f(α0a0 + . . .+ αdad)| ≤ |α0f(a0) + . . .+ αdf(ad)| ≤ C,
C = max

0≤j≤d
|f(aj)|.

Ïóñòü 0 < ε ≤ 1, à x ∈ Br(0). Òîãäà

f(εx) = f(εx+ (1− ε)0) ≤ εf(x) + (1− ε)f(0).

Îòñþäà

(5.6) f(εx)− f(0) ≤ ε(f(x)− f(0)) ≤ ε(C − f(0)).

Êðîìå òîãî,

f(0) = f

(
1

ε+ 1
εx+

ε

ε+ 1
(−x)

)
≤ 1

ε+ 1
f(εx) +

ε

ε+ 1
f(−x).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(ε+ 1)f(0) ≤ f(εx) + εf(−x).

Òåì ñàìûì
f(εx)− f(0) ≥ ε(f(0)− f(−x)) ≥ ε(f(0)− C).
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Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ (5.6), ïîëó÷àåì

|f(εx)− f(0)| ≤ ε(C − f(0)).

Äëÿ âñåõ y ∈ Bεr(0) y/ε ∈ Br(0), ïîýòîìó

|f(y)− f(0)| = |f(ε(y/ε))− f(0)| ≤ ε(C − f(0)).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â íóëå. �

5.4. Äâîéñòâåííîñòü âûïóêëûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè ìíîæåñòâî epi f çàìêíóòî
â X × R.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ a(x) = 〈x∗, x〉+α, ãäå x∗ ∈ X∗, à α ∈ R, íàçûâàåòñÿ
àôôèííîé.

Òåîðåìà 5.9 (î ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé ãðàíè àôôèííûõ ôóíêöèé). Ôóíêöèÿ
f : X → R∪{+∞} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è çàìêíóòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îíà åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü àôôèííûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñåìåéñòâà àôôèí-
íûõ ôóíêöèé, òî åå íàäãðàôèê åñòü ïåðåñå÷åíèå íàäãðàôèêîâ ýòèõ ôóíêöèé,
êîòîðûå, î÷åâèäíî, âûïóêëû è çàìêíóòû, è ïîýòîìó ôóíêöèÿ f âûïóêëà è
çàìêíóòà.

Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà. Åñëè f(x) ≡ +∞, òî îíà
åñòü, íàïðèìåð, ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë êîíñòàíò. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íå ðàâíà òîæ-
äåñòâåííî +∞ è x0 ∈ X, α0 ∈ R òàêèå, ÷òî α0 < f(x0). ßñíî, ÷òî (x0, α0) /∈ epi f .
Ïî âòîðîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè (òåîðåìà 5.2) íàéäåòñÿ x∗ ∈ X∗ è γ ∈ R, íå
ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî

(5.7) sup
(x,α)∈epi f

(〈x∗, x〉+ γα) < 〈x∗, x0〉+ γα0.

Çàìåòèì, ÷òî γ ≤ 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, óâåëè÷èâàÿ α, ïðèøëè áû ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåðàâåíñòâîì (5.7).

Ïóñòü f(x0) < +∞. Ïîäñòàâëÿÿ òî÷êó (x0, f(x0)) ∈ epi f â (5.7), ïîëó÷àåì,
÷òî γ(α0 − f(x0)) > 0. Íî α0 − f(x0) < 0, è ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå γ < 0.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ = −1 (äåëÿ, åñëè íåîáõîäèìî, îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(5.7) íà −γ). Òîãäà, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç c âåðõíþþ ãðàíü â (5.7), ýòî íåðàâåíñòâî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äâóõ íåðàâåíñòâ

(5.8) 〈x∗, x0〉 − c > α0, 〈x∗, x〉 − c ≤ α ∀ (x, α) ∈ epi f.

Ðàññìîòðèì àôôèííóþ ôóíêöèþ a(x) = 〈x∗, x〉 − c. Åñëè f(x) = +∞, òî, î÷å-
âèäíî, a(x) < f(x). Åñëè f(x) < +∞, òî èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (5.8) ïðè
α = f(x) ñëåäóåò, ÷òî a(x) ≤ f(x). Òàêèì îáðàçîì, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ âñåõ x ∈ X. Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â (5.8) ñëåäóåò, ÷òî α0 < a(x0), è,
çíà÷èò, α0 < a(x0) ≤ f(x0). Âûáèðàÿ α0 ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê f(x0), ïîëó÷àåì,
÷òî âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå ôóíêöèÿ f êîíå÷íà, îíà åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ñåìåéñòâà àôôèííûõ ôóíêöèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ f .

Ïóñòü òåïåðü f(x0) = +∞. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ýòîì ñëó÷àå
íàäî äëÿ ëþáîãî α0 ∈ R ïîñòðîèòü àôôèííóþ ôóíêöèþ, íå ïðåâîñõîäÿùóþ
f , çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå x0 áîëüøå α0. Ïóñòü α0 ∈ R. Åñëè â (5.7) γ < 0
(êàê è âûøå, ñ÷èòàåì òîãäà, ÷òî γ = −1), òî èç (5.8) âûòåêàåò, ÷òî a(x0) =
〈x∗, x0〉 − c > α0 è âñå äîêàçàíî. Åñëè æå γ = 0 (îòäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü
�âåðòèêàëüíà�), òî (5.7) çàïèøåòñÿ òàê:

(5.9) 〈x∗, x0〉 − c > 0, 〈x∗, x〉 − c ≤ 0 ∀ (x, α) ∈ epi f.



Ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå 144

Ïî äîêàçàííîìó âûøå ñóùåñòâóåò àôôèííàÿ ôóíêöèÿ a, êîòîðàÿ âñþäó íå
ïðåâîñõîäèò f . Äëÿ êàæäîãî µ > 0 ðàññìîòðèì àôôèííóþ ôóíêöèþ aµ(x) =
a(x) + µ(〈x∗, x〉 − c). Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (5.9) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
òàêæå âñþäó íå ïðåâîñõîäèò f , à èç ïåðâîãî, � ÷òî aµ(x0) = a(x0)+µ(〈x∗, x0〉−
c) > α0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ. Èòàê, f åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ñåìåéñòâà àôôèííûõ ôóíêöèé, åå íå ïðåâîñõîäÿùèõ. �

5.5. Èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

Òåîðåìà 5.10 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Ïóñòü v(·) ∈ L1(T, µ), ãäå µ � âå-
ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (µ(T ) = 1), à ϕ : R→ R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà

(5.10) ϕ

(∫
T

v(x) dµ(x)

)
≤
∫
T

ϕ(v(x)) dµ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 5.8 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(·) íåïðåðûâ-
íà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà çàìêíóòà. Êðîìå òîãî, ϕ(v(·)) èçìåðèìà (ñì. [34, ñòð.
301]). Â ñèëó âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè ϕ(·) îíà ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íîé âåðõíåé
ãðàíüþ àôôèííûõ ôóíêöèé (ñì. òåîðåìó 5.9). Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ t0 ∈ R

ϕ(t0) = sup{ at0 + b : at+ b ≤ ϕ(t), t ∈ R }.

Ïóñòü at+ b ≤ ϕ(t) äëÿ âñåõ t ∈ R. Òîãäà ðàññìîòðèì èçìåðèìóþ ôóíêöèþ

g(x) = ϕ(v(x))− av(x)− b ≥ 0.

Åñëè ∫
T

g(x) dµ(x) = +∞,

òî è ∫
T

ϕ(v(x)) dµ(x) = +∞.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (5.10) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ϕ(v·) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è

a

∫
T

v(x) dµ(x) + b =

∫
T

(av(x) + b) dµ(x) ≤
∫
T

ϕ(v(x)) dµ(x).

Ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, ïîëó÷àåì (5.10). �

5.6. Ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü A ⊂ Rd � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî è 0 /∈
intA. Òîãäà A îòäåëèìî îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dimA = d, òî èç ïðåäëîæåíèÿ 5.6 ñëåäóåò, ÷òî
intA 6= ∅. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïåðâîé òåîðåìû
îòäåëèìîñòè (òåîðåìû 5.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimA = n < d. Òîãäà A ⊂ aff A = a + lin{a1, . . . , an}.
Íàéäåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð e ∈ Rd òàêîé, ÷òî 〈e, aj〉 = 0, j = 1, . . . , n. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 〈e, a〉 ≤ 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî
ðàññìîòðåòü âåêòîð −e). Ëþáîé âåêòîð x ∈ A ïðåäñòàâèì â âèäå

x = a+

n∑
j=1

λjaj .

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ x ∈ A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 〈e, x〉 ≤ 0, ÷òî è îçíà÷àåò
îòäåëèìîñòü A îò íóëÿ. �
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5.7. Ñóáäèôôåðåíöèàë

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → R, x̂ ∈ X è
ôóíêöèÿ f êîíå÷íà â òî÷êå x̂. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ïóñòîå)

∂f(x̂) = {x∗ ∈ X∗ : f(x)− f(x̂) ≥ 〈x∗, x− x̂〉, ∀x ∈ X }.

Ïðåäëîæåíèå 5.12. Ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíî-
æåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóáäèôôåðåíöèàë � ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî óò-
âåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî âûïóêëî. Ïóñòü ñóáäèô-
ôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ íå ïóñò è x∗1, x

∗
2 ∈ ∂f(x̂). Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X

f(x)− f(x̂) ≥ 〈x∗1, x− x̂〉, f(x)− f(x̂) ≥ 〈x∗2, x− x̂〉.
Îòñþäà ïðè âñåõ α ∈ [0, 1] èìååì

(1− α)(f(x)− f(x̂)) + α(f(x)− f(x̂)) ≥ (1− α)〈x∗1, x− x̂〉+ α〈x∗2, x− x̂〉.
Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− f(x̂) ≥ 〈(1− α)x∗1 + αx∗2, x− x̂〉.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (1− α)x∗1 + αx∗2 ∈ ∂f(x̂). �

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f(x) =
‖x‖. Íàéäåì ñíà÷àëà ∂f(0). Ïîñêîëüêó f(0) = 0, òî èç îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà âûòåêàåò, ÷òî

∂f(0) = {x∗ ∈ X∗ : ‖x‖ ≥ 〈x∗, x〉, ∀x ∈ X }.
Ïîêàæåì, ÷òî åäèíè÷íûé øàð ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

BX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ ≤ 1 }
ñîäåðæèòñÿ â ∂f(0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x∗ ∈ BX∗, òî äëÿ âñåõ x ∈ X

〈x∗, x〉 ≤ ‖x∗‖‖x‖ ≤ ‖x‖.
Åñëè òåïåðü x∗ ∈ ∂f(0), òî x∗ ∈ BX∗, èáî åñëè ‖x∗‖ > 1, òî ñóùåñòâóåò x ∈ X
òàêîé, ÷òî ‖x‖ ≤ 1 è 〈x∗, x〉 > 1 ≥ ‖x‖. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ∂f(0) = BX∗.

Íàéäåì òåïåðü ∂f(x0) ïðè x0 6= 0. Èìååì

∂f(x0) = {x∗ ∈ X∗ : ‖x‖ − ‖x0‖ ≥ 〈x∗, x− x0〉, ∀x ∈ X }.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ∈ ∂f(x0). Ïîäñòàâèâ x = 0, ïîëó÷èì, ÷òî 〈x∗, x0〉 ≥ ‖x0‖.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîäñòàâèòü x = 2x0, òî ïîëó÷èì, ÷òî ‖x0‖ ≥ 〈x∗, x0〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x∗, x0〉 = ‖x0‖. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî ‖x‖ ≥ 〈x∗, x〉. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x∗ ∈
BX∗. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè x∗ ∈ BX∗ è 〈x∗, x0〉 = ‖x0‖, òî x∗ ∈ ∂f(x0).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè x0 6= 0

∂f(x0) = {x∗ ∈ BX∗ : 〈x∗, x0〉 = ‖x0‖ }.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à L � ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Ïîëîæèì

δL(ξ) =

{
0, ξ ∈ L,
+∞, ξ /∈ L.

×åðåç L⊥ îáîçíà÷èì àííóëÿòîð L:

L⊥ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ L }.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ L

(5.11) ∂δL(ξ) = L⊥.
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Ïóñòü x∗ ∈ ∂δL(ξ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

(5.12) δL(x) ≤ 〈x∗, x− ξ〉.

Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî 〈x∗, x − ξ〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ L, ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè
x∗ ∈ L⊥. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè x∗ ∈ L⊥ äëÿ âñåõ x ∈ X
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5.12). Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ ∂δL(ξ).

ÏóñòüX � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à U � îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî X. Ôóíêöèÿ f : U → R íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x̂ ∈ U ,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ x̂+ h ∈ U , ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

(5.13) f(x̂+ h) = f(x̂) + 〈x∗, h〉+ r(h),

ãäå r(h) = o(‖h‖X) (|r(h)|/‖h‖X → 0 ïðè h → 0). Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x∗

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ: f ′(x̂).
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàë � äîñòàòî÷íî

åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íà âûïóêëûå ôóíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 5.13. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
è f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x̂. Òîãäà ∂f(x̂) =
{f ′(x̂)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ X. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî α > 0
èìååì ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà

f((1− α)x̂+ αx) ≤ (1− α)f(x̂) + αf(x),

îòêóäà
f(x̂+ α(x− x̂))− f(x̂) ≤ α(f(x)− f(x̂)).

Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x̂ èìååì

α〈f ′(x̂), x− x̂〉+ o(α) ≤ α(f(x)− f(x̂)).

Ñîêðàùàÿ íà α è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè α→ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(x̂) ∈ ∂f(x̂).
Îáðàòíî, åñëè x∗ ∈ ∂f(x̂), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî t > 0 èìååì

f(x̂+ tx)− f(x̂) ≥ t〈x∗, x〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

t〈f ′(x̂), x〉+ o(t) ≥ t〈x∗, x〉,

ò. å. 〈f ′(x̂), x〉 ≥ 〈x∗, x〉 äëÿ ëþáîãî x è, çíà÷èò, x∗ = f ′(x̂). �

Ïðèâåäåì ïðèìåð: åñëè X = R, f(x) = x2, òî ∂f(x) = f ′(x) = 2x. Îïðåäå-
ëåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷å-
ñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì:

f(y)− f(x) ≥ f ′(x)(y − x)⇒ xy ≤ x2 + y2

2
.

5.8. Òåîðåìà Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R � ñîáñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

(5.14) f(x)→ min, x ∈ X.

Òåîðåìà 5.14 (Ôåðìà â ñóáäèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå). Òî÷êà x̂ ∈ dom f
ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (5.14) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
0 ∈ ∂f(x̂).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, òî f(x) − f(x̂) ≥ 0 =
〈0, x − x̂〉 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ò. å. 0 ∈ ∂f(x̂). Åñëè 0 ∈ ∂f(x̂), òî f(x) − f(x̂) ≥
〈0, x− x̂〉 = 0, ò. å. f(x) ≥ f(x̂) äëÿ ëþáîãî x ∈ X. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.13 è òåîðåìû 5.14 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5.15. Åñëè â çàäà÷å (5.14) f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ â òî÷êå x̂, òî x̂ � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè f ′(x̂) = 0.

5.9. Ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

Òåîðåìà 5.16. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à L
� êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ X ñó-
ùåñòâóåò ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç X. Ïî îïðåäåëå-
íèþ íèæíåé ãðàíè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, äëÿ êîòîðîé

‖ξ − xn‖X < d(ξ, L,X) +
1

n
.

Òîãäà ïðè âñåõ n ∈ N

‖xn‖X ≤ ‖xn − ξ‖X + ‖ξ‖X ≤ d(ξ, L,X) + 1 + ‖ξ‖X .

Òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, à çíà÷èò, èç íåå ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x̂ ∈ L. Èìååì

d(ξ, L,X) ≤ ‖ξ − x̂‖X ≤ ‖ξ − xnk‖X + ‖xnk − x̂‖X

≤ d(ξ, L,X) +
1

nk
+ ‖xnk − x̂‖X .

Óñòðåìëÿÿ k ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

‖ξ − x̂‖X = d(ξ, L,X).

�

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, åñëè èç òîãî, ÷òî
‖x‖X = ‖y‖X = 1, ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < α < 1 ‖αx+ (1−α)y‖X < 1. Ïðîñòðàí-
ñòâî ñî ñòðîãî âûïóêëîé íîðìîé íàçûâàþò ñòðîãî íîðìèðîâàííûì.

Òåîðåìà 5.17. Ïóñòü X � ñòðîãî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à L ⊂ X
� âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Åñëè äëÿ ξ ∈ X ñóùåñòâóåò ýëåìåíò íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ èç L, òî îí åäèíñòâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂1, x̂2 (x̂1 6= x̂2) � äâà ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ èç L:

‖ξ − x̂1‖X = ‖ξ − x̂2‖X = d(ξ, L,X).

Åñëè x̂α = αx̂1 + (1− α)x̂2 (0 ≤ α ≤ 1), òî x̂α ∈ L è

d(ξ, L,X) ≤ ‖ξ − x̂α‖X ≤ α‖ξ − x̂1‖X + (1− α)‖ξ − x̂2‖X = d(ξ, L,X).

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖ξ − x̂α‖X = α‖ξ − x̂1‖X + (1− α)‖ξ − x̂2‖X , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñòðîãîé íîðìèðîâàííîñòè ïðîñòðàíñòâà X. �

Ìíîæåñòâî L èç ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, îáëàäàþùåå
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èç L, íàçûâàåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü L �
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÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Îïåðà-
òîðîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð P : X → L, ñîïîñòàâëÿ-
þùèé êàæäîìó ξ ∈ X ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, ò. å. îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì

‖ξ − Pξ‖X = d(ξ, L,X).

Òåîðåìà 5.18. Åñëè L � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, ÿâëÿþùååñÿ ÷åáûø¼âñêèì ìíîæåñòâîì, òî
îïåðàòîð íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a, b ∈ X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ L
d(a, L,X) ≤ ‖a− x‖X ≤ ‖a− b‖X + ‖b− x‖X .

Ñëåäîâàòåëüíî,
d(a, L,X) ≤ ‖a− b‖X + d(b, L,X).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ X
(5.15) |d(a, L,X)− d(b, L,X)| ≤ ‖a− b‖X .

Ïóñòü ξn → ξ̂. Ïîëîæèì xn = Pξn, x̂ = P ξ̂ è äîêàæåì, ÷òî xn → x̂. Èç
(5.15) ñëåäóåò, ÷òî

|d(ξn, L,X)− d(ξ, L,X)| ≤ ‖ξn − ξ‖X .
Òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {d(ξn, L,X)} ñõîäÿùàÿñÿ. Òîãäà èç òîãî, ÷òî

‖xn‖X ≤ ‖xn − ξn‖X + ‖ξn‖X = d(ξn, L,X) + ‖ξn‖X ,
âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
xn 6→ x̂, òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk → x̂0 6= x̂. Èìååì

‖ξnk − xnk‖X = d(ξnk , L,X) ≤ ‖ξnk − x̂‖X .
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì

‖ξ̂ − x̂0‖X ≤ ‖ξ̂ − x̂‖X ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî L � ÷åáûø¼âñêîå ìíîæåñòâî. �

Òåîðåìà 5.19. Ïóñòü X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, L � êîíå÷íîìåð-
íîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, à e1, . . . , en � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ L.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ X ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

x̂ =

n∑
j=1

(ξ, ej)ej ,

à

d(ξ, L,X) =

‖ξ‖2 − n∑
j=1

|(ξ, ej)|2
1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàçëîæåíèå x ∈ L èìååò âèä

x =

n∑
j=1

cjej .

Òîãäà

‖ξ − x‖2 =

(
ξ −

n∑
j=1

cjej , ξ −
n∑
j=1

cjej

)
= ‖ξ‖2 − 2 Re

n∑
j=1

cj(ej , ξ) +

n∑
j=1

|cj |2

= ‖ξ‖2 −
n∑
j=1

|(ξ, ej)|2 +

n∑
j=1

|cj − (ξ, ej)|2.
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Òåì ñàìûì

d(ξ, L,X) ≤

‖ξ‖2 − n∑
j=1

|(ξ, ej)|2
1/2

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

d(ξ, L,X) ≥ ‖ξ − x̂‖ =

‖ξ‖2 − n∑
j=1

|(ξ, ej)|2
1/2

.

�

5.10. Äâîéñòâåííîñòü â çàäà÷àõ î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè

Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, L � ñîáñòâåííîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â X è x ∈ X \ L.

Òåîðåìà 5.20. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
ξ∈L
‖x− ξ‖X = sup

x∗∈X∗, ‖x∗‖X∗≤1

x∗∈L⊥

〈x∗, x〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖X∗ ≤ 1, x∗ ∈ L⊥ è ξ ∈ L. Èìååì
〈x∗, x〉 = 〈x∗, x〉 − 〈x∗, ξ〉 = 〈x∗, x− ξ〉 ≤ ‖x− ξ‖X .

Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ξ ∈ L, ïîëó÷àåì
〈x∗, x〉 ≤ inf

ξ∈L
‖x− ξ‖X .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

(5.16) sup
x∗∈X∗, ‖x∗‖X∗≤1

x∗∈L⊥

〈x∗, x〉 ≤ inf
ξ∈L
‖x− ξ‖X .

Ïîëîæèì
d = inf

ξ∈L
‖x− ξ‖X

è ðàññìîòðèì øàð

BX(x, d) = { y ∈ X : ‖y − x‖X < d }.
Ìíîæåñòâà BX(x, d) è L ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâà-
ìè. Âíóòðåííîñòü BX(x, d), î÷åâèäíî, íåïóñòà. Ïîýòîìó ïî ïåðâîé òåîðåìå îò-
äåëèìîñòè (ñì. òåîðåìó 5.1) íàéäåòñÿ x̂∗ ∈ X∗, x̂∗ 6= 0, äëÿ êîòîðîãî

(5.17) sup
ξ∈L
〈x̂∗, ξ〉 ≤ inf

y∈BX(x,d)
〈x̂∗, y〉.

Åñëè ñóùåñòâóåò ξ1 ∈ L, äëÿ êîòîðîãî 〈x̂∗, ξ1〉 6= 0, òî

sup
ξ∈L
〈x̂∗, ξ〉 = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, x̂∗ ∈ L⊥. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖x̂∗‖X∗
= 1. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (5.17) ïîëó÷àåì

0 ≤ inf
y∈BX(x,d)

〈x̂∗, y〉 = inf
‖z‖X<d

〈x̂∗, x+ z〉 = 〈x̂∗, x〉+ inf
‖z‖X<d

〈x̂∗, z〉

= 〈x̂∗, x〉 − d.

Òåì ñàìûì 〈x̂∗, x〉 ≥ d. Òàêèì îáðàçîì,

sup
x∗∈X∗, ‖x∗‖X∗≤1

x∗∈L⊥

〈x∗, x〉 ≥ 〈x̂∗, x〉 ≥ inf
ξ∈L
‖x− ξ‖X .
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Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ (5.16), âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî. �

Ñëåäñòâèå 5.21. Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ X. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X

(5.18) inf
λ1,...,λn

∥∥∥∥x− n∑
k=1

λkxk

∥∥∥∥
X

= sup
x∗∈X∗, ‖x∗‖X∗≤1
〈x∗,xk〉=0, k=1,...,n

〈x∗, x〉.

ÏóñòüX,Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà,X ′, Y ′ � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, àë-
ãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ê X,Y , ò. å. ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà X,Y , I : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, L � ïîäïðîñòðàíñòâî Y ′ è W ⊂ X
� âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 5.22. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
y′∈L

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y′, Ix〉| = sup
x∈W
Ix=0

|〈x′, x〉|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî y′ ∈ L
sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y′, Ix〉| ≥ sup
x∈W
Ix=0

|〈x′, x〉|.

Îòñþäà

(5.19) inf
y′∈L

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y′, Ix〉| ≥ sup
x∈W
Ix=0

|〈x′, x〉|.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ω = { (Ix, 〈x′, x〉) ∈ Y × R : x ∈W }.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî. Ôóíê-
öèîíàë Ìèíêîâñêîãî µ(·) ìíîæåñòâà Ω èìååò âèä

µ(ω) = inf{ t > 0 | ω ∈ tΩ },
ïðè÷åì µ(ω) = +∞, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ
ïóñòî. Ïîëîæèì

p(ω) =

{
+∞, µ(ω) = +∞,
ρµ(ω), µ(ω) < +∞,

ãäå ÷åðåç ρ îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.18). Ðàññìîòðèì
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ω′0, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå {0} ×R ⊂ Y ×R
ðàâåíñòâîì 〈ω′0, (0, r)〉 = r. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ω ∈ {0} × R âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå

(5.20) |〈ω′0, ω〉| ≤ p(ω).

Åñëè p(ω) = +∞, òî íåðàâåíñòâî (5.20) î÷åâèäíî. Ïóñòü p(ω) < +∞. Äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ïîëîæèì

ωε =
ω

µ(ω) + ε
.

Òîãäà µ(ωε) < 1 è ωε ∈ Ω (â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì). Äàëåå, î÷åâèäíî, ωε ∈ {0} × R è òåì ñàìûì
ωε = (0, 〈x′, xε〉) äëÿ íåêîòîðîãî xε ∈W òàêîãî, ÷òî Ixε = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

|〈ω′0, ωε〉| = |〈x′, xε〉| ≤ sup
x∈W
Ix=0

|〈x′, x〉| = ρ,

îòêóäà
|〈ω′0, ω〉| = (µ(ω) + ε)|〈ω′0, ωε〉| ≤ (µ(ω) + ε)ρ = p(ω) + ρε,

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (5.20).
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Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë ω′, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîë-
æåíèåì ω′0 íà Y × R, è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(5.21) |〈ω′, ω〉| ≤ p(ω), ∀ω ∈ Y × R.
Ïóñòü ω′ = (−ŷ′, α̂), α̂ ∈ R. Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî 〈ω′, (0, r)〉 = 〈ω′0, (0, r)〉 = r,
α̂ = 1. Òåì ñàìûì

(5.22) 〈ω′, (y, r)〉 = −〈ŷ′, y〉+ r, ∀ (y, r) ∈ Y × R.
Ïóñòü x ∈W . Òîãäà ω = (Ix, 〈x′, x〉) ∈ Ω è, çíà÷èò, µ(ω) ≤ 1. Îòñþäà, èç (5.22)
è (5.21) ïîëó÷àåì

|〈ω′, ω〉| = |〈x′, x〉 − 〈ŷ′, y〉| ≤ p(ω) = ρµ(ω) ≤ ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈ŷ′, Ix〉| ≤ ρ.

Îòñþäà

inf
y′∈L

sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈y′, Ix〉| ≤ sup
x∈W

|〈x′, x〉 − 〈ŷ′, Ix〉| ≤ sup
x∈W
Ix=0

|〈x′, x〉|.

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (5.19), ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî. �

Ñëåäñòâèå 5.23. Ïóñòü x′1, . . . , x
′
n ∈ X ′ è W ⊂ X � âûïóêëîå öåíòðàëü-

íî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáîãî x′ ∈ X ′ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
λ1,...,λn

sup
x∈W

∣∣∣∣〈x′, x〉 − n∑
k=1

λk〈x′k, x〉
∣∣∣∣ = sup

x∈W
〈x′k,x〉=0, k=1,...,n

|〈x′, x〉|.

5.11. Òåîðåìà Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà

Òåîðåìà 5.24 (Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà). Åñëè f1, f2 : X → R � ñîáñòâåííûå
âûïóêëûå ôóíêöèè, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ íåïðåðûâíà â òî÷êå x̂, òî

∂(f1 + f2)(x̂) = ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî

∂f1(x̂) + ∂f2(x̂) ⊂ ∂(f1 + f2)(x̂).

Ïóñòü x∗ ∈ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò x∗1 ∈ ∂f1(x̂) è x∗2 ∈
∂f2(x̂) òàêèå, ÷òî x∗ = x∗1 + x∗2. Èìååì

(f1 + f2)(x)− (f1 + f2)(x̂)− 〈x∗, x− x̂〉 = f1(x)− f1(x̂)− 〈x∗1, x− x̂〉
+ f2(x)− f2(x̂)− 〈x∗2, x− x̂〉 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ ∂(f1 + f2)(x̂).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

∂(f1 + f2)(x̂) ⊂ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ÷èòàòü, ÷òî f1(x̂) = f2(x̂) = 0. Åñëè ýòî íå
òàê, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèè

g1(x) = f1(x)− f1(x̂), g2(x) = f2(x)− f2(x̂).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè

(5.23) 0 ∈ ∂(f1 + f2)(x̂),

òî íàéäåòñÿ x̃∗ ∈ ∂f1(x̂) òàêîé, ÷òî −x̃∗ ∈ ∂f2(x̂). Èç (5.23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ X
(5.24) (f1 + f2)(x) ≥ (f1 + f2)(x̂) = 0.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f2 íåïðåðûâíà â x̂. Ïîëîæèì

A = { (x, v) : x ∈ dom f1, v < −f1(x) },
B = epi f2 = { (x, u) : x ∈ dom f2, u ≥ f2(x) }.

Ýòè äâà ìíîæåñòâà âûïóêëû è íåïóñòû. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. ê. èç òîãî,
÷òî (x, v) ∈ A, ñëåäóåò, ó÷èòûâàÿ (5.24), ÷òî v < −f1(x) ≤ f2(x). Òåì ñàìûì
(x, v) /∈ epi f2 = B. Ïîñêîëüêó f2 íåïðåðûâíà â x̂, îíà îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U ýòîé òî÷êè. Ïîëîæèì

M = sup
x∈U

f2(x).

Òîãäà îòêðûòîå ìíîæåñòâî

V = { (x, v) : x ∈ U, v > M }

ëåæèò â epi f2. Ñëåäîâàòåëüíî, intB 6= ∅. Ïî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè ìíî-
æåñòâà A è B ìîæíî îòäåëèòü, ò. å. ñóùåñòâóþò x∗ ∈ X∗ è λ ∈ R, íå ðàâíûå
îäíîâðåìåííî íóëþ, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (x1, v) ∈ A è (x2, u) ∈ B âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

(5.25) 〈x∗, x1〉+ λv ≤ 〈x∗, x2〉+ λu.

Ïîëîæèì â (5.25) x1 = x2 = x̂, v < 0, a u = f2(x2) = f2(x̂) = 0. Òîãäà

〈x∗, x̂〉+ λv ≤ 〈x∗, x̂〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, λv ≤ 0, à ò. ê. v < 0, ïîëó÷àåì, ÷òî λ ≥ 0.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî λ = 0, òî èç (5.25) ïîëó÷àåì

sup
x∈dom f1

〈x∗, x〉 ≤ inf
x∈dom f2

〈x∗, x〉.

Ïîñêîëüêó x∗ 6= 0, à ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, íå
ìîæåò ïðèíèìàòü ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå, òî

〈x∗, x̂〉 ≤ sup
x∈dom f1

〈x∗, x〉 ≤ inf
x∈dom f2

〈x∗, x〉 < 〈x∗, x̂〉.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî λ 6= 0.
Ïóñòü x1 = x̂, v < 0, x2 ∈ X, u = f2(x2). Òîãäà èç (5.25) ïîëó÷àåì

〈x∗, x̂〉+ λv ≤ 〈x∗, x2〉+ λf2(x2).

Óñòðåìëÿÿ v ê íóëþ, ïîëó÷àåì

〈x∗, x̂〉 ≤ 〈x∗, x2〉+ λf2(x2).

Îòñþäà
f2(x2) ≥ 〈−λ−1x∗, x2 − x̂〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, −λ−1x∗ ∈ ∂f2(x̂).
Ïóñòü òåïåðü x2 = x̂, x1 ∈ dom f1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî v < −f1(x1) âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî

〈x∗, x1〉+ λv ≤ 〈x∗, x̂〉+ λf2(x̂) = 〈x∗, x̂〉.

Óñòðåìëÿÿ v ê −f1(x1), ïîëó÷àåì

〈x∗, x1〉 − λf1(x1) ≤ 〈x∗, x̂〉,

îòêóäà λ−1x∗ ∈ ∂f1(x̂). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî 0 ∈ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x∗ ∈ ∂(f1 + f2)(x̂). Ïîëîæèì

g(x) = f1(x)− 〈x∗, x− x̂〉.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 0 ∈ ∂(g + f2)(x̂). Ïî äîêàçàííîìó âûøå 0 ∈ ∂g(x̂) +
∂f2(x̂). Òåì ñàìûì íàéäåòñÿ x̃∗ ∈ ∂g(x̂) òàêîé, ÷òî −x̃∗ ∈ ∂f2(x̂). Âêëþ÷åíèå
x̃∗ ∈ ∂g(x̂) îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f1(x)− 〈x∗, x− x̂〉 ≥ 〈x̃∗, x− x̂〉.
Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ + x̃∗ ∈ ∂f1(x̂). Ïîýòîìó x∗ ∈ ∂f1(x̂) + ∂f2(x̂). �

5.12. Òåîðåìû Ðàäîíà è Õåëëè

Òåîðåìà 5.25 (Ðàäîíà). Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-
ñòè d. Òîãäà ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç X, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå d + 2
òî÷åê, ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà, âûïóê-
ëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû òî÷êè x1, . . . , xn, n ≥ d+ 2. Âåêòîðû x2 −
x1, . . . , xn − x1 ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. ê. èõ íå ìåíåå d + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñó-
ùåñòâóþò α2, . . . , αn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî

n∑
j=2

αj(xj − x1) = 0.

Ïîëîæèì

β1 = −
n∑
j=2

αj , βj = αj , j = 2, . . . , n.

Èìååì
n∑
j=1

βjxj = 0,

n∑
j=1

βj = 0,

ïðè÷åì β1, . . . , βn íå âñå ðàâíû íóëþ. Ïîìåíÿåì íóìåðàöèþ è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî β1, . . . , βm ≥ 0, à βm+1, . . . , βn < 0. Ïîëîæèì

β =

m∑
j=1

βj = −
n∑

j=m+1

βj , A = {x1, . . . , xm}, B = {xm+1, . . . , xn}.

Òîãäà

(5.26)
m∑
j=1

γjxj =

n∑
j=m+1

γjxj ,

ãäå γj = βj/β, j = 1, . . . ,m, è γj = −βj/β, j = m+ 1, . . . , n. Ïðè÷åì
m∑
j=1

γj =

n∑
j=m+1

γj = 1.

Òàêèì îáðàçîì, âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.26) ëåæèò
â coA, à âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.26) ëåæèò â coB.
Òåì ñàìûì coA ∩ coB 6= ∅. �

Òåîðåìà 5.26 (Õåëëè).
1. Åñëè dimX = d è â X èìåþòñÿ n ≥ d+ 1 âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ëþáûå

d + 1 èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî è âñå ýòè ìíîæåñòâà èìåþò
îáùóþ òî÷êó.

2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, dimX = d, I �
íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è {Aα}α∈I � ñåìåéñòâî çàìêíó-
òûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ X, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç êîòîðûõ êîìïàêòíî.
Òîãäà åñëè ëþáîå ïîäñåìåéñòâî èç d + 1 ìíîæåñòâ èìååò îáùóþ òî÷êó, òî
è âñå ñåìåéñòâî èìååò îáùóþ òî÷êó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
ìíîæåñòâ n. Ïðè n = d+ 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n ≥ d + 2 è òåîðåìà
äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ n− 1 âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì äàííûå ìíîæåñòâà
÷åðåç Aj , j = 1, . . . , n. Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

xk ∈
n⋂
j=1
j 6=k

Aj

(ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ íå ïóñòû). Òàê êàê n ≥ d+2, òî
ê òî÷êàì x1, . . . , xn ïðèìåíèìà òåîðåìà Ðàäîíà. Ñ âîçìîæíîé ïåðåíóìåðàöèåé
òî÷åê ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≤ n − 1, äëÿ êîòîðîãî
ìíîæåñòâà co{x1, . . . , xm} è co{xm+1, . . . , xn} èìåþò îáùóþ òî÷êó x. Òî÷êà xj
ïðè âñåõ j = 1, . . . ,m ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ Am+1, . . . , An. Â ñèëó
âûïóêëîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ êàæäîå èç íèõ ñîäåðæèò co{x1, . . . , xm}. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåðæèò òî÷êó x. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ A1, . . . , Am ñîäåðæèò òî÷êó x. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,
÷òî ó âñåõ ìíîæåñòâ A1, . . . , An èìååòñÿ îáùàÿ òî÷êà.

2. Ïóñòü Aα0 � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Èç 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå
ñåìåéñòâî èç ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Bα = Aα ∩ Aα0 , α ∈ I, ñî-
äåðæàùèõñÿ â Aα0

, èìååò îáùóþ òî÷êó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñåìåéñòâî íå
èìååò îáùåé òî÷êè. Òîãäà ìíîæåñòâà {X \ Bα}α∈I îòêðûòûå è îáðàçóþò ïî-
êðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Aα0

. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè èç ýòîãî ïîêðûòèÿ
ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå {X \Bα}α∈In . Íî òîãäà êîíå÷íîå ñåìåéñòâî
{Bα}α∈In íå ìîæåò èìåòü îáùåé òî÷êè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå 2. �

5.13. Òåîðåìà Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ïóñòü fj : A → R, j = 0, 1, . . . ,m, � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå A. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(5.27) f0(x)→ min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ A.

Ñâÿæåì ñ çàäà÷åé (5.27) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(x, λ) =

m∑
j=0

λjfj(x),

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Âñÿêèé ýëåìåíò,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (fj(x) ≤ 0, j =
1, . . . ,m, x ∈ A), áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì.

Ëåììà 5.27. Ïóñòü x̂ � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â çàäà÷å (5.27) è ñóùå-
ñòâóåò íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) òàêèõ, ÷òî

(a) minx∈A L(x, λ) = L(x̂, λ) (óñëîâèå ìèíèìóìà);
(b) λj ≥ 0, j = 0, 1, . . . ,m (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);
(c) λjfj(x̂) = 0, j = 1, . . . ,m (óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè).

Òîãäà, åñëè λ0 > 0, òî x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å (5.27).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â çàäà÷å (5.27) ýëåìåíòà x ∈
A èìååì

λ0f0(x) ≥ L(x, λ) ≥ L(x̂, λ) = λ0f0(x̂).

Äåëÿ íà λ0, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
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Ïóñòü X � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, fj : X → R, j = 0, 1,
. . . ,m, � âûïóêëûå ôóíêöèè è A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X. Çà-
äà÷ó

(5.28) f0(x)→ min, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . ,m, x ∈ A,
íàçûâàþò âûïóêëîé çàäà÷åé, èëè çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.28 (Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà).
1. Åñëè x̂ � ìèíèìóì â çàäà÷å (5.28), òî íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé íàáîð

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (a), (b)
è (c) èç ëåììû 5.27.

2. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (5.28) òî÷êà x̂ è íàáîð ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (a), (b) è (c) è ïðè
ýòîì λ0 > 0, òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.28).

3. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1 íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ A òàêàÿ, ÷òî
fj(x) < 0, 1 ≤ j ≤ m, òî λ0 6= 0 (óñëîâèå Ñëåéòåðà).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.28). Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî

M = {µ = (µ0, µ1, . . . , µm)T ∈ Rm+1 : ∃x ∈ A : f0(x)− f0(x̂) < µ0,

fj(x) ≤ µj , j = 1, . . . ,m }.
Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî. Êðîìå
òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî ñîäåðæèò âñå âåêòîðû ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîìïî-
íåíòàìè (íàäî âçÿòü x = x̂) è òåì ñàìûì åãî âíóòðåííîñòü íå ïóñòà. Íàêîíåö,
0 /∈M , ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøåëñÿ áû ýëåìåíò x ∈ A òàêîé, ÷òî fj(x) ≤ 0,
j = 1, . . . ,m, è f0(x)− f0(x̂) < 0, â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî x̂ � ìèíèìóì.

Ñîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå îòäåëèìîñòè íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé ôóíêöè-
îíàë, ò. å. âåêòîð λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ∈ (Rm+1)∗, ÷òî

(5.29)
m∑
j=0

λjµj ≥ 0

äëÿ âñåõ µ = (µ0, µ1, . . . , µm)T ∈ M . Ïóñòü δ > 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.29) âåêòîðû
(1, δ, . . . , δ)T , . . . , (δ, . . . , δ, 1)T , à çàòåì óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî λj ≥
0, j = 0, 1, . . . ,m, ò. å. äîêàçàíî óòâåðæäåíèå (b) òåîðåìû.

Òåïåðü ïîäñòàâèì â (5.29) âåêòîðû (δ, . . . , δ, fj(x̂), δ, . . . , δ)T , j = 1, . . . ,m
(îíè ïðèíàäëåæàòM , íàäî âçÿòü x = x̂), è ñíîâà, óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ, ïîëó÷èì,
÷òî λjfj(x̂) ≥ 0. Íî λjfj(x̂) ≤ 0, ò. ê. λj ≥ 0, à fj(x̂) ≤ 0, è ïîýòîìó λjfj(x̂) = 0,
j = 1, . . . ,m, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (c).

Ïóñòü x ∈ A. ßñíî, ÷òî (f0(x) − f0(x̂) + δ, f1(x), . . . , fm(x))T ∈ M . Ïîä-
ñòàâëÿÿ ýòîò âåêòîð â (5.29), ïðèõîäèì (â ïðåäåëå ïðè δ → 0) ê íåðàâåí-
ñòâó

∑m
j=0 λjfj(x) ≥ λ0f0(x̂). Äîáàâëÿÿ ñïðàâà íóëåâûå ñëàãàåìûå λjfj(x̂),

j = 1, . . . ,m, ïîëó÷àåì, ÷òî L(x, λ) ≥ L(x̂, λ) è (a) äîêàçàíî.
2. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 5.27.
3. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Åñëè λ0 = 0, òî íåíóëåâîé

ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà íàõîäèòñÿ ñðåäè îñòàëüíûõ è ïîýòîìó (ñ ó÷åòîì (c))
L(x, λ) =

∑m
i=1 λifi(x) < 0 =

∑m
i=1 λifi(x̂) = L(x̂, λ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (a). �

5.14. Òåîðåìà Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà

Òåîðåìà 5.29 (Äóáîâèöêîãî�Ìèëþòèíà). Åñëè f1, . . . , fn : X → R � âû-
ïóêëûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå â òî÷êå x̂, è

f(x) = max{f1(x), . . . , fn(x)},
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òî

∂f(x̂) = co

(⋃
j∈I

∂fj(x̂)

)
,

ãäå I = {j : fj(x̂) = f(x̂)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

f1(x̂) = . . . = fn(x̂) = f(x̂).

Äîêàæåì, ÷òî

(5.30) co

( n⋃
j=1

∂fj(x̂)

)
⊂ ∂f(x̂).

Ïóñòü x∗ ∈ ∂fj(x̂) ïðè íåêîòîðîì j, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X
f(x) ≥ fj(x) ≥ fj(x̂) + 〈x∗, x− x̂〉 = f(x̂) + 〈x∗, x− x̂〉.

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ ∂f(x̂). Òåì ñàìûì ∂fj(x̂) ⊂ ∂f(x̂). Îòñþäà
n⋃
j=1

∂fj(x̂) ⊂ ∂f(x̂).

Â ñèëó âûïóêëîñòè ñóáäèôôåðåíöèàëà (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.12) èìååò ìåñòî
(5.30).

Ïóñòü x∗ ∈ ∂f(x̂). Ïîëîæèì

ϕj(x) = fj(x)− fj(x̂)− 〈x∗, x− x̂〉, j = 1, . . . , n.

Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

(5.31)

{
ϕk(x) < 0,

ϕj(x) ≤ 0, j 6= k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ k ýòà ñèñòåìà ñîâìåñòíà, è îáîçíà÷èì ÷åðåç xk
êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì òî÷êó

x̃ =
1

n

n∑
k=1

xk.

Òîãäà ïðè êàæäîì k = 1, . . . , n

ϕk(x̃) ≤ 1

n

n∑
j=1

ϕk(xj) ≤
1

n
ϕk(xk) < 0.

Îòñþäà
fk(x̃)− f(x̂)− 〈x∗, x̃− x̂〉 < 0, k = 1, . . . , n.

Òåì ñàìûì
f(x̃)− f(x̂)− 〈x∗, x− x̂〉 < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x∗ ∈ ∂f(x̂). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ k, 1 ≤ k ≤ n,
äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà (5.31) áóäåò íåñîâìåñòíà. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
fj , j = 1, . . . , n, â òî÷êå x̂ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè x̂, â
êîòîðîé âñå ôóíêöèè fj êîíå÷íû. Òîãäà äëÿ òàêîãî k ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

ϕk(x)→ min, ϕj(x) ≤ 0, j 6= k, x ∈ U,
áóäåò èìåòü ðåøåíèå x̂. Ïî òåîðåìå Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà (òåîðåìà 5.28) íàé-
äóòñÿ λ1, . . . , λn ≥ 0, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ x ∈ U

n∑
j=1

λjϕj(x) ≥
n∑
j=1

λjϕj(x̂) = 0.
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Â ñèëó âûïóêëîñòè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ X. Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

n∑
j=1

λj = 1.

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X
n∑
j=1

λjfj(x)−
n∑
j=1

λjfj(x̂)− 〈x∗, x− x̂〉 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ìîðî�Ðîêàôåëëàðà, ïîëó÷àåì

x∗ ∈ ∂
( n∑
j=1

λjfj

)
(x̂) =

n∑
j=1

∂(λjfj)(x̂) =

n∑
j=1

λj∂fj(x̂) ⊂ co

( n⋃
j=1

∂fj(x̂)

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïîëîæèì J = {j : fj(x̂) < f(x̂)} è
g(x) = maxj∈I fj(x). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé fj , j = 1, . . . , n, â òî÷êå x̂
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂, â êîòîðîé fj(x) < f(x) äëÿ âñåõ j ∈ J . Òîãäà
â îêðåñòíîñòè V ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ∂f(x̂) = ∂g(x̂), à
äëÿ ∂g(x̂) íóæíîå ðàâåíñòâî óæå äîêàçàíî. �

5.15. Òåîðåìà îá î÷èñòêå

Òåîðåìà 5.30 (Â. Ëåâèíà îá î÷èñòêå). Ïóñòü T � êîìïàêò, X � êîíå÷-
íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, cardT ≥ dimX+ 1 è ôóíêöèÿ F : T ×X → R òàêîâà,
÷òî:

1) îòîáðàæåíèå F (t, ·) âûïóêëî ïðè ëþáîì t ∈ T ;
2) îòîáðàæåíèå F (·, x) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ïðè ëþáîì x ∈ X;
3) M = inf

x∈X
max
t∈T

F (t, x) > −∞.

Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëî r ∈ N, r ≤ dimX + 1, è òî÷êè {τi}ri=1 ⊂ T òàêèå, ÷òî

M = inf
x∈X

max
1≤i≤r

F (τi, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimX = d. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó íàáîðó τ =
(τ1, . . . , τd+1) ∈ T d+1 ÷èñëî

m(τ) = inf
x∈X

max
1≤i≤d+1

F (τi, x).

Ïîëîæèì
m = sup

τ∈Td+1

m(τ).

Î÷åâèäíî, ÷òî m ≤M . Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Âîçüìåì ε > 0
è äëÿ âñÿêîãî t ∈ T ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A(t) = {x ∈ X : F (t, x) ≤ m+ ε }.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî íåïóñòûå è âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà X. Êðîìå òîãî, èç
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (t, ·) âûòåêàåò çàìêíóòîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïîñòðî-
èì åùå îäíî ìíîæåñòâî Â. Ïóñòü ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ T d. Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåòñÿ
x(ξ) ∈ X, äëÿ êîòîðîãî F (ξi, x(ξ)) < m+ ε, i = 1, . . . , d. Ïîëîæèì

V (ξ) = { ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ
′
d) ∈ T d : F (ξ′i, x(ξ)) < m+ ε, i = 1, . . . , d }.

Òàê êàê ôóíêöèÿ F (·, x(ξ)) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó, òî V (ξ) � îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî (ñîäåðæàùåå ξ). Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {V (ξ)}ξ∈Td êîìïàêòà T d
âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå V (ξ1), . . . , V (ξs). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Â = co{x(ξ1), . . . , x(ξs)}.
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ßñíî, ÷òî Â � âûïóêëûé êîìïàêò.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå èç d + 1 ìíîæåñòâ èç ñåìåéñòâà {A(t)}t∈T ∪ Â èìå-

þò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñðåäè ýòèõ ìíîæåñòâ íåò Â, òî
ýòî î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A(η1), . . . , A(ηd), Â, ãäå η = (η1, . . . , ηd) ∈
T d. Ïîñêîëüêó η ∈ V (ξi) ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ i ≤ s, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
F (ηj , x(ξi)) < m+ ε, j = 1, . . . , d, ò. å.

x(ξi) ∈
d⋂
j=1

A(ηj).

Íî x(ξi) ∈ Â, è òåì ñàìûì ñåìåéñòâî A(η1), . . . , A(ηd), Â èìååò íåïóñòîå ïåðå-
ñå÷åíèå. Òîãäà ïî òåîðåìå Õåëëè (òåîðåìà 5.26)

Â ∩
(⋂
t∈T

A(t)

)
6= ∅.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M ≤ m+ ε è, çíà÷èò, M = m.
Ôóíêöèÿ

τ = (τ1, . . . , τd+1)→ max
1≤i≤d+1

F (τi, x)

ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà T d+1 äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Òîãäà è ôóíêöèÿ m(τ)
ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó íà T d+1, è ïîýòîìó îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà
â íåêîòîðîé òî÷êå τ̂ = (τ̂1, . . . , τ̂d+1). Îñòàâëÿÿ â ýòîì âåêòîðå íåñîâïàäàþùèå
êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ñëåäñòâèå 5.31. Ïóñòü T = [a, b], X � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è
ôóíêöèÿ F : [a, b]×X → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1), 2) òåîðåìû îá î÷èñòêå.
Òîãäà x̂ ∈ X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ôóíêöèè

f(x) = max
t∈[a,b]

F (t, x)

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî r ≤ dimX+
1, òî÷êè τi ∈ [a, b], âåêòîðû yi ∈ ∂xF (τi, x̂) (∂xF (τi, x̂) � ñóáäèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè x→ F (τi, x) â òî÷êå x̂) è ÷èñëà

αi > 0, i = 1, . . . , r,

r∑
i=1

αi = 1,

òàêèå, ÷òî

(5.32) f(x̂) = F (τi, x̂), i = 1, . . . , r,

è

(5.33)
r∑
i=1

αiyi = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̂ � òî÷êà ìèíèìóìà f . Òîãäà âûïîëíåíî óñëî-
âèå 3) òåîðåìû îá î÷èñòêå è, çíà÷èò, íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî r ≤ dimX+1
è òî÷êè τi ∈ [a, b], i = 1, . . . , r, òàêèå, ÷òî x̂ � ìèíèìóì ôóíêöèè

f0(x) = max
1≤i≤r

F (τi, x),

è f0(x̂) = f(x̂). Îñòàâëÿÿ òîëüêî òå i, ïðè êîòîðûõ f(x̂) = F (τi, x̂), ïîëó÷àåì
(5.32).

Ïî òåîðåìå Ôåðìà (òåîðåìà 5.14) 0 ∈ ∂f0(x̂). Òîãäà èç òåîðåìû Äóáîâèö-
êîãî�Ìèëþòèíà ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ âåêòîðû yi ∈ ∂xF (τi, x̂) è ÷èñëà

αi ≥ 0, i = 1, . . . , r,

r∑
i=1

αi = 1,
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òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (5.33). Óìåíüøàÿ r, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
αi > 0.

Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (5.32) è (5.33) äëÿ x̂ ∈ X, òî÷åê τi ∈ [a, b],
âåêòîðîâ yi ∈ ∂F (τi, x̂) è ÷èñåë

αi > 0, i = 1, . . . , r,

r∑
i=1

αi = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 0 ∈ ∂f0(x̂). Òîãäà ïî òåîðåìå Ôåðìà x̂ � ìèíèìóì ôóíêöèè
f0. Íî, î÷åâèäíî, f(x) ≥ f0(x) äëÿ âñåõ x ∈ X, ïîýòîìó x̂ � ìèíèìóì f . �

5.16. Ëåììà î ïðàâîì îáðàòíîì è çàìêíóòîñòè îáðàçà

ÏóñòüX è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Λ: X → Y îáîçíà÷èì ÷åðåç L(X,Y ). Ïóñòü
X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, x̂ ∈ X è r > 0. Ïîëîæèì

BX(x̂, r) = {x ∈ X : ‖x− x̂‖X < r }.

Ëåììà 5.32 (î ïðàâîì îáðàòíîì). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, Λ ∈ L(X,Y ) è Im Λ = Y . Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå R : Y → X è
êîíñòàíòà γ > 0 òàêèå, ÷òî ΛR(y) = y è ‖R(y)‖X ≤ γ‖y‖Y äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè [34, ñòð.
243] ìíîæåñòâî Λ(BX(0, 1)) îòêðûòî. Îíî, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò íîëü è òåì ñà-
ìûì ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð BY (0, r), r > 0, ò. å. äëÿ êàæäîãî z ∈ BY (0, r)
íàéäåòñÿ ýëåìåíò x(z) ∈ BX(0, 1) òàêîé, ÷òî Λx(z) = z. Ïîëîæèì R(0) = 0, à
åñëè y 6= 0, òî

R(y) =
2‖y‖Y
r

x

(
r

2‖y‖Y
y

)
.

Òîãäà ΛR(y) = y è ‖R(y)‖X ≤ γ‖y‖Y , ãäå γ = 2/r. �

Ëåììà 5.33 (î çàìêíóòîñòè îáðàçà). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, A ∈ L(X,Rd), B ∈ L(X,Y ), C : X → Rd × Y , Cx = (Ax,Bx) è ImB = Y .
Òîãäà ImC � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd × Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (y, z) ∈ cl ImC è ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â X òàêàÿ, ÷òî y = limn→∞Axn è z = limn→∞Bxn. Ïîëîæèì hn =
R(Bxn − z), ãäå R � ïðàâûé îáðàòíûé ê B, òîãäà B(xn − hn) = z. Òàê êàê
‖hn‖X = ‖R(Bxn − z)‖X ≤ γ‖Bxn − z‖Y , òî hn → 0 ïðè n → ∞ è ïîýòîìó
limn→∞A(xn − hn) = y. Òàêèì îáðàçîì, y ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ îáðàçà
ìíîæåñòâà

Xz = {x ∈ X : Bx = z }
ïðè îòîáðàæåíèè A. Íî A(Xz) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â Rd è òåì ñàìûì
çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå x ∈ X, ÷òî Bx = z è y = Ax, ò. å.
(y, z) ∈ ImC. �

5.17. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà

Ïóñòü X è Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, à U � îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî X. Îòîáðàæåíèå F : U → Y íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå
x̂ ∈ U , åñëè íàéäåòñÿ òàêîé îïåðàòîð Λ ∈ L(X,Y ), ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ x̂+ h ∈ U , ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
(5.34) F (x̂+ h) = F (x̂) + Λh+ r(h),

ãäå r(h) = o(‖h‖X) (‖r(h)‖Y /‖h‖X → 0 ïðè h→ 0). Ëèíåéíûé îïåðàòîð Λ íàçû-
âàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x̂ è îáîçíà÷àåòñÿ F ′(x̂). Íåòðóäíî
ïîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü îïåðàòîðà Λ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (5.34).
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Åñëè îòîáðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé òî÷êå U , òî îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå F ′ : U → L(X,Y ), ñîïîñòàâëÿþùåå x ∈ U ïðîèçâîäíóþ F ′(x).
Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî â x̂ ∈ U (íà U), òî ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå
F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ (íà U).

Îòîáðàæåíèå F : U → Y , ãäå U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, íàçûâàåòñÿ
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x̂ ∈ U , åñëè íàéäåòñÿ òàêîé îïåðàòîð Λ ∈
L(X,Y ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) > 0, îáëàäàþùåå òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ BX(x̂, δ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖F (x1)− F (x2)− Λ(x1 − x2)‖Y ≤ ε‖x1 − x2‖X .

Îòñþäà ñëåäóåò (ïîëàãàÿ x2 = x̂), ÷òî F äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è òåì ñàìûì
Λ = F ′(x̂).

Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ýëå-
ìåíò h ∈ X íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê M â òî÷êå x̂ ∈ M , åñëè
ñóùåñòâóþò ε > 0 è îòîáðàæåíèå r : (−ε, ε) → X òàêèå, ÷òî x̂ + th + r(t) ∈ M
äëÿ âñåõ t ∈ (−ε, ε) è ‖r(t)‖X/t → 0 ïðè t → 0. Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ ê M â òî÷êå x̂ ∈M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Tx̂M .

Òåîðåìà 5.34 (Ëþñòåðíèêà). Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, U �
îêðåñòíîñòü òî÷êè x̂ ∈ X, îòîáðàæåíèå F : U → Y ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî
â x̂, F (x̂) = 0, ImF ′(x̂) = Y èM = {x ∈ U : F (x) = 0 }. Òîãäà Tx̂M = KerF ′(x̂).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h ∈ Tx̂M è r èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåê-
òîðà. Òîãäà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè F â òî÷êå x̂ èìååì

0 = F (x̂+ th+ r(t))− F (x̂) = tF ′(x̂)h+ o(t),

îòêóäà (äåëÿ íà t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0) ñëåäóåò, ÷òî h ∈ KerF ′(x̂).
Îáðàòíî, ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂). Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Λ = F ′(x̂). Òàê

êàê ImF ′(x̂) = Y , òî ïî ëåììå î ïðàâîì îáðàòíîì (ëåììà 5.32) ñóùåñòâóþò
îòîáðàæåíèå R : Y → X è êîíñòàíòà γ > 0 òàêèå, ÷òî ΛR(y) = y è ‖R(y)‖X ≤
γ‖y‖Y äëÿ âñåõ y ∈ Y .

Ïóñòü ε0 > 0 òàêîâî, ÷òî θ = ε0γ < 1 è δ > 0 èç îïðåäåëåíèÿ ñòðîãîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ε0 > 0. Âûáåðåì îêðåñòíîñòü U0 òàê,
÷òî U0 ⊂ BX(x̂, δ/2) è ïðè ýòîì ‖F (x)‖Y < δ(1− θ)/2γ, åñëè x ∈ U0.

Ïóñòü x ∈ U0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(5.35) xn = xn−1 −R(F (xn−1)), n ∈ N, x0 = x.

Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíàäëåæèò BX(x̂, δ) è ôóíäàìåíòàëü-
íà. Ïåðâîå äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè. ßñíî, ÷òî x0 ∈ BX(x̂, δ). Ïóñòü xk ∈
BX(x̂, δ), 1 ≤ k ≤ n. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (5.35) îïåðàòîð Λ, ïîëó÷èì

(5.36) Λ(xn − xn−1) = −F (xn−1).

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (5.35), îöåíêó äëÿ ïðàâîãî îáðàòíîãî, (5.36), ñòðî-
ãóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü è çàòåì èòåðèðóÿ ïðîöåäóðó, áóäåì èìåòü

(5.37) ‖xn+1 − xn‖X ≤ γ‖F (xn)‖Y = γ‖F (xn)− F (xn−1)− Λ(xn − xn−1)‖Y
≤ θ‖xn − xn−1‖X ≤ . . . ≤ θn‖x1 − x‖X .
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Äàëåå, ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, (5.37), (5.35) è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
îêðåñòíîñòè U0 ïîëó÷àåì, ÷òî

(5.38)
‖xn+1 − x̂‖X ≤ ‖xn+1 − x‖X + ‖x− x̂‖X ≤ ‖xn+1 − xn‖X + . . .+ ‖x1 − x‖X

+ ‖x− x̂‖X ≤ (θn + θn−1 + . . .+ 1)‖x1 − x‖X + ‖x− x̂‖X

≤ γ

1− θ
‖F (x)‖Y + ‖x− x̂‖X <

δ

2
+
δ

2
= δ,

ò. å. xn+1 ∈ BX(x̂, δ) è, çíà÷èò, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ïðèíàäëåæèò
BX(x̂, δ).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ
(5.37) è ðàññóæäàÿ, êàê â ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâå, áóäåì èìåòü äëÿ âñåõ
n,m ∈ N

‖xn+m − xn‖X ≤ ‖xn+m − xn+m−1‖X + . . .+ ‖xn+1 − xn‖X

≤ (θn+m−1 + . . .+ θn)‖x1 − x‖X ≤
θn

1− θ
‖x1 − x‖X ≤

δ

2
θn.

Ïîëîæèì ϕ(x) = limn→∞ xn. Èç (5.38) ñëåäóåò, ÷òî ϕ(x) ∈ BX(x̂, δ). Èç
ñòðîãîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå F (x) íåïðåðûâíî íà
BX(x̂, δ), è òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (5.36) ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî
F (ϕ(x)) = 0.

Â (5.38) äîêàçàíî, ÷òî

‖xn − x‖X ≤
γ

1− θ
‖F (x)‖Y .

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó ‖ϕ(x)− x‖X ≤
K‖F (x)‖Y , ãäå K = γ/(1− θ).

Ïóñòü ε > 0 òàêîâî, ÷òî x̂ + th ∈ U0 ïðè t ∈ (−ε, ε). Ïîëîæèì r(t) =
ϕ(x̂+ th)− x̂− th. Èìååì F (x̂+ th+ r(t)) = F (x̂) = 0 è

‖r(t)‖X ≤ K‖F (x̂+ th)‖Y = K‖F (x̂+ th)− F (x̂)‖Y = K‖tF ′(x̂)h+ o(t)‖Y
= K‖o(t)‖Y ,

ò. å. h � êàñàòåëüíûé âåêòîð. �

5.18. Ëåììû îá àííóëÿòîðàõ

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ìíîæåñòâî

L⊥ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ L }
íàçûâàåòñÿ àííóëÿòîðîì L. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L⊥ � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â X∗.

Ëåììà 5.35 (î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà). Ïóñòü L � çàìêíóòîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, íå ñîâïàäàþùåå ñ X. Òîãäà
L⊥ ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L 6= X, òî ñóùåñòâóåò x̂ /∈ L. Ìíîæåñòâî L,
î÷åâèäíî, âûïóêëî è ïî óñëîâèþ çàìêíóòî, ïîýòîìó ïî âòîðîé òåîðåìå îòäå-
ëèìîñòè íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî
(5.39) sup

x∈L
〈x∗, x〉 < 〈x∗, x̂〉.

Òîãäà x∗ ∈ L⊥. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 〈x∗, x0〉 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ L, òî ò. ê.
αx0 ∈ L äëÿ ëþáîãî α ∈ R, ìû èìååì

sup
x∈L
〈x∗, x〉 ≥ sup

α∈R
〈x∗, αx0〉 = sup

α∈R
α〈x∗, x0〉 = +∞,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5.39). �

Ëåììà 5.36 (îá àííóëÿòîðå ÿäðà). Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, A ∈ L(X,Y ) è ImA = Y . Òîãäà (KerA)⊥ = ImA∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ ImA∗. Òîãäà x∗ = A∗y∗, ãäå y∗ ∈ Y ∗. Äëÿ
ëþáîãî x ∈ KerA èìååì

〈x∗, x〉 = 〈A∗y∗, x〉 = 〈y∗, Ax〉 = 0.

Òåì ñàìûì x∗ ∈ (KerA)⊥.
Ïóñòü x∗ ∈ (KerA)⊥. Îáðàç îïåðàòîðà M : X → R× Y ,

Mx = (〈x∗, x〉, Ax),

çàìêíóò ïî ëåììå î çàìêíóòîñòè îáðàçà (ëåììà 5.33) è íå ñîâïàäàåò ñ R × Y ,
ò. ê. (1, 0) /∈ ImM . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà
(ëåììà 5.35) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë (α, y∗) ∈ R× Y ∗ òàêîé, ÷òî

α〈x∗, x〉+ 〈y∗, Ax〉 = 0

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïðè ýòîì α 6= 0, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë y∗ áûë
áû íóëåâûì â ñèëó òîãî, ÷òî ImA = Y . Òàêèì îáðàçîì,

〈x∗ + α−1A∗y∗, x〉 = 0

äëÿ âñåõ x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî,
x∗ = A∗(−α−1y∗) ∈ ImA∗.

�

5.19. Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X, åñëè
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Y òî÷êà (1− α)x+ αy ∈ Y ïðè âñåõ α ∈ R.

Àôôèííîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ òî÷êà

(5.40) x =

n∑
j=1

αjxj ,

n∑
j=1

αj = 1, α1, . . . , αn ∈ R.

Ìíîæåñòâî âñåõ àôôèííûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ àô-
ôèííîé îáîëî÷êîé aff A ìíîæåñòâà A

aff A =

{
x ∈ X : x =

n∑
j=1

αjxj , x1, . . . , xn ∈ A,
n∑
j=1

αj = 1, n ∈ N
}
.

Ïðåäëîæåíèå 5.37. Êàæäîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå Y = a + LY , ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Y , à LY �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç X, ïðè÷åì LY îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî (íå çàâè-
ñèò îò a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ Y . Ïîëîæèì
LY = {x ∈ X : x = y − a, y ∈ Y }.

Äîêàæåì, ÷òî LY � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Ïóñòü x ∈ LY . Òîãäà x =
y − a, ãäå y ∈ Y . Äëÿ ëþáîãî λ ∈ R â ñèëó òîãî, ÷òî λy + (1− λ)a ∈ Y , èìååì

λx = λ(y − a) = λy + (1− λ)a− a ∈ LY .
Ïóñòü òåïåðü x1, x2 ∈ LY è x1 = y1 − a, à x2 = y2 − a, ãäå y1, y2 ∈ Y . Òàê

êàê (y1 + y2)/2 ∈ Y , òî
x1 + x2

2
=
y1 + y2

2
− a ∈ LY .
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Èç äîêàçàííîãî âûøå, ïîëîæèâ λ = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî x1 + x2 ∈ LY .
Ïîëîæèì

MY = {x ∈ X : x = y − b, y ∈ Y },
ãäå b ∈ Y . Â ñèëó òîãî, ÷òî b− a ∈ LY , èìååì

b+ LY = a+ (b− a) + LY = a+ LY = Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, MY = LY . �

Ðàçìåðíîñòüþ àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà LY :

dimY = dimLY .

Ðàçìåðíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åãî àô-
ôèííîé îáîëî÷êè aff A:

dimA = dim aff A.

5.20. Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè

Òåîðåìà 5.38 (Êàðàòåîäîðè). Åñëè dim coA = d, òî ëþáîé ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà coA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì d+ 1
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Y = aff A. Òîãäà dimY = d. Ïóñòü

x =

n∑
j=1

αjxj , αj ≥ 0,

n∑
j=1

αj = 1, n ≥ d+ 2, xj ∈ A.

Òîãäà ýëåìåíòû x2− x1, . . . , xn− x1 ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó LY
(ñì. ïðåäëîæåíèå 5.37), ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî d. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ëèíåéíî
çàâèñèìû. Òåì ñàìûì ñóùåñòâóþò β2, . . . , βn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

n∑
j=2

βj(xj − x1) = 0.

Ïîëîæèì

γ1 = −
n∑
j=2

βj , γj = βj , j = 2, . . . , n.

Òîãäà
n∑
j=1

γjxj = 0,

n∑
j=1

γj = 0,

ïðè÷åì γ1, . . . , γn íå âñå ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ÷èñåë γ1, . . . , γn
ñóùåñòâóþò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü

a = min

{
−αj
γj

: γj < 0

}
= −αk

γk
.

Òîãäà αj + aγj ≥ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n. Êðîìå òîãî,

x =

n∑
j=1

(αj + aγj)xj ,

n∑
j=1

(αj + aγj) = 1.

Òàê êàê αk + aγk = 0, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè èç
n−1 òî÷êè. Åñëè n−1 > d+1, òî, ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèäåì ê òîìó, ÷òî
x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå, ÷åì d + 1 ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà A. �
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5.21. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ñ
îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ

Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, f : U → R è
F : U → Y , ãäå Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàäà÷ó

(5.41) f(x)→ extr, F (x) = 0,

íàçûâàþò çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ. Åñëè ôóíêöèÿ f è îòîá-
ðàæåíèå F îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ, òî ãîâîðÿò î ãëàäêîé çàäà÷å ñ
îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ.

Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (5.41) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ0, y
∗) = λ0f(x) + 〈y∗, F (x)〉,

ãäå λ0 ∈ R è y∗ ∈ Y ∗ íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 5.39 (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Åñëè x̂ ∈ U � ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì â çàäà÷å (5.41), ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â x̂, îòîáðàæåíèå F
ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìî â x̂ è ImF ′(x̂) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Y ,
òî íàéäóòñÿ íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0 è y∗

òàêèå, ÷òî

(5.42) Lx(x̂, λ0, y
∗) = 0 ⇔ λ0f

′(x̂) + (F ′(x̂))∗y∗ = 0.

Åñëè ImF ′(x̂) = Y , òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ImF ′(x̂) = Y .
Ïóñòü h ∈ KerF ′(x̂). Îòîáðàæåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëþ-
ñòåðíèêà (òåîðåìà 5.34), è ïîýòîìó h ∈ Tx̂M , ò. å. ñóùåñòâóþò ε > 0 è îòîáðà-
æåíèå r : (−ε, ε)→ X òàêèå, ÷òî F (x̂+ th+ r(t)) = 0 äëÿ t ∈ (−ε, ε) è r(t) = o(t)
ïðè t → 0. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû x̂ + th + r(t), t ∈ (−ε, ε), äîïóñòèìû â
(5.41) è ò. ê. x̂ � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â ýòîé çàäà÷å, òî

f(x̂+ th+ r(t))− f(x̂) = t〈f ′(x̂), h〉+ o(t)

ñîõðàíÿåò çíàê äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t. Äåëÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà t > 0 è
óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî 〈f ′(x̂), h〉 ñîõðàíÿåò çíàê. Íî h � ïðîèçâîëü-
íûé ýëåìåíò èç KerF ′(x̂), è ïîýòîìó 〈f ′(x̂), h〉 = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ KerF ′(x̂),
ò. å. f ′(x̂) ∈ (KerF ′(x̂))⊥. Ñîãëàñíî ëåììå îá àííóëÿòîðå ÿäðà (ëåììà 5.36)
f ′(x̂) ∈ Im(F ′(x̂))∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ òàêîé,
÷òî f ′(x̂) = −(F ′(x̂))∗y∗, èëè f ′(x̂)+(F ′(x̂))∗y∗ = 0. Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (5.42)
ñ λ0 = 1 äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü ImF ′(x̂) 6= Y . Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïîäïðîñòðàíñòâî ImF ′(x̂)
çàìêíóòî, òî ïî ëåììå î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà (ëåììà 5.35) ñóùåñòâóåò
íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî 〈y∗, F ′(x̂)x〉 = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X,
ò. å. (F ′(x̂))∗y∗ = 0. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ñ λ0 = 0. �

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (5.41), êîãäà X = Rd1 , Y = Rd2 , à
îòîáðàæåíèå F çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè fj : Rd1 → R, j = 1, . . . , d2, ò. å. F (x) =
(f1(x), . . . , fd2(x))T , x ∈ Rd1 . Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

(5.43) f0(x)→ extr, fj(x) = 0, j = 1, . . . , d2.

Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà Rd2 ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-ñòðîêàìè (λ1, . . . ,
λd2), òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà÷è (5.43) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L(x, λ) =

d2∑
j=0

λjfj(x),
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ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λd2
).

Êëàññè÷åñêèì ïðàâèëîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ êîíå÷íîìåð-
íûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.40 (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå).
Åñëè x̂ � ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â çàäà÷å (5.43), ôóíêöèÿ f0 äèôôåðåíöèðóåìà
â x̂, à ôóíêöèè fj, j = 1, . . . , d2, ñòðîãî äèôôåðåíöèðóåìû â x̂, òî íàéäóòñÿ íå
ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ0, λ1, . . . , λd2 òàêèå, ÷òî

Lx(x̂, λ) = 0 ⇔
d2∑
j=0

λjf
′
j(x̂) = 0.

Åñëè âåêòîðû f ′1(x̂), . . . , f ′d2
(x̂) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî λ0 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
ïîäïðîñòðàíñòâî ImF ′(x̂) êîíå÷íîìåðíî è ïîýòîìó çàìêíóòî, à ëèíåéíàÿ íåçà-
âèñèìîñòü âåêòîðîâ f ′1(x̂), . . . , f ′d2

(x̂) ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ ImF ′(x̂) = Y .

5.22. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü ak ≥ 0, k = 1, . . . , N .

Ïðåäëîæåíèå 5.41. Åñëè 0 < p ≤ q, òî( N∑
k=1

aqk

)1/q

≤
( N∑
k=1

apk

)1/p

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
N∑
k=1

apk > 0

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a1 = . . . = aN = 0 è óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ, î÷åâèäíî,
ñïðàâåäëèâî). Ïîëîæèì

αk =
ak(

N∑
k=1

apk

)1/p
.

Òîãäà
N∑
k=1

αpk = 1.

Ïîýòîìó αk ≤ 1, k = 1, . . . , N . Ñëåäîâàòåëüíî, αqk ≤ α
p
k. Îòñþäà

N∑
k=1

αqk ≤
N∑
k=1

αpk = 1.

Òåì ñàìûì ( N∑
k=1

αqk

)1/q

≤ 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (
N∑
k=1

aqk

)1/q

(
N∑
k=1

apk

)1/p
≤ 1.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
�



Íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ 166

Ñëåäñòâèå 5.42. Åñëè q ≥ 1, òî

N∑
k=1

aqk ≤
( N∑
k=1

ak

)q
.

Ïóñòü ak, bk ≥ 0, k = 1, . . . , N .

Ïðåäëîæåíèå 5.43. Åñëè α, β ≥ 0 è α+ β = 1, òî

N∑
k=1

aαk b
β
k ≤

( N∑
k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α = 0 èëè β = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî
îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α > 0 è β > 0. Ïîëîæèì p = 1/α,
q = 1β. Òîãäà p > 1, q > 1 è

1

p
+

1

q
= 1.

Ïîëîæèì

tk = aαk , sk = bβk .

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà èìååì

N∑
k=1

tksk ≤
( N∑
k=1

tpk

)1/p( N∑
k=1

sqk

)1/q

.

Âîçâðàùàÿñü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {ak} è {bk}, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå íåðà-
âåíñòâî. �

Ïðåäëîæåíèå 5.44. Åñëè α, β ≥ 0 è α+ β ≥ 1, òî

N∑
k=1

aαk b
β
k ≤

( N∑
k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

α′ =
α

α+ β
, β′ =

β

α+ β
.

Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 5.43 è ñëåäñòâèÿ 5.42 èìååì

N∑
k=1

aαk b
β
k =

N∑
k=1

(
aα+β
k

)α′ (
bα+β
k

)β′
≤
( N∑
k=1

aα+β
k

)α′( N∑
k=1

bα+β
k

)β′

≤
( N∑
k=1

ak

)(α+β)α′( N∑
k=1

bk

)(α+β)β′

=

( N∑
k=1

ak

)α( N∑
k=1

bk

)β
.

�

Ñëåäñòâèå 5.45. Åñëè α, β ≥ 0, α+ β ≥ 1, à ðÿäû
∞∑
k=1

ak,

∞∑
k=1

bk

ñõîäÿòñÿ, òî
∞∑
k=1

aαk b
β
k ≤

( ∞∑
k=1

ak

)α( ∞∑
k=1

bk

)β
.



Íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ 167

5.23. Íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ

Ïóñòü S � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïîëóïðÿìàÿ èëè ïðÿìàÿ. ×åðåç
Wn
pr(S) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(·), ó êîòîðûõ (n−1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ S, x(·) ∈ Lp(S) è x(n)(·) ∈ Lr(S).

Òåîðåìà 5.46 ([28]). Ïóñòü p, q, r ≥ 1, 0 ≤ k < n è

n− k
p

+
k

r
≥ n

q
.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈ Wn
pr(S) ïðè âñåõ δ, 0 < δ < mesS, âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî
(5.44)

‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A
(
δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δn−k−1/r+1/q‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
,

ãäå A íå çàâèñèò îò δ è S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S �
îòðåçîê íà ïðÿìîé, ò. ê. ñëó÷àé mesS =∞ ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî ïàðàìåòðó n.

1. n = 1, k = 0. Äëÿ t0 ∈ S è δ > 0 ïîëîæèì Tδ = [t0 − δ, t0 + δ] ∩ S. Äëÿ
ôóíêöèè x(·) ∈ W1

pr(S) âûáåðåì t1 ∈ Tδ òàê, ÷òîáû
|x(t1)| = min

t∈Tδ
|x(t)|.

Èìååì
‖x(·)‖Lp(Tδ) ≥ |x(t1)|(mesTδ)

1/p ≥ δ1/p|x(t1)|.
Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà∫ t0

t1

|x′(t)| dt ≤ δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(Tδ).

Èç ðàâåíñòâà

x(t0) = x(t1) +

∫ t0

t1

x′(t) dt

ïîëó÷àåì

|x(t0)| ≤ δ−1/p‖x(·)‖Lp(Tδ) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(Tδ)

≤ δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t0 äîêàçàíî, ÷òî

(5.45) ‖x(·)‖L∞(S) ≤ δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S).

Ïóñòü òåïåðü q ≥ p. Òîãäà

‖x(·)‖Lq(S) =

(∫
S

|x(t)|p|x(t)|q−p dt
)1/q

≤ ‖x(·)‖1−p/qL∞(S)‖x(·)‖p/qLp(S).

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (5.45) è òåì, ÷òî

‖x(·)‖Lp(S) ≤ δ1/p
(
δ−1/p‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r‖x′(·)‖Lr(S)

)
,

ïîëó÷àåì

(5.46) ‖x(·)‖Lq(S) ≤ δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S).

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïðè n = 1 äîêàçàíà.
2. n = 2, k = 1. Ïóñòü q ≥ p ≥ 1. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈

W1
pr(S), S = [a, b], èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(5.47) ‖x(·)− x(ξ)‖Lq(S) ≤ 4‖x(·)‖αLp(S)‖x
′(·)‖1−αLr(S),
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ãäå

α =
1− 1/r + 1/q

1− 1/r + 1/p
,

à òî÷êà ξ ∈ S òàêîâà, ÷òî

(5.48) |x(ξ)| = min
t∈S
|x(t)|.

Ïîëîæèì y(·) = x(·)− x(ξ). Òîãäà |y(t)| ≤ |x(t)| è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖y(·)‖Lp(S) ≤ ‖x(·)‖Lp(S).

Ïóñòü S1 = (−∞, b], à S2 = [a,+∞). Ôóíêöèè

y1(t) =

{
0, −∞ < t ≤ ξ,
y(t), ξ < t ≤ b,

y2(t) =

{
y(t), a ≤ t < ξ,

0, ξ < t < +∞,

ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Êðîìå òîãî,

‖yj(·)‖Lp(Sj) ≤ ‖x(·)‖Lp(S), ‖y′j(·)‖Lr(Sj) ≤ ‖y
′(·)‖Lr(S) = ‖x′(·)‖Lr(S),

j = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, yj(·) ∈ W1
pr(Sj), j = 1, 2. Èç (5.46) ïîëó÷àåì

‖yj(·)‖Lq(Sj) ≤ δ
−1/p+1/q‖yj(·)‖Lp(Sj) + δ1−1/r+1/q‖y′j(·)‖Lr(Sj)

≤ δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S).

Ïîñêîëüêó y(·) = y1(·) + y2(·), òî

‖y(·)‖Lq(S) ≤ 2
(
δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′(·)‖Lr(S)

)
.

Ïîëîæèâ

δ =

( ‖x(·)‖Lp(S)

‖x′(·)‖Lr(S)

)(1−1/r+1/p)−1

,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (5.47).
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè x(·) ∈ W2

pr(S) è x′(·) èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü íà S, òî
ïðè 1/p+ 1/r ≥ 2/q

(5.49) ‖x′(·)‖Lq(S) ≤ K‖x(·)‖αLp(S)‖x
′′(·)‖1−αLr(S),

ãäå

K =

{
2

3α2+2
1−α2+α1α2 , q > 1,

8, q = 1,
, α1 =

1− 1/q

1− 1/q + 1/p
,

α2 =
1− 1/r + 1/q

2− 1/r
, α =

1− 1/r + 1/q

2− 1/r + 1/p
.

Ïðè ‖x′′(·)‖Lr(S) = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ò. ê. ‖x′(·)‖Lq(S) = 0. Ïðåäïî-
ëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x′(·) íå ìåíÿåò çíàêà íà S. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ S

(5.50) ‖x′(·)‖L(S) =

∫
S

|x′(t)| dt =

∣∣∣∣∫
S

x′(t) dt

∣∣∣∣ = |x(b)− x(a)|

≤ |x(b)− x(t0)|+ |x(a)− x(t0)| ≤ 2‖x(·)− x(t0)‖L∞(S).

Òàê êàê x(·) ∈ W2
pr(S) è mesS <∞, òî x(·) ∈ W1

pq(S) è x′(·) ∈ W1
1r(S). Ïðèìå-

íÿÿ íåðàâåíñòâî (5.47), ïîëó÷àåì

‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) ≤ 4‖x(·)‖α1

Lp(S)‖x
′(·)‖1−α1

Lq(S),(5.51)

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ 4‖x′(·)‖α2

L(S)‖x
′′(·)‖1−α2

Lr(S),(5.52)
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ãäå òî÷êà ξ ∈ S òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (5.48). Îöåíèâàÿ â (5.52)
‖x′(·)‖L(S) ñ ïîìîùüþ (5.50) (ïðè t0 = ξ), èìååì

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ 4 · 2α2‖x(·)− x(ξ)‖α2

L∞(S)‖x
′′(·)‖1−α2

Lr(S).

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (5.51), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ 4 · 2α2

(
4‖x(·)‖α1

Lp(S)‖x
′(·)‖1−α1

Lq(S)

)α2

‖x′′(·)‖1−α2

Lr(S),

èç êîòîðîãî ïðè q > 1 ñëåäóåò (5.49).
Åñëè q = 1, òî èç óñëîâèÿ 1/p+ 1/r ≥ 2/q âûòåêàåò, ÷òî p = r = 1. Â ýòîì

ñëó÷àå èç óæå äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà (5.51) ïðè p = 1, q =∞ èìååì

‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) ≤ 4‖x(·)‖1/2L(S)‖x
′(·)‖1/2L∞(S).

Èç ðàâåíñòâa

x′(t) =

∫ t

t1

x′′(τ) dτ,

ãäå t1 � íóëü x′·, ïîëó÷àåì
‖x′(·)‖L∞(S) ≤ ‖x′′(·)‖L(S).

Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (5.50), èìååì

‖x′(·)‖L(S) ≤ 2‖x(·)− x(ξ)‖L∞(S) ≤ 8‖x(·)‖1/2L(S)‖x
′(·)‖1/2L∞(S)

≤ 8‖x(·)‖1/2L(S)‖x
′′(·)‖1/2L(S).

Äîêàæåì òåïåðü íåðàâåíñòâî (5.49) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó ôóíêöèè x(·) ∈
W2
pr(S) èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëü ïðîèçâîäíîé íà S, íî íå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

x′(·) ñîõðàíÿåò çíàê íà S. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà
ôóíêöèè signx′(·). Ýòî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ðàçáèâàåò S íå áîëåå ÷åì íà
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ Ek, k ∈ A. Íà êàæäîì îòðåçêå Ek ôóíêöèÿ
x(·) ∈ W2

pr(Ek), x′(·) íå ìåíÿåò çíàêà è èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü. Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî (5.49), ïîëó÷àåì

‖x′(·)‖qLq(S) =
∑
k∈A

∫
Ek

|x′(t)|q dt

≤
∑
k∈A

K

(∫
Ek

|x(t)|p dt
)αq/p(∫

Ek

|x′′(t)|r dt
)(1−α)q/r

.

Èç óñëîâèÿ 1/p+ 1/r ≥ 2/q âûòåêàåò, ÷òî

αq

p
+

(1− α)q

r
≥ 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (ñì. ïðåäëîæåíèå 5.44 è ñëåäñòâèå 5.45)∑
k∈A

aλkb
µ
k ≤

(∑
k∈A

ak

)λ(∑
k∈A

bk

)µ
, λ+ µ ≥ 1.

Òîãäà áóäåì èìåòü

‖x′(·)‖qLq(S) ≤ K
(∑
k∈A

∫
Ek

|x(t)|p dt
)αq/p(∑

k∈A

∫
Ek

|x′′(t)|r dt
)(1−α)q/r

= K‖x(·)‖αqLp(S)‖x
′′(·)‖(1−α)q

Lr(S) .

Ïîñêîëüêó ïðè α ∈ [0, 1]

AαB1−α ≤ αA+ (1− α)B ≤ A+B,
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òî ïðè âñåõ δ > 0

(5.53) ‖x′(·)‖Lq(S) ≤ K‖x(·)‖αLp(S)‖x
′′(·)‖1−αLr(S)

= K
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

)α (
δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)1−α

≤ K
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)
.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ n = 2, k = 1. Ïóñòü x(·) ∈ W2
pr(S)

è p1(t) = a0 + a1t � ïîëèíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ x(·) â ìåòðèêå Lp(S).
Ïîëîæèì ϕ(·) = x(·)− p1(·). Î÷åâèäíî, ÷òî

(5.54) ‖ϕ(·)‖Lp(S) ≤ ‖x(·)‖Lp(S), ‖ϕ′′(·)‖Lr(S) = ‖x′′(·)‖Lr(S),

‖p1(·)‖Lp(S) ≤ 2‖x(·)‖Lp(S).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ a0, a1 ∈ R∫
S

|a0 + a1t| dt ≥
|a1|
4

(mesS)2.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî 0 < δ < mesS

(5.55) ‖p′1(·)‖Lq(S) = |a1|(mesS)1/q ≤ 4(mesS)−2+1/q

∫
S

|p1(t)| dt

≤ 4(mesS)−1−1/p+1/q‖p1(·)‖Lp(S) ≤ 8δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S).

Ôóíêöèÿ ϕ(·) ∈ W2
pr(S), à ò. ê. x(·) è p1(·) èìåþò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå

îáùèå òî÷êè, òî ϕ′(·) èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü íà S. Èç (5.55) è (5.53) ñ ó÷åòîì
(5.54) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < δ < mesS èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ ‖p′1(·)‖Lq(S) + ‖ϕ′(·)‖Lq(S)

≤ (K + 8)
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/r+1/q‖x′′(·)‖Lr(S)

)
.

Èòàê, òåîðåìà äëÿ n = 2 è k = 1 äîêàçàíà.
3. n > 2, 0 < k < n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ l ≤ n è âñåõ

0 < k < l. Äîêàæåì åå äëÿ l = n+ 1 è âñåõ 0 < k ≤ n. Ïóñòü x(·) ∈ Wn+1
pr (S) è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(5.56)
n+ 1− k

p
+
k

r
≥ n+ 1

q
.

1a. k > 1. Â ñèëó óñëîâèÿ (5.56) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n+ 1− k
p

+
k

r
− n+ 1

q
≥ 1

k

(
n+ 1− k

p
+
k

r
− n+ 1

q

)
.

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

(5.57) (n+ 1− k)

(
1

p
− 1

pk
+

1

qk

)
≥ n

q
− k − 1

r
.

Ïîëîæèì
1

q1
=

1

p
− 1

pk
+

1

qk
.

Åñëè 1/q − 1/p ≤ 0, òî 1/q1 ≤ 1/p ≤ 1. Åñëè æå 1/q − 1/p > 0, òî èç òîãî, ÷òî
k ≥ 2, ïîëó÷àåì

1

q1
≤ 1

2p
+

1

2q
≤ 1.

Èòàê, ñóùåñòâóåò q1 ≥ 1 òàêîå, ÷òî

(5.58)
k − 1

p
+

1

q
=

k

q1
.
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Åñëè çàïèñàòü íåðàâåíñòâî (5.57), èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå q1, òî ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

(5.59)
n+ 1− k

q1
+
k − 1

r
≥ n

q
.

Èç òîãî, ÷òî x(·) è x(k)(·) íåïðåðûâíû íà S, à mesS < ∞, ñëåäóåò, ÷òî
x(·) ∈ Wk

pq(S). Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ó÷èòûâàÿ (5.58), ïðè âñåõ
0 < δ1 < mesS èìååì

(5.60) ‖x′(·)‖Lq1 (S) ≤ A1

(
δ
−1−1/p+1/q1
1 ‖x(·)‖Lp(S)

+δ
k−1−1/q+1/q1
1 ‖x(k)(·)‖Lq(S)

)
.

Òåïåðü â ñèëó òîãî, ÷òî x′(·) ∈ Wn
q1,r(S), ó÷èòûâàÿ (5.59), ïðè âñåõ 0 < δ < mesS

ïîëó÷àåì

(5.61) ‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A2

(
δ1−k−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq1 (S)

+δn−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
.

Ïîëîæèì δ1 = γδ, 0 < γ ≤ 1. Èç (5.60), (5.61) ñëåäóåò, ÷òî

‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A1A2γ
−1−1/p+1/q1δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

+A1A2γ
k−1−1/q+1/q1‖x(k)(·)‖Lq(S) +A2δ

n−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S).

Âûáèðàÿ γ òàê, ÷òîáû

A1A2γ
k−1−1/q+1/q1 ≤ 1/2,

ïîëó÷àåì

‖x(k)(·)‖Lq(S) ≤ A
(
δ−k−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

+δn−k+1−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
,

ãäå

A = 2 max
(
A1A2γ

−1−1/p+1/q1 , A2

)
.

1b. k = 1. Â ñèëó óñëîâèÿ (5.56) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n

p
+

1

r
− n+ 1

q
≥ 1

n

(
n

p
+

1

r
− n+ 1

q

)
.

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

(5.62)
n− 1

p
+

1

r
− 1

nr
+

1

nq
≥ n

q
.

Ïîëîæèì
1

q1
=

1

r
− 1

nr
+

1

nq
.

Åñëè 1/q − 1/r ≤ 0, òî 1/q1 ≤ 1/r ≤ 1. Åñëè æå 1/q − 1/r > 0, òî èç òîãî, ÷òî
n ≥ 2, ïîëó÷àåì

1

q1
≤ 1

2r
+

1

2q
≤ 1.

Èòàê, ñóùåñòâóåò q1 ≥ 1 òàêîå, ÷òî

(5.63)
1

q
+
n− 1

r
=

n

q1
.
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Åñëè çàïèñàòü íåðàâåíñòâî (5.62), èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå q1, òî ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

(5.64)
n− 1

p
+

1

q1
≥ n

q
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ó÷èòûâàÿ (5.64) è òî, ÷òî x(·) ∈ Wn
p,q1(S), ïðè

âñåõ 0 < δ1 < mesS èìååì

(5.65) ‖x′(·)‖Lq(S) ≤ A1

(
δ
−1−1/p+1/q
1 ‖x(·)‖Lp(S)

+δ
n−1−1/q1+1/q
1 ‖x(n)(·)‖Lq1 (S)

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî x′(·) ∈ Wn
q,r(S), ó÷èòûâàÿ (5.63), ïðè âñåõ 0 < δ < mesS

ïîëó÷àåì

(5.66) ‖x(n)(·)‖Lq1 (S) ≤ A2

(
δ−n+1−1/q+1/q1‖x′(·)‖Lq(S)

+δ1−1/r+1/q1‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
.

Ïîëîæèì δ1 = γδ, 0 < γ ≤ 1. Èç (5.65), (5.66) ñëåäóåò, ÷òî

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ A1γ
−1−1/p+1/qδ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S)

+A1A2γ
n−1−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq(S)

+A1A2γ
n−1−1/q1+1/qδn−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S).

Âûáèðàÿ γ òàê, ÷òîáû

A1A2γ
n−1−1/q1+1/q ≤ 1/2,

ïîëó÷àåì

‖x′(·)‖Lq(S) ≤ A
(
δ−1−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δn−1/r+1/q‖x(n+1)(·)‖Lr(S)

)
,

ãäå

A = max
(

2A1γ
−1−1/p+1/q, 1

)
.

4. n ≥ 2, k = 0. Îïðåäåëèì q1 ðàâåíñòâîì

n− 1

p
+

1

r
=

n

q1
.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ïï. 1a è 1b, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî q1 ≥ 1.
Òåì ñàìûì â ñèëó ï. 1b

(5.67) ‖x′(·)‖Lq1 (S) ≤ A1

(
δ−1−1/p+1/q1‖x(·)‖Lp(S)+

δn−1−1/r+1/q1‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
.

Èç (5.46) ñëåäóåò, ÷òî

(5.68) ‖x(·)‖Lq(S) ≤ δ−1/p+1/q‖x(·)‖Lp(S) + δ1−1/q1+1/q‖x′(·)‖Lq1 (S).

Èç (5.67) è (5.68) ïîëó÷àåì

‖x(·)‖Lq(S) ≤ (A1 + 1)
(
δ−1/p+1/q1‖x(·)‖Lp(S) + δn−1/r+1/q‖x(n)(·)‖Lr(S)

)
.

�
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5.24. Ôóíêöèè Ñòåêëîâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) ∈ L1([−1, 1]) è èìååì ïåðèîä 2. Ïîëîæèì ïðè h > 0

xh(t) =
1

2h

∫ h

−h
x(t+ s) ds =

1

2h

∫ t+h

t−h
x(s) ds.

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ñòåêëîâà äëÿ x(·). Ôóíêöèÿ xh(·) ÿâëÿåòñÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [−1, 1] è ïî÷òè âñþäó

x′h(t) =
1

2h
(x(t+ h)− x(t− h)).

Åñëè x(·) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1, 1], òî ïî÷òè âñþäó

(5.69) x′h(t) = (x′(t))h.

Ïðåäëîæåíèå 5.47. Ïóñòü x(·) ∈ L1([−1, 1]) è èìååì ïåðèîä 2. Òîãäà

‖xh(·)‖L1([−1,1]) ≤ ‖x(·)‖L1([−1,1]),

à òàêæå

(5.70) lim
h→0
‖xh(·)− x(·)‖L1([−1,1]) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

‖xh(·)‖L1([−1,1]) =

∫ 1

−1

1

2h

∣∣∣∣ ∫ h

−h
x(t+ s) ds

∣∣∣∣ dt ≤ 1

2h

∫ h

−h

∫ 1

−1

|x(t+ s)| dt ds

=
1

2h

∫ h

−h
‖x(·+ s)‖L1([−1,1]) ds = ‖x(·)‖L1([−1,1]).

Äàëåå,

‖xh(·)− x(·)‖L1([−1,1]) =

∫ 1

−1

1

2h

∣∣∣∣ ∫ h

−h
(x(t+ s)− x(t)) ds

∣∣∣∣ dt
≤ 1

2h

∫ h

−h

∫ 1

−1

|x(t+ s)− x(t)| dt ds =
1

2h

∫ h

−h
‖x(·+ s)− x(·)|‖L1([−1,1]) ds.

Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 2.8. �

Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (5.70) ñëåäóåò, ÷òî

lim
h→0
‖xh(·)‖L1([−1,1]) = ‖x(·)‖L1([−1,1]).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ñòåêëîâà ϕn−1,h(·) äëÿ èäåàëüíîãî ñïëàéíà Ýéëåðà
ϕn−1(·) (ñì. (2.23)). Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.47 ñëåäóåò, ÷òî

(5.71) ‖ϕn−1,h(·)‖L1([−1,1]) ≤ ‖ϕn−1,h(·)‖L1([−1,1]) = ‖ϕ′n(·)‖L1([−1,1]) =
4Kn

πn
.

Èç ðàâåíñòâà (5.69) ïîëó÷àåì

(5.72) ‖ϕ(n)
n−1,h(·)‖L1([−1,1]) = ‖(ϕ(n−1)

n−1,h)′(·)‖L1([−1,1]) = ‖((ϕ(n−1)
n−1 )h)′(·)‖L1([−1,1])

= ‖(ϕ′0,h(·)‖L1([−1,1]) = 4.

Äëÿ 0 < k < n èìååì

‖ϕ(k)
n−1,h(·)‖L1([−1,1]) = ‖ϕn−k−1,h(·)‖L1([−1,1]) → ‖ϕn−k−1(·)‖L1([−1,1])

ïðè h→ 0. Òàê êàê

‖ϕn−k−1(·)‖L1([−1,1]) = ‖ϕ′n−k(·)‖L1([−1,1]) =
4Kn−k

πn−k
,
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òî

(5.73) ‖ϕ(k)
n−1,h(·)‖L1([−1,1]) →

4Kn−k

πn−k

ïðè h→ 0.

5.25. Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà (äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
îäíîðîäíî-âûïóêëûé ôóíêöèîíàë ìîæåò ïðèíèìàòü

áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ)

Íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë p(·) íà âåùåñòâåííîì (êîìïëåêñíîì) ëèíåé-
íîì ïðîñòðàíñòâå íàçîâåì îäíîðîäíî-âûïóêëûì, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ X è âñåõ
âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë λ

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),(5.74)

p(λx) = |λ|p(x).

Îäíîðîäíî-âûïóêëûé ôóíêöèîíàë, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïðèíèìàòü è áåñêî-
íå÷íûå çíà÷åíèÿ.

ÏóñòüW � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
X. Òîãäà ôóíêöèîíàë

pW (x) = inf{t > 0 : x ∈ tW}

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà W . Åñëè íå ñóùåñòâóåò òà-
êèõ t > 0, ïðè êîòîðûõ x ∈ tW , òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî pW (x) = +∞.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî pW (·) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíî-âûïóê-
ëûì. Ïóñòü y = λx, ãäå λ 6= 0 � âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî (â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàä êàêèì ïîëåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
X). Òîãäà

pW (y) = inf{t > 0 : λx ∈ tW} = inf{|λ|r > 0 : x ∈ rW} = |λ|pW (x).

Ïóñòü òåïåðü x, y ∈ X è ε > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pW (x) < +∞ è pW (y) <
+∞ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (5.74) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ).
Âûáåðåì t è s òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

pW (x) < t < pW (x) + ε,

pW (y) < s < pW (y) + ε.

Òîãäà x ∈ tW è y ∈ sW . Ïîëîæèì r = t+ s. Èìååì

x+ y

r
=
t

r

x

t
+
s

r

y

s
.

Òåì ñàìûì ýëåìåíò (x + y)/r ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ñ êîíöàìè x/t è y/t, à
ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîæåñòâó W . Îòñþäà

pW (x+ y) ≤ r = t+ s < pW (x) + pW (y) + 2ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0

pW (x+ y) ≤ pW (x) + pW (y).

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è X0 � íåêîòîðîå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà X0 çàäàí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′0. Ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë x′, îïðåäåëåííûé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X, íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèîíàëà x′0, åñëè

〈x′, x〉 = 〈x′0, x〉
äëÿ âñåõ x ∈ X0.
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Òåîðåìà 5.48 (Õàí�Áàíàõ). Ïóñòü p(·) � îäíîðîäíî-âûïóêëûé ôóíêöèî-
íàë (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûé), îïðåäåëåííûé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X,
è ïóñòü X0 � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X. Åñëè x′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
íà X0, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè âñåõ x ∈ X0 óñëîâèþ

(5.75) |〈x′0, x〉| ≤ p(x),

òî x′0 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà X, äëÿ êîòî-
ðîãî ñîõðàíÿåòñÿ óñëîâèå ïîä÷èíåíèÿ (5.75) íà âñåì X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè X0 6= X ôóíêöèîíàë x′0 ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ X0 íà íåêîòî-
ðîå áîëüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X1 ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ (5.75). Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü z � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç X, íå ïðèíàäëåæàùèé X0. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç X1 ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ âèä x+ tz, ãäå x ∈ X0,
à t ∈ R. Ïîëîæèì

〈x′, x+ tz〉 = 〈x′0, x〉+ tc,

à ÷èñëî c ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü óñëîâèå (5.75), ò. å. òàê, ÷òîáû ïðè
âñåõ x ∈ X0 è t ∈ R âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|〈x′0, x〉+ tc| ≤ p(x+ tz).

Ïðè t 6= 0 ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

−p
(x
t

+ z
)
−
〈
x′0,

x

t

〉
≤ c ≤ p

(x
t

+ z
)
−
〈
x′0,

x

t

〉
.

Ïîêàæåì, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò c, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì óñëîâèÿì. Ïóñòü x1

è x2 � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç X0. Òîãäà èç òîãî, ÷òî

〈x′0, x2〉 − 〈x′0, x1〉 ≤ p(x2 − x1) = p((x2 + z)− (x1 + z)) ≤ p(x2 + z) + p(x1 + z),

èìååì

(5.76) −p(x1 + z)− 〈x′0, x1〉 ≤ p(x2 + z)− 〈x′0, x2〉.
Ïîëîæèì

c1 = sup
x1∈X0

(−p(x1 + z)− 〈x′0, x1〉), c2 = inf
x2∈X0

(p(x2 + z)− 〈x′0, x2〉).

Èç (5.76) âûòåêàåò, ÷òî c1 ≤ c2. Åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ X0, äëÿ êîòîðîãî p(x+z) <
+∞, òî c1 > −∞ è c2 < +∞, à çíà÷èò, íàéäåòñÿ c ∈ R, äëÿ êîòîðîãî
(5.77) c1 ≤ c ≤ c2.
Åñëè æå p(x + z) = +∞ äëÿ âñåõ x ∈ X0, òî c1 = −∞, à c2 = +∞ è ñóùåñòâî-
âàíèå c, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (5.77), î÷åâèäíî.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàë x′0 ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ ñîõðàíåíèåì
óñëîâèÿ (5.75) íà íåêîòîðîå áîëüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî X1. Ñîâîêóïíîñòü âñå-
âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèîíàëà x′0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (5.75),
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíà, è êàæäîå åå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî îá-
ëàäàåò âåðõíåé ãðàíüþ: ýòîé âåðõíåé ãðàíüþ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë, îïðåäå-
ëåííûé íà îáúåäèíåíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ èç ýòîãî ïîäìíî-
æåñòâà è ñîâïàäàþùèé ñ êàæäûì òàêèì ôóíêöèîíàëîì íà åãî îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ. Â ñèëó ëåììû Öîðíà âî âñåì ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Ýòîò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò è ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé èñêîìûé ôóíêöèîíàë.

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç XR è X0R ïðîñòðàíñòâà X è X0, ðàññìàòðèâàåìûå êàê âåùåñòâåííûå
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′0R
íà X0R ðàâåíñòâîì

〈x′0R, x〉 = Re〈x′0, x〉.
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Ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà x′R íà âñå XR,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

(5.78) |〈x′R, x〉| ≤ p(x).

Ïîëîæèì
〈x′, x〉 = 〈x′R, x〉 − i〈x′R, ix〉.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x′ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X, ïðè÷åì ïðè x ∈ X0

〈x′, x〉 = Re〈x′0, x〉 − iRe〈x′0, ix〉 = 〈x′0, x〉.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ x0 ∈ X, äëÿ êîòîðîãî |〈x′, x0〉| > p(x0). Ïóñòü
〈x′, x0〉 = |〈x′, x0〉|eiϕ. Ïîëîæèì y0 = e−iϕx0. Òîãäà

〈x′R, y0〉 = Re〈x′, y0〉 = Re e−iϕ〈x′, x0〉 = |〈x′, x0〉| > p(x0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5.78). �

5.26. Òåîðåìà Áîðñóêà

5.26.1. Ñèìïëåêñû â Rn è òðèàíãóëÿöèÿ Sn. Òî÷êè p0, p1, . . . , ps ∈ Rn
íàçûâàþòñÿ àôôèííî-íåçàâèñèìûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò (s− 1)-ìåðíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ýòè òî÷êè. Ïóñòü p0, p1, . . . , ps � àôôèííî-íåçàâèñèìûå
òî÷êè èç Rn. Òîãäà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòèõ òî÷åê{

x ∈ Rn : x =

s∑
j=0

λjpj , 0 ≤ λj ≤ 1,

s∑
j=0

λj = 1

}
íàçûâàåòñÿ s-ñèìïëåêñîì ñ âåðøèíàìè p0, p1, . . . , ps è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [p0,
p1, . . . , ps]. Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ñèìïëåêñû ÷åðåç σ è σs, ãäå âåðõíèé èíäåêñ
îáîçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà. Ñèìïëåêñ ñ k + 1 âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà
p0, p1, . . . , ps íàçûâàåòñÿ k-ãðàíüþ σs. Ïðè k = 1 k-ãðàíü � ýòî îòðåçîê [pi, pj ],
íàçûâàåìûé ðåáðîì σs. Â ñèëó âûïóêëîñòè ñèìïëåêñà σs åãî äèàìåòð δ(σs)
ðàâåí äëèíå ìàêñèìàëüíîãî ðåáðà.

Ñòàíäàðòíûì s-ñèìïëåêñîì â Rs+1 íàçûâàåòñÿ s-ñèìïëåêñ ñ âåðøèíàìè

e0 = (1, 0, . . . , 0), . . . , es = (0, 0, . . . , 1).

Ââåäåì â Rn íîðìó

‖x‖ =

n∑
j=1

|xj |, x = (x1, . . . , xn).

×åðåç Bn áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íûé øàð â Rn

Bn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1 },
à ÷åðåç Sn−1 � åäèíè÷íóþ ñôåðó

Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1 }.
Âåðõíåé ïîëóñôåðîé áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî

Sn+ = {x ∈ Sn : xn+1 ≥ 0 },
à íèæíåé ïîëóñôåðîé � ìíîæåñòâî

Sn− = {x ∈ Sn : xn+1 ≤ 0 }.
Î÷åâèäíî, ÷òî Sn = Sn+ ∪ Sn−, à Sn−1 = Sn+ ∩ Sn−.

Êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñèìïëåêñîâ Sn = {σ} èç Sn íàçûâàåòñÿòðèàíãóëÿöèåé
Sn, åñëè:

1) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ èç Sn ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
îáùåé ãðàíüþ êàæäîãî;

2) åñëè σ ∈ Sn, òî êàæäàÿ ãðàíü σ ïðèíàäëåæèò Sn;
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3) Sn =
⋃

σ∈Sn
σ.

Èç ñâîéñòâ 1)�3) âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé (n − 1)-ñèìïëåêñ èç Sn ÿâëÿåòñÿ
îáùåé ãðàíüþ â òî÷íîñòè äâóõ n-ñèìïëåêñîâ èç Sn.

Ìíîæåñòâî âñåõ n-ñèìïëåêñîâ [±e1, . . . ,±en+1] è âñåõ èõ ãðàíåé íàçûâàåòñÿ
áàçèñíîé òðèàíãóëÿöèåé Sn è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Σn. Êàæäûé ñèìïëåêñ èç Σn

èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå [±ei0 , . . . ,±eis ], ãäå i0 < . . . < is,
íàçûâàåìîå ñòàíäàðòíîé ôîðìîé.

Îòîáðàæåíèå α : Sn → Sn, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì α(x) = −x íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì. Òðèàíãóëÿöèþ Sn ñôåðû Sn áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íîé,
åñëè äëÿ âñåõ k ≤ n è âñåõ ñèìïëåêñîâ σk ∈ Sn ìíîæåñòâî α(σk) � òàêæå
k-ñèìïëåêñ èç Sn.

Î÷åâèäíî, ÷òî Σn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé òðèàíãóëÿöèåé. Êðîìå òîãî, ñó-
ùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Sn ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûìè ñèìïëåê-
ñàìè. Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ôàêòà îñ-
íîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Sn = ∂Sn+1

+ ñ ìàëûìè
ñèìïëåêñàìè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà ðàçáèåíèå ñ ìàëûìè ñèìïëåêñàìè
Sn+1

+ . Òîãäà ìíîæåñòâî

{σn+1, α(σn+1) : σn+1 ∈ Sn+1
+ }

áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñèììåòðè÷íîé òðèàíãóëÿöèåé Sn+1.

5.26.2. Êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà. Ïóñòü Sk è Sn � òðèàíãóëÿöèè Sk è Sn,
ñîîòâåòñòâåííî. Îòîáðàæåíèå âåðøèí èç Sk â âåðøèíû Sn íàçûâàåòñÿ ñèìïëè-
öèàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà [p0, . . . , ps] èç Sk òî÷êè f(p0), . . . , f(ps)
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî ñèìïëåêñà èç Sn (áûòü ìîæåò, ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè). Ïóñòü Sk � ïðîèçâîëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Sk è f : Sk → Σn � ñèìïëè-
öèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ñèìïëåêñ [p0, . . . , pr] èç Sk íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì, åñëè âåðøèíû f(p0), . . . , f(pr) îáðàçóþò r-ñèìïëåêñ σr ∈ Σn, ñòàíäàðòíàÿ
ôîðìà êîòîðîãî èìååò âèä

σr = [ei0 ,−ei1 , . . . , (−1)reir ].

Ñèìïëåêñ [p0, . . . , pr] èç Sk íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, åñëè âåðøèíû f(p0),
. . . , f(pr) îáðàçóþò r-ñèìïëåêñ σr ∈ Σn, ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà êîòîðîãî èìååò
âèä

σr = [−ei0 , ei1 , . . . , (−1)r+1eir ].

Ñèìïëåêñ [p0, . . . , pr] èç Sk, íå ÿâëÿþùèéñÿ íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëü-
íûì, íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì.

Ïóñòü L� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç Sk. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ r-ñèìïëåêñîâ
èç L ïîä äåéñòâèåì ñèìïëèöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
p(f, L, r).

Ïðåäëîæåíèå 5.49. Ïóñòü k ≤ n, Sk � ñèììåòðè÷íàÿ òðèàíãóëÿöèÿ è
f : Sk → Σn � íå÷åòíîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà

p(f, Sk, k) ≡ p(f, Sk−1, k − 1) mod 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî k-ñèìïëåêñîâ èç âåðõíåé ïîëó-
ñôåðû Sk+ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: A+ � ìíîæåñòâî ïîëîæè-
òåëüíûõ k-ñèìïëåêñîâ, A− � ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ k-ñèìïëåêñîâ è A0

� ìíîæåñòâî íåéòðàëüíûõ k-ñèìïëåêñîâ. Ïîëîæèì

T =
∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) +
∑

sk∈A−

p(f, sk, k − 1) +
∑
sk∈A0

p(f, sk, k − 1).
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Îòìåòèì, ÷òî p(f, sk, k − 1) � ýòî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ (k − 1)-ãðàíåé ñèì-
ïëåêñà sk. Êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé ñèìïëåêñ sk−1 èç Sk+, íå ëåæàùèé â Sk−1,
ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ â òî÷íîñòè äâóõ ñèìïëåêñîâ èç Sk+, à êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé
ñèìïëåêñ sk−1 èç Sk−1 � ãðàíüþ òîëüêî îäíîãî ñèìïëåêñà sk èç Sk+. Ïîýòîìó

T ≡ p(f, Sk−1, k − 1) mod 2.

Ïîëó÷èì òåïåðü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ T . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé
íåéòðàëüíûé ñèìïëåêñ sk èç Sk+. Åñëè îí ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíóþ k−1-ãðàíü,
òî åãî îáðàç f(sk) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

f(sk) = [±ei0 , . . . ,±eik ],

ãäå i0 ≤ . . . ≤ ik, è ëèáî èìååòñÿ îäíà ïîâòîðÿþùàÿñÿ âåðøèíà, ëèáî âñå âåð-
øèíû ðàçíûå, íî çíàêè íå àëüòåðíèðóþò. È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü îäíà ïàðà ñîñåäíèõ âåðøèí ñ îäèíàêîâûì çíàêîì. Ïîëîæèòåëü-
íûå (k − 1)-ãðàíè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ïðè óäàëåíèè îäíîé èç ýòèõ âåðøèí. Òåì
ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî p(f, sk, k − 1) � ÷åòíîå ÷èñëî äëÿ âñåõ sk ∈ A0. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

T ≡

( ∑
sk∈A+

p(f, sk, k − 1) +
∑

sk∈A−

p(f, sk, k − 1)

)
mod 2.

Ïîñêîëüêó êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé ñèìïëåêñ sk èìååò ðîâíî îäíó ïîëîæèòåëü-
íóþ (k − 1)-ãðàíü, à êàæäûé îòðèöàòåëüíûé ñèìïëåêñ sk èìååò òàêæå ðîâíî
îäíó ïîëîæèòåëüíóþ (k − 1)-ãðàíü, òî∑

sk∈A+

p(f, sk, k − 1) = cardA+,
∑

sk∈A−

p(f, sk, k − 1) = cardA−.

Òåì ñàìûì
T ≡ (cardA+ + cardA−) mod 2.

Â ñèëó íå÷åòíîñòè f ñèìïëåêñ sk èç Sk+ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè α(sk) � ïîëîæèòåëüíûé ñèìïëåêñ èç Sk−. Ïîýòîìó

cardA+ + cardA− = p(f, Sk, k).

�

Òåîðåìà 5.50 (êîìáèíàòîðíàÿ ëåììà). Ïóñòü Sn � ñèììåòðè÷íàÿ òðè-
àíãóëÿöèÿ è f : Sn → Σn � íå÷åòíîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f
îòîáðàæàåò íå÷åòíîå ÷èñëî ñèìïëåêñîâ èç Sn â ñèìïëåêñ

[e1,−e2, . . . , (−1)nen+1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.49

p(f, Sn, n) ≡ p(f, Sn−1, n− 1) ≡ . . . ≡ p(f, S0, 0) mod 2.

Ïîñêîëüêó S0 ñîñòîèò èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ âåðøèí è f îòîáðàæàåò èõ â ïàðó
ñèììåòðè÷íûõ âåðøèí, òî p(f, S0, 0) = 1. �

5.26.3. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà�Øíèðåëüìàíà�Áîðñóêà. Ïóñòü A �
ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). ×åðåç δ(A) îáîçíà÷èì äèà-
ìåòð ìíîæåñòâà A:

δ(A) = sup
x,y∈A

ρ(x, y).

Ëåììà 5.51 (Ëåáåã). Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ íåïó-
ñòûõ ìíîæåñòâ èç êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) è M1 ∩
. . . ∩Mn = ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
A ⊂ X, ïåðåñåêàþùåãîñÿ ñ êàæäûì èç ìíîæåñòâ Mi, i = 1, . . . , n, δ(A) ≥ ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå λ : M1 × . . . ×
Mn → R, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

λ(x1, . . . , xn) = max
1≤i<j≤n

ρ(xi, xj).

Èç òîãî, ÷òîM1∩ . . .∩Mn = ∅, ñëåäóåò, ÷òî λ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì ñàìûì

min
(x1,...,xn)∈M1×...×Mn

λ(x1, . . . , xn) = ε > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ⊂ X ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç Mi, i = 1, . . . , n, è xi ∈
A∩Mi, i = 1, . . . , n. Òàê êàê λ(x1, . . . , xn) ≥ ε, òî íàéäóòñÿ xi è xj , äëÿ êîòîðûõ
ρ(xi, xj) ≥ ε. Îòñþäà δ(A) ≥ ε. �

Èç äîêàçàííîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 5.52 (Ëåáåã). Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � çàìêíóòîå ïîêðûòèå êîì-
ïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ). Òîãäà ñóùåñòâóåò λ > 0 (÷èñëî
Ëåáåãà äëÿ äàííîãî ïîêðûòèÿ) òàêîå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ñ
äèàìåòðîì, ìåíüøèì λ, ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç ìíîæåñòâ Mi1 , . . . ,Mir ,
òî Mi1 ∩ . . . ∩Mir 6= ∅.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëþñòåðíèêà�Øíèðåëüìàíà�Áîðñóêà íàì ïî-
òðåáóåòñÿ åùå îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 5.53. Ïóñòü M1, . . . ,Mn+1 � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Sn, íè
îäíî èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïàðû ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê. Åñëè ñåìåéñòâî

{M1, . . . ,Mn+1, α(M1), . . . , α(Mn+1) }
ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì Sn, òî M1 ∩ . . . ∩Mn+1 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì M−i = α(Mi). Òàê êàê Mi íå ñîäåðæèò íè
îäíîé ïàðû ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê, òî

max
x∈Mi, y∈M−i

‖x− y‖ = εi > 0, i = 1, . . . , n+ 1.

Óïîðÿäî÷èì ïîêðûòèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(5.79) M1,M−1,M2,M−2, . . . ,Mn+1,M−(n+1).

Ïóñòü λ � ÷èñëî Ëåáåãà äëÿ ýòîãî ïîêðûòèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ñèììåò-
ðè÷íóþ òðèàíãóëÿöèþ Sn ñ äèàìåòðîì êàæäîãî ñèìïëåêñà, ìåíüøèì ε =
min{λ, ε1, . . . , εn+1}. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : Sn → Σn, êîòîðîå êàæäîé
âåðøèíå p èç Sn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó

f(p) = sign j(−1)j+1e|j|,

ãäå j òàêîâî, ÷òî Mj � ïåðâîå ìíîæåñòâî èç ïîêðûòèÿ (5.79), ñîäåðæàùåå p.
Ëþáûå äâå âåðøèíû pi è pj íå ìîãóò îòîáðàçèòüñÿ â ñèììåòðè÷íûå âåðøèíû,
ò. ê. ‖pi − pj‖ < ε. Ïîýòîìó f � ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî îíî íå÷åòíîå. Èç òåîðåìû 5.50 âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ
[p1, . . . , pn+1], îòîáðàæàåìûé f â [e1,−e2, . . . , (−1)nen+1]. Ìîæíî äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî f(pi) = (−1)i+1ei. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pi ∈ Mi, ò. å.
[p1, . . . , pn+1] ∩Mi 6= ∅ ïðè âñåõ i = 1, . . . , n + 1. Èç òåîðåìû 5.52 è òîãî, ÷òî
δ([p1, . . . , pn+1]) < λ âûòåêàåò, ÷òî M1 ∩ . . . ∩Mn+1 6= ∅. �

Òåîðåìà 5.54 (Ëþñòåðíèê�Øíèðåëüìàí�Áîðñóê). Â ëþáîì çàìêíóòîì
ïîêðûòèè

{M1, . . . ,Mn+1}
ìíîæåñòâà Sn ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâîMi, ñîäåðæàùåå ñèììåòðè÷íûå òî÷-
êè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.53
ê ïîêðûòèþ

{M1, . . . ,Mn+1, α(M1), . . . , α(Mn+1) },
ïîëó÷èì, ÷òî M1 ∩ . . . ∩Mn+1 6= ∅. Åñëè x0 ∈ M1 ∩ . . . ∩Mn+1, òî x0 ∈ α(Mj)
äëÿ íåêîòîðîãî j, ò. ê. {α(M1), . . . , α(Mn+1)} � òîæå ïîêðûòèå Sn. Íî òîãäàMj

áóäåò ñîäåðæàòü ïàðó ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
�

5.26.4. Òåîðåìà Áîðñóêà.

Òåîðåìà 5.55 (Áîðñóê). Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî íå÷åòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ f : Sn → Rn íàéäåòñÿ òî÷êà x̂ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîé f(x̂) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà
îòîáðàæåíèå F : Sn → Sn−1, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

F (x) =
f(x)

‖f(x)‖

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è íå÷åòíûì. Ïðîåöèðóÿ ãðàíèöó êàêîãî-ëèáî n-ñèì-
ïëåêñà ñ öåíòðîì â íóëå íà Sn−1, ìîæíî ðàçáèòü Sn−1 íà çàìêíóòûå ìíîæå-
ñòâà A1, . . . , An+1 (Ai � îáðàçû (n − 1)-ãðàíåé ïðè òàêîì ïðîåêòèðîâàíèè).
Î÷åâèäíî, ÷òî Ai íå ñîäåðæàò ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê. Ïîëîæèì Mi = F−1(Ai),
i = 1, . . . , n + 1. Òîãäà Mi � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, îáðàçóþùèå ïîêðûòèå
Sn. Èç òåîðåìû 5.54 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò x ∈ Mi ∩ α(Mi) ïðè íåêîòîðîì
1 ≤ i ≤ n + 1. Èç íå÷åòíîñòè F âûòåêàåò, ÷òî F (x) è −F (x) ïðèíàäëåæàò Ai,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ Ai. �

5.26.5. Òåîðåìà î ïîïåðå÷íèêå øàðà.

Òåîðåìà 5.56. Ïóñòü Ln+1 � (n+ 1)-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X,

Bn+1 = {x ∈ Ln+1 : ‖x‖X ≤ 1 }.

Òîãäà

dn(Bn+1, X) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî

dn(Bn+1, X) ≤ d0(Bn+1, X) = 1,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Mn ⊂ X
d(Bn+1,Mn, X) ≥ 1.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà íîðìà â X ñòðîãî âûïóêëà. Òîãäà â
ñèëó òåîðåì 5.16 è 5.17 äëÿ êàæäîãî ξ ∈ X ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ Pξ. Îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (ñì.
òåîðåìó 5.18) è íå÷åòíûì. Ðàññìîòðèì ýòîò îïåðàòîð íà ñôåðå

Sn = { ξ ∈ Bn+1 : ‖ξ‖X = 1 }.

Ïî òåîðåìå Áîðñóêà íàéäåòñÿ ýëåìåíò ξ̂ ∈ Sn òàêîé, ÷òî P ξ̂ = 0. Ïîýòîìó

d(Bn+1,Mn, X) ≥ d(Sn,Mn, X) ≥ d(ξ̂,Mn, X) = ‖ξ̂ − P ξ̂‖X = ‖ξ̂‖X = 1.

Åñëè íîðìà âX íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, ïåðåéäåì îòX ê åãî êîíå÷íî-
ìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó Y , ñîäåðæàùåìó Ln+1 è Mn. Àïïðîêñèìèðóåì ‖ · ‖X
ñòðîãî âûïóêëîé íîðìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ‖ · ‖′Y � ñòðîãî âûïóêëàÿ
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íîðìà â Y (íàïðèìåð, åâêëèäîâà íîðìà). Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì â êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c òàêàÿ, ÷òî ‖x‖′Y ≤ c‖x‖X
äëÿ ëþáîãî x ∈ Y . Ïîëîæèì ïðè ε > 0

‖x‖ε = ‖x‖X +
ε

c
‖x‖′Y .

Ââåäåííàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé â Y , ïðè÷åì

(5.80)
1

1 + ε
‖x‖ε ≤ ‖x‖X ≤ ‖x‖ε, x ∈ Y.

Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ξ̂ ∈ Ln+1 òàêîé, ÷òî

inf
y∈Mn

‖ξ̂ − y‖ε = ‖ξ̂‖ε = 1.

Âåðíóâøèñü ê èñõîäíîé íîðìå ‖ · ‖X è ó÷èòûâàÿ (5.80), ïîëó÷àåì

d(ξ̂,Mn, Y ) = inf
y∈Mn

‖ξ̂ − y‖X ≥
1

1 + ε
inf
y∈Mn

‖ξ̂ − y‖ε =
1

1 + ε
.

Òàê êàê ‖ξ̂‖X ≤ ‖ξ̂‖ε = 1, òî ξ̂ ∈ Bn+1. Òàêèì îáðàçîì,

d(Bn+1,Mn, X) = d(Bn+1,Mn, Y ) ≥ d(ξ̂,Mn, Y ) ≥ 1

1 + ε
.

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ε > 0, òî

d(Bn+1,Mn, X) ≥ 1.

�

Ñëåäñòâèå 5.57. Ïóñòü Ln+1 � (n+1)-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, W ⊂ X è

Bn+1 = {x ∈ Ln+1 : ‖x‖X ≤ 1 }.

Åñëè rBn+1 ⊂W ïðè íåêîòîðîì r > 0, òî

dn(W,X) ≥ r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5.56, ïîëó÷àåì

dn(W,X) ≥ dn(rBn+1, X) = rdn(Bn+1, X) ≥ r.

�

5.27. Ñîâåðøåííûå ñïëàéíû. Èíòåðïîëÿöèÿ
ñïëàéíàìè

5.27.1. Ðàçäåëåííûå íóëè è ñóùåñòâåííûå ïåðåìåíû çíàêà ôóíê-
öèé. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(·) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], n ≥ 2 è

x(t1) = . . . = x(tn) = 0, a ≤ t1 < . . . < tn ≤ b.

Òî÷êè t1, . . . , tn íàçûâàþòñÿ ðàçäåëåííûìè íóëÿìè ôóíêöèè x(·), åñëè íà êàæ-
äîì èíòåðâàëå (tj , tj+1), j = 1, . . . , n− 1, ôóíêöèÿ x(·) íå åñòü òîæäåñòâåííûé
íóëü. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçäåëåííûõ íóëåé ôóíêöèè x(·) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ν(x(·); [a, b]). Åñëè ó ôóíêöèè x(·) 6≡ 0 íå ñóùåñòâóåò äâóõ ðàçäåëåííûõ
íóëåé, íî îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îòðåçêå [a, b], òî ïîëîæèì ν(x(·); [a, b]) = 1.
Åñëè |x(t)| > 0, t ∈ [a, b], òî ïîëîæèì ν(x(·); [a, b]) = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ x(·), îïðåäåëåííàÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà
[a, b], èìååò n ïåðåìåí çíàêà, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè a < t0 < . . . < tn < b è
÷èñëî ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (−ε, ε)

α(−1)jx(tj + t) > 0, j = 0, 1, . . . , n,
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ãäå α = 1 èëè −1. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ôóíêöèè x(·) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç µ(x(·); [a, b]).

Åñëè ôóíêöèÿ x(·) � íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèç-
âîäíîé, òî èç òåîðåìû Ðîëëÿ âûòåêàåò, ÷òî

ν(x′(·); [a, b]) ≥ ν(x(·); [a, b])− 1.

Ëåììà 5.58. Åñëè x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî

µ(x′(·); [a, b]) ≥ ν(x(·); [a, b])− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçäåëåííûìè íóëÿìè ôóíêöèè x(·) åå ïðîèçâîäíàÿ èìå-
åò íå ìåíåå îäíîé ïåðåìåíû çíàêà. Ïóñòü a ≤ t1 < t2 ≤ b, à t1, t2 � ðàçäåëåííûå
íóëè ôóíêöèè x(·). Òîãäà åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x′(·) íå èìååò ïåðåìåí çíàêà
íà [a, b], òî x′(t) ≥ 0 èëè x′(t) ≤ 0 ïî÷òè âñþäó íà (t1, t2). Èç òîãî, ÷òî

x(t2) =

∫ t2

t1

x′(t) dt = 0,

âûòåêàåò, ÷òî x(t) ≡ 0 íà èíòåðâàëå (t1, t2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
ðàçäåëåííûõ íóëåé. �

5.27.2. Ñîâåðøåííûå ñïëàéíû. Ñîâåðøåííûì ñïëàéíîì ïîðÿäêà r ñ N
óçëàìè s1 < . . . < sN íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

s(t) = pr−1(t) +
α

r!

(
tr + 2

N∑
j=1

(−1)j(t− sj)r+
)
,

ãäå pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, α = 1 èëè −1, à

t+ =

{
t, t > 0,

0, t ≤ 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû ëåæàò â èíòåðâàëå (−1, 1). Ñîâåðøåííûé ñïëàéí õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî åãî (r − 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è
s(r)(t) = α(−1)j ïðè t ∈ (sj , sj+1), j = 0, . . . , N (s0 = −1, sN+1 = 1).

Òåîðåìà 5.59. Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 ≤ νj ≤ r,
j = 1, . . . , n è m = ν1 + . . . + νn ≥ r. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé ñïëàéí
ïîðÿäêà r ñ m− r óçëàìè â èíòåðâàëå (−1, 1), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

(5.81) s(ν)(tj) = 0, ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì N = m− r è

SN =

{
ξ ∈ RN+1 : ‖ξ‖ =

N+1∑
j=1

|ξj | = 2

}
.

Äëÿ ξ ∈ SN ïîëîæèì s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1. Òåì
ñàìûì sN+1 = 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ sξ(·) = pr−1(·) + gξ(·), ãäå

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−1hξ(τ) dτ,

pr−1(·) � ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, à

hξ(τ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1,
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ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ñïëàéíîì ñ ÷èñëîì óçëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì N . Âûáå-
ðåì 1 ≤ l ≤ n è 1 ≤ p ≤ νl òàê, ÷òîáû ν1 + . . . + νl−1 + p = r. Ïîëèíîì pr−1(·)
îïðåäåëèì èç r óñëîâèé:

(5.82)
p

(ν)
r−1(tj) = −g(ν)

ξ (tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , l − 1,

p
(ν)
r−1(tl) = −g(ν)

ξ (tl), ν = 0, 1, . . . , p− 1.

Ìåðà ìíîæåñòâà òî÷åê t, â êîòîðûõ hξ′(t) 6= hξ(t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ξ′ → ξ.
Ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâ

|g(j)
ξ′ (t)− g(j)

ξ (t)| ≤ 1

(r − j − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−j−1|hξ′(τ)− hξ(τ)| dτ,

j = 0, 1, . . . , r − 1,

ôóíêöèè g(j)
ξ (·), j = 0, 1, . . . , r − 1, íåïðåðûâíî (îòíîñèòåëüíî íîðìû â C([−1,

1])) çàâèñÿò îò ξ íà ñôåðå SN . Ñëåäîâàòåëüíî (â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñè-
ìîñòè îò èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé ïîëèíîìà pr−1(·)), è ôóíêöèè s

(j)
ξ (·),

j = 0, 1, . . . , r − 1, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ξ.
Ïîëîæèì òåïåðü äëÿ ξ ∈ SN

(5.83)
ηl,ν(ξ) = s

(ν)
ξ (tl), ν = p, . . . , νl − 1,

ηj,ν(ξ) = s
(ν)
ξ (tj), ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = l + 1, . . . , n.

Ðàâåíñòâà (5.83) çàäàþò ðîâíî N óñëîâèé, êîòîðûìè íà SN çàäàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîå è íå÷åòíîå îòîáðàæåíèå η : SN → RN . Â ñèëó òåîðåìû Áîðñóêà íàéäåòñÿ
ξ̂ ∈ SN , äëÿ êîòîðîãî η(ξ̂) = 0. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (5.82) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñîâåðøåííûé ñïëàéí sξ̂(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5.81).

Äîêàæåì, ÷òî ó ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà sξ̂(·) ðîâíîm−r óçëîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ó ôóíêöèè s(r−1)

ξ̂
(·) íå ìåíåå, ÷åì m− r+ 1 ðàçäåëåííûõ

íóëåé. Òîãäà ïî ëåììå 5.58 ó s(r)

ξ̂
(·) íå ìåíååm−r ïåðåìåí çíàêà, ÷òî è îçíà÷àåò

íàëè÷èå ó sξ̂(·) ðîâíî m− r óçëîâ. �

Ïðåäëîæåíèå 5.60. Åñëè s1 < . . . < sm−r � óçëû ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà
s(·) ïîðÿäêà r, óäîâëåòâîðÿþùåãî èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (5.81), òî ïðè
âñåõ 1 ≤ j ≤ m− r â ïðîìåæóòêå [−1, sj) ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå j èíòåðïîëÿ-
öèîííûõ óñëîâèé, à â ïðîìåæóòêå (sj , 1] � íå ìåíåå m− r− j + 1. Ïðè ýòîì
åñëè ïðè íåêîòîðîì k, 1 ≤ k ≤ n, òî÷êà tk ñîâïàëà ñ êàêèì-íèáóäü èç óçëîâ
ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà, òî νk ≤ r − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîìåæóòêå [−1, sj) ñîäåðæèòñÿ
ìåíåå j èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé. Òîãäà îòðåçîê [sj , 1] áóäåò ñîäåðæàòü áî-
ëåå m− j èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ s(r−1)(·) áóäåò
èìåòü áîëåå m − j − r + 1 ðàçäåëåííûõ íóëåé. Ïî ëåììå 5.58 ó s(r)(·) äîëæíî
òîãäà áûòü áîëåå m − j − r ïåðåìåí çíàêà. Íî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, êóñî÷-
íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ s(r)(·), ïðèíèìàþùàÿ ïîïåðåìåííî çíà÷åíèÿ 1 è −1,
èìååò íà [sj , 1] ðîâíî m − j − r − 1 ïåðåìåí çíàêà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
óòâåðæäåíèå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé íà ïðîìåæóòêå
(sj , 1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà tk ñîâïàëà ñ óçëîì sj . Òîãäà ïî äîêàçàííîìó ÷èñëî
èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé ëåâåå òî÷êè tk íå ìåíåå j, ïðàâåå � íå ìåíåå m−
r−j+1, à â ñàìîé òî÷êå � νk. Â ñèëó òîãî, ÷òî îáùåå ÷èñëî èíòåðïîëÿöèîííûõ
óñëîâèé ðàâíî m, èìååì

m ≥ j + νk +m− r − j + 1.
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Îòñþäà νk ≤ r − 1. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SrN ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà r ñ ÷èñëîì
óçëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì N .

Òåîðåìà 5.61. Ïðè âñåõ r ∈ N ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííûé ñïëàéí ŝ(·) ∈ SrN
è òî÷êè −1 ≤ τ1 < . . . < τN+r+1 ≤ 1 òàêèå, ÷òî

(5.84) ŝ(τj) = (−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]) j = 1, . . . , N + r + 1.

Ïðè ýòîì

(5.85) inf
s(·)∈SrN

‖s(·)‖C([−1,1]) = ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

(5.86) SN =

{
ξ ∈ RN+1 : ‖ξ‖ =

N+1∑
j=1

|ξj | = 2

}
.

Äëÿ ξ ∈ SN îïðåäåëèì s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−1hξ(τ) dτ,

ãäå
hξ(τ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1.

Ôóíêöèÿ gξ(·) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ξ ∈ SN îòíîñèòåëüíî íîðìû â C([−1, 1])
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.59). Ïóñòü

p̂ξ(t) =

N+r−1∑
j=0

aj(ξ)t
j

� ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè gξ(·) íà îòðåçêå
[−1, 1]. Ïîëîæèì

A(ξ) = (ar(ξ), . . . , aN+r−1(ξ)).

Îòîáðàæåíèå A : SN → RN ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì è íåïðåðûâíûì (íåïðåðûâíîñòü
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè gξ(·) îò ξ ∈ SN è òåîðåìû 5.18). Ïî òåî-
ðåìå Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ SN , äëÿ êîòîðîãî A(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì

(5.87) ŝ(t) = −
r−1∑
j=0

aj(ξ̂)t
j + gξ̂(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî ŝ(·) ∈ SrN . Ïî òåîðåìå ×åáûø¼âà íàéäóòñÿ N + r + 1 òî÷åê
−1 ≤ τ1 < . . . < τN+r+1 ≤ 1, äëÿ êîòîðûõ

ŝ(τj) = σ(−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , N + r + 1,

ãäå σ = 1 èëè −1 (åñëè σ = −1, òî â êà÷åñòâå ŝ(·) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè (5.87) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì).

Äîêàæåì òåïåðü ðàâåíñòâî (5.85). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ó ŝ(·) ðîâíî
N óçëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâ (5.84) ó ŝ(·) íå ìåíåå N + r íóëåé.
Òåì ñàìûì ŝ(r)(·) èìååò íå ìåíåå N ïåðåìåí çíàêà, à ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò
èìåòü ìåíüøå N óçëîâ. Îáîçíà÷èì óçëû ŝ(·) ÷åðåç −1 < ŝ1 < . . . < ŝN < 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ ñîâåðøåííûé ñïëàéí s̃(·) ∈ SrN ñ óçëàìè −1 < s̃1 <
. . . < s̃m < 1, m ≤ N , äëÿ êîòîðîãî

‖s̃(·)‖C([−1,1]) < ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sign s̃(r)(t) = sign ŝ(r)(t) ïðè t ∈ (−1,min{ŝ1, s̃1}) (â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå âìåñòî s̃(·) ðàññìîòðèì ñîâåðøåííûé ñïëàéí ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì). Ïîëîæèì R(·) = ŝ(·)− s̃(·). Èìååì

signR(τj) = (−1)j , j = 1, . . . , N + r + 1.

Ïîýòîìó y R(·) íå ìåíåå N + r íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ó R(r)(·) íå ìåíåå N
ïåðåìåí çíàêà. Îäíàêî ïîñêîëüêó R(r)(t) ≡ 0 ïðè t ∈ (−1,min{ŝ1, s̃1}), òî ó
ôóíêöèè R(r)(·) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà íå ïðåâûøàåò N − 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (5.85). �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sr0N ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ñïëàéíîâ s(·) ïîðÿäêà r ñ
÷èñëîì óçëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèì N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

s(ν)(−1) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 1.

Òåîðåìà 5.62. Ïðè âñåõ r ∈ N ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé ñïëàéí ŝ(·) ∈
Sr0N è òî÷êè −1 < τ1 < . . . < τN+1 ≤ 1 òàêèå, ÷òî

(5.88) ŝ(τj) = (−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]) j = 1, . . . , N + 1.

Ïðè ýòîì

(5.89) inf
s(·)∈Sr0N

‖s(·)‖C([−1,1]) = ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ξ ∈ SN , ãäå SN îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (5.86),
îïðåäåëèì s0 = −1, sj = −1 + |ξ1| + . . . + |ξj |, j = 1, . . . , N + 1. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

gξ(t) =
1

(r − 1)!

∫ t

−1

(t− τ)r−1hξ(τ) dτ,

ãäå
hξ(τ) = sign ξj , t ∈ (sj−1, sj), j = 1, . . . , N + 1.

Ôóíêöèÿ gξ(·) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ξ ∈ SN îòíîñèòåëüíî íîðìû â C([−1, 1])
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.59). Ïóñòü

p̂ξ(t) =

N−1∑
j=0

aj(ξ)t
j

� ìíîãî÷ëåí íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè gξ(·) íà îòðåçêå
[−1, 1]. Ïîëîæèì

A(ξ) = (a0(ξ), . . . , aN−1(ξ)).

Îòîáðàæåíèå A : SN → RN ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì è íåïðåðûâíûì (íåïðåðûâíîñòü
ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè gξ(·) îò ξ ∈ SN è òåîðåìû 5.18). Ïî òåî-
ðåìå Áîðñóêà ñóùåñòâóåò ξ̂ ∈ SN , äëÿ êîòîðîãî A(ξ̂) = 0. Ïîëîæèì

(5.90) ŝ(t) = gξ̂(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî ŝ(·) ∈ Sr0N . Ïî òåîðåìå ×åáûø¼âà íàéäåòñÿ N + 1 òî÷åê −1 <
τ1 < . . . < τN+1 ≤ 1, äëÿ êîòîðûõ

ŝ(τj) = σ(−1)j‖ŝ(·)‖C([−1,1]), j = 1, . . . , N + 1,

ãäå σ = 1 èëè −1 (åñëè σ = −1, òî â êà÷åñòâå ŝ(·) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè (5.90) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì).

Äîêàæåì òåïåðü ðàâåíñòâî (5.89). Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ó ŝ(·) ðîâíî
N óçëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâ (5.88) ó ŝ(·) íå ìåíåå N íóëåé íà
èíòåðâàëå (−1, 1) è åùå èìååòñÿ íóëü ïðè t = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ŝ′(·) òîæå
íå ìåíåå N íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1) è åùå èìååòñÿ íóëü ïðè t = −1. Ïðî-
äîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî ó ŝ(r−1)(·) íå ìåíåå N íóëåé
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íà èíòåðâàëå (−1, 1) è åùå èìååòñÿ íóëü ïðè t = −1. Òåì ñàìûì ŝ(r)(·) èìååò
íå ìåíåå N ïåðåìåí çíàêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò èìåòü ìåíüøå N óçëîâ.
Îáîçíà÷èì óçëû ŝ(·) ÷åðåç −1 < ŝ1 < . . . < ŝN < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ
ñîâåðøåííûé ñïëàéí s̃(·) ∈ Sr0N ñ óçëàìè −1 < s̃1 < . . . < s̃m < 1, m ≤ N , äëÿ
êîòîðîãî

‖s̃(·)‖C([−1,1]) < ‖ŝ(·)‖C([−1,1]).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sign s̃(r)(t) = sign ŝ(r)(t) ïðè t ∈ (−1,min{ŝ1, s̃1}) (â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå âìåñòî s̃(·) ðàññìîòðèì ñîâåðøåííûé ñïëàéí ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì). Ïîëîæèì R(·) = ŝ(·)− s̃(·). Èìååì

signR(τj) = (−1)j , j = 1, . . . , N + 1.

Ïîýòîìó y R(·) íå ìåíåå N íóëåé íà èíòåðâàëå (−1, 1) è åùå èìååòñÿ íóëü
êðàòíîñòè r ïðè t = −1. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðîâîäè-
ëèñü âûøå, ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ó R(r)(·) íå ìåíåå N ïåðåìåí çíàêà. Îäíàêî
ïîñêîëüêó R(r)(t) ≡ 0 ïðè t ∈ (−1,min{ŝ1, s̃1}), òî ó ôóíêöèè R(r)(·) ÷èñëî
ïåðåìåí çíàêà íå ïðåâûøàåò N − 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðà-
âåíñòâî (5.89). �

5.27.3. Èíòåðïîëÿöèÿ ñïëàéíàìè. Ïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíîì ñòåïå-
íè r − 1, r ∈ N, ñ N óçëàìè s1 < . . . < sN íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

S(t) =

r−1∑
j=0

ajt
j +

N∑
j=1

bj(t− sj)r−1
+ .

Íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, s1], [s1, s2], . . . , [sN ,+∞) ñïëàéí S(·) ñîâïà-
äàåò ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r − 1, à ïðè r ≥ 2 S(r−2)(·) �
íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 5.63. Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1, r ∈ N, νj ∈ N, 1 ≤ νj ≤ r,
j = 1, . . . , n è m = ν1 + . . . + νn ≥ r. Ïóñòü, êðîìå òîãî, s1 < . . . < sm−r
� óçëû ñîâåðøåííîãî ñïëàéíà ïîðÿäêà r, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (5.81).
Òîãäà äëÿ ëþáûõ xjν ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ñïëàéí S(·)
ñòåïåíè r − 1 ñ óçëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sm−r, óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿ-
öèîííûì óñëîâèÿì

(5.91) S(ν)(tj) = xjν , ν = 0, 1, . . . , νj − 1, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ (5.91) � ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî-
ðÿäêà m îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà aj , bj . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åå
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïðè ëþáûõ xjν äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îäíîðîä-
íàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò ñïëàéí S(·) 6≡ 0, îáðàùàþùèéñÿ â
íóëü â òî÷êàõ tj ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàòíîñòÿìè. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþ-
ùèå ñëó÷àè (çäåñü ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî s0 = −1, à sN+1 = 1):

(1) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [−1, 1];
(2) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [−1, sj ], 1 ≤ j ≤ N , íî S(t) ≡ 0 íà [sj , sj+1];
(3) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [sj , 1], 1 ≤ j ≤ N , íî S(t) ≡ 0 íà [sj−1, sj ];
(4) |S(t)| > 0 ïî÷òè âñþäó íà [sj , sj+k], 1 ≤ j < j + k ≤ N , íî S(t) ≡ 0 íà

[sj−1, sj ] è [sj+k, sj+k+1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1. Òîãäà S(r−2)(·) èìååò ïî òåîðåìå
Ðîëëÿ íå ìåíåå m− r + 2 ðàçäåëåííûõ íóëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïåðåìåí
çíàêà ó S(r−1)(·) � íå ìåíåå m − r + 1, íî ó êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà m − r + 1
èíòåðâàëàõ ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü áîëüøå m− r ïåðåìåí çíàêà.
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Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé 2. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè S(r−2)(·)

S(ν)(sj) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 2.

Òåì ñàìûì èç ïðåäëîæåíèÿ 5.60 âûòåêàåò, ÷òî ó ñïëàéíà S(·) íà îòðåçêå [−1, sj ]
èìååòñÿ íå ìåíåå j+ r− 1 íóëåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé. Îòñþäà àíàëî-
ãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ çàêëþ÷àåì, ÷òî S(r−1)(·) èìååò íå ìåíåå j ïåðåìåí
çíàêà, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ôóíêöèè, êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà j èíòåðâàëàõ.

Ñëó÷àé 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïåðåéäåì ê ïîñëåäíåìó ñëó÷àþ 4.
Îáîçíà÷èì ÷èñëî íóëåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé íà èíòåðâàëå (tj , tj + k)
÷åðåç p. Òîãäà åñëè α � ÷èñëî èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé ëåâåå ýòîãî èíòåð-
âàëà, à β � ïðàâåå, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.60

α+ p ≥ j + k, p+ β ≥ m− r − j + 1.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî p ≥ k − r + 1. Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü S(r−2)(·), ïîëó÷àåì åùå 2r − 2 íóëåâûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé íà
êîíöàõ èíòåðâàëà (tj , tj+k). Ñëåäîâàòåëüíî, S(r−1)(·) èìååò íå ìåíåå k ïåðåìåí
çíàêà, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ôóíêöèè, êóñî÷íî ïîñòîÿííîé íà k èíòåðâàëàõ. �

Òåîðåìà 5.64. Ïóñòü ñîâåðøåííûé ñïëàéí ŝ(·) ∈ Sr0N óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (5.88) è −1 < t1 < . . . < tn < 1 � åãî íóëè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ xj
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ñïëàéí S(·) ñòåïåíè r − 1 ñ óç-
ëàìè â òî÷êàõ s1, . . . , sn, óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì

(5.92) S(tj) = xj , j = 1, . . . , n, S(ν)(−1) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ (5.92) � ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî-
ðÿäêà n + r îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà aj , bj . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
åå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïðè ëþáûõ xj äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îäíî-
ðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò ñïëàéí S(·) 6≡ 0, îáðàùàþùèéñÿ â
íóëü â òî÷êàõ tj , j = 1, . . . , n, è òàêîé, ÷òî S(ν)(−1) = 0, ν = 0, 1, . . . , r − 1.
Ïîäáåðåì α òàê, ÷òîáû â íåêîòîðîé òî÷êå t0 ∈ (−1, 1), â êîòîðîé ŝ(·) îòëè-
÷åí îò íóëÿ, âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ŝ(·) = αS(·). Òîãäà ÷èñëî íóëåé ó ôóíêöèè
ŝ(·)−αS(·) íà èíòåðâàëå (−1, 1) íå ìåíüøå n+ 1 è åùå èìååòñÿ íóëü êðàòíîñòè
r ïðè t = −1. Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 5.62, ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ó ôóíêöèè ŝr−1(·)−αSr−1(·) íå
ìåíåå n+1 ïåðåìåí çíàêà. Íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, s1), (s1, s2), . . . , (sn, 1)
ýòà ôóíêöèÿ ëèíåéíàÿ è ìîíîòîííàÿ, ïðè÷åì åñëè íà êàêîì-òî èíòåðâàëå îíà
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî íà ñîñåäíåì ñ íèì îíà ìîíîòîííî óáûâàåò. Êðîìå òî-
ãî, ò. ê. ŝr−1(−1)−αSr−1(−1) = 0, òî íà èíòåðâàëå (−1, s1) ïåðåìåíû çíàêà íåò.
Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ó ýòîé ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü áîëüøå n. �

5.28. Íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ ñâåðòîê

Òåîðåìà 5.65. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞, f(·) ∈ L1(T) è g(·) ∈ Lq(T). Òîãäà

(5.93) ‖(f ∗ g)(·)‖Lq(T) ≤ ‖f(·)‖L1(T)‖g(·)‖Lq(T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

‖(f ∗ g)(·)‖qLq(T) ≤
∫
T

(∫
T
|f(t− θ)||g(θ)| dθ

)q
dt

=

∫
T

(∫
T

(|f(t− θ)||g(θ)|q)1/q |f(t− θ)|1−1/q dθ

)q
dt.
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Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì∫
T

(|f(t− θ)||g(θ)|q)1/q |f(t− θ)|1−1/q dθ

≤
(∫

T
|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)1/q(∫
T
|f(t− θ)| dθ

)1−1/q

=

(∫
T
|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)1/q

‖f(·)‖1−1/q
L1(T) .

Îòñþäà

‖(f ∗ g)(·)‖qLq(T) ≤ ‖f(·)‖q−1
L1(T)

∫
T

(∫
T
|f(t− θ)||g(θ)|q dθ

)
dt

= ‖f(·)‖q−1
L1(T)

∫
T

(
|g(θ)|q

∫
T
|f(t− θ)| dt

)
dθ

= ‖f(·)‖q−1
L1(T)‖f(·)‖L1(T)‖g(·)‖qLq(T) = ‖f(·)‖qL1(T)‖g(·)‖qLq(T).

�

5.29. Ôîðìóëà Éåíñåíà

Ëåììà 5.66. Ïóñòü |z0| = ρ. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(5.94)
1

2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − z0| dθ = ln ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f(z) = ln(z − z0) àíàëèòè÷íà â êðóãå |z| ≤
r < ρ. Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà

ln |z0| =
1

2π

∫ 2π

0

ln |reiθ − z0| dθ.

Äîêàæåì, ÷òî

∆ =
1

2π

∫ 2π

0

ln |reiθ − z0| dθ −
1

2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − z0| dθ → 0, r → ρ− 0.

Ïóñòü z = ρeiθ0 . Èìååì

∆ =
1

2π

∫ 2π

0

(ln |1− ε− e−i(θ−θ0)| − ln |1− e−i(θ−θ0)|) dθ,

ãäå ε = 1− r/ρ. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè

∆ =
1

2π

∫ π

−π
(ln |1− ε− e−iθ| − ln |1− e−iθ|) dθ

=
1

4π

∫ π

−π
(ln((1− ε)4 sin2 θ/2 + ε2)− ln 4 sin2 θ/2) dθ

=
1

π

∫ π/2

0

(ln((1− ε)4 sin2 α+ ε2)− ln 4 sin2 α) dα.
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

∆ =
1

π
α(ln((1− ε)4 sin2 α+ ε2)− ln 4 sin2 α)

∣∣∣∣π/2
0

− 1

π

∫ π/2

0

α

(
(1− ε)4 sin 2α

(1− ε)4 sin2 α+ ε2
− 4 sin 2α

4 sin2 α

)
dα

=
1

2
ln

(
1− ε+

ε2

4

)
+

2

π

∫ π/2

0

α cosα

sinα
· δ2

4 sin2 α+ δ2
dα,

ãäå

δ2 =
ε2

1− ε
.

Ïîëîæèì

I0 =
2

π

∫ π/2

0

α cosα

sinα
· δ2

4 sin2 α+ δ2
dα.

Â ñèëó òîãî, ÷òî
α cosα

sinα
≤ π

2
,

èìååì

0 ≤ I0 ≤
∫ π/2

0

δ2

4 sin2 α+ δ2
dα =

πδ

2
√

4 + δ2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I0 → 0 ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∆→ 0 ïðè ε→ 0. �

Òåîðåìà 5.67. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(·) àíàëèòè÷íà â åäèíè÷íîì êðóãå D è
0 < |z1| ≤ . . . ≤ |zn| ≤ . . . � åå íóëè (êàæäûé íóëü ïèøåòñÿ ñòîëüêî ðàç,
êàêîâà åãî êðàòíîñòü). Òîãäà äëÿ ëþáîãî 0 < ρ < 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(5.95)
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ = ln |f(0)|+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z1, . . . , zn � âñå íóëè f(·) â êðóãå
|z| < ρ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà |zn+1| > ρ. Ïîëîæèì fρ(z) = f(ρz).
Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

fρ(·) = bρ(·)hρ(·),

ãäå

bρ(z) =

n∏
j=1

z − zj/ρ
1− zjz/ρ

,

à hρ(·) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü. Òåì ñàìûì
ôóíêöèÿ lnhρ(·) àíàëèòè÷íà â D è ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà

ln |hρ(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

ln |hρ(eiθ)| dθ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî |hρ(eiθ)| ≡ |fρ(eiθ)|, ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.
Ïóñòü òåïåðü |zn+1| = . . . = |zn+k| = ρ, à |zn+k+1| > ρ. Ïîëîæèì

f1(z) =
f(z)

(z − zn+1) . . . (z − zn+k)
.

Ôóíêöèÿ f1(·) íå èìååò íóëåé íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ, è ïî äîêàçàííîìó ê
íåé ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (5.95). Èìååì

1

2π

∫ 2π

0

ln |f1(ρeiθ)| dθ = ln |f1(0)|+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2π

∫ 2π

0

ln |f(ρeiθ)| dθ −
k∑
j=1

1

2π

∫ 2π

0

ln |ρeiθ − zn+j | dθ

= ln |f(0)| −
k∑
j=1

|zn+j |+
∑
|zn|<ρ

ln
ρ

|zn|
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (5.94), ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî â îáùåì
ñëó÷àå. �

Ðàâåíñòâî (5.95) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Éåíñåíà.

5.30. Ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå�Çîëîòàð¼âà

Ïóñòü k ∈ (0, 1), à K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ
ìîäóëÿ k. Ôóíêöèþ

Zn(z, k) =

n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

ãäå

zj =
√
k sn

(
−K +

2j − 1

n
K, k

)
,

áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå�Çîëîòàð¼âà. Åñëè n = 2m + 1, òî
Zn(·, k) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Zn(z, k) = z

m∏
j=1

z2 − u2
j

1− u2
jz

2
, uj =

√
k sn

(
2j

n
K, k

)
.

Ïðè n = 2m ôóíêöèÿ Zn(·, k) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Zn(z, k) =

m∏
j=1

z2 − v2
j

1− v2
j z

2
, vj =

√
k sn

(
2j − 1

n
K, k

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ z =
√
k sn(Kt, k) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ n-é ñòåïåíè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðè÷åñêóþ
çàïèñü äëÿ ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå�Çîëîòàð¼âà

Zn(z, k) =

{
(−1)n/2

√
λ sn(nΛt+ Λ, λ), n = 2m,

(−1)(n−1)/2
√
λ sn(nΛt, λ), n = 2m+ 1,

ãäå λ îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
Λ′

Λ
= n

K ′

K
,

à Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé λ è
λ′ =

√
1− λ2. Òàêèì îáðàçîì,

‖Zn(·, k)‖C([−
√
k,
√
k]) =

√
λ.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå�Çîëîòàð¼âà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó
íèõ àëüòåðíàíñà, ò. å. òàêèõ òî÷åê

ξj =
√
k sn

(
−K +

2j

n
K, k

)
, j = 0, 1, . . . , n,

äëÿ êîòîðûõ

(5.96) Z(ξj , k) = (−1)j‖Zn(·, k)‖C([−
√
k,
√
k]), j = 0, 1, . . . , n.
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