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Êàêîâ öèëèíäð ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü

â äàííûé êîíóñ?1 Ýòîò âîïðîñ ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ
àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ñòàòüå �Êåïëåð è âèííûå
áî÷êè � àâñòðèéñêèå è ðåéíñêèå� (�Êâàíò�, �6 çà 2000 ãîä) îí áûë
ñôîðìóëèðîâàí â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ: �Â äàííûé êîíóñ âïèøèòå

öèëèíäð ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ êî-

íóñà�.

Çà÷åì íóæíû ñëîâà �îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ êîíóñà�?
Íåëüçÿ ëè èõ âû÷åðêíóòü? Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíî ëè, ÷òî îñü öè-
ëèíäðà ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, êîòîðûé ìîæíî ðàçìåñòèòü âíóòðè
äàííîãî êîíóñà, ïàðàëëåëüíà îñè êîíóñà? Ñêîðåå âñåãî, âåðíî. Íî
äîêàçûâàòü ýòî ìû íå óìååì: çàäà÷à î ïðîèçâîëüíîì (íàêëîííî ðàñ-
ïîëîæåííîì) öèëèíäðå îêàçàëàñü íåîæèäàííî ñëîæíîé, è ðåøèòü
åå ìû íå ñìîãëè. À âîò ðàçîáðàòüñÿ ñ öèëèíäðîì, îñü êîòîðîãî
ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ êîíóñà, óäàëîñü. Ðåøåíèå è îòâåò ýòîé çà-
äà÷è îêàçàëèñü íåñêîëüêî ãðîìîçäêèìè, íî ïîó÷èòåëüíûìè. Ïðè
ýòîì ïîòðåáîâàëîñü âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè, ëåæàùåé íà
îñè ñèììåòðèè ãèïåðáîëû, äî ñàìîé ýòîé ãèïåðáîëû.
À ãäå ãèïåðáîëà, òàì è ýëëèïñ, è ïàðàáîëà. Òàê ýòà ñòàòüÿ , íà-

÷àâ ñ âîïðîñà, ìîæíî ëè ñýêîíîìèòü ñëîâà �îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ îñüþ êîíóñà�, íåñêîëüêî ðàçðîñëàñü. Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî áû
èçëîæèòü ðåøåíèå çàäà÷è î �ëåæà÷åì� öèëèíäðå ìàêñèìàëüíîãî
îáúåìà è áåç òàêèõ áîëüøèõ îòñòóïëåíèé â ñòîðîíó. Íî ìû íàäååì-
ñÿ, ÷òî âñÿêèé, êòî èìååò ñêëîííîñòü ê ìàòåìàòèêå, áóäåò ðàä ïî-
çíàêîìèòüñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòàòàìè, êîòîðûå
â èçîáèëèè âñòðåòÿòñÿ íà íàøåì ïóòè. Âû íàó÷èòåñü âû÷èñëÿòü
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïàðàáîëû, ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, óçíàåòå ,
êàê ñâÿçàíû àñòðîèäà è ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðà-
áîëà.
Ýòà ñòàòüÿ ìîæåò áûòü èíòåðåñíà äàæå îäèííàäöàòèêëàññíèêó-

àáèòóðèåíòó, êîòîðîìó íå èíòåðåñíî íè÷åãî íà ñâåòå, êðîìå ýêçà-
ìåíîâ â âóç, âûáðàííûé èì è åùå íå âûáðàâøèé åãî. Âåäü â êîíöå
êîíöîâ çàäà÷à î ìàêñèöèëèíäðå (è ïîõîæàÿ íà íåå çàäà÷à î ìèíè-
êîíóñå, êîòîðàÿ òîæå áóäåò ðåøåíà íàìè) � ýòî �çàäà÷à ñ ïàðàìåò-
ðîì�, ïðàâäà äîâîëüíî ñëîæíàÿ.

1Öèëèíäðû è êîíóñû â ýòîé ñòàòüå � ïðÿìûå êðóãîâûå
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�Ñòîÿ÷èé� è �ëåæà÷èé� ìàêñèöèëèíäðû

�Ñòîÿ÷èé� öèëèíäð

Ïóñòü OA = R è OS = H � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è âûñîòà ïðÿ-
ìîãî êðóãîâîãî, OL = x è LM = y � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è âûñîòà
âïèñàííîãî öèëèíäðà (ðèñ. 1).

A�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppp

O R
Lx

H
y

M

S

Ðèñ. 1

Òîãäà â ñèëó ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì:
y

H
=
AM

AS
è
x

R
=

MS

AS
, òàê ÷òî

y

H
+
x

R
=
AM

AS
+
MS

AS
= 1.

Îáúåì öèëèíäðà ðàâåí

V = πx2y = πx2H
(
1− x

R

)
=
πH

R
(x2R− x3).

Ìû ñâåëè çàäà÷ó ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìóìà ôóíêöèè

f(x) = x2R− x3

íà èíòåðâàëå (0, R). Ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà êîíöàõ
îòðåçêà 0, R, à ïðîèçâîäíàÿ

f ′(x) = 2xR− 3x2

íà èíòåðâàëå (0, R) ðàâíà íóëþ ëèøü â òî÷êå x = 2R/3. (Ãðàôèê
ôóíêöèè f èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2.)
Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíûé îáúåì �ñòîÿ÷åãî� öèëèíäðà ðàâåí

V =
πH

R
f

(
2

3
R

)
=

4

27
πR2H.



ÁÐÅÂÍÎ Â ØÀËÀØÅ 3

-

6

x
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp
ppppppppppp

0
R

2

3
R

Ðèñ. 2

�Ëåæà÷èé� öèëèíäð

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î �ëåæà÷åì� öèëèíäðå
ñòîëü æå ïðîñòà. Âåäü åñëè r è 2h � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è âûñîòà
âïèñàííîãî â êîíóñ �ëåæà÷åãî� öèëèíäðà, îñü êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà
îñíîâàíèþ êîíóñà (íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíî îñåâîå ñå÷åíèå), òî

h

R
+

2r

H
=
SK

SA
+
KA

SA
= 1,

îòêóäà h = R

(
1− 2r

H

)
.
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Îáúåì öèëèíäðà ðàâåí

2πhr2 = 2πr2R

(
1− 2r

H

)
=

2πR

H

(
r2H − 2r3

)
.

Êàê è äëÿ �ñòîÿ÷åãî� öèëèíäðà, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(r) = r2H − 2r3

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå:

g′(r) = 2rH − 6r2.

Ôóíêöèÿ g îáðàùàåòñÿ â íîëü â êîíöàõ îòðåçêà [0, H/2], à åå ïðî-
èçâîäíàÿ íà èíòåðâàëå (0, H/2) îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè r = H/3.
(Ãðàôèê ôóíêöèè g èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4.)
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Ðèñ. 4

Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà èíòåðâàëå (0, H/2) ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò ïðè r = H/3. Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíà

h = R

(
1− 2H/3

H

)
=
R

3
;

ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûé îáúåì �ëåæà÷åãî� öèëèíäðà ðàâåí

2πr2h =
2π

27
H2R.

Íàïðèìåð, ïðè R = 1 è H = 9 îáúåì `ëåæà÷åãî� öèëèíäðà ðàâåí
6π.
À îáúåì êîíóñà, â êîòîðûé ýòîò öèëèíäð âïèñàí, ðàâåí

π

3
R2H = 3π.
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Âíóòðè îäíîãî òåëà (êîíóñà) óäàëîñü ðàñïîëîæèòü äðóãîå òåëî
(öèëèíäð) âäâîå áîëüøåãî îáúåìà! Ïðåäñòàâëÿåòå, êàêîå çíà÷åíèå
äëÿ ïðàêòèêè ìîæåò èìåòü íàøà êîíñòðóêöèÿ?!

Â ÷åì îøèáêà?

×óäåñ íå áûâàåò; êîíå÷íî æå, ìû îøèáëèñü. Ïðè ìàëûõ r âïèñàí-
íûé öèëèíäð êàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà äâóìÿ ñâîèìè
òî÷êàìè (ðèñ. 5), à ïðè âîçðàñòàíèè r âûñîòà h âïèñàííîãî öèëèí-
äðà óìåíüøàåòñÿ, è â íåêîòîðûé ìîìåíò ïðîèñõîäèò �ðàçäâîåíèå�
êàæäîé èç òî÷åê êàñàíèÿ.
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Ðèñ. 5

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ðèñóíîê 3 íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè:
öèëèíäð êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè áîêîâîé êîíóñà íå äâóìÿ, à ÷åòûðü-
ìÿ òî÷êàìè (ðèñ. 6).

Ïðàâèëüíûé îòâåò

Íåîáõîäèìîñòü ðàçáîðà äâóõ ðàçíûõ ñëó÷àåâ êàñàíèÿ çíà÷èòåëü-
íî óñëîæíÿåò ðåøåíèå çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå, ìû ñìîæåì åå ðåøèòü
è ïîëó÷èì ñëåäóþùèé îòâåò: ïðè R ≥ H ìàêñèìàëüíûé îáúåì �ëå-
æà÷åãî� öèëèíäðà, âïèñàííîãî â êîíóñ ñ âûñîòîé H è ðàäèóñîì
îñíîâàíèÿ R, ðàâåí

V =
2

27
πRH2,
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Ðèñ. 6

à ïðè R ≤ H ìàêñèìàëüíûé îáúåì ðàâåí

πR3
√
2
(√

12H2 + 13R2 +R
√
24H2 + 25R2 − 3R

√
2
)2

9H
√

6H2 + 5R2 +R
√
24H2 + 25R2

.

(Ïðè R = H, ìåæäó ïðî÷èì, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ îáåèìè ôîðìóëà-
ìè. Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâèâ H = R âî âòîðóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì
V = 2

27
πR3. Óáåäèòåñü â ýòîì!)

Ìû íå áóäåì ñðàçó ðàññêàçûâàòü ðåøåíèå çàäà÷è î ëåæà÷åì ìàê-
ñèöèëèíäðå, à ïîòðåíèðóåìñÿ � ðàçáåðåì áîëåå ïðîñòûå (è, íà íàø
âçãëÿä, áîëåå âàæíûå è èíòåðåñíûå) çàäà÷è. ×èòàòåëþ, âëàäåþùå-
ìó ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì, ìîæíî ïðîïóñòèòü íåñêîëüêî ñëåäó-
þùèõ ðàçäåëîâ ñòàòüè. À ìåíåå îïûòíûì ÷èòàòåëÿì, íàäååìñÿ, ýòà
òðåíèðîâêà ïîìîæåò áëàãîïîëó÷íî âî âñåì ðàçîáðàòüñÿ.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïàðàáîëû, ýëëèïñà, ãèïåðáîëû

Êàê èçâåñòíî, ñå÷åíèå êîíóñà âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ � ãèïåð-
áîëà. (À åñëè âû åùå íå çíàåòå ýòîãî, íå îãîð÷àéòåñü: âñå, ÷òî íàì
íóæíî, ìû äîêàæåì!) Ïîýòîìó â ðåøåíèè çàäà÷è î ëåæà÷åì öè-
ëèíäðå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
äî ãèïåðáîëû. Íî äëÿ òðåíèðîâêè ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âìåñòî
ãèïåðáîëû ïàðàáîëó y = kx2. (Íèêàêîé ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû íåò,
ïðîñòî äëÿ ìíîãèõ øêîëüíèêîâ ïàðàáîëà ïðèâû÷íåå ãèïåðáîëû.) È
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òî÷êó ïîêà ðàññìîòðèì íå ïðîèçâîëüíóþ, à ëåæàùóþ íà îñè ñèì-
ìåòðèè ïàðàáîëû.
Èòàê, íàéäåì ðàññòîÿíèå îò äàííîé òî÷êè A(0; b) äî ïàðàáîëû,

çàäàííîé óðàâíåíèåì y = kx2, ãäå k > 0. ×òî òàêîå ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè äî ïàðàáîëû? Ýòî íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé AM , ãäå
M(x, kx2) � òî÷êà ïàðàáîëû, ò.å. ýòî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíê-
öèè

f(x) =
√
x2 + (b− kx2)2.

Îáîçíà÷èâ t = x2, èìååì

f 2(x) = k2t+ (1− 2kb)t+ b2.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â

òî÷êå t0 =
2kb− 1

2k2
. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïîñ÷èòàòü,

f 2

(√
2kb− 1

2k2

)
=
b

k
− 1

4k2
.

Âïðî÷åì, íàäî ïîìíèòü î òîì, ÷òî t = x2 ≥ 0: åñëè 2kb− 1 < 0, òî
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìàåò ïðè x = 0. Èòàê,

min f(x) =


√
b

k
− 1

4k2
, åñëè b >

1

2k
,

|b|, åñëè b ≤ 1

2k
.

Çàâèñèìîñòü min f îò b èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 7
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Ðèñ. 7

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (a, a) äî ãèïåðáîëû xy = 1

Ïðîäîëæèì òðåíèðîâêó. Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëó. Íî íå òó,÷òî íàì
ïîíàäîáèòüñÿ â çàäà÷å î ëåæà÷åì öèëèíäðå, à áîëåå ïðèâû÷íóþ,
çàäàííóþ óðàâíåíèåì xy = 1. Î÷åâèäíî, ïðè 0 < a < 1 ðàññòîÿíèå
r îò òî÷êè A(a; a) äî ãèïåðáîëû ðàâíî (1− a)

√
2.
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Ïðè a > 1 îòâåò áîëåå ñëîæåí. Äî òåõ ïîð, ïîêà îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì A è ðàäèóñîì AK èìååò ñ ãèïåðáîëîé òîëüêî îäíó îáùóþ
òî÷êó (ðèñ. 8), ðàññòîÿíèå ðàâíî AK = (a− 1)

√
2.
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xy = 1

Ðèñ. 8

Íî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a ãèïåðáîëà èìååò ñ òàêîé îêðóæ-
íîñòüþ íå îäíó, à òðè îáùèå òî÷êè (ðèñ. 9).
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Ðèñ. 9

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ãèïåðáîëû â òàêîì ñëó÷àå ðàâíî AN <
AK.
Óçíàåì, ïðè êàêèõ a òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îäíà, à ïðè êàêèõ � òðè.

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì A è ðàäèóñîì (a−1)
√
2 çàïèñàòü

ëåãêî:
(x− a)2 + (y − a)2 = 2(a− 1)2.

×òîáû óçíàòü, â ñêîëüêèõ òî÷êàõ çàäàííàÿ ýòèì óðàâíåíèåì
îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó, âûÿñíèì, ñêîëüêî ðåøåíèé èìå-
åò óðàâíåíèå

(x− a)2 +
(
1

x
− a
)2

= 2(a− 1)2.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x2 +
1

x2
− 2a

(
x+

1

x

)
+ 4a = 2.
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Îáîçíà÷èì t = x +
1

x
. Ïîñêîëüêó t2 = x2 +

1

x2
+ 2, èññëåäóåìîå

óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â êâàäðàòíîå:

t2 − 2at+ 4a− 2 = 0.

Êàê èçâåñòíî, t ≥ 2, ïðè÷åì çíà÷åíèþ t = 2 ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå çíà÷åíèå x = 1, à ëþáîìó t > 2 ñîîòâåòñòâóþò äâà âçà-
èìíî îáðàòíûõ çíà÷åíèÿ x. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû âûÿñíèòü,
ïðè êàêèõ a > 1 óðàâíåíèå t2− 2at+4a− 2 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå t ≥ 2, à ïðè êàêèõ � äâà ðåøåíèÿ.
Íàì ïîìîæåò òî,÷òî îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó K è ïî-

ýòîìó t = 2 � êîðåíü óðàâíåíèÿ. Ïî òåîðåìå Âèåòà, ñóììà êîðíåé
ðàâíà 2a, è ïîýòîìó îòëè÷íûé îò t = 2 êîðåíü ðàâåí 2a− 2. Ðåøèâ
íåðàâåíñòâî

2a− 2 ≥ 2,

ïîëó÷àåì îòâåò: ïðè a > 2 îêðóæíîñòü è ãèïåðáîëà èìåþò òðè
îáùèå òî÷êè, à ïðè 1 < a ≤ 2 � ëèøü îäíó.
Èòàê, ïðè 1 < a ≤ 2 ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ãèïåðáîëû ðàâíî

AK = (a−1)
√
2. À ïðè a > 2 ýòî ðàññòîÿíèå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà

AK. Íà ñêîëüêî ìåíüøå? Íà ýòîò âîïðîñ íàøå ðàññóæäåíèå îòâåòà
íå äàåò.
Ñ÷èòàëè, ñ÷èòàëè, à ðàññòîÿíèå r òàê è íå íàøëè. Ïî÷åìó? Ïî-

õîæå, ìû äåëàëè íå òî, ÷òî íóæíî. Äà. Ïðîñòèòå íàñ, óâàæàåìûå
÷èòàòåëè! Ìû ýòî òàê, ïîíàðîøêó çàáëóäèëèñü. Âåðíåìñÿ æå íà
ïóòü èñòèííûé.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû r ðàññìîòðèì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

A(a; a) äî òî÷êè M

(
x;

1

x

)
:

ρ(x) =

√
(a− x)2 +

(
a− 1

x

)2

.

Î÷åâèäíî, r � ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ρ(x). Ïîýòîìó
ìû âîçâåäåì ρ â êâàäðàò è ïðîäèôôåðåíöèðóåì:(

ρ2(x)
)′
= 2(x− a) + 2

(
a− 1

x

)
· 1
x2
.

Ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ íóëþ:

x− a+ a

x2
− 1

x3
= 0,

x4 − ax3 + ax− 1 = 0,

(x2 − 1)(x2 − ax+ 1) = 0.

Çíà÷åíèÿ x = ±1 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì (1; 1) è (−1;−1) ãèïåðáîëû.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ r îñòàëîñü ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2−ax+
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1 = 0 ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå: x =
a±
√
a2 − 4

2a
. Çíà÷èò, ïðè |a| <

2 ðåøåíèé íåò, è r � ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî áëèæàéøåé
èç òî÷åê (1; 1) è (−1;−1). À ïðè |a| ≥ 2 âåëè÷èíó r ìîæíî íàéòè,
ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå x â ôîðìóëó äëÿ ρ(x).
Âïðî÷åì, âû÷èñëåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü. À èìåííî,

r =

√
a2 − 2ax+ x2 + a2 − 2a

x
+

1

x2

=

√
2a2 − 2a

(
x+

1

x

)
+

(
x+

1

x

)2

− 2.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ x2 − ax+ 1 = 0 íà x, íàõîäèì

x+
1

x
= a,

îòêóäà
r =
√
2a2 − 2a2 + a2 − 2 =

√
a2 − 2.

Åñòü è äðóãîé ñïîñîá. Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
A(a; a) è ðàäèóñîì r:

(x− a)2 + (y − a)2 = r2.

Ïîäñòàâèâ y = 1/x, ðàñêðûâ ñêîáêè è âûïîëíèâ çàìåíó t = x +
1

x
,

ïîëó÷èì
t2 − 2at+ 2a2 − 2− r2 = 0.

Ìû äîëæíû âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ a > 1 âåëè÷èíó r ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî r < (a−1)

√
2 è êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå t2−2at+2a2−2 = r2 èìåëî íà ëó÷å (2;+∞) åäèíñòâåííûé
êîðåíü t.
Ýòî � òèïè÷íàÿ �çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì�. Íå áóäåì ðàñïèñûâàòü

ïîäðîáíî åå ðåøåíèå, îòìåòèì òîëüêî ãëàâíîå: äîëæåí ðàâíÿòüñÿ
íóëþ äèñêðèìèíàíò, ò.å.

4a2 − 4(2a2 − 2− r2) = 0,

îòêóäà r =
√
a2 − 2. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè r èìååì t = a. À ïîñêîëüêó

t = x +
1

x
≥ 2, òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a ≥ 2.

Èòàê, ðàññòîÿíèå r îò òî÷êè A(a; a) äî ãèïåðáîëû ðàâíî |a − 1|
√
2

ïðè 0 < a ≤ 2 è ðàâíî
√
a2 − 2 ïðè a ≥ 2. (Ãðàôèê ôóíêöèè r(a)

èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 10.)

Óïðàæíåíèÿ

1. Ïóñòü a è k � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè à) (a; a); á) (a;−a) äî ãèïåðáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì
xy = k.

2. Íàéäèòå min
x2−y2=h2

(
(a− x)2 + y2

)
, ãäå a ≥ h > 0.
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3. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ìíîæåñòâà òî-
÷åê, çàäàííîãî óðàâíåíèåì x2− axy+ y2 = 1, ãäå a � äàííîå
÷èñëî. (Çàìå÷àíèå. Ïðè |a| < 2 óðàâíåíèå x2 − axy + y2 = 1
çàäàåò ýëëèïñ, ïðè |a| = 2 � ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, à
ïðè |a| > 2 � ãèïåðáîëó.)

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ x2+
2y2, åñëè x2 − xy + 2y2 = 1.

Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç òî÷êè íà ïàðàáîëó

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé, êàê èçâåñòíî, èçìåðÿåòñÿ ïî ïåð-
ïåíäèêóëÿðó. Äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî êðèâîé ýòî íå âñåãäà
òàê: ïåðïåíäèêóëÿð2 íå âñåãäà åäèíñòâåíåí (ðèñ. 11), îí íå âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì èç îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ äàííóþ òî÷êó ñ
òî÷êàìè êðèâîé � áûâàåò äàæå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð ÿâëÿåòñÿ íà-
èäëèííåéøèì èç òàêèõ îòðåçêîâ (ðèñ. 12).
Êàê âû ïîìíèòå, ìû ðåøèëè çàäà÷ó î ðàññòîÿíèè îò òî÷êè (0; b)

äî ïàðàáîëû y = kx2. Åñëè òî÷êà (0; b) ëåæèò äîñòàòî÷íî íèçêî
(òî÷íåå, åñëè b ≤ 1/)2k)), òî áëèæàéøàÿ ê íåé òî÷êà ïàðàáîëû �
íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè æå b > 1/(2k), òî ýòî íå òàê: îêðóæíîñòü
ðàäèóñîì b ñ öåíòðîì (0; b) ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó áîëåå ÷åì â îäíîé
òî÷êå (ðèñ. 13); èç òî÷êè (0; b) ìîæíî îïóñòèòü íà ïàðàáîëó íå îäèí,
à òðè ïåðïåíäèêóëÿðà.

Ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà � ýâîëþòà ïàðàáîëû

Òåïåðü âûÿñíèì, èç êàêèõ òî÷åê ñêîëüêî ïåðïåíäèêóëÿðîâ ìîæ-
íî ïðîâåñòè ê ïàðàáîëå y = x2. (×èòàòåëü, åñëè ïîæåëàåò,ëåãêî
ïðîâåäåò âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïàðàáîëû y = kx2.) Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (a; b) äî òî÷êè (x;x2) � ôóíêöèþ

f 2(x) = (x− a)2 + (x2 − b)2 = x4 + (1− 2b)x2 − 2ax+ a2 + b2

2Ïåðïåíäèêóëÿð (èíà÷å ãîâîðÿ, íîðìàëü) ê êðèâîé â äàííîé òî÷êå � ýòî
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé,
ïðîâåäåííîé â äàííîé òî÷êå.
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T
T

�
�

Ðèñ. 11

Ðèñ. 12

è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åå(
f 2(x)

)′
= 4x3 + 2(1− 2b)x− 2a.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ f 2(x) ïðèíèìàåò â îäíîé èç òî÷åê,
ãäå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Åñëè óðàâíåíèå

4x3 + 2(1− 2b)x− 2a = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî ýòî è åñòü òî÷êà ìèíèìóìà, à ïåð-
ïåíäèêóëÿð åäèíñòâåíåí. Åñëè æå ðåøåíèé áîëüøå îäíîãî, òî ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ èç òî÷êè (a; b) íà ïàðàáîëó ìîæíî îïóñòèòü íå îäèí,
à äâà èëè òðè.
Èíòåðåñíî, êîãäà ïåðïåäèêóëÿð îäèí, êîãäà èõ äâà, à êîãäà òðè?

Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íåòðóäíî. Åñëè 1 − 2b ≥ 0, òî ôóíêöèÿ
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4x3 + 2(1 − 2b)x ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé è êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå
ïðèíèìàåò îäèí ðàç. Åñëè æå 1− 2b < 0, òî ãðàôèê ôóíêöèè 4x3 +
2(1− 2b)x âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 14.
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Ðèñ. 14

Íàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè
ëåãêî: åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

(4x3 + 2(1− 2b)x)′ = 12x2 + 2(1− 2b)
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è îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ ±x0 = ±
√
(2b− 1)/6. Âû÷èñëèâ

4x30 + 2(1− 2b)x0 = ∓
2
√
2

3
√
3
(2b− 1)3/2

è îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè A =
2
√
2

3
√
3
(2b−1)3/2, ìû ïîëó÷àåì îòâåò:

èç òî÷êè (a; b), ãäå b > 1/2, íà ïàðàáîëó y = x2 ìîæíî îïóñòèòü:

• îäèí ïåðïåíäèêóëÿð, åñëè |a| > A;
• äâà ïåðïåíäèêóëÿðà, åñëè a = ±A;
• òðè ïåðïåíäèêóëÿðà, åñëè |a| < A;

×òîáû ñäåëàòü ýòîò îòâåò íàãëÿäíûì, ðàññìîòðèì êðèâóþ, çà-
äàííóþ óðàâíåíèåì

x2 =
8

27
(2y − 1)3

� òàê íàçûâàåìóþ ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó (ðèñ. 15).

-

6

x0

y

Ðèñ. 15

Òîãäà èç òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âûøå ýòîé êðèâîé, íà ïàðàáîëó
y = x2 ìîæíî îïóñòèòü òðè ïåðïåíäèêóëÿðà, èç òî÷åê ñàìîé ýòîé
êðèâîé, êðîìå åå �êëþâà� (0; 1/2) � äâà, à èç êëþâà è èç òî÷åê,
ëåæàùèõ íèæå ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû � îäèí ïåðïåíäèêóëÿð.
Òàêóþ ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó íàçûâàþò ýâîëþòîé ïàðàáîëû,

à ñàìó ïàðàáîëó � ýâîëüâåíòîé ýòîé ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû.
Ýòè òåðìèíû ââåë â 1673 ãîäó Õðèñòèàí Ãþéãåíñ (1629�1695). Ìû
íå õîòèì îòâëåêàòüñÿ íà ýòè (õîòÿ è âåñüìà èíòåðåñíûå!) îáúåêòû.
Îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî åñëè âåòâü ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû èçãîòî-
âèòü èç æåñòêîãî ìàòåðèàëà è â îäíîé èç åå òî÷åê çàáèòü ãâîçäü, íà
êîòîðîì çàêðåïèòü íèòü òàêîé äëèíû, ÷òî êîíåö åå ïðè îáòåêàíèè
ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû äîñòèãíåò âåðøèíû èñõîäíîé ïàðàáîëû,
òî êîíåö íàòÿíóòîé íèòè ïðè îáðàòíîì äâèæåíèè áóäåò îïèñûâàòü
èñõîäíóþ ïàðàáîëó (ðèñ. 16).

Óïðàæíåíèå 5. à) Îò êàæäîé òî÷êè ïàðàáîëû y = x2 îòëî-
æèì âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîìó îòðåçêó åäèíè÷-
íîé äëèíû. ßâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êðèâàÿ ïàðà-
áîëîé?



ÁÐÅÂÍÎ Â ØÀËÀØÅ 15

-

6

x

�
�

��

0

y
y = x2

Ðèñ. 16

á) Îò êàæäîé òî÷êè ïàðàáîëû y = x2 îòëîæèì âî âíóòðåííþþ
ñòîðîíó ïî ïåðïåíäèêóëÿðó îòðåçîê äëèíû 1/2. Óáåäèòåñü (íå îáÿ-
çàòåëüíî ñòðîãî äîêàçûâàòü ýòî, à õîòÿ áû íà èíòóèòèâíîì óðîâíå),
÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êðèâàÿ íå ãëàäêàÿ â òî÷êå (0; 0), à
èìååò �îñòðèå� â ýòîé òî÷êå.
â) Îò êàæäîé òî÷êè ïàðàáîëû y = x2 îòëîæèì âî âíóòðåííþþ

ñòîðîíó ïî ïåðïåíäèêóëÿðó îòðåçîê äëèíû 2. Íàðèñóéòå ýñêèç ïî-
ëó÷åííîé êðèâîé.

Ñåìåéñòâà ïðÿìûõ è îãèáàþùèå

Â êàæäîé òî÷êå ïàðàáîëû y = x2 âîññòàâèì ïåïåíäèêóëÿð. Ïî-
ëó÷èì ñåìåéñòâî ïðÿìûõ (ðèñ. 17).
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Îêàçûâàåòñÿ, âñå ýòè ïðÿìûå êàñàþòñÿ ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáî-
ëû, òîëüêî ÷òî íàéäåííîé íàìè.
Åñëè âìåñòî ïàðàáîëû ðàññìîòðèì ýëëèïñ

x2

a2
+
y2

b2
= 1

è âîññòàâèì ïåðïåíäèêóëÿðû âî âñåõ åãî òî÷êàõ, òî ïîëó÷èì ñå-
ìåéñòâî ïðÿìûõ, êîòîðûå êàñàþòñÿ êðàñèâîé êðèâîé ñ ÷åòûðüìÿ
îñòðèÿìè � àñòðîèäû (ðèñ. 18), óðàâíåíèå êîòîðîé ìû âñêîðå íàé-
äåì. (À ïîêà âûïèñûâàòü åãî íå áóäåì.)
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Âîîáùå, äàâàéòå íàó÷èìñÿ íàõîäèòü îãèáàþùèå äëÿ ðàçíûõ ñå-
ìåéñòâ ïðÿìûõ. Íà ðèñóíêå 19 èçîáðàæåíà ãëàäêàÿ êðèâàÿ.

�
�

�
�
�

Bq
qA

C

Ðèñ. 19

Òî÷êè A è B ëåæàò íà êðèâîé, à òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ â òî÷êàõ A è B. Åñëè òî÷êà B áóäåò
äâèãàòüñÿ ïî êðèâîé ê òî÷êå A, òî C áóäåò òîæå ñòðåìèòüñÿ ê òî÷-
êå A. (Ðàçóìååòñÿ, íå ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ê âûøåñêàçàííîìó, êàê ê
òî÷íîé òåîðåìå. Íî íàäååìñÿ, ÷òî èäåþ âû óëîâèëè. À �ñòðîãîñòü
íàâåñòè� áóäåò íåñëîæíî, êîãäà èçó÷èòå êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà.)
Íà÷íåì ñ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ïàðàáîëå. Ïîñêîëüêó(

x2
)′
= 2x

è ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ äâóõ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ ðàâíî−1, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïåð-
ïåíäèêóëÿðà, âîññòàíîâëåííîãî ê ïàðàáîëå â òî÷êå (a; a2), ðàâåí
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−1/(2a). Çíà÷èò, ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð çàäàí óðàâíåíèåì

y = − 1

2a
(x− a) + a2,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2ay = −x+ a+ 2a3.

×òîáû íàéòè îãèáàþùóþ, ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå,
â êîòîðîì ïàðàìåòð a çàìåíåí íà a + ε, ïðè÷åì â äàëüíåéøåì ìû
óñòðåìèì ε ê íóëþ. (Õîðîøåíüêî îáäóìàéòå ýòó èäåþ! ×òîáû íàéòè
îãèáàþùóþ, ìû ðàññìàòðèâàåì �áëèçêèå� ïðÿìûå, íàõîäèì òî÷êó
èõ ïåðåñå÷åíèÿ è ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó, ïðåâðàùàÿ �áëèçêèå� ïðÿ-
ìûå â, åñëè ïîçâîëåíî òàê âûðàçèòüñÿ, �áåñêîíå÷íî áëèçêèå�.) Èòàê,
ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

2ay = −x+ a+ 2a3,

2(a+ ε)y = −x+ a+ ε+ 2(a+ ε)3.

Âû÷òåì ïåðâîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî:

2εy = ε+ 6a2ε+ 6aε2 + 2ε3,

îòêóäà y =
1

2
+ 3a2 + 3aε+ ε2. Óñòðåìèâ ε ê íóëþ, íàõîäèì

y =
1

2
+ 3a2.

Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, èìååì

a+ 6a3 = −x+ a+ 2a3,

Îòêóäà
x = −4a3.

Èòàê, (x; y) =

(
−4a3; 1

2
+ 3a2

)
. Ìû íàøëè îãèáàþùóþ äëÿ ñå-

ìåéñòâà íîðìàëåé (ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðîâ) ê ïàðàáîëå.

Óïðàæíåíèÿ

6. Óáåäèòåñü, ÷òî íàéäåííàÿ îãèáàþùàÿ � òà ñàìàÿ ïîëóêóáè-

÷åñêàÿ ïàðàáîëà x2 =
8

27
(2y − 1)3.

7. Ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì 2ay = −x+ a+2a3, ãäå a 6= 0,

êàñàåòñÿ â òî÷êå

(
−4a3; 1

2
+ 3a2

)
êðèâîé, çàäàííîé óðàâíå-

íèåì y =
3

4
x2/3 +

1

2
. Äîêàæèòå ýòî.

8. Íàéäèòå óðàâíåíèå îãèáàþùåé ñåìåéñòâà íîðìàëåé ïàðàáî-
ëû y = kx2, ãäå k > 0.
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Àñòðîèäà

Îäíà èç ñàìûõ çàïîìèíàþùèõñÿ îãèáàþùèõ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ñïðîñèòü êàêîå ìíîæåñòâî òî÷åê çàìåòàåò îòðåçîê äàííîé äëè-
íû, êîíöû êîòîðîãî äâèæóòñÿ ïî ñòîðîíàì äàííîãî ïðÿìîãî óãëà
(ðèñ. 20).
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Ðèñ. 20

Ðàññìîòðèì îòðåçîê AB åäèíè÷íîé äëèíû, êîíöû êîòîðîãî ëå-
æàò íà îñÿõ êîîðäèíàò (ðèñ. 21).
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Ðèñ. 21

Óðàâíåíèå ïðÿìîé AB íàïèñàòü ëåãêî: êòî-òî íàèçóñòü ïîìíèò
òàê íàçûâàåìîå �óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ�

x

cosϕ
+

y

sinϕ
= 1,

êòî-òî íàïèøåò óðàâíåíèå â âèäå

y = sinϕ− x tgϕ.
Ðàññìîòðèì �áëèçêóþ� ïðÿìóþ, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

y = sinψ − x tgψ.
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(Âñêîðå ìû óñòðåìèì ψ ê ϕ, à ïîêà ψ 6= ϕ.) Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ïðÿìûõ:

sinϕ− x tgϕ = sinψ − x tgψ,
îòêóäà

x =
sinψ − sinϕ

tgψ − tgϕ
=

sinψ − sinϕ

ψ − ϕ
:
tgψ − tgϕ

ψ − ϕ
.

Âñïîìíèâ ïðîèçâîäíûå ñèíóñà è òàíãåíñà, ïîëó÷àåì: ïðè ψ → ϕ
âåëè÷èíà x ñòðåìèòüñÿ ê cos3 ϕ. Çíàÿ x, ëåãêî íàéòè

y = sinϕ− cos3 ϕ tgϕ = sin3 ϕ.

Èòàê, (x, y) =
(
cos3 ϕ, sin3 ϕ

)
. Ìû ïîëó÷èëè ïàðàìåòðè÷åñêèì îá-

ðàçîì çàäàííóþ êðèâóþ, ó êîòîðîé åñòü íàçâàíèå: àñòðîèäà. Î÷å-
âèäíî,

3
√
x2 + 3

√
y2 = cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1.

(Îêîí÷àíèå ñëåäóåò)

Â ïðåäûäóùåì íîìåðå æóðíàëà òå÷åíèå ýòîé ñòàòüè ïðåðâàëîñü
â òîì ìåñòå, ãäå áûëî âûâåäåíî óðàâíåíèå àñòðîèäû:

3
√
x2 + 3

√
y2 = 1.

Âîò íåñêîëüêî óïðàæíåíèé.

Óïðàæíåíèÿ

9. Íàéäèòå äëèíó êðàò÷àéøåãî îòðåçêà ñ êîíöàìè íà îñÿõ êî-
îðäèíàò, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (a; b), ãäå a 6= 0 è b 6= 0

10. Êàíàë, áåðåãà êîòîðîãî � ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ïîâîðà÷è-
âàåò ïîä ïðÿìûì óãëîì, ïðè÷åì äî ïîâîðîòà åãî øèðèíà ðàâ-
íà a, ïîñëå ïîâîðîòà � b (ðèñ. 22). Ïðè êàêèõ d ÷åðåç òàêîé
ïîâîðîò ìîæåò ïðîïëûòü òîíêîå áðåâíî äëèíû d?

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
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-� a

6

?

b

Ðèñ. 22
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11. Ðàññìîòðèì êðóã äèàìåòðîì 1, êàòÿùèéñÿ áåç ïðîñêàëüçû-
âàíèÿ èçíóòðè ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2. Íàðèñóåì òðàåêòî-
ðèþ êàêîé-òî òî÷êè êàòÿùåéñÿ îêðóæíîñòè (ðèñ. 23). Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ àñòðîèäà.

��
��
q
s

Ðèñ. 23

12. Ðàññìîòðèì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC, âïèñàííûé
â êðóã äèàìåòðà 3, êàòÿùèéñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ èçíóòðè
ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2 (ðèñ. 24). Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A,
B è C äâèæóòñÿ ïî îäíîé è òîé æå êðèâîé � àñòðîèäå.
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Íîðìàëè ê ýëëèïñó

Î÷åíü êðàñèâà îãèáàþùàÿ äëÿ ñåìåéñòâà íîðìàëåé ê ýëëèïñó.
Ýëëèïñ, êàê èçâåñòíî, ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Íîðìàëü ê ýëëèïñó íàéòè ëåãêî, åñëè ýëëèïñ çàäàòü ïàðàìåòðè÷å-
ñêè:

(x; y) = (a cosϕ; b sinϕ).

(Ýòî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ìîæíî çàäàòü
è óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1, è ïàðàìåòðè÷åñêè: (x; y) = (cosϕ; sinϕ).
Îáäóìàéòå ýòî, åñëè âû íå âñòðå÷àëèñü ñ ýòèì ðàíüøå!)
Èòàê, x è y � ôóíêöèè ïàðàìåòðà ϕ). Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå:

(x′; y′) = (−a sinϕ; b cosϕ). Åñëè îòëîæèòü âåêòîð ñ òàêèìè êîîðäè-
íàòàìè îò òî÷êè (x; y), òî ïîëó÷èì âåêòîð, êàñàþùèéñÿ ýëëèïñà.
(Êàê âñÿêèé âåêòîð ñêîðîñòè, ñêàçàë áû ôèçèê.)
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âåêòîð (α; β) îòëè÷åí îò íóëåâî-

ãî âåêòîðà è ïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êó ñ êîîðäèíàòàìè (m;n), òî ïðÿìóþ l ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì
αx+ βy = αm+ βn. (Äîêàæèòå ýòî!)
Ïîýòîìó óðàâíåíèå íîðìàëè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

yb cosϕ− xa sinϕ = (b2 − a2) sinϕ cosϕ.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì áëèçêóþ ê ϕ âåëè÷èíó ψ (÷òîáû â êîíöå
êîíöîâ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ψ → ϕ) è ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

yb cosϕ− xa sinϕ = (b2 − a2) sinϕ cosϕ,

yb cosψ − xa sinψ = (b2 − a2) sinψ cosψ.

Äîìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà sinψ, âòîðîå � íà sinϕ è âû÷òÿ
ïåðâîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî, ïîëó÷èì

yb(cosψ sinϕ− cosϕ sinψ)

= (a2 − b2)(sinϕ cosϕ sinψ − sinψ cosψ sinϕ),

îòêóäà

yb sin(ϕ− ψ) = (a2 − b2) sinϕ sinψ(cosϕ− cosψ).

×òîáû óäîáíåå áûëî ïåðåéòè ê ïðåäåëó, ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y =
a2 − b2

b
sinϕ sinψ

cosϕ− cosψ

ϕ− ψ
· ϕ− ψ
sin(ϕ− ψ)

.

Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê 1 (ýòî òàê íàçûâàåìûé ïåð-
âûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). Ïðåäïîñëåäíèé ìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ
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ê ïðîèçâîäíîé êîñèíóñà â òî÷êå ϕ. Çíà÷èò, â ïðåäåëå (ïðè ψ → ϕ))
ïîëó÷àåì

y =
a2 − b2

b
sin2 ϕ(− sinϕ),

ò.å. y =
b2 − a2

b
sin3 ϕ. Àíàëîãè÷íî, x =

b2 − a2

b
cos3 ϕ. (Ïðîâåðüòå

ýòî!)
Èòàê, ìû íàøëè îãèáàþùóþ:

(x; y) =

(
b2 − a2

b
cos3 ϕ;

b2 − a2

b
sin3 ϕ

)
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êðèâàÿ, çàäàííàÿ ýòèì ïàðàìåòðè÷åñêèì
óðàâíåíèåì, ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì áåç ïàðàìåòðà:

(ax)2/3 + (by)2/3 = (b2 − a2)2/3.
Ýòó êðèâóþ òîæå íàçûâàþò àñòðîèäîé.

Óïðàæíåíèÿ

13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì yb cosϕ −
xa sinϕ = (b2 − a2) sinϕ cosϕ, êàñàåòñÿ â òî÷êå(

b2 − a2

b
cos3 ϕ;

b2 − a2

b
sin3 ϕ

)
êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì (ax)2/3 + (by)2/3 = (b2 − a2)2/3.

14. Åñëè a2 6= b2, òî èç òî÷åê àñòðîèäû (ax)2/3 + (by)2/3 = (b2 −
a2)2/3, êðîìå âåðøèí ÷åòûðåõ åå �êëþâîâ�, ê ýëëèïñó ìîæíî
ïðîâåñòè òðè ïåðïåíäèêóëÿðà, èç òî÷åê âíåøíåé îáëàñòè è
èç âåðøèí �êëþâîâ� � äâà, à èç òî÷åê âíóòðåííåé îáëàñòè �
÷åòûðå ïåðïåíäèêóëÿðà. Äîêàæèòå ýòî.

15. Íàðèñóéòå, êàê âûãëÿäèò îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà íîðìàëåé ê
ãèïåðáîëå, çàäàííîé óðàâíåíèåì xy = 1.

16. Îãèáàþùåé äëÿ ñåìåéñòâà íîðìàëåé ê öèêëîèäå � êðèâîé,
çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè ôîðìóëàìè x = πrt− r sin t è y =
r − r cos t, ãäå r > 0, � ÿâëÿåòñÿ öèêëîèäà, ñäâèíóòàÿ íà 2r
âíèç è íà πr âïðàâî. Äîêàæèòå ýòî.

Âèøåíêà â áîêàëå

Çàâåðøèò ïîäãîòîâêó ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ìàêñèöèëèíäðå çàäà-
÷à, êîòîðóþ â 1994 ãîäó ïðåäëîæèë Í.Á.Âàñèëüåâ îäèííàäöàòè-
êëàññíèêàì � ó÷àñòíèêàì Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèà-
äû:
Çàäà÷à. Âèøåíêà èìååò ôîðìó øàðà ðàäèóñà r. Âíóòðåííÿÿ

ïîâåðõíîñòü áîêàëà ïîëó÷åíà âðàùåíèåì êðèâîé z = x4 âîêðóã îñè
àïïëèêàò. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå r, ïðè êîòîðîì âè-

øåíêà ìîæåò ëåæàòü â áîêàëå è êàñàòüñÿ åãî ïîâåðõíîñòè â

íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ çàäà÷ó. Çàïèøåì óðàâíåíèå
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; r):

x2 + (y − r)2 = r2,

ò.å. x2 − 2ry + y2 = 0. Ýòà îêðóæíîñòü è ãðàôèê y = x4 äîëæíû
èìåòü ëèøü îäíó îáùóþ òî÷êó � íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîäñòàâèì
çíà÷åíèå y â óðàâíåíèå:

x2 − 2rx4 + x8 = 0.

Çíà÷èò, x = 0 èëè

x6 − 2rx2 + 1 = 0.

Çíà÷åíèþ x = 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëî êîîðäèíàò. ×òîáû âèøåíêà
êàñàëàñü äíà áîêàëà, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå äîëæíî èìåòü êîðíåé.
(Ðàçáåðèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî!) Çàïèñàâ åãî â âèäå

r =
x6 + 1

2x2

è ïîñòðîèâ ãðàôèê ôóíêöèè y =
1

2
x4+

1

2x2
(ðèñ. 25), âèäèì, ÷òî çà-

äà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè.

-

6

x
pppppppppppppppppppp

0 1
6
√
2

− 1
6
√
2

y

Ðèñ. 25

Äèôôåðåíöèðóåì:(
1

2
x4 +

1

2x2

)′
= 2x3 − 1

x3
,
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òàê ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ x = ± 1
6
√
2
; íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî(
1
6
√
2

)6

+ 1

2

(
1
6
√
2

)2 =
3 3
√
2

4
.

Ýòî è åñòü ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ âèøåíêè.
Åñòü è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è î âèøåíêè. Äëÿ ïîëîæè-

òåëüíîãî ÷èñëà r ðàññìîòðèì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (0; r) äî
òî÷êè (x;x4) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ:

f(x) = x2 + (x4 − r)2,
f ′(x) = 2x+ 8x3(x4 − r).

Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, åñëè r = 0 èëè

4x6 − 4rx2 + 1 = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r = x4 +
1

4x2
.

×òîáû âèøåíêà ïîìåùàëàñü â áîêàë, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

f(x) ≥ r2,

ò.å.

x2 +

(
x4 −

(
x4 +

1

4x2

))2

≥
(
x4 +

1

4x2

)2

.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

x2 +
1

16x4
≥ x8 +

x2

2
+

1

16x4
,

îòêóäà
x2

2
≥ x8.

Çíà÷èò, |x| ≤ 1
6
√
2
. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ (ïðè æåëàíèè) ÷èòà-

òåëü ëåãêî ïðîâåäåò ñàìîñòîÿòåëüíî. (Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ãðàôèê

ôóíêöèè y = x4+
1

4x2
, íàéòè òî÷êó ìèíèìóìà x =

1√
2
è ïîíÿòü, ÷òî

çíà÷åíèÿì x ≥ 1/
√
2 ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà,

à çíà÷åíèÿì x < 1/
√
2 � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè

f(x).)
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Ðåøåíèå çàäà÷è î ëåæà÷åì öèëèíäðå

Òðåíèðîâêà çàêîí÷åíà. Ïîðà çàíÿòüñÿ äàâíî îáåùàííûì äåëîì
� â äàííûé êîíóñ (øàëàø) ðàäèóñà R è âûñîòû H âïèñàòü ëå-
æà÷èé öèëèíäð (áðåâíî) ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà. Ïîìåñòèì íà÷àëî
êîîðäèíàò â öåíòð îñíîâàíèÿ êîíóñà, à îñü Oz íàïðàâèì â âåðøèíó
êîíóñà. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (x; y; z) áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà
èìååì:

H

R
=

H − z√
x2 + y2

.

Îáîçíà÷èâ k = H/R, ïîëó÷àåì

k(x2 + y2) = (H − z)2.
Íåñëîæíî çàïèñàòü è óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì
(x; 0; r), êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò îñíîâàíèå �ëåæà÷åãî� öèëèíäðà:

y2 + (z − r)2 = r2,

ò.å. y2 = 2rz − z2. Çíà÷èò, êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé
îêðóæíîñòè ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ êîíóñà óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèþ

k(x2 + 2rz − z2) = (H − z)2.
Êàê ïîìíèòå, åñòü äâà ñëó÷àÿ: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x âåëè-

÷èíà r ìàëåíüêàÿ è îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè â
òî÷êå (x; 0; k(R− x)), à ïðè ìàëåíüêèõ x êàñàíèå ïðîèñõîäèò íå â
îäíîé òî÷êå, à â äâóõ. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ïî î÷åðåäè.
Â ïåðâîì ñëó÷àå 2r = k(R− x) è

V = π · 2x ·
(
k(R− x)

2

)2

= πk2x(R− x)2/2.

Ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) = x(R − x)2 ìû óæå âû÷èñëÿëè. È
íóëþ åå óæå ïðèðàâíèâàëè. Ïîýòîìó ìû çíàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íà
èíòåðâàëå (0, R) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå R/3. Åñëè ïðè x = R/3
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà â îäíîé òî÷êå,
òî ñðåäè âñåõ ëåæà÷èõ öèëèíäðîâ ìàêñèìàëüíûé îáúåì èìååò òîò,
âûñîòà êîòîðîãî ðàâíà 2x = 2R/3, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ðàâåí r = H/3,
à îáúåì ðàâåí

V = 2πH2R/27.

Îáðàòèòå îñîáîå âíèìàíèå íà ñëîâà �ñðåäè âñåõ ëåæà÷èõ öèëèí-
äðîâ�. Íå ñðåäè �âñåõ öèëèíäðîâ ïåðâîãî ñëó÷àÿ�, à ñðåäè âñåõ! Äåëî
â òîì, ÷òî è â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå r ≥ k(R−x)/2 è ïîýòîìó
V ≤ πk2x(R− x)2/2. (Îáäóìàéòå ýòî!)
À åñëè ïðè x = R/3 îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

êîíóñà â äâóõ òî÷êàõ, òî ìû âûíóæäåíû ðàçáèðàòü âòîðîé ñëó÷àé.
Óðàâíåíèå

k(x2 + 2rz − z2) = (H − z)2
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ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z2(1 + k2)− 2(H + rk2)z + (H2 − k2x2) = 0.

Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, êîãäà ýòî êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå èìååò êðàòíûé êîðåíü, ò.å. êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò D
ðàâåí íóëþ. (Ïðîäóìàéòå, ïî÷åìó!) Èòàê,

D

4
= (kR + k2r)2 − (1 + k2)(k2R2 − k2x2) = 0,

îòêóäà

(R + kr)2 = (1 + k2)(R2 − x2)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

r =

√
(1 + k2)(R2 − x2)−R

k
.

Åñëè äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ, òî íàéòè åãî êîðåíü
ëåãêî: z = (H + rk2)/(1 + k2). Ðàçóìååòñÿ, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî 0 ≤ y2 = 2rz − z2, ò.å. z ≤ 2r. Ïîäñòàâèâ â ýòî íåðà-
âåíñòâî òîëüêî ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ z è r è ïîóïðàæíÿâøèñü â
àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ïîëó÷èì â êîíöå êîíöîâ

x ≤ k2R

2 + k2
.

Îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè d = k2R/(2 + k2), ìû âèäèì, ÷òî ïðè
x ∈ [d,R) îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà îäíîé
òî÷êîé, à ïðè x ∈ (0, d) � äâóìÿ. Íåðàâåíñòâî

d ≤ R

3

âûïîëíåíî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðè k ≤ 1. Ïîýòîìó ìû óæå íàøëè
îòâåò (V = 2πH2R/27) ïðè k ≤ 1 (ò.å. ïðè H ≤ R).
Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé k > 1. Êîãäà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ

áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà â äâóõ òî÷êàõ, îáúåì öèëèíäðà ðàâåí

V = 2πx

(√
(1 + k2)(R2 − x2)−R

k

)2

.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ

f(x) = x
(√

(1 + k2)(R2 − x2)−R
)2

è ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ:(√
(1 + k2)(R2 − x2)−R

)2
− 2

x2(1 + k2)√
(1 + k2)(R2 − x2)

(√
(1 + k2)(R2 − x2)−R

)
= 0,



ÁÐÅÂÍÎ Â ØÀËÀØÅ 27

îòêóäà

(1 + k2)(R2 − x2)−R
√
(1 + k2)(R2 − x2) = 2x2(1 + k2),

(1 + k2)(R2 − 3x2) = R
√

(1 + k2)(R2 − x2), (*)

(1 + k2)(R2 − 3x2)2 = R2(R2 − x2),
9(k2 + 1)x4 − (6k2R2 + 5R2)x2 + k2R4 = 0,

x2 = R26k
2 + 5±

√
25 + 24k2

18(k2 + 1)
.

Åñëè â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âçÿòü çíàê ïëþñ, òî âñëåäñòâèå íåðà-

âåíñòâà
6k2 + 5 +

√
25 + 24k2

18(k2 + 1)
>

1

3
ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè

ôîðìóëû (∗) ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à â ëåâîé � ïîëîæèòåëü-
íîå. Çíà÷èò, íàäî áðàòü çíàê ìèíóñ.
Êàê âûãëÿäèò ãðàôèê ôóíêöèè V (x)? Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ r(x)

äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (0, R), â òîì ÷èñëå â
òî÷êå x = d, òî ôóíêöèÿ V (x) òîæå âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà íà èí-
òåðâàëå (0, R). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü ãðàôèê
âðîäå èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 26, à èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó
ìàêñèìóìà (ðèñ. 27).

-

6

x

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

y

Rd

Ðèñ. 26

(Âïðî÷åì, ìîæíî îáîéòèñü è áåç àïåëëÿöèè ê ðèñóíêàì 26 è 27
è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè V (x). À èìåííî, ïðè k > 1 èìååì

R

3
< d è, êàê ìîæíî äîêàçàòü, R

√
6k2 + 5−

√
25 + 24k2

18(k2 + 1)
< d. Ïîýòî-

ìó ôóíêöèÿ V (x) íà (0, d) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà,
à íà d,R) ìîíîòîííî óáûâàåò.)
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-

6

x

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

y

Rd

Ðèñ. 27

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k ≥ 1 ìàêñèìóì îáúåìà äîñòèãàåòñÿ ïðè

x = R

√
6k2 + 5−

√
25 + 24k2

18(k2 + 1)
.

Òåïåðü ëåãêî âûïèñàòü îòâåò. Ïðè H ≤ R ìàêñèìàëüíûé îáúåì

ëåæà÷åãî öèëèíäðà ðàâåí
2

27
πRH2, à ïðè R ≤ H ìàêñèìàëüíûé

îáúåì V ðàâåí

π
√
2R3

(√
12H2 + 13R2 +R

√
24H2 + 25R2 − 3

√
2R
)2

9H
√

6H2 + 5R2 +R
√
24H2 + 25R2

.

Ïîñêîëüêó

12H2 + 13R2 +R
√
24H2 + 25R2 =

(√
24H2 + 25R2 +R

)2
2

,

ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî óïðîñòèòü:

V =
π
√
2R3

(√
24H2 + 25R2 − 5R

)2
18H

√
6H2 + 5R2 +R

√
24H2 + 25R2

.

Çàäà÷à î ëåæà÷åì öèëèíäðå ðåøåíà!

Óïðàæíåíèå 17. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé îáúåì, âû-
ñîòó è ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ëåæà÷åãî öèëèíäðà, âïèñàííîãî â äàííûé
ñòîÿ÷èé öèëèíäð, åñëè ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ñòîÿ÷åãî öèëèíäðà ðàâåí
R, à âûñîòà íå ìåíüøå 2R

√
2/3.
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×òî ëó÷øå � ëåæàòü èëè ñòîÿòü?

Âïèøåì â äàííûé êîíóñ ëåæà÷èé è ñòîÿ÷èé öèëèíäðû ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíûõ îáúåìîâ. Èíòåðåñíî, êàêîé áóäåò áîëüøå?
Ïðè H ≤ R îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷èòü ëåãêî:

2

27
πRH2 ≤ 2

27
πRrH =

1

2
· 4
27
πR2H,

òàê ÷òî îáúåì ëåæà÷åãî áðåâíà êàê ìèíèìóì âäâîå ìåíüøå îáúåìà
ìàêñèìàëüíîãî ñòîÿ÷åãî áðåâíà.
Ïðè H ≥ R îòíîøåíèå îáúåìîâ ðàâíî

3
√
2

8

(√
24k2 + 25− 5

)2
k2
√

6k2 + 5 +
√
24k2 + 25

,

ãäå k = H/R.

Óïðàæíåíèå 18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè H ≥ R îòíîøåíèå ìàêñè-
ìàëüíûõ îáúåìîâ ëåæà÷åãî è ñòîÿ÷åãî öèëèíäðîâ íå ïðåâîñõîäèò
2
√
2/3, ïðè÷åì çíà÷åíèå 2

√
2/3 äîñòèãàåòñÿ ïðè k =

√
6.

Íå áðåâíî äëÿ øàëàøà, à øàëàø äëÿ áðåâíà

Èíòåðåñíî, à åñëè íå â øàëàø çàñîâûâàòü ìàêñèìàëüíîå áðåâíî,
à íàîáîðîò, ñòðîèòü øàëàø äëÿ áðåâíà? Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñòà-
âèì çàäà÷ó: îïèñàòü êîíóñ âîêðóã öèëèíäðà âûñîòû 2h è ðàäèóñà

îñíîâàíèÿ r òàê, ÷òîáû îáðàçóþùàÿ öèëèíäðà áûëà ïàðàëëåëüíà

ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà, à îáúåì êîíóñà áûë ìèíèìàëüíûì.

Ìû ïðèâåäåì òîëüêî êðàòêèé íàáðîñîê ðåøåíèÿ, îñòàâèâ ÷àñòü
âû÷èñëåíèé è îáîñíîâàíèé ÷èòàòåëþ. Âñïîìíèì âûâåäåííûå âûøå
ôîðìóëû, íå çàáûâ çàìåíèòü k íà H/R è x íà h. Èìååì:

2r = H(R− h)/R

ïðè h ∈ [d,R], ò.å. ïðè

h ≥ RH2

2R2 +H2
;

äàëåå, (
R +

H

R
· r
)2

=

(
1 +

H2

R2

)
(R2 − h2)

ïðè h ≤ RH2/(2R2 +H2).
Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà h = d èìååì

2r =
H(R− h)

R
= H

(
1− h

R

)
= H

(
1− H2

2R2 +H2

)
=

2HR

2R2 +H2
;

çíà÷èò,
h

R
=
HR2

RH2
=
H

R
,
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òàê ÷òî R = H · h
R
. Òîãäà, ïîñêîëüêó h = d, íàõîäèì

h =
RH2

2R2 +H2
=

H · r
h
·H2

2H2 · r
2

h2
+H2

=
Hrh

2r2 + h2
,

îòêóäà

H =
2r2 + h2

r
= 2r +

h2

r
.

Èòàê,

R =


hH

H − 2r
, åñëè 2r < H ≤ 2r +

h2

r
;

H
√
r2 + h2√

H2 − 2rH − h2
, åñëè H ≥ 2r +

h2

r
.

Óòðîåííûé îáúåì êîíóñà ðàâåí

3V (H) = HR2.

Ïîýòîìó íàäî ðàññìîòðåòü äâå ôóíêöèè: f(H) =
H3h2

(H − 2r)2
è

g(H) =
H2(r2 + h2)

H2 − 2rH − h2
. Ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîé èç íèõ ðàâíà íóëþ

ïðè H = 3r. À ïðîèçâîäíàÿ âòîðîé îáðàùàåòñÿ â íîëü, åñëè

H2 − 4rH − 3h2 = 0.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò: ìèíèìàëüíûé îáúåì
êîíóñà ðàâåí

9πrh2

2
ïðè h ≥ 2r

è
π(r2 + h2)

(
2r +

√
4r2 + 3h2

)3
6
(
(h2 + 2r2 + r

√
4r2 + 3h2

) ïðè h ≤ 2r.

Óïðàæíåíèå 19. Ðàññìîòðèì êîíóñ è âïèøåì â íåãî à) ñòîÿ÷èé;
á) ëåæà÷èé öèëèíäð ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ïî-
ëó÷åííîãî öèëèíäðà èñõîäíûé êîíóñ áóäåò êîíóñîì ìèíèìàëüíîãî
îáúåìà (èç âñåõ êîíóñîâ ñ òîé æå îñüþ è òîé æå ïëîñêîñòüþ îñíî-
âàíèÿ)?

Çàäà÷è äëÿ ðàçìûøëåíèÿ

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì îáúåìå êîíóñà ðåøåíà. Òåì íå ìåíåå,
îñòàëñÿ ðÿä íåðåøåííûõ çàäà÷. Åñëè âàì óäàñòñÿ ðåøèòü îäíó èç
ñëåäóþùèõ (èëè àíàëîãè÷íûõ èì) çàäà÷ � ñîîáùèòå îá ýòîì â ðå-
äàêöèþ æóðíàëà!
1. Öèëèíäð îáúåìà V ðàñïîëîæåí â êîíóñå îáúåìà W . Âåðíî ëè,

÷òî V/W ≤ 2/9?
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2. Äàí �ëåæàùèé íà áîêó� öèëèíäð, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî
ðàâåí r, à âûñîòà � h. Íàéäèòå îïèñàííûé �ñòîÿ÷èé� êîíóñ, ïëî-
ùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ìèíèìàëüíàÿ èç âîçìîæíûõ.
3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé îáúåì êîíóñà, êîòîðûé ìîæíî ðàñïî-

ëîæèòü â öèëèíäðå, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí r, à âûñîòà
� h.
4. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé îáúåì êîíóñà, êîòîðûé ìîæíî ðàñïî-

ëîæèòü â êîíóñå, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí r, à âûñîòà �
h, åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû à) âåðøèíà âíóòðåííåãî êîíóñà ëåæàëà â
öåíòðå îñíîâàíèÿ âíåøíåãî êîíóñà; á) îäíà èç îáðàçóþùèõ âíóò-
ðåííåãî êîíóñà ëåæàëà íà îñíîâàíèè âíåøíåãî êîíóñà.
5. Íàéäèòå íàèáîëüøèé ðàäèóñ êðóãà, êîòîðûé ìîæíî ðàçìå-

ñòèòü â êîíóñå ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé H.


