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Î ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

ÄÈÐÈÕËÅ ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÛÌ ÈÑÕÎÄÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà,
êîãäà èíôîðìàöèÿ î ãðàíè÷íîé ôóíêöèè çàäàíà â âèäå êîíå÷-
íîãî íàáîðà åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, âû÷èñëåííûõ ñ ôèêñèðî-
âàííîé ïîãðåøíîñòüþ â ñðåäíå êâàäðàòè÷íîé èëè ðàâíîìåðíîé
ìåòðèêå.

Áîëüøèíñòâî êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ïîëó÷åíî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ � ýòî, íàïðèìåð, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé, èõ ïðîèçâîäíûõ èëè èíòåãðàëîâ îò íèõ
(îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [1]-[5]
è öèòèðóåìîé òàì ëèòåðàòóðå). Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå îïå-
ðàòîðîâ èçó÷åíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì ðà-
áîòû [6]-[9]. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â
ðàáîòå [7]. Ýòîò ìåòîä óæå ïðèìåíÿëñÿ ê îïòèìàëüíîìó âîññòàíîâ-
ëåíèþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ñì. [10]), à
èìåííî, ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î íà÷àëüíîé òåìïåðà-
òóðå. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîãóò èññëåäîâàòüñÿ ìíîãèå êðàåâûå çà-
äà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì
îäíó èç òàêèõ çàäà÷ � çàäà÷ó Äèðèõëå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå â åäèíè÷íîì êðóãå D = {(x, y) ∈

R2 : x2 + y2 < 1}

(1)
∆u = 0,

u(cos t, sin t) = f(t).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(ρ cos t, ρ sin t) =
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

ρk(ak(f) cos kt+ bk(f) sin kt),

ãäå ak(f) è bk(f) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f . Íàñ áóäåò èí-
òåðåñîâàòü âîïðîñ êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ðåøåíèå

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �02-01-00386 è �02�01�39012), ïðîãðàììû
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ãðàíò ÍØ-304.2003.1) è ïðîãðàììû �Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè"(ÓÐ.04.03.067).
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çàäà÷è (1), åñëè âû÷èñëåíî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå a0(f), a1(f), . . . , aN(f), b1(f), . . . , bN(f) è âû÷èñëåíèÿ ïðîâå-
äåíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ.
Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èìåòü àïðè-

îðíóþ èíôîðìàöèþ î òîì, êàêîé ìîæåò áûòü èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f .
Ïîëîæèì

Wr
2 = { f : f (r−1) � àáñ. íåïð. íà T, ‖f (r)‖L2(T) <∞},

ãäå T � îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè êîíöàìè, à

‖g‖L2(T) =

(
1

π

∫
T
|g(t)|2 dt

)1/2

.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

f ∈ W r
2 = { f ∈ Wr

2 : ‖f (r)‖L2(T) ≤ 1 }.

Óòî÷íèì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W r

2

íàì èçâåñòåí âåêòîð a = (a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN) òàêîé, ÷òî

‖aN(f)− a‖l2N+1
p
≤ δ,

ãäå aN(f) = (a0(f), a1(f), . . . , aN(f), b1(f), . . . , bN(f)), à

‖c‖l2N+1
p

=


( N∑
k=−N

|ck|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

max
|k|≤N

|ck|, p =∞,
c = (c−N , . . . , cN).

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèç-
âîëüíûå îïåðàòîðû ϕ : R2N+1 → L2(D), ãäå

‖u‖L2(D) =

(
1

π

∫ ∫
D

|u(x, y)|2 dxdy
)1/2

.

Ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äàííîãî ìåòîäà ϕ íàçîâåì âå-
ëè÷èíó

eN,p(W
r
2 , δ, ϕ) = sup

f∈W r
2

sup
a∈R2N+1

‖aN (f)−a‖
l2N+1
p

≤δ

‖u− ϕ(a)‖L2(D).

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

EN,p(W
r
2 , δ) = inf

ϕ : R2N+1→L2(D)
eN,p(W

r
2 , δ, ϕ).

Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçûâàåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì.
Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ p = 2.
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Òåîðåìà 1. Ïðè âñåõ δ > 0

EN,2(W
r
2 , δ) =

√
δ2

4
+

1

2(N + 2)(N + 1)2r
,

à ìåòîä

(2) ϕ̂(a)(ρ cos t, ρ sin t) =
a0
2

+
N∑
k=1

ρk
(

1 +
2k2r

(N + 2)(N + 1)2r

)−1
(ak cos kt+ bk sin kt)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ
(ñì., íàïðèìåð, ëåììó 1 èç ðàáîòû [7]) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ñíèçó

(3) EN,2(W
r
2 , δ) ≥ sup

f∈W r
2

‖aN (f)‖
l2N+1
2

≤δ

‖u‖L2(D).

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3),
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå (äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàä-
ðàòó åå çíà÷åíèÿ)

(4)
a20(f)

4
+

1

2

∞∑
k=1

a2k(f) + b2k(f)

k + 1
→ max,

a20(f) +
N∑
k=1

(a2k(f) + b2k(f)) ≤ δ2,
∞∑
k=1

(a2k(f) + b2k(f))k2r ≤ 1.

Ïîëîæèì u0 = a20(f), uk = a2k(f) + b2k(f). Òîãäà çàäà÷à (4) ïðèìåò
âèä
(5)

u0
4

+
1

2

∞∑
k=1

uk
k + 1

→ max,
N∑
k=0

uk ≤ δ2,
∞∑
k=1

ukk
2r ≤ 1, uk ≥ 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì åå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L({uk}∞0 , λ1, λ2) =

(
−1

4
+ λ1

)
u0

+
∞∑
k=1

(
− 1

2k + 2
+ λ1χk + λ2k

2r

)
uk,

ãäå

χk =

{
1, 1 ≤ k ≤ N,

0, k > N.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (5) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {ûk}∞0 è òàêèå λ̂1, λ̂2 ≥ 0, ÷òî

(6) min
uk≥0
L({uk}∞0 , λ̂1, λ̂2) = L({ûk}∞0 , λ̂1, λ̂2)

è

(7) λ̂1

( N∑
k=0

ûk − δ2
)

+ λ̂2

( ∞∑
k=1

ûkk
2r − 1

)
= 0,

òî {ûk}∞0 � ðåøåíèå çàäà÷è (5).
Ïîëîæèì

û0 = δ2, ûN+1 =
1

(N + 1)2r
, ûk = 0, k 6= 0, N + 1,

λ̂1 =
1

4
, λ̂2 =

1

2(N + 2)(N + 1)2r
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ {ûk}∞0 è λ̂1, λ̂2 âûïîë-
íåíû ðàâåíñòâà (6) è (7). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (5) åñòü
âåëè÷èíà

δ2

4
+

1

2(N + 2)(N + 1)2r
.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò, ÷òî {ûk}∞0 � ðå-
øåíèå çàäà÷è

u0
4

+
1

2

∞∑
k=1

uk
k + 1

→ max, λ̂1

N∑
k=0

uk + λ̂2

∞∑
k=1

ukk
2r ≤ λ̂1δ

2 + λ̂2,

uk ≥ 0.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì a = (a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN) ∈ R2N+1

ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(8) λ̂1‖aN(f)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r)‖2L2(T) → min, f ∈ Wr
2 .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f̂(t) =
a0
2

+
N∑
k=1

λ̂1

λ̂1 + λ̂2k2r
(ak cos kt+ bk sin kt).

Èç òîãî, ÷òî f̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (8), âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðè
âñåõ f ∈ Wr

2 ðàâåíñòâà (êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî è íåïîñðåä-
ñòâåííî)

λ̂1‖aN(f)− aN(f̂)‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r) − f̂ (r)‖2L2(T) + λ̂1‖aN(f̂)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f̂ (r)‖2L2(T) = λ̂1‖aN(f)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r)‖2L2(T).
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Åñëè f ∈ W r
2 è ‖aN(f)−a‖l2N+1

2
≤ δ, òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëîæèâ

g = f − f̂ , ïîëó÷àåì

λ̂1‖aN(g)‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖g(r)‖2L2(T) ≤ λ̂1‖aN(f)− a‖2
l2N+1
2

+ λ̂2‖f (r)‖2L2(T)

≤ λ̂1δ
2 + λ̂2.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (2). Èìååì

‖u− ϕ̂(a)‖2L2(D) =
a20(g)

4
+

1

2

∞∑
k=1

a2k(g) + b2k(g)

k + 1

≤ sup

{
u0
4

+
1

2

∞∑
k=1

uk
k + 1

: λ̂1

N∑
k=0

uk + λ̂2

∞∑
k=1

ukk
2r ≤ λ̂1δ

2 + λ̂2,

uk ≥ 0

}
.

Òàê êàê çíà÷åíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è
(5), òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñíèçó è ìåòîä (2) ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèÿ äëÿ λ̂1 è λ̂2, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé p =∞.

Òåîðåìà 2. Ïîëîæèì

m = max
{
n ∈ Z+ : δ2

∑
|k|≤n

k2r < 1, 0 ≤ n ≤ N
}
.

Òîãäà

EN,∞(W r
2 , δ) =

√√√√δ2

4
+ δ2

m∑
k=1

αk
k + 1

+
1

2(m+ 1)(m+ 1)2r
,

ãäå

αk = 1− k + 1

m+ 2

(
k

m+ 1

)2r

, k = 1, . . . ,m,

à ìåòîä

(9) ϕ̂(a)(ρ cos t, ρ sin t) =
a0
2

+
N∑
k=1

αkρ
k(ak cos kt+ bk sin kt)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (3) èìååì

EN,∞(W r
2 , δ) ≥ sup

f∈W r
2

‖aN (f)‖
l2N+1
∞

≤δ

‖u‖L2(D).
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Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå (çäåñü äëÿ óäîáñòâà ìû òàêæå ïåðå-
õîäèì ê êâàäðàòó åå çíà÷åíèÿ)

(10)
u0
4

+
1

2

∑
|k|≥1

uk
|k|+ 1

→ max, 0 ≤ uk ≤ δ2, k = −N, . . . , N,

∑
|k|≥1

ukk
2r ≤ 1,

ãäå uk = a2k(f), k = 0, 1, . . ., è u−k = b2k(f), k = 1, 2, . . . . Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è

L({uk}∞0 , λ) =

(
−1

4
+ λ0

)
u0 +

∑
|k|≥1

(
− 1

2(|k|+ 1)
+ λN+1k

2r

)
uk

+
N∑
|k|=1

λkuk,

λ = (λ−N , . . . , λN , λN+1). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) äîñòàòî÷íî íàé-

òè äîïóñòèìóþ â (10) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûk}∞0 è òàêîé âåêòîð λ̂
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, ÷òî

(11) min
uk≥0
L({uk}∞0 , λ̂) = L({ûk}∞0 , λ̂)

è

(12)
N∑

k=−N

λ̂k(ûk − δ2) + λ̂N+1

(∑
|k|≥1

ûkk
2r − 1

)
= 0.

Ïðè ýòîì {ûk}∞0 � ðåøåíèå çàäà÷è (10).
Ïîëîæèì

λ̂0 =
1

4
, λ̂N+1 =

1

2(m+ 2)(m+ 1)2r
,

λ̂k =


1

2(|k|+ 1)
− λ̂N+1k

2r, 1 ≤ |k| ≤ m,

0, m+ 1 ≤ |k| ≤ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûk}∞0 îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

ûk =


δ2, |k| ≤ m,
1− δ2

∑m
|k|=1 k

2r

2(m+ 1)2r
, |k| = m+ 1,

0, |k| > m+ 1.
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Èç îïðåäåëåíèÿ m ñëåäóåò, ÷òî {ûk}∞0 � äîïóñòèìà. Êðîìå òîãî,
ïðè âñåõ uk ≥ 0

L({uk}∞0 , λ̂) =
∑

|k|≥m+2

(
− 1

2(|k|+ 1)
+ λ̂N+1k

2r

)
uk ≥ 0

= L({ûk}∞0 , λ̂).

Òåì ñàìûì óñëîâèå (11) âûïîëíåíî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå
(12) òîæå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, {ûk}∞0 � ðåøåíèå çàäà÷è (10).
Îòñþäà

EN,∞(W r
2 , δ) ≥

√√√√u0
4

+
1

2

∑
|k|≥1

ûk
|k|+ 1

=

√√√√δ2

4
+ δ2

m∑
k=1

αk
k + 1

+
1

2(m+ 1)(m+ 1)2r
.

Îòìåòèì, ÷òî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâà-
íû âûøå, âûòåêàåò, ÷òî {ûk}∞0 � ðåøåíèå çàäà÷è

u0
4

+
1

2

∑
|k|≥1

uk
|k|+ 1

→ max,
N∑

k=−N

λ̂kuk + λ̂N+1

∑
|k|≥1

ukk
2r

≤ δ2
N∑

k=−N

λ̂k + λ̂N+1, uk ≥ 0.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëå-
íèÿ. Ïðè ôèêñèðîâàííîì a = (a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN) ∈ R2N+1

ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(13) λ̂0|a0(f)− a0|2 +
N∑
k=1

(λ̂k|ak(f)− ak|2 + λ̂−k|bk(f)− bk|2)

+ λ̂N+1‖f (r)‖2L2(T) → min, f ∈ Wr
2 .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f̂(t) =
a0
2

+
m∑
k=1

λ̂k

λ̂k + λ̂N+1k2r
(ak cos kt+ bk sin kt).
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Èç òîãî, ÷òî f̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (13), âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ïðè âñåõ f ∈ Wr

2 ðàâåíñòâà (îíî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî è íåïîñðåä-
ñòâåííî)

(14)

λ̂0|a0(f)− a0(f̂)|2 +
N∑
k=1

(λ̂k|ak(f)− ak(f̂)|2 + λ̂−k|bk(f)− bk(f̂)|2)

+ λ̂N+1‖f (r) − f̂ (r)‖2L2(T) + λ̂0|a0(f̂)− a0|2

+
N∑
k=1

(λ̂k|ak(f̂)− ak|2 + λ̂−k|bk(f̂)− bk|2) + λ̂N+1‖f̂ (r)‖2L2(T)

= λ̂0|a0(f)− a0|2 +
N∑
k=1

(λ̂k|ak(f)− ak|2 + λ̂−k|bk(f)− bk|2)

+ λ̂N+1‖f (r)‖L2(T).

Åñëè f ∈ W r
2 è |ak(f) − ak| ≤ δ, k = 0, 1, . . . , N , |bk(f) − bk| ≤ δ,

k = 1, . . . , N , òî èç ðàâåíñòâà (14), ïîëîæèâ g = f − f̂ , ïîëó÷àåì

λ̂0|a0(g)|2 +
N∑
k=1

(λ̂k|ak(g)|2 + λ̂−k|bk(g)|2) + λ̂N+1‖g(r)‖2L2(T)

≤ λ̂0|a0(f)− a0|2 +
N∑
k=1

(λ̂k|ak(f)− ak|2 + λ̂−k|bk(f)− bk|2)

+ λ̂N+1‖f (r)‖L2(T) ≤ δ2
N∑

k=−N

λ̂k + λ̂N+1.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (9). Èìååì

‖u− ϕ̂(a)‖2L2(D) =
a20(g)

4
+

1

2

∑
|k|≥1

a2k(g) + b2k(g)

|k|+ 1

≤ sup

{
u0
4

+
1

2

∑
|k|≥1

uk
|k|+ 1

:
N∑

k=−N

λ̂kuk + λ̂N+1

∞∑
|k|≥1

ukk
2r

≤ δ2
N∑

k=−N

λ̂k + λ̂N+1, uk ≥ 0

}
.

Òàê êàê çíà÷åíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è
(10), òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ñíèçó è ìåòîä (9) ÿâëÿåòñÿ îï-

òèìàëüíûì. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèÿ äëÿ λ̂−N , . . . , λ̂N , λ̂N+1,
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ïîãðåøíîñòü δ > 0 âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f â çàäà÷å Äèðèõëå. Ïîëîæèì

Nδ = max
{
n ∈ Z+ : δ2

∑
|k|≤n

k2r < 1
}
.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f òðåáóåòñÿ çíàíèå 2Nδ + 1 ïåðâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Âû÷èñëåíèå ñëåäóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè âû÷èñëÿþòñÿ ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ)
íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò íàñûùåíèÿ íàáëþäàåòñÿ â çàäà÷àõ îïòè-

ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî íåòî÷íûì êîýôôèöèåí-
òàì Ôóðüå (ñì. [7]) è ïðè îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î íà÷àëü-
íîé òåìïåðàòóðå (ñì. [10]).
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