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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîä âëèÿíèåì èäåé À.Í. Êîëìîãîðîâà â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ
íàðÿäó ñ àïïðîêñèìàöèåé êëàññîâ ôóíêöèé ôèêñèðîâàííûìè ìå-
òîäàìè (àëãåáðàè÷åñêèìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, îò-
ðåçêàìè ðÿäîâ Ôóðüå, ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè, ñïëàéíàìè è
ò.ä.) ñòàëè èçó÷àòüñÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ àï-
ïðîêñèìàöèè. Îäíîé èç õàðàêòåðíûõ çàäà÷ òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ âîññòà-
íîâèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî êëàññà â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïî åå çíà÷åíèÿì â êîíå÷íîé ñèñòåìå
äðóãèõ òî÷åê. Ïðè ýòîì íà ñàì ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ çàðàíåå íå
íàêëàäûâàåòñÿ êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé. Âìåñòî çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè â òî÷êå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ
èëè èíòåãðàëà îò ôóíêöèè, à â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � ïðîèçâîëü-
íîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.

Ïåðâûå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ ïîÿâèëèñü â ñåðåäèíå øåñòèäåñÿòûõ � íà÷àëå ñå-
ìèäåñÿòûõ ãîäîâ. Â 1965 ã. Ñ.À. Ñìîëÿêîì [62] áûëà ïîñòàâëåíà
çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′

íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâåW èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî çíà÷å-
íèÿì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ x′1, . . . , x

′
n íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ïîä

ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîíèìàëàñü âåëè÷èíà

e(x′, x′1, . . . , x
′
n,W ) := inf

S : Rn→R
sup
x∈W
|〈x′, x〉 − S(〈x′1x〉, . . . , 〈x′nx〉)|.

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ëþáûì îòîáðàæåíèÿì S èç Rn â R, à
ìåòîä S0, íà êîòîðîì äîñòèãàëàñü íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàëñÿ îïòè-
ìàëüíûì.

Ñ.À. Ñìîëÿêîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà W � âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî, ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü àôôèííûé, à
êîãäà W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî, ñðåäè îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ìåòîä. Ðåçóëüòàò Ñ.À. Ñìîëÿ-
êà, îïóáëèêîâàííûé ëèøü â åãî äèññåðòàöèè, ñòàë øèðîêî äîñòó-
ïåí â 1971 ã., êîãäà áûë ïðèâåäåí â ðàáîòå Í.Ñ. Áàõâàëîâà [7],
ãäå ñ åãî ïîìîùüþ äîêàçûâàëîñü îòñóòñòâèå ïðåèìóùåñòâà ó àäàï-
òèâíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íåàäàïòèâíûìè
ìåòîäàìè íà âûïóêëûõ óðàâíîâåøåííûõ êëàññàõ ôóíêöèé.

Ñàìà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, íåîä-
íîêðàòíî îáîáùàâøàÿñÿ â äàëüíåéøåì, èìååò ãëóáîêèå êîðíè,
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èäóùèå îò ðàáîò À.Í. Êîëìîãîðîâà, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì n-
ïîïåðå÷íèêà, à òàêæå îò ðàáîò À. Ñàðäà [125] è Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî
[42], ñâÿçàííûõ ñ êâàäðàòóðíûìè ôîðìóëàìè. Â ïðîöåññå îñìûñ-
ëåíèÿ áîëåå îáùèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îêàçàëîñü,
÷òî â òåðìèíàõ âîññòàíîâëåíèÿ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ìíî-
ãèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è îá n-ïîïå-
ðå÷íèêàõ.

Â 1967 ã. Ñ.Á. Ñòå÷êèí [63] ïîñòàâèë çàäà÷ó î ïðèáëèæåíèè
íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà îãðàíè÷åííûì, êîòîðàÿ òàêæå óêëàäû-
âàåòñÿ â îáùóþ ñõåìó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå Â.Í. Ãàáóøèíûì [10] è Â.Â. Àðåñòî-
âûì [3], ïîêàçàëè òåñíóþ åå ñâÿçü ñ çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ ïî
èíôîðìàöèè, çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ.

Ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî íàïðàâëåíèé: îáùèå ðå-
çóëüòàòû î âîññòàíîâëåíèè è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå íà êîí-
êðåòíûõ êëàññàõ ôóíêöèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü êëàññû
ãëàäêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ âîññòà-
íîâëåíèÿ íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ïîñâÿùåíî, ïî-âèäèìîìó,
áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò èç ýòîé òåìàòèêè, ïîçíàêîìèòüñÿ ñ êîòîðûìè
ìîæíî ïî îáçîðíûì ñòàòüÿì ×. Ìè÷åëëè, Ò. Ðèâëèíà [108], [109],
Â.Ì. Òèõîìèðîâà [67], ìîíîãðàôèÿì Äæ. Òðàóáà, Ã. Âîæüíÿêîâ-
ñêîãî [69]], Í.Ï. Êîðíåé÷óêà [31] è öèòèðóåìîé òàì ëèòåðàòóðå.

Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèåìîâ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è n-ïîïåðå÷íè-
êîâ íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îñöèë-
ëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ÿäåð, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàäàþòñÿ êëàññû.
À. Ïèíêóñîì [116], [117] è Íãóåí Òõè Òõüåó Õîà [39], [40] ïîëó÷å-
íû íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè äëÿ êëàññîâ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñâåðòêè ñ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûìè
èëè íå ïîâûøàþùèìè îñöèëëÿöèè ÿäðàìè. Äëÿ êëàññîâ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ïîíÿòèå �îñöèëëÿöèÿ� (èëè �÷èñëî ïåðåìåí çíàêà�)
ïîêà íå íàøëî ñâîåãî ýêâèâàëåíòà. Òåì íå ìåíåå, â çàäà÷àõ, êîòî-
ðûå óäàåòñÿ ðåøèòü, ïðîñìàòðèâàþòñÿ îïðåäåëåííûå ïàðàëëåëè ñ
ãëàäêèì ñëó÷àåì.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðÿäó âîïðîñîâ îáùåé òåîðèè îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à òàêæå çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ íà
êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíèì èç îáùèõ âîïðîñîâ, êî-
òîðûå ìû èññëåäóåì, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèÿõ íà êëàññ ôóíêöèé è èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ àôôèííîãî èëè ëèíåé-
íîãî ìåòîäà. Ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûé óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ê
ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà
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ñïåöèàëüíîì èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâ-
ëåíèÿ è ïðèìåíÿåìûé â äàëüíåéøåì íà êîíêðåòíûõ êëàññàõ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñïåêòð çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ íà ýòèõ êëàñ-
ñàõ, ñîäåðæèò â ñåáå çàäà÷è îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ, âîññòàíîâëåíèÿ ïî áåñêîíå÷íîé èíôîðìàöèè,
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, çàäà÷è âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè, íàõîæäåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé n-
ïîïåðå÷íèêîâ.

Ðàññìîòðèì ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáùèì âîïðîñàì îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ è çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì â àá-
ñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âîññòàíîâ-
ëåíèþ íåêîòîðîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîçíà÷íûì (âïåð-
âûå ýòî áûëî çàìå÷åíî Â.À. Àðåñòîâûì [3]). Â ��1�3 èçó÷àþòñÿ
çàäà÷è òàêîãî òèïà. Ïðè ýòîì îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ÿâëÿþòñÿ
êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ àôôèííûõ è ëèíåéíûõ â àëãåáðàè÷åñêîì è òîïîëîãè÷åñêîì
ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåìK = R èëè C, A ⊂
X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è Φ: A→ K � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
(ì. î.) ñ ãðàôèêîì gr Φ. Ïîëîæèì

E(Φ, ϕ) := sup
(x,z)∈gr Φ

|z − ϕ(x)|,

E(Φ) := inf
ϕ
E(Φ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îäíîçíà÷íûì îòîáðà-
æåíèÿì ϕ : A→ K. Âåëè÷èíó

R(Φ) := sup
x∈A

inf
c∈K

sup
z∈Φ(x)

|z − c|,

ÿâëÿþùóþñÿ ìàêñèìàëüíûì ÷åáûøåâñêèì ðàäèóñîì ìíîæåñòâà
Φ(x), íàçîâåì ðàäèóñîì ìíîãîçíà÷íîñòè ì. î. Φ.

Äëÿ ìíîæåñòâà Ω èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Y ÷åðåç co Ω è
bco Ω áóäåì îáîçíà÷àòü âûïóêëóþ è âûïóêëóþ óðàâíîâåøåííóþ
îáîëî÷êè Ω. Ïðè ξ ∈ Y âûïóêëóþ óðàâíîâåøåííóþ îòíîñèòåëüíî
òî÷êè ξ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Ω îáîçíà÷èì ÷åðåç

bcoξ Ω := bco(Ω− ξ) + ξ.

Îïðåäåëèì ì. î. co Φ è bcoξ Φ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè

gr co Φ := co gr Φ, gr bcoξ Φ := bcoξ gr Φ

(ïðè ξ = 0 ïèøåì ïðîñòî bco Φ). ×åðåç Aff(X) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî àôôèííûõ ôóíêöèîíàëîâ, ò.å. ôóíêöèîíàëîâ âèäà a(x) =
〈x′, x〉+ c, ãäå x′ ∈ X ′, à c ∈ K.
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Òåîðåìà 1.1.4. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈ Aff X òàêîãî, ÷òî

E(Φ, a) = E(Φ), (1)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ξ ∈ X ×K òàêîãî, ÷òî

R(Φ) = R(bcoξ Φ).

Ïðè K = R óñëîâèå (1) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

R(Φ) = R(co Φ). (2)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ x′ ∈ X ′ òàêîãî, ÷òî

E(Φ, x′) = E(Φ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

R(Φ) = R(bco Φ).

Îòìåòèì, ÷òî â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (1) è (2) íå ýêâè-
âàëåíòíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïîñòðîåí â �1.

�2 ïîñâÿùåí çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ âûðàæåíèåì îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ÷åðåç ñóáäèôôåðåíöèàë îãèáàþùåé ì. î. Φ.

Åñëè X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç X∗ îáî-
çíà÷èì òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî. Èññëåäîâàíèþ
òîïîëîãè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ïîñâÿùåí �3. Çäåñü â îòëè÷èå îò àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ëèíåéíûé èëè àôôèí-
íûé îïòèìàëüíûé ìåòîä. Îäíàêî, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí àíàëîã ñôîðìóëèðîâàííîãî êðèòå-
ðèÿ. Åñëè íå êàñàòüñÿ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ, òî êðèòåðèé ñîâïà-
äåíèÿ âåëè÷èíû E(Φ) ñ âåëè÷èíàìè

E∗(Φ) = inf
x∗∈X∗

E(Φ, x∗), Ea(Φ) = inf
a∈Aff∗(X)

E(Φ, a),

ãäå Aff∗(X) � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ âèäà a(x) = 〈x∗, x〉 + c,
x∗ ∈ X∗, c ∈ K, èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 1.3.5. Ðàâåíñòâî

Ea(Φ) = E(Φ)

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò
ξ ∈ X ×K, äëÿ êîòîðîãî

R(Φ) = R(cl bcoξ Φ).

Ðàâåíñòâî

E∗(Φ) = E(Φ)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

R(Φ) = R(cl bco Φ).
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Âåðíåìñÿ ê îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ, ðàññìàòðèâàåìîé â �4. ÏóñòüX è Y � ëèíåé-
íûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K, W ⊂ X, f : W → K è F : W → Y
� ì. î. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà f
íà ìíîæåñòâå W ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ íà ýòîì ìíîæåñòâå
ì. î. F . Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìà-
öèÿ îá ýëåìåíòàõ W çàäàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòî÷íî. Åñëè F �
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïî
òî÷íûì äàííûì. Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : Y → K
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(f, F, ϕ) := sup
(x,y)∈grF

|f(x)− ϕ(y)|.

Âåëè÷èíà
e(f, F ) := inf

ϕ : Y→K
e(f, F, ϕ)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à âñÿêèé
ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü îï-
òèìàëüíûì. Ââåäåì òàêæå âåëè÷èíó

r(f, F ) := sup
y∈F (W )

inf
c∈K

sup
x∈F−1(y)

|f(x)− c|,

íàçûâàåìóþ ðàäèóñîì èíôîðìàöèè.

Òåîðåìà 1.4.1. Åñëè f ∈ Aff(X), òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈
Aff(Y ) òàêîãî, ÷òî

e(f, F, a) = e(f, F ), (3)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà z ∈ X×Y ,
äëÿ êîòîðîé

r(f, F ) = r(f, bcoz F ).

Ïðè K = R óñëîâèå (3) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

r(f, F ) = r(f, coF ).

Åñëè f ∈ X ′, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ y′ ∈ Y ′ òàêîãî, ÷òî
e(f, F, y′) = e(f, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

r(f, F ) = r(f, bcoF ).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ì. î. F èìååò âèä

F (x) = Ix+ U,

ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî. Âåëè÷èíó e(f, F ) áóäåì îáîçíà÷àòü â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç
e(f, I,W,U). Åñëè Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à
U = Uδ := δBY , ãäå BY := {y ∈ Y : ‖y‖ ≤ 1} � åäèíè÷íûé øàð,
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òî ãîâîðÿò î âîññòàíîâëåíèè ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà I, çàäàííîãî
ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì

e(f, I,W, δ) := e(f, I,W,Uδ).

ÅñëèW è U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåííûå ìíîæåñòâà, òî èç òåî-
ðåìû 1.4.1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòî-
äà. Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(x′, I,W,U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|,

êîòîðîå äëÿ U = Uδ ïðèíèìàåò âèä

e(x′, I,W, δ) = sup
x∈W
‖Ix‖≤δ

|〈x′, x〉|. (4)

Ýëåìåíò x0 ∈ W òàêîé, ÷òî Ix0 ∈ U è

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| = 〈x′, x0〉,

áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì.

Òåîðåìà 1.4.3. Ïóñòü W è U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåííûå
ìíîæåñòâà. Òîãäà x0 ∈ W � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à y′0 ∈ Y ′
� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) sup
x∈W
|〈x′ − I∗y′0, x〉| = 〈x′ − I∗y′0, x0〉,

2) sup
y∈U
|〈y′0, y〉| = 〈y′0, Ix0〉,

3) Ix0 ∈ U ,
ãäå I∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê I.

Òåîðåìà 1.4.3 îñòàåòñÿ â ñèëå è â òîïîëîãè÷åñêîì ñëó÷àå. Â
÷àñòíîñòè, åñëè U = Uδ, òî óñëîâèÿ 2) è 3) çàìåíÿþòñÿ íà óñëîâèÿ

2) 〈y∗0, Ix0〉 = δ‖y∗0‖,
3) ‖Ix0‖ ≤ δ.

Â �5 èçó÷àþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ â àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(S,Σ, µ) (èëè, êîðî-
÷å, Lp(S)), ÿâëÿþùèõñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖p :=

(∫
S

|x(s)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := vraisup
s∈S

|x(s)| <∞, p =∞.

Ïîëîæèì

(x, y)S :=

∫
S

x(s)y(s) dµ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà (x, f)S, f ∈ Lp′(S), 1/p + 1/p′ = 1, íà ìíîæåñòâå
BLp(S) ïî çíà÷åíèÿì ì. î. F (x) := Ix+ δBY , ãäå I : Lp(S)→ Y �
ëèíåéíûé îïåðàòîð, à Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïîëîæèì ïðè 1 ≤ p <∞ è a ∈ C

a(p) :=

{
a|a|p−2, a 6= 0,

0, a = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Y = Lq(Ω). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìååò-
ñÿ íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè δ, ÿâëÿþùèåñÿ â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü

δ1 :=
‖If(p′)‖q
‖f‖p′−1

p′

è äëÿ y∗ ∈ Lq′(Ω), 1/q + 1/q′ = 1,

δ0 := ‖y∗‖q
′−1
q′ inf

z∈Lq′ (Ω)

(y∗
(q′),z)Ω 6=0

‖I∗z‖p′
|(y∗(q′), z)Ω|

.

Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü I : Lp(S) → Lq(Ω) � îãðàíè÷åííûé ëè-
íåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà

1) äëÿ 1 < p ≤ ∞ è 1 ≤ q ≤ ∞ ïðè δ ≥ δ1 y∗0 = 0 �
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

2) äëÿ 1 ≤ p <∞, 1 < q <∞ è f = I∗y∗, y∗ ∈ Lq′(Ω) ïðè 0 ≤
δ ≤ δ0 y∗0 = y∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

3) äëÿ 1 < p, q < ∞ ïðè f ∈ I∗Lq′(Ω) è δ0 < δ < δ1 èëè ïðè
f /∈ I∗Lq′(Ω) è 0 ≤ δ < δ1, äëÿ òîãî ÷òîáû y∗0 ∈ Lq′(Ω)
ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

I(f − I∗y∗0)(p′)

‖f − I∗y∗0‖
p′−1
p′

= δ
(y∗0)(q′)

‖y∗0‖
q′−1
q′

, (5)

4) åñëè 1 < p, q ≤ ∞ è, êðîìå òîãî, I∗y∗0 ∈ L1(S) ïðè p = ∞,
òî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (5) äîñòàòî÷íî, äëÿ òîãî ÷òî-
áû y∗0 ∈ Lq′(Ω) ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-
íîâëåíèÿ,

5) åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, y∗0 ∈ Lq′(Ω) � îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ è, êðîìå òîãî, I∗y∗0 ∈ L1(S) ïðè p = ∞,
òî

e(f, I, BLp(S), δ) = ‖f − I∗y∗0‖p′ + ‖y∗0‖q′ .

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå ñïåöèàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü Y � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 11

Âìåñòî BLp(S) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî BXp, ãäå Xp �
íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(S) (òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ òèïè÷íîé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé).

Òåîðåìà 1.5.3. Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0, g0 := g/‖g‖p, ‖Ig0‖ ≤
δ, y∗0 ∈ Y ∗, 〈y∗0, Ig0〉 = δ‖y∗0‖ è ïðè âñåõ x ∈ Xp èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 =

{
α(x, g(p))S, 1 ≤ p <∞,
(x, ϕg)S, p =∞,

(6)

ãäå α > 0, ϕ ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |g(s)| = 1
ïî÷òè âñþäó. Òîãäà y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä, g0 � ýêñòðåìàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ è

e(f,BXp, I, δ) = (g0, f)S =

{
α‖g‖p−1

p + δ‖y∗0‖, 1 ≤ p <∞,
‖ϕ‖1 + δ‖y∗0‖, p =∞.

Êàê äîêàçûâàåòñÿ â òåîðåìå 1.5.4, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
(6) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ýêñòðåìàëüíî-
ñòè ôóíêöèè g0, íî òàêæå è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ.

Â �6 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà (x, f)X , f ∈ X, íà åäèíè÷íîì øàðå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà
I : X → Lq(Ω), çàäàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, äëÿ q = ∞, 1. Â êà-
÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøàþòñÿ çàäà÷è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïî ïðèáëèæåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ïðèâåäåì
îäèí èç ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü e1, e2, . . . � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå X (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíàÿ è íå îáÿçàòåëüíî áåñêîíå÷-
íàÿ). Äëÿ x ∈ X ÷åðåç xj = (x, ej)X áóäåì îáîçíà÷àòü êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (x, f)X , f 6= 0, ïî çíà÷åíèÿì
(x̃1, x̃2, . . .) òàêèì, ÷òî

|xj − x̃j| ≤ δλj, j = 1, 2, . . . ,

ãäå λj ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

0 = λ1 = . . . = λm−1 < λj, j ≥ m,

|fm| > 0, |fm|λ−1
m ≥ |fm+1|λ−1

m+1 ≥ . . . .

Ïîëîæèì s := sup{j : |fj| > 0, j ≥ m},

µk :=
|fk|λ−1

k√√√√‖f‖2
X −

k∑
j=1

|fj|2 + |fk|2λ−2
k

k∑
j=1

|λj|2
, m ≤ k ≤ s
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(åñëè s =∞, òî ïîëàãàåì µ∞ := lim
k→∞

µk), ∆m−1 := (µm,+∞), ∆k :=

(µk+1, µk], m ≤ k < s, ∆s := [0, µs].

Òåîðåìà 1.6.2. Ïóñòü f ∈ X,
s∑
j=1

|fj| <∞. Òîãäà

1) åñëè δ ∈ ∆k, m− 1 ≤ k ≤ s è ïðè k = s f 6=
s∑
j=1

fjej, òî

(x, f)X ≈
k∑
j=1

|fj| − δλj
√√√√√√√√√√
‖f‖2

X −
k∑
j=1

|fj|2

1− δ2

k∑
j=1

λ2
j

 (f j)(1)x̃j

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) =

√√√√‖f‖2
X −

k∑
j=1

|fj|2

√√√√1− δ2

k∑
j=1

λ2
j + δ

k∑
j=1

λj|fj|.

2) åñëè δ ∈ ∆s è f =
s∑
j=1

fjej, òî ìåòîä

(x, f)X ≈
s∑
j=1

f jx̃j

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) = δ

s∑
j=1

λj|fj|.

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íîé
èíôîðìàöèè, õîðîøî âèäíîé íà ïðèìåðå òåîðåìû 1.6.2, ÿâëÿåòñÿ
íàëè÷èå �ëèøíåé� èíôîðìàöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïîãðåøíî-
ñòè. Òàê, íàïðèìåð, ïðè δ ∈ ∆k, k < s, èíôîðìàöèÿ î ïðèáëèæåí-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå x̃k+1, x̃k+2, . . . íå èñïîëüçóåò-
ñÿ â îïòèìàëüíîì ìåòîäå.

Ãëàâà II ïîñâÿùåíà çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ è
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå èõ ïðîèçâîäíûõ ïî èíôîðìàöèè
î òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ôóíêöèé â íåêîòîðîé êîíå÷íîé èëè áåñêî-
íå÷íîé ñèñòåìå òî÷åê. Êðîìå òîãî, çäåñü ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ,
êàñàþùèõñÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé êîëìîãîðîâñêèõ, ëèíåéíûõ è ãåëü-
ôàíäîâñêèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ.



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 13

Â �1 ðåøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà

Lλξf :=
ν+m∑
j=ν

λj
j!
f (j)(ξ), (7)

ãäå λj ∈ C, λν+m 6= 0, ν ≥ 0, íà åäèíè÷íîì øàðå ïðîñòðàíñòâà
Õàðäè Hp ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

If :=
{
f(ξ), . . . , f (ν−1)(ξ), f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . ,

f(zn), . . . , f (νn−1)(zn)
}
, (8)

ãäå ξ, z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç åäèíè÷íîãî êðóãà D := {z ∈
C : |z| <}.

×àñòíûå ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ àâòîðà
[45] (p = ∞, ν = m = 0), ×. Ìè÷åëëè è Ò. Ðèâëèíà [108] (p = ∞,
λ = (0, 1)), Ñ. Ôèøåðà è ×. Ìè÷åëëè [89] (1 ≤ p <∞, ν = m = 0),
àâòîðà è Ì.È. Ñòåñèíà [56] (1 ≤ p ≤ ∞, λ = (λν , λν+1)). Çäåñü
ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé è ñâîäèì åãî ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà, êîòîðîå óäàåòñÿ îïèñàòü êîíñòðóêòèâíûì
îáðàçîì.

Èç îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà âûòåêàåò,
÷òî ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è m ∈ N äëÿ ëþáûõ γ1, . . . , γm ∈ C ñó-
ùåñòâóåò 0 ≤ k ≤ m, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà

k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) +

2(p− 1)

p

m∑
j=1

bsj = γs, s = 1, . . . ,m, (9)

áóäåò èìåòü ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

|bj| ≤ 1, j = 1, . . . , k, |bj| < 1, j = k + 1, . . . ,m. (10)

(Ïðè p =∞ âñå âûðàæåíèÿ ñ p ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïðè p→∞).

Ïîëîæèì dj := λ−1
ν+mλν+m−j, j = 1, . . . ,m,

A :=


1 0 . . . 0
d1

2

1

2
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dm−1

m

dm−2

m
. . .

1

m

 , ρ := A−1d;

çäåñü ρ = (ρ1, . . . , ρm)T , d = (d1, . . . , dm)T . Ïóñòü b1, . . . , bm � ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (9), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (10), äëÿ

γs := (−1)s
[(
m+ ν − 1 +

2

p

)
ξ
s

−
s∑
l=1

(−1)lC l
sξ
s−l

(1− |ξ|2)l
(
y(l−1)(ξ)

(l − 1)!
+ ρl

)]
,



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 14

ãäå y(z) := W−1(z)W ′(z), à

W (z) :=
n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

W1(z) :=

(
z − ξ
1− ξz

)ν
W (z), ωj(z) :=

n∏
l=1
l 6=j

(
z − zl
1− zlz

)νl
,

αj :=
bj + ξ

1 + ξ bj
, j = 1, . . . ,m, r := (m+ 1)

p− 2

p
− ν,

Ψ(z) :=
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2(p−1)/p,

C(ξ) :=
λν+mW (ξ)(1− |ξ|2)r

Ψ(ξ)
,

g(z) := e−i argC(ξ)W1(z)(1− ξz)−2(m+1)/p

m∏
j=k+1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2/p.

×åðåç e(ξ, λ, I, BHp) îáîçíà÷èì ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðè
âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèîíàëà Lλξ íà äðóãèõ êëàññàõ.

Òåîðåìà 2.1.2. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

Lλξf ≈
ν−1∑
l=0

cl(ξ)f
(l)(ξ) +

n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(ξ)f
(l)(zj),

ãäå

cl(ξ) := − C(ξ)

l!(ν +m− l)!

[
Ψ(z)

W (z)(1− ξz)r

](ν+m−l)∣∣∣
z=ξ

,

cjl(ξ) := − C(ξ)

l!(νj − l − 1)!

[
Ψ(z)(1− zjz)νj

ωj(z)(1− ξz)r(z − ξ)ν+m+1

](νj−l−1)∣∣∣
z=zj

,
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ôóíêöèÿ g0 :=
g/‖g‖Hp � ýêñòðåìàëüíàÿ è

e(ξ, λ, I, BHp) = Lλξ g0

= |C(ξ)|

 1

m!

[∏m
j=1(1− αjz)(z − αj)

(1− ξz)m+1

](m)∣∣∣
z=ξ


(p−1)/p

.

Â �2 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â Cn.
Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α := (α1, . . . , αn) ïîëîæèì

Dj :=
∂

∂zj
, Dα := Dα1

1 . . . Dαn
n , |α| := α1 + · · ·+ αn.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè èç åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hp â íåêî-
òîðîé òî÷êå a ∈ B ïî çíà÷åíèÿì ñëåäîâ ôóíêöèé Dαf , |α| =
0, . . . , r − 1, íà àôôèííîì ïîäìíîæåñòâå Cn âèäà

A := { z ∈ B : zn−k+1 = cn−k+1, . . . , zn = cn },
ãäå c = (0, . . . , 0, cn−k+1, . . . , cn) ∈ B. Òåì ñàìûì èíôîðìàöèîííûì
îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

IrAf :=
{
Dαf|A

}
, |α| = 0, . . . , r − 1.

Îòâåò äàåòñÿ â òåðìèíàõ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè Φn(ρ, u), êîòî-
ðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Φn(ρ, u) =
Γ(n+ ρ/2)

Γ(ρ/2)
(1− u)−nQn(ρ, u),

ãäå

Qn(ρ, u) =
n−1∑
m=0

(−1)m

m+ ρ/2
Cm
n−1u

m.

Äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn è 1 ≤ k ≤ n ïîëîæèì

z′k := (z1, . . . , zn−k, 0, . . . , 0), z′′k := z − z′k,

〈z, w〉 :=
n∑

m=1

zmwm, z, w ∈ Cn, |z|2 := 〈z, z〉,

sk(z, w) :=
〈z, w′′k〉

1− 〈z, w′k〉
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆nk(p) :=
{
z ∈ B : |z′′k |2 < λ2

n(p)(1− |z′k|2)
}
, ∆nk(∞) := B,

ãäå
λn(ρ) := min{ |u| : Qn(ρ, u) = 0 }.
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Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àåì, êîãäà A = Ak := { z ∈ B :
zn−k+1 = . . . = zn = 0 }.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è 1 ≤ k ≤ n. Äëÿ âñåõ
a ∈ ∆nk(rp) ìåòîä

f(a) ≈


χ(2−p)/p(a)

r−1∑
j=0

1

j!
dj
(
χ(p−2)/p(z)f(z)

)∣∣z=a′k , 1 ≤ p <∞,

(1− |a|2)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(z)

1− 〈z, a〉

)∣∣z=a′k , p =∞,

ãäå dz = a′′k, à

χ(z) :=
Φn (rp, sk(z, a))

(n− 1)! (1− 〈z, a′k〉)
n+rp/2

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp

ïî èíôîðìàöèè IrAk . Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, IrAk , BHp) =

{
χ1/p(a)|a′′k|r, 1 ≤ p <∞,

|a′′k|r (1− |a′k|2)
−r/2

, p =∞.
Ïðè a ∈ ∆nk(rp) \ Ak ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) =


χ−1/p(a)|a′′k|−rχ2/p(z)(〈z, a′′k〉)r, 1 ≤ p <∞,(√

1− |a′k|2
|a′′k|

〈z, a′′k〉
1− 〈z, a′k〉

)r
, p =∞.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè âñåõ 1 ≤ p < ∞ è 1 ≤ n ≤ 5 ∆nk(p) = B, à
ïðè ëþáîì n ≥ 6 ñóùåñòâóþò p ≥ 1, äëÿ êîòîðûõ B \ ∆nk(p) 6= ∅.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðè 1 ≤ n ≤ 5 ðåøåíà
ïîëíîñòüþ, à ïðè n ≥ 6 ñóùåñòâóåò îáëàñòü B \∆nk(p), ãäå ýêñòðå-
ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä. Â îäíîìåðíîì ñëó-
÷àå ïîäîáíûé ýôôåêò ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà íåêîòîðûå ïîäîáëàñòè,
â êîòîðûõ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçëè÷íîå ÷èñëî íóëåé,
âñòðå÷àëñÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíûõ.

Îòìåòèì åùå îäíî ñëåäñòâèå èç ïîëó÷åííîé òåîðåìû, ÿâëÿþùå-
åñÿ îáîáùåíèåì ëåììû Øâàðöà.

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Ïðè âñåõ 1 ≤ p <∞ äëÿ a ∈ B òàêèõ, ÷òî
|a| < λn(rp), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
f∈BHp

(Dαf)(0)=0, |α|≤r−1

|f(a)|

=
|a|r

(1− |a|2)n/p

[
Γ(n+ rp/2)

Γ(n)Γ(rp/2)

n−1∑
m=0

(−1)m

m+ rp/2
Cm
n−1|a|2m

]1/p

.
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Ðÿä àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà Ap(B).

Â �3 ðàññìîòðåíû çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â �1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç hp ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðó-
ãå D ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖u‖hp := sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|u(reiθ)|p dθ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖u‖h∞ := sup
z∈D
|u(z)| <∞, p =∞.

Íà êëàññå Bh∞ ðåøåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (7)
ïî èíôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó (8) ïðè ξ, z1, . . . , zn ∈ (−1, 1) è
m ≤ (2ν − 1)+, à òàêæå ïðè ν = 0, m = 1. Êðîìå òîãî, ïîëó-
÷åíû îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ Bh2 è Ba2

(ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññà Áåðãìàíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé).

Â �4 èññëåäóþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âûáîðà èíôîðìàöèîí-
íîãî îïåðàòîðà è òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèìè çàäà÷è î íàõîæäåíèè
n-ïîïåðå÷íèêîâ. Ïðè ýòîì öåíòðàëüíûì ìåñòîì ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèå îäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé óäàåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûå óçëû èíòåðïîëÿöèè,
íåêîòîðûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ n-ïîïåðå÷íèêîâ, à òàêæå ïîñòðîèòü îï-
òèìàëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, èçó÷àåìûå â ãë. IV.

Ïîëîæèì

Λs := { θ : θ = (θ1, . . . , θs), 0 ≤ θ1 ≤ . . . ≤ θs < 2π },

κ(x) = 4x1/2

( ∞∑
m=0

xm(m+1)

)2(
1 + 2

∞∑
m=1

xm
2

)−2

.

×åðåç ‖ · ‖q áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Lq[0, 2π].

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1], òàêàÿ, ÷òî ϕ′

ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå (0, 1). Òîãäà ïðè âñåõ
k ∈ (0, 1) è s ∈ N

inf
θ∈Λs

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

∣∣∣∣ks/2 s∏
j=1

sn

(
K

π
(· − θj)

)∣∣∣∣)∥∥∥∥
q

=



2π

Λ

∫ 1

0

ϕq
(

4

π
arctg(

√
λt)

)
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)


1/q

, 1 ≤ q <∞,

ϕ

(
4

π
arctg

√
λ

)
, q =∞,
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ãäå λ = κ
(
e−πK

′/K
)
, à K, K ′ è Λ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èí-

òåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé k, k′ =
√

1− k2 è λ, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè÷åì, åñëè äëÿ θ∗ ∈ Λs äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì, òî
θ∗j+1 − θ∗j = 2π/s, j = 1, . . . , s− 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H∞(G) êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G ∈ C
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖H∞(G) := sup
z∈G
|f(z)| <∞.

Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå h∞(G) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü DH := {z ∈ C : | Im z| < H} è H̃∞(DH) �
ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èç H∞(DH). Ïîëîæèì

en([0, 2π), BH̃∞(DH)) := inf
tj∈[0,2π)

sup
t∈[0,2π)

e(t, Iτ , BH̃∞(DH)),

ãäå Iτf = {f(t1), . . . , f(tn)}.

Òåîðåìà 2.4.4. Ïóñòü k = κ(e−2H), à λ = κ(e−2Hn). Òîãäà
1) ïðè âñåõ n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en([0, 2π), BH̃∞(DH)) =

{√
λ, n = 2s,√
kλ, n = 2s− 1,

ïðè÷åì åäèíñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûìè óç-
ëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû t∗j = (j − 1)2π/n, j = 1, . . . , n;

2) ìåòîä

f(t) ≈ K

nΛ
sn

(
nΛ

π
t, λ

) n−1∑
j=0

(−1)jcn

(
K

π
t− j 2K

n

)
f

(
j

2π

n

)
,

â êîòîðîì

cn(x) =


cn(x, k) dn(x, k)

sn(x, k)
+ iµ, n = 2s,

dn2(x, k)

sn(x, k)
, n = 2s− 1,

à µ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ |µ| ≤ 1−k, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ

íà êëàññå BH̃∞(DH) ïðè âñåõ t ∈ R.

Âòîðàÿ ÷àñòü �4 ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ òî÷íûõ çíà÷åíèé êîë-
ìîãîðîâñêèõ, ëèíåéíûõ è ãåëüôàíäîâñêèõ n-ïîïåðå÷íèêîâ, êîòî-
ðûå îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç dn, λn è dn, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü AH � êëàññ ôóíêöèé, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé
îñè, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó DH
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è óäîâëåòâîðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ |Re f(z)| ≤ 1. Ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé èç H̃∞(DH), âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè, îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç H̃R

∞(DH). Ïîëîæèì

Iq0(λ) :=

∫ 1

0

tq dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

,

Iq1(λ) :=

∫ 1

0

arctanq(
√
λt) dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 2.4.8. Ïðè âñåõ 1 ≤ q <∞

d2n(AH , Lq) = λ2n(AH , Lq) = d2n(AH , Lq) =
4

π

(
2π

Λ
Iq1(λ)

)1/q

=
8

π

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

e−Hn +O
(
e−5Hn

)
,

ãäå λ = κ(e−4Hn).

Òåîðåìà 2.4.9. Ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞

d2n(BH̃R
∞(DH), Lq) = λ2n(BH̃R

∞(DH), Lq) = d2n(BH̃R
∞(DH), Lq)

=



√
λ

(
2π

Λ
Iq0(λ)

)1/q

= 2

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

e−Hn

+O
(
e−5Hn

)
, 1 ≤ q <∞,√

λ = 2e−Hn +O
(
e−5Hn

)
, q =∞,

ãäå λ = κ(e−4Hn).

Â �5 ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó, äâîéñòâåííóþ ê òåîðåìå Ð.Ñ.-
Èñìàãèëîâà [27], è ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà íàõîäèì íåêîòî-
ðûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ãåëüôàíäîâñêèõ è ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ
äëÿ ìíîãîìåðíûõ êëàññîâ Õàðäè è Áåðãìàíà.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, S � êîìïàêò, µ � íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà íåì, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ µ(S) = 1, è
T : H → C(S) � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Ðàññìàòðèâàÿ
îïåðàòîð T êàê îïåðàòîð èç H â L2(S, µ), ïðåäïîëîæèì, ÷òî

T ∗Tφj = λjφj, j = 1, 2, . . . ,

ãäå λ1 ≥ λ≥ . . . > 0, à φ1, φ2, . . . îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàí-
íóþ ñèñòåìó â îáðàçå îïåðàòîðà T ∗T (äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé
äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà T ).
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Òåîðåìà 2.5.1. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ√√√√ ∞∑
j=N+1

λj ≤ dN(T (BH), C(S)) = λN(T (BH), C(S))

≤ sup
z∈S

√√√√ ∞∑
j=N+1

|(Tφj)(z)|2.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z), z ∈ Cn, ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

f(z) =
∞∑
|α|=0

cαz
α. (11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fs(z) ñóììó ÷ëåíîâ cαzα ñòåïåííîãî ðÿäà, ó êîòî-
ðûõ |α| = s. Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä (11), çàïèñàííûé â âèäå

f(z) =
∞∑
s=0

Fs(z), (12)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f . Ðàäèàëüíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïîðÿäêà r äëÿ ôóíêöèè, èìåþùåé îäíîðîäíîå ðàçëîæåíèå
(12), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Rrf(z) :=
∞∑
s=r

s!

(s− r)!
Fs(z).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HRr
2(Bn) êëàññ ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â

Bn := {z ∈ Cn : |z| < 1}, äëÿ êîòîðûõ Rrf ∈ BH2(Bn). ×åðåç
ARr

2(Bn) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â Bn,
äëÿ êîòîðûõ Rrf ∈ BA2(Bn).

Ïîëîæèì

Sρ := { z ∈ Cn : |z| = ρ } , Cρ = C(Sρ), Nm :=
m−1∑
s=0

Cn−1
n+s−1.

×èñëî Nm ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ îò n ïåðå-
ìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå m− 1.

Òåîðåìà 2.5.2. Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è m ≥ r ≥ 0

dNm (HRr
2(Bn), Cρ) = λNm (HRr

2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

(n− 1)!

∞∑
s=0

((m− r + s)!)2(n+m− 1 + s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.
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Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è m ≥ r ≥ 1

dNm (ARr
2(Bn), Cρ) = λNm (ARr

2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

n!

∞∑
s=0

((m− r + s)!)2(n+m+ s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.

Ïðè âñåõ

0 < ρ ≤
(

n

n+m

) 1
2m

dNm (BA2(Bn), Cρ) = λNm (BA2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

n!

∞∑
s=0

(n+m+ s)!

(m+ s)!
ρ2s

)1/2

=
ρm

(1− ρ2)(n+1)/2

(
Cn
n+m

n∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs
nρ

2s

)1/2

.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ êëàññîâ Õàðäè è Áåðã-
ìàíà â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå.

Â �6 èññëåäóþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ, ïîäîáíûå çàäà÷àì,
ðàññìîòðåííûì â ��1 è 3, ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè
â áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ òî÷åê {zj}∞1 è {zj}∞∞. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ íàéäåíû â ÿâíîì âèäå îïòèìàëüíûå ìåòîäû â îäíîé
çàäà÷å, ïîñòàâëåííîé Ñóíü Þí-Øåíîì [130].

ÏóñòüW � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé âå-
ùåñòâåííîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ̃τ , τ > 0, ñèñòåìû óçëîâ {ξj}∞−∞,
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

1) ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî

−nτ ≤ ξ−n < ξ−n+1 < . . . < ξn−1 < nτ,

2) ξj+2n = 2nτ + ξj ïðè âñåõ j ∈ Z.
Ïîëîæèì

e(τ,W ) := inf
ξ∈Θ̃τ

sup
x∈R

inf
S : Iξ(W )→R

sup
f∈W
|f(x)− S(Iξf)|,

ãäå
Iξf := {f(ξj)}∞−∞.

Ñèñòåìó óçëîâ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçû-
âàòü îïòèìàëüíîé.

Òåîðåìà 2.6.1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(τ, BH∞(DH)) = (κ(exp(−4πH/τ)))1/2 ,

e(τ, Bh∞(DH)) =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

1

ch

[
(2m+ 1)

πH

τ

] . (13)
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Ñèñòåìà {jτ}∞−∞ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â îáîèõ ñëó÷àÿõ, à ñîîò-
âåòñòâóþùèå ýòîé ñèñòåìå îïòèìàëüíûå ìåòîäû èìåþò âèä

f(x) ≈ π

K ′
sn

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
f(jτ)

sh
[ π

2H
(x− jτ)

] ,

u(x) ≈ π

K ′

sn

(
K ′

2H
x, k

)
1 + k sn2

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
u(jτ)

sh
[ π

2H
(x− jτ)

] ,
ãäå k = κ(exp(−4πH/τ)).

Ðàâåíñòâî (13) è îïòèìàëüíîñòü óçëîâ {jτ}∞−∞ äëÿ êëàññà
Bh∞(DH) áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå Ñóíü Þí-Øåíîì [131], [133].

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî
íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè.

Ïóñòü Dk :=
{
z ∈ C : |z| < 1/

√
k
}
. Åñëè â îïòèìàëüíîì ìåòîäå

âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞(Dk) ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì â ñèñòå-
ìå óçëîâ τ := (t1, . . . , tn), tj ∈ (−1, 1), èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ óçëàõ, çàäàííûå ñ ïîãðåøíîñòüþ â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà lnq , òî îöåíêà ïîãðåøíîñòè òàêîãî ìåòîäà âûðàæàåòñÿ
÷åðåç âåëè÷èíó

Ln(τ, p, k) := max
t∈[−1,1]

‖D(t)‖p,

ãäå D(t) := (D1(t), . . . , Dn(t)), 1/p + 1/q = 1, ‖ · ‖p � íîðìà â ïðî-
ñòðàíñòâå lnp ,

Dj(t) :=
ωj(t)

ωj(tj)

(
1− kW 2

j (t)
)
, ωj(t) :=

∏
m 6=j

Wm(t),

Wj(t) =
t− tj

1− ktjt
.

Ïðè k = 0 âåëè÷èíà Ln(τ, p, 0) ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíîé
â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíîé Λn(τ, p), íîñÿùåé íàçâàíèå êîí-
ñòàíòû Ëåáåãà è âîçíèêàþùåé â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ
ïðèáëèæåíèÿìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà.

Â �1 èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå âåëè÷èíû Ln(τ, p, k) äëÿ ñèñòåìû
óçëîâ

Z :=

{
sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

]}n
1

,

ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì ÷åáûøåâñêîé ñèñòåìû

T :=

{
cos

2j − 1

2n
π

}n
1

.
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Â ñèëó ðàâåíñòâà Ln(Z, p, 0) = Λn(T, p) ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû îáîáùàþò ðÿä èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí
Λn(T, p).

Òåîðåìà 3.1.3. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

n ≥ 8k

(1− k)2
+ 1

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ln(Z, 1, k) =
2

π
log n+A(k)+

m−1∑
s=1

as
n2s

[
B2s

(
22s−1 − 1

)
− 4sH2s−1(k)

]
+

am
n2m

ρm(n, k)− h2n

[
8

π
log n+B(k)

]
θn(k),

ãäå

A(k) :=
2

π

(
γ + log

4

(1 + k)K

)
,

γ = 0.5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, B2s � ÷èñëà Áåðíóëëè,

as := 4
|B2s| (22s−1 − 1) π2s−1

22ss(2s)!
,

Hs(k) :=
∞∑
r=1

h2r−1

1 + h2r−1
(2r − 1)s, h := e−

πK′
2K ,

−2πmH2m(k) ≤ (−1)m+1ρm(n, k) ≤ 2πmH2m(k) + |B2m|
(
22m−1 − 1

)
,

B(k) := 4A(k) +
2

3
π2H2(k) +

π

18
, 0 ≤ θn(k) ≤ 1.

Â �2 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè
èç êëàññà BH∞ â òî÷êå z0 ∈ D ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî
îïåðàòîðà

If := f∣∣E, E ⊂ D,

çàäàííîãî ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(E). Èç îáùèõ
ðåçóëüòàòîâ (ñì. (4)) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ïîãðåø-
íîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

e(z0, E, δ) = sup
f∈BH∞

|f(z)|≤δ, z∈E

|f(z0)|. (14)

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (14) äëÿ E = (−1, 0) èçâåñòíà êàê çàäà÷à
Ìèþ, äëÿ E = {z ∈ D : |z| ≤ r} � êàê çàäà÷à Óîëøà è äëÿ
E = [a, b] ⊂ (−1, 1) � êàê çàäà÷à Õåéíñà. Áîëåå îáùèå çàäà÷è
ïîäîáíîãî òèïà èçó÷àëèñü Ñ. ß. Õàâèíñîíîì [74].

Äëÿ çàäà÷è (14) õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò �î÷èñòêè�, êîãäà
ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ìíîæåñòâà
E1 ⊂ E, ñîñòîÿùåì èç êîíå÷íîãî èëè äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýòîò ýôôåêò îçíà÷àåò, ÷òî èç âñåõ
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çíà÷åíèé âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè íà E äîñòàòî÷íî çíàòü åå
çíà÷åíèÿ íà E1, à èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
E \ E1 ÿâëÿåòñÿ ëèøíåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî òàêèõ E1 ⊂ E, äëÿ êîòîðûõ ðåøå-
íèå çàäà÷è (14) äëÿ E è E1 ñîâïàäàþò. Ïîðÿäêîì èíôîðìàòèâíîñòè
ìíîæåñòâà E ïðè çàäàííûõ z0 è δ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

In(z0, E, δ) := inf
E1⊂E

cardE1,

à ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì
ïîëíûìè èíôîðìàòèâíûìè ñèñòåìàìè.

Òåîðåìà 3.2.1. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
0 < δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) \ E. Òîãäà

1) ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (14), íîðìèðîâàííàÿ óñëî-
âèåì f ∗(z0) > 0, ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è èìååò âèä

f ∗(z) = λ
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1), λ = 1 èëè 1; (15)

2) ôóíêöèÿ (15), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å (14) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ
z ∈ E |f ∗(z)| ≤ δ è íàéäóòñÿ òî÷êè x1 < . . . < xm, xj ∈ E, òàêèå,
÷òî

f ∗(xj) =

{
(−1)p+jδ, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1δ, j = p+ 1, . . . ,m,

ãäå 0 ≤ p ≤ m òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (xp, xp+1) (x0 := −1, xm+1 := 1),
à λ = (−1)p+m. Ïðè ýòîì In(z0, E, δ) = m, à òî÷êè x1, . . . , xm
ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé.

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ è óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé
ñèñòåìû.

Â �3 èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè îò âå-
ëè÷èíû ïîãðåøíîñòè δ. Ïîëîæèì

δn(E) := inf
B∈Bn

‖B‖C(E),

ãäå Bn � ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
è z0 ∈ (−1, 1) \ E. Òîãäà

1) ïðè δn(E) ≤ δ < δn−1(E) (δ0(E) := 1) ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà

n ≤ In(z0, E, δ) ≤ n+ 1,

ïðè÷åì, åñëè z0 ∈ (−1, 1) \ coE, òî

In(z0, E, δ) = n;
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2) ïðè âñåõ δ ∈ (0, 1)

In(z0, E, δ) ≥ c(E) log
1

δ
,

êðîìå òîãî,

lim
δ→0

In(z0, E, δ)

log
1

δ

= c(E),

ãäå c(E) � åìêîñòü êîíäåíñàòîðà (E,C \D).

Â �4 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ, êî-
ãäà E = [−l, 0] (l ∈ (0, 1)), (−1, 0) è z0 ∈ (0, 1). Èññëåäóåòñÿ òàêæå
çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ çà-
äà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

en(E, δ) := inf
F⊂E

cardF≤n

sup
z0∈E

e(z0, E, δ)

è ìíîæåñòâà F0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.
�5 ïîñâÿùåí âîññòàíîâëåíèþ ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííûõ àíà-

ëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî íåòî÷íûì äàííûì.
Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè

Ω ⊂ C, è E ⊂ Ω. Ïîëîæèì

e(k)(z0, E, δ,W ) := inf
S : C(E)→C

sup
f∈W

sup
y∈C(E)

‖f−y‖C(E)≤δ

|f (k)(z0)− S(y)|.

Òåîðåìà 3.5.1. Äëÿ âñåõ 0 < δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) ìåòîä

f ′(z0) ≈ 2π

D′(1− δ4)(1− z2
0)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πD

D′

) f̃(zj),

ãäå

zj =

th

(
(2j − 1)

πD

2D′

)
+ z0

1 + z0 th

(
(2j − 1)

πD

2D′

) ,
D è D′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-
äóëåé δ2 è

√
1− δ4, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìå-

òîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞ ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì íà
ìíîæåñòâå (−1, 1) ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, è

e′(z0, (−1, 1), δ, BH∞) =
2δD′

π(1− z2
0)

=
4

π(1− z2
0)
δ log

2

δ
+O

(
δ5 log

2

δ

)
.

Ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîëîñû DH íà åäèíè÷-
íûé êðóã D èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåì

e′(z0,R, δ, BH∞(DH)) =
δD′

2H
.
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (4) ñëåäóåò òî÷-
íîå íåðàâåíñòâî êîëìîãîðîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
f ∈ BH∞(DH)

‖f ′‖C(R) ≤
1

2H
‖f‖C(R)‖f‖2

H∞(DH)

×
∫ π/2

0

(
‖f‖4

H∞(DH) cos2 t+ ‖f‖4
C(R) sin2 t

)−1/2
dt.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé íåñêîëüêî îòëè÷à-
åòñÿ îò ðàññìîòðåííîé çàäà÷è. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çäåñü ñóùåñòâóåò
íåêîòîðîå çíà÷åíèå δ0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ýêñ-
òðåìàëüíîé ôóíêöèè êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, êàêîìó èç ìíîæåñòâ (0, δ0] èëè (δ0, 1) ïðèíàäëåæèò âåëè÷èíà
ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ δ. Çíà÷åíèå δ0 ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

C(δ) :=
8

3

[
1− 5δ4

2

(
D′

π

)2

− 1

]
= 0

(âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî δ0 = 0, 2145 . . .).
Ïîëîæèì

F (x) :=
4

sh2

(
πD

D′
x

)
×
[
1− D′

2π
sh

(
2πD

D′
x

)
cn(Dx, δ2)(1 + δ4 sn2(Dx, δ2))

sn(Dx, δ2) dn(Dx, δ2)

]
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì δ ∈ (δ0, 1) ñóùåñòâóåò γ ∈ (0, 1),
äëÿ êîòîðîãî F (γ) = 0.

Òåîðåìà 3.5.3. Ïðè âñåõ 0 < δ < 1 ìåòîä f ′′(0) ≈ S2(δ)Ĩf , ãäå
ïðè 0 < δ ≤ δ0

S2(δ)Ĩf := −C(δ)f̃(0) + 8
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD

D′

) f̃ (th

(
j
πD

D′

))
,
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à ïðè δ0 < δ < 1

S2(δ)Ĩf :=
4π

D′

ch3

(
γ
πD

D′

)
sn(Dγ, δ2)

th

(
γ
πD

2D′

)
dn2(Dγ, δ2)

×
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD

D′

)
sh2

(
(2j − γ)

πD

D′

)
sh2

(
(2j + γ)

πD

D′

) f̃(xj),

xj :=

√
th

(
(2j − γ)

πD

2D′

)
th

(
(2j + γ)

πD

2D′

)
sign j,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞
ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå (−1, 1) ñ ïîãðåøíîñòüþ δ,
è

e′′(0, (−1, 1), δ, BH∞) =


δ(1− δ4)

(
2D′

π

)2

, 0 < δ ≤ δ0,

4D′

π

δ(1− δ4) sn(Dγ, δ2)

th

(
γ
πD

D′

)
dn(Dγ, δ2)

, δ0 < δ < 1.

Ðÿä àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí òàêæå äëÿ êëàññà Bh∞.
Ãëàâà IV ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øèõ è îïòè-

ìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé èíòåðâàë
âåùåñòâåííîé îñè (a, b). Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà

Lf :=

∫ b

a

f(x)p(x) dx

äëÿ ôóíêöèé f ∈ W ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïå-
ðàòîðà

If :=
{
f(x1), . . . , f (ν1−1)(x1), . . . , f(xn), . . . , f (νn−1)(xn)

}
,

ãäå p � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, à x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç ìíî-
æåñòâà R ∩ Ω.

Ïîëîæèì äëÿ ν := (ν1, . . . , νn)

τν :=

(
x1, . . . , xn
ν1, . . . , νn

)
,

e(τν ,W, p) := e(L, I,W, 0).

Èç îáùåé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé, ò.å. êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà. Åå
ìû è íàçûâàåì íàèëó÷øåé äëÿ äàííîé ñèñòåìû óçëîâ τν .
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Â �1 íàõîäÿòñÿ íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðè ÷åòíûõ
êðàòíîñòÿõ ν1, . . . , νn äëÿ êëàññîâ BH∞ è Bh∞.

Ïîëîæèì

e(ν,W, p) := inf
x1<...<xn
xj∈Ω∩R

e(τν ,W, p).

Òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçîâåì îïòèìàëüíû-
ìè óçëàìè. Íàèëó÷øóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ îïòèìàëüíûõ
óçëîâ áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé.

Â �3 ñ ïîìîùüþ ðÿäà âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ â �2, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë äëÿ ëþáûõ êðàòíîñòåé íà êëàññàõ BH∞ è Bh∞. Â
îáùåì ñëó÷àå îïòèìàëüíûå óçëû ìîãóò áûòü íå åäèíñòâåííû. Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí â �2. Îäíàêî, åñëè çàôèêñèðîâàòü
îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îáëàñòåé àíà-
ëèòè÷íîñòè (èëè ãàðìîíè÷íîñòè) åäèíñòâåííîñòü èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà 4.3.2. Ïóñòü [a, b] = [−1, 1] è äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè p
(áûòü ìîæåò, çàâèñÿùåé îò k) ïðè âñåõ k ∈ (0, k0), 0 < k0 ≤ 1,
âûïîëíåíî óñëîâèå

inf
tj

∫ 1

−1

N∏
j=1

(t− tj)2p(t) dt∫ 1

−1

p(t) dt

≥ γN > 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ µ = (µ1, . . . , µn) òàêèõ, ÷òî
n∑
j=1

[(µj + 1)/2] ≤ N è

âñåõ

0 < k ≤ min

{
k0,

2r − 1

18r − 7 +N4N+1γ−1
N

}
,

ãäå r := min
1≤j≤n

[(µj +1)/2], îïòèìàëüíûå óçëû äëÿ êëàññîâ BH∞(Dk)

è BH∞(Dk) åäèíñòâåííû.

Äëÿ ÷åáûøåâñêîãî âåñà p0(t) :=
1√

1− t2
, [a, b] = [−1, 1] íà êëàñ-

ñàõ BH∞(Ýc) è Bh∞(Ýc), ãäå Ýc � âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ ôîêó-
ñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c > 1, óäàåòñÿ òî÷íî ðåøèòü
çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå. Ïîëîæèì

Iq2(λ) :=

∫ 1

0

arctan(
√
λt)q dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.
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Òåîðåìà 4.3.3. Ïóñòü q � ÷åòíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
c > 1 ïðè âñåõ q − 1 ≤ νj ≤ q èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(ν,BH∞(Ýc), p0) =
π

Λ
λq/2Iq0(λ) = 2q/2π

(q − 1)!!

(q/2)!
c−qn +O

(
c−(q+4)n

)
,

e(ν,Bh∞(Ýc), p0) =
4

Λ
Iq2(λ) = 2q/2+2 (q − 1)!!

(q/2)!
c−qn +O

(
c−(q+4)n

)
,

ãäå λ = κ(c−4n), à åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíûìè óçëàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ÷åáûøåâñêèå óçëû

xj := cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Â �3 èçó÷àåòñÿ òàêæå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
e(L, Iτ , BH̃∞(DH), δ), êîãäà

Lf =

∫ 2π

0

f(t) dt,

Iτf = (f(t1), . . . , f(tn)), tj ∈ [0, 2π) � ðàçëè÷íûå òî÷êè, à ïîãðåø-
íîñòü èçìåðÿåòñÿ â íîðìå lnq , 1 ≤ q ≤ ∞. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

enq(BH̃∞(DH), δ) := inf
tj∈[0,2π)

e(L, Iτ , BH̃∞(DH), δ). (16)

Óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü áóäåì íàçûâàòü îï-
òèìàëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (15) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î íàõîæäåíèè îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè f ∈ BH̃∞(DH), èñ-
ïîëüçóþùåãî n ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé f̃(t1), . . . , f̃(tn) òàêèõ, ÷òî( n∑

j=1

f̃(tj)− f(tj)|q
)1/q

≤ δ ïðè 1 ≤ q <∞

èëè
max
1≤j≤n

|f̃(tj)− f(tj)| ≤ δ ïðè q =∞.

Ïîëîæèì

Jr(λ,∆) :=

∫ 1

0

(
λt2 + ∆

1 + ∆λt2

)r/2
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 4.3.4. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞ è 0 ≤ δ < n1/q. Òîãäà
1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∫ 2π

0

f(t) dt ≈ 2π

n
(1−∆2)−1

(
1− Λ−1J4(λ,∆)

) n−1∑
j=0

f̃

(
j

2π

n

)
,

â êîòîðîé ∆ = δn−1/q, à λ = κ(e−2Hn), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì, çà-
äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå lnq ;
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2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

enq(BH̃∞(DH), δ) = 2πΛ−1J2(λ, δn−1/q) = 2πδn−1/q

+ 4π(1− δ2n−2/q)e−Hn + 4πδ(4− 3δ2n−2/q)n−1/qe−2Hn +O
(
e−3Hn

)
;

3) óçëû t∗j = (j − 1)
2π

n
, j = 1, . . . , n, � åäèíñòâåííûå ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûå óçëû.

Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ êëàññà BH∞(Ýc), [a, b] = [−1, 1]
è ÷åáûøåâñêîãî âåñà p0.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îòðàæåíî â ïóáëèêàöèÿõ [37], [46]�
[57], [112]�[115]. Ãëàâû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà XI Âñåñî-
þçíîé øêîëå ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ (1986 ã., ×åëÿáèíñê), Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî îïòè-
ìàëüíûì àëãîðèòìàì (1989 ã., Âàðíà), VIII êîíôåðåíöèè ïî òåîðå-
òè÷åñêèì îñíîâàì è êîíñòðóèðîâàíèþ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (1990 ã., Êðàñíîâèäîâî), I
Ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ôóíêöèé è àïïðîêñèìàöèè
(1991 ã., Ñèìôåðîïîëü), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ Ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà è Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà.



Ãëàâà 1

ÎÁÙÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ
ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

�1. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ è àôôèííûõ

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé â àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå

Ïóñòü çàäàíû íåïóñòîå ìíîæåñòâî A, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(Z, ρ) è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ì. î.) Φ: A → Z, ò.å. êàæäî-
ìó x ∈ A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Φ(x) ⊂ Z.
Ìíîæåñòâî

gr Φ := { (x, z) ∈ X × Z : x ∈ A, z ∈ Φ(x) }
íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ì. î. Φ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ
ì. î. Φ îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ϕ : A→ Z (â äàëüíåéøåì áóäåì
îòìå÷àòü ëèøü ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ).

Âåëè÷èíó
E(Φ, ϕ) := sup

(x,z)∈gr Φ

ρ(z, ϕ(x))

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ îòîáðàæåíèåì ϕ.
Âåëè÷èíó

E(Φ) := inf
ϕ
E(Φ, ϕ), (1.1)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îòîáðàæåíèÿì ϕ : A→
Z, áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,
à âñÿêîå îòîáðàæåíèå ϕ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â
(1.1), � îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Ñ çàäà÷åé (1.1) òåñíî ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

R(Φ) := sup
x∈A

inf
c∈Z

sup
z∈Φ(x)

ρ(z, c),

íàçûâàåìàÿ ðàäèóñîì ìíîãîçíà÷íîñòè ì. î. Φ.

Ëåììà 1.1.
E(Φ) = R(Φ). (1.2)

Ýòî óòâåðæäåíèå â òîé èëè èíîé ñòåïåíè îáùíîñòè äîêàçûâà-
ëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè [93], [23], [2], [108], [9], [109], [69], [3]. Â
òîì âèäå, â êîòîðîì îíî ñôîðìóëèðîâàíî çäåñü, åãî ìîæíî íàéòè
â ðàáîòå [3].

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïóñòûå ìíîæåñòâà A ⊂
X, ãäå X � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K = R èëè C. Åñëè

31
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â íåêîòîðîì óòâåðæäåíèè î ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîëå ÿâíî íå
óêàçàíî, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ ê îáîèì ñëó÷à-
ÿì.

×åðåç X ′ îáîçíà÷èì àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
ê X, ò.å. ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. Åñëè
X0 ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî àííóëÿòîðîì íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

X⊥0 := {x′ ∈ X ′ : 〈x′, x〉 = 0 ∀x ∈ X } .
×åðåç coA è bcoA áóäåì îáîçíà÷àòü âûïóêëóþ è âûïóêëóþ óðàâ-
íîâåøåííóþ îáîëî÷êè A. Åñëè a ∈ X, òî bcoaA := bco(A− a) + a.

Äëÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ X, Z, ìíîæåñòâà A ⊂ X è ì. î.
Φ: A → Z ÷åðåç co Φ è bcoξ Φ îáîçíà÷àåì ì. î., îïðåäåëåííûå ðà-
âåíñòâàìè

gr co Φ := co gr Φ, gr bcoξ Φ := bcoξ gr Φ,

ãäå ξ ∈ X×Z (ïðè ξ = 0 ïèøåì ïðîñòî bco Φ). Ì. î. Φξ îïðåäåëèì
ðàâåíñòâîì

gr Φξ := gr Φ− ξ.
Î÷åâèäíî, ÷òî

R(Φξ) = R(Φ). (1.3)
Òåì ñàìûì, ïîñêîëüêó

bcoξ Φ = (bco Φξ)−ξ (1.4)

èìååì
R(bcoξ Φ) = R(bco Φξ). (1.5)

Ì. î. áóäåì íàçûâàòü âûïóêëûì, åñëè co Φ = Φ, è âûïóêëûì
óðàâíîâåøåííûì îòíîñèòåëüíî ξ ∈ X × Z, åñëè bco ξΦ = Φ (ïðè
ξ = 0 òàêîå ì. î. íàçûâàåì ïðîñòî âûïóêëûì óðàâíîâåøåííûì).

Ëåììà 1.2. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, X0 ⊂ X �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è x′0 ∈
X ′. Òîãäà

inf
x′∈X⊥0

sup
x∈A
|〈x′0 − x′, x〉| = sup

x∈bcoA∩X0

|〈x′0, x〉|

è íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ïóñòü x ∈ bcoA è x′ ∈

X ′. Òîãäà x =
n∑
j=1

λjxj, xj ∈ A,
n∑
j=1

|λj| ≤ 1 è

|〈x′, x〉| =
∣∣∣∣ n∑
j=1

λj〈x′, xj〉
∣∣∣∣ ≤ max

1≤j≤n
|〈x′, xj〉| ≤ sup

x∈A
|〈x′, x〉|.

Îòñþäà
sup
x∈A
|〈x′, x〉| ≥ sup

x∈bcoA
|〈x′, x〉|,
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à â ñèëó î÷åâèäíîãî îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî x′ ∈ X ′

sup
x∈A
|〈x′, x〉| = sup

x∈bcoA
|〈x′, x〉|. (1.6)

Ïóñòü x′ ∈ X⊥0 . Òîãäà

sup
x∈A
|〈x′0 − x′, x〉| = sup

x∈bcoA
|〈x′0 − x′, x〉| ≥ sup

x∈bcoA∩X0

|〈x′0 − x′, x〉|

= sup
x∈bcoA∩X0

|〈x′0, x〉| := ρ.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Ïðè ρ =∞ óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç
1. Ïóñòü ρ <∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(x) := inf{t > 0 : x− ∈ t bcoA}
� ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà bcoA è ïîëîæèì

p(x) :=

{
∞, µ(x) =∞,
ρµ(x), µ(x) <∞.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ X0

|〈x′0, x〉| ≤ p(x). (1.7)

Ïðè µ(x) = ∞ (1.7) î÷åâèäíî. Åñëè x ∈ X0 è µ(x) < ∞, òî äëÿ

ëþáîãî ε > 0 x0 :=
x

µ(x) + ε
∈ bcoA ∩X0, ò.ê. µ(x0) < 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

|〈x′0, x〉| = |〈x′0, x0〉|(µ(x) + ε) ≤ ρ(µ(x) + ε).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 (1.7) äîêàçàíî. Ïðîäîëæèì ïî òåîðå-
ìå Õàíà�Áàíàõà x′0 äî x

′ ∈ X ′, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ x ∈ X

|〈x′, x〉| ≤ p(x).

Ïîëîæèì x̂′ := x′0 − x′ ∈ X⊥0 . Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ bcoA

|〈x′0 − x̂′, x〉| = |〈x′, x〉| ≤ p(x) = ρµ(x) ≤ ρ.

Îòñþäà

sup
x∈A
|〈x′0 − x̂′, x〉| ≤ ρ.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.2 õîðîøî èçâåñòíà â òîïîëîãè÷åñêîì ñëó÷àå äëÿ íåïðå-
ðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′0 è óðàâíîâåøåííîãî ìíîæåñòâà
A òàêîãî, ÷òî 0 ∈ intA (÷åðåç intA îáîçíà÷àåòñÿ âíóòðåííîñòü ìíî-
æåñòâà A). Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî [41], îíà ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ ïðèáëèæåíèÿ (ñì. [74], [25], [26], [29], [31]).
Äîêàæåì àíàëîã ýòîé ëåììû äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Â
äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ ì. î. Φ: A → K, ãäå A ⊂ X, à X �
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü X0 ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà

inf
x′∈X⊥0

E(Φ, x′) = sup
(x,α)∈gr bco Φ∩(X0×K)

|α|

è íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì X̃ := X × K, X̃0 := X0 × K.
Îïðåäåëèì x̃′0 ∈ X̃ ′ ðàâåíñòâîì 〈x̃′0, (x, α)〉 := α, x ∈ X, α ∈ K.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x̃′ ∈ X̃ ′ èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
〈x̃′, (x, α)〉 = 〈x′, x〉 + γα, ãäå γ ∈ K, x′ ∈ X ′. Ïîýòîìó äëÿ x̃′ ∈ X̃⊥0
γ = 0, à x′ ∈ X⊥0 . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.2, ïîëó÷àåì

inf
x′∈X⊥0

E(Φ, x′) = inf
x̃′∈X̃⊥0

sup
(x,α)∈gr Φ

|〈x̃′0 − x̃′, (x, α)〉|

= sup
(x,α)∈bco gr Φ∩X̃0

|〈x̃′0, (x, α)〉| = sup
(x,α)∈bco gr Φ∩(X0×K)

|α|.

Èç ëåììû 1.2 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íèæíèå ãðàíè â ýòèõ ðàâåíñòâàõ
äîñòèãàþòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîëîæèâ â òåîðåìå 1.1 X0 = {0}, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.1.

inf
x′∈X′

E(Φ, x′) = sup
α∈bco Φ(0)

|α| (1.8)

è íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

×åðåç bco Φ(0) ìû îáîçíà÷àåì çíà÷åíèå ì. î. bco Φ â òî÷êå x = 0
(íå ïóòàòü ñ bco(Φ(0))!).

Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 è (1.6) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x′ ∈ X ′

E(Φ, x′) = E(bco Φ, x′). (1.9)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aff(X) ìíîæåñòâî àôôèííûõ ôóíêöèîíàëîâ,
ò.å. ôóíêöèîíàëîâ âèäà a(x) = 〈x′, x〉+ c, ãäå x′ ∈ X ′, à c ∈ K.

Òåîðåìà 1.2.

inf
a∈Aff(X)

E(Φ, a) = inf
c∈K

sup
α∈gr bco(Φ−c)(0)

|α| (1.10)

è íèæíèå ãðàíè â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

inf
a∈Aff(X)

E(Φ, a) = inf
c∈K

inf
x′∈X′

E(Φ, 〈x′, ·〉+ c) = inf
c∈K

inf
x′∈X′

E(Φ− c, x′).

Èç (1.6) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ K
inf
x′∈X′

E(Φ− c, x′) = sup
α∈bco(Φ−c)(0)

|α|.



ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß Â ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ 35

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.10) è òî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå íèæíåé ãðàíè ëèøü â îäíîé èç ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà.

Ïóñòü ξ = (y, c) ∈ X × K è a(x) = 〈x′, x〉 + b ∈ Aff(X). Òîãäà
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

E(Φ, a) = E(Φξ, a1), (1.11)

ãäå a1(x) = a(x) + 〈x′, y〉 − c. Åñëè ξ ∈ gr Φ, òî 0 ∈ gr Φξ, ïîýòîìó â
ñèëó (1.1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íèæíåé ãðàíè â ëå-
âîé ÷àñòè (1.10) (îáîçíà÷èì åå äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç ρ) ïðè óñëîâèè
0 ∈ Φ(0). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ c ∈ K

r(c) := inf
x′∈X′

sup
(x,α)∈gr Φ

|α− 〈x′, x〉 − c| ≥ |c|.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ρ = inf

|c|≤ρ
r(c).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ r(c) íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî,

r(c1) = inf
x′∈X′

sup
(x,α)∈gr Φ

|α− 〈x′, x〉 − c2 + c2 − c1| ≤ r(c2) + |c2 − c1|.

Òàê êàê c1 è c2 ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, èìååì

|r(c2)− r(c1)| ≤ |c2 − c1|.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñîîòíîøåíèÿ äâîéñòâåííîñòè (1.8) è (1.10) ìîãóò áûòü çàïèñà-
íû â òåðìèíàõ ðàäèóñîâ ìíîãîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 1.3.

inf
x′∈X′

E(Φ, x′) = R(bco Φ), (1.12)

inf
a∈Aff(X)

E(Φ, a) = inf
c∈K

R(bco(Φ− c)). (1.13)

Ïðè K = R
inf

a∈Aff(X)
E(Φ, a) = R(co Φ). (1.14)

Íèæíèå ãðàíè âî âñåõ ðàâåíñòâàõ äîñòèãàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.2), (1.8) è óðàâíîâåøåííîñòè ìíîæå-
ñòâà bco Φ(0) ïîëó÷àåì

R(bco Φ) = E(bco Φ) ≤ inf
x′∈X′

E(bco Φ, x′) = sup
α∈bco Φ(0)

|α| ≤ R(bco Φ).

Îòñþäà
sup

α∈bco Φ(0)

|α| = R(bco Φ), (1.15)

÷òî âìåñòå ñ (1.8), (1.10) äîêàçûâàåò ðàâåíñòâà (1.12), (1.13).
Ïóñòü K = R. Îïðåäåëèì ì. î. Φ0 ðàâåíñòâîì

gr Φ0 := gr co Φ− gr co Φ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî bco Φ0 = Φ0, ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ 1.1 âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå x′ ∈ X ′ òàêîãî, ÷òî

E(Φ0, x
′) = sup

α∈Φ0(0)

|α| = sup
(x,α1),(x,α2)∈gr co Φ

(α1 − α2) = 2R(co Φ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ (x1, α1), (x2, α2) ∈ gr co Φ

|α1 − α2 − 〈x′, x1 − x2〉| ≤ 2R(co Φ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

α1 − 〈x′, x1〉 −R(co Φ) ≤ α2 − 〈x′, x2〉+R(co Φ).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ R, ÷òî ïðè âñåõ
(x1, α1), (x2, α2) ∈ gr co Φ

α1 − 〈x′, x1〉 −R(co Φ) ≤ c ≤ α2 − 〈x′, x2〉+R(co Φ).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

sup
(x,α)∈gr co Φ

|α− 〈x′, x〉 − c| ≤ R(co Φ). (1.16)

Èç (1.2) è (1.16) èìååì

R(co Φ) = E(co Φ) ≤ inf
a∈Aff(X)

E(co Φ, a) ≤ R(co Φ).

Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.13) íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè çàìåíå Φ íà co Φ, ïîëó÷àåì

inf
a∈Aff(X)

E(Φ, a) = inf
a∈Aff(X)

E(co Φ, a) = R(co Φ).

Äîñòèæèìîñòü íèæíèõ ãðàíåé âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1.1 è òåîðå-
ìû 1.2. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíî-
ãî è àôôèííîãî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈ Aff X òàêîãî, ÷òî

E(Φ, a) = E(Φ), (1.17)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ ξ ∈ X ×K òàêîãî, ÷òî

R(Φ) = R(bcoξ Φ). (1.18)

Ïðè K = R óñëîâèå (1.17) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

R(Φ) = R(co Φ). (1.19)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ x′ ∈ X ′ òàêîãî, ÷òî

E(Φ, x′) = E(Φ), (1.20)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

R(Φ) = R(bco Φ). (1.21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (1.20) è (1.21), à
òàêæå óñëîâèé (1.19) è (1.17) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (1.2) è
òåîðåìû 1.3. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (1.17) è (1.18).
Åñëè èìååò ìåñòî (1.17), òî

R(Φ) = E(Φ) = E(Φ, a) = inf
a∈Aff(X)

E(Φ, a) = inf
c∈K

R(bco(Φ− c))

= R(bco(Φ− c)) = R(bco(0,c) Φ).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî óñëîâèå (1.18). Òîãäà èç (1.15), òåîðå-
ìû 1.3 è (1.11) èìååì

E(Φ) = R(Φ) = R(bcoξ Φ) = R(bco Φξ) = inf
x′∈X′

E(Φξ, x
′)

= E(Φξ, x
′) = E(Φ, a).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè Φ � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîãî ξ ∈ X × K ì. î. èëè K = R è Φ � âûïóêëîå
ì. î., òî ñóùåñòâóåò àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ. Åñëè Φ � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ì. î., òî ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Âòîðàÿ ÷àñòü ýòîãî ñëåäñòâèÿ äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ áûëà
äîêàçàíà â ðàáîòå [3]. Òåîðåìà 1.4 ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ðåçóëüòàòà,
ïîëó÷åííîãî â ðàáîòå [37].

Îòìåòèì, ÷òî â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (1.19) è (1.17) íå
ýêâèâàëåíòíû, ò.ê. ðàâåíñòâî (1.14), âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà.
Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì X = C è ì. î. Φ, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [−1, a] ⊂
X, a > 1, ñâîèì ãðàôèêîì â ïðîñòðàíñòâå R×C, îòîæäåñòâëåííûì
ñ R3, ñëåäóþùèì îáðàçîì: gr Φ � ïèðàìèäà, â îñíîâàíèè êîòîðîé
ëåæèò êâàäðàò ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (±1,±1, 0), à âåðøèíà ïèðà-
ìèäû íàõîäèòñÿ â òî÷êå (a, 0, b), 1 < b ≤

√
a.

Ïðè âñåõ x ∈ [−1, 1] Φ(x) � ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ â òðàïå-

öèè ñ îñíîâàíèÿìè, ðàâíûìè 2, 2
a− x
a+ 1

è âûñîòîé b
x+ 1

a+ 1
. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [−1, 1]

inf
c∈C

sup
α∈Φ(x)

|α− c| = 1. (1.22)

Ïðè÷åì ÷åáûøåâñêèé öåíòð (ò.å. òî÷êà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü) c = 0 (â R3 � ýòî òî÷êà (x, 0, 0)). Åñëè æå x ∈
(1, a], òî Φ(x) � òàêæå òðàïåöèÿ è Φ(x)− bx− 1

a− 1
⊂ Φ(1). Ïîýòîìó

âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè (1.22) íå ïðåâîñõîäèò 1 äëÿ x ∈
(1, a]. Èòàê,

R(Φ) = 1. (1.23)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a(x) = αx+ c, α, c ∈ C, � àôôèííûé ôóíê-
öèîíàë, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ëåâîé ÷àñòè (1.13)
(îáîçíà÷èì åå äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç ρ). Åñëè c 6= 0, òî äëÿ x = 0
áóäåì èìåòü

ρ ≥ max{|c− 1|, |c+ 1|} > 1.

Ïóñòü c = 0 è α 6= 0. Òîãäà äëÿ x = 1

ρ ≥ max{|α− 1|, |α + 1|} > 1.

Íàêîíåö, åñëè c = α = 0, òî ïðè x = a ïîëó÷àåì ρ ≥ b > 1. Òåì
ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (1.23) è òî, ÷òî Φ = co Φ, ïîëó÷àåì

inf
a∈Aff(X)

E(Φ, a) > 1 = R(Φ) = R(co Φ). (1.24)

Åñëè äîáàâèòü ê ðàññìàòðèâàåìîé ïèðàìèäå ñèììåòðè÷íóþ åé
îòíîñèòåëüíî öåíòðà, ìû ïîëó÷èì ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ, ÿâëÿþ-
ùèéñÿ âûïóêëûì öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ìíîæåñòâîì (íî íå
âûïóêëûì óðàâíîâåøåííûì), äëÿ êîòîðîãî îñòàíóòñÿ â ñèëå ñî-
îòíîøåíèÿ (1.24).

�2. Ñâÿçü ñóáäèôôåðåíöèàëà îãèáàþùåé ìíîãîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ ñ îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ

Çàéìåìñÿ îïèñàíèåì âñåõ ëèíåéíûõ è àôôèííûõ îïòèìàëüíûõ
ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ çàäàííîãî ì. î. Φ: A → K, ãäå ïî-
ïðåæíåìó A ⊂ X, X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K = R
èëè C.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ì. î. Φ èìååò ìàêñèìàëüíîå ñå÷åíèå â
òî÷êå y ∈ A, åñëè

inf
d∈X

sup
α∈Φ(y)

|α− d| = R(Φ). (2.1)

Òî÷êà c, äëÿ êîòîðîé â (2.1) äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåò-
ñÿ ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì ìíîæåñòâà Φ(y). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â
ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ïðè R(Φ) < ∞ ÷åáûøåâñêèé öåíòð ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí (îáùèå ðåçóëüòàòû î ÷åáûøåâñêîì öåíòðå
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [12]). Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
R(Φ) <∞, ò.ê. èíà÷å ëþáîé ìåòîä îïòèìàëüíûé. Èç (1.15), â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå îòíîñèòåëüíî
òî÷êè (y, c) ì. î. èìååò ìàêñèìàëüíîå ñå÷åíèå â òî÷êå y.

Ëåììà 2.1. Ì. î. Φ èìååò ìàêñèìàëüíîå ñå÷åíèå â òî÷êå
y â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà ϕ ϕ(y) = c, ãäå c � ÷åáûøåâñêèé öåíòð ìíîæåñòâà Φ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ � îïòèìàëüíûé ìåòîä, òî

sup
α∈Φ(y)

|α− ϕ(y)| ≤ E(Φ) = R(Φ).
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Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî öåíòðà ìíîæåñòâà Φ(y)
ϕ(y) = c. Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ϕ(y) = c.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñå÷åíèå â òî÷êå y íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.
Òîãäà

sup
α∈Φ(y)

|α− c| = ρ < R(Φ).

Ïóñòü ε > 0 òàêîâî, ÷òî ρ+ ε < R(Φ). Ðàññìîòðèì ìåòîä

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x), x 6= y,

c+ ε, x = y.

Ìåòîä ϕ̃ ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûì, ò.ê.

sup
α∈Φ(y)

|α− ϕ̃(y)| ≤ sup
α∈Φ(y)

|α− c|+ ε = ρ+ ε < R(Φ) = E(Φ),

à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îí ñîâïàäàåò ñ ϕ. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
â ñèëó òîãî, ÷òî ϕ̃(y) 6= c. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè Φ � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè (y, c) ì. î., òî äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà ϕ ϕ(y) = c.

Äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ϕ, îïðåäåëåííîé íà ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X è ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ èç ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé R := R ∪ {±∞}, ÷åðåç ∂ϕ(y) áóäåì îáîçíà÷àòü åå ñóáäèô-
ôåðåíöèàë â òî÷êå y ∈ X

∂ϕ(y) := {x′ ∈ X ′ : ϕ(x) ≥ ϕ(y) + Re〈x′, x− y〉 ∀x ∈ X } .
Ïîä îãèáàþùåé ì. î. Φ: A→ K áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ

f(x,Φ) :=

{
inf

α∈Φ(x)
Reα, x ∈ A,

+∞, x /∈ A.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè Φ � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè ξ = (y, c) ∈ X × K ì. î., òî äëÿ òîãî ÷òîáû
a(·) = 〈x′, ·〉+ b ∈ Aff(X) ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1) x′ ∈ ∂f(y,Φ),
2) b = c− 〈x′, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå 1) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïðè âñåõ
x ∈ A íåðàâåíñòâà

inf
α∈Φ(x)

Reα ≥ inf
α∈Φ(y)

Reα + Re〈x′, x− y〉.

Ïîñêîëüêó (x, α) ∈ gr Φ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x− y, α− c) ∈
gr Φξ, òî ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

inf
β∈Φξ(z)

Re β − Re〈x′, z〉 ≥ inf
β∈Φξ(0)

Re β
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äëÿ z = x − y ∈ A − y. Â ñèëó óðàâíîâåøåííîñòè ìíîæåñòâ gr Φξ,
Φξ(0) è ðàâåíñòâà (1.15) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëå-
äóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

sup
(z,β)∈gr Φξ

|β − 〈x′, z〉| ≤ sup
β∈Φξ(0)

|β| = R(Φξ) = E(Φξ).

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå 1) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ: x′ ∈ X ′
� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φξ. Èç ðàâåíñòâ (1.2),
(1.3) è (1.11) ñëåäóåò, ÷òî a(·) = 〈x′, ·〉 + b ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè a1(·) = 〈x′, ·〉 + b − c + 〈x′, y〉 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì
âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φξ. Ïðèìåíåíèå ëåììû 2.1 çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü a ∈ Aff(X). Òîãäà

E(Φ, a) = E(co Φ, a)

è ïðè âñåõ ξ = (y, a(y)) ∈ X ×K
E(Φ, a) = E(bcoξ Φ, a). (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1.11), (1.9) è (1.4) èìååì

E(Φ, a) = E(Φξ, x
′) = E(bcoξ Φ, a).

Êðîìå òîãî, â ñèëó äîêàçàííîãî

E(Φ, a) ≤ E(co Φ, a) ≤ E(bcoξ Φ, a) ≤ E(Φ, a).

�

Òåîðåìà 2.2. Àôôèííûé ôóíêöèîíàë a(·) = 〈x′, ·〉+b ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ξ = (y, c) ∈ X ×K, äëÿ êîòîðîãî

1) R(Φ) = R(bcoξ Φ),
2) x′ ∈ ∂f(y, bcoξ Φ),
3) b = c− 〈x′, y〉.

Äëÿ òîãî ÷òîáû x′ ∈ X ′ áûë îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëå-
íèÿ ì. î. Φ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëî-
âèÿ 1) è 2) äëÿ ξ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a(·) = 〈x′, ·〉 + b ∈ Aff(X) � îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ. Òîãäà ïðè âñåõ ξ = (y, a(y))
èç (1.2) è (2.2) èìååì

R(Φ) ≤ R(bcoξ Φ) ≤ E(bcoξ Φ, a) = E(Φ, a) = E(Φ) = R(Φ). (2.3)

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå 1), à òàêæå òî, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ âûïóêëîãî è óðàâíîâåøåííîãî îòíî-
ñèòåëüíî ξ ì. î. bcoξ Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2.1 âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 2) è 3).
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Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�3), òî ïî òåîðåìå 2.1 a(·) = 〈x′, ·〉+
b ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. bcoξ Φ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (2.2) è (1.2), ïîëó÷àåì

E(Φ, a) = E(bcoξ Φ, a) = E(bcoξ Φ) = R(bcoξ Φ) = R(Φ) = E(Φ).

Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå. �

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ì. î. Φ èìååò ìàêñèìàëüíîå ñå÷åíèå
â òî÷êå y. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû àôôèííûé ôóíêöèîíàë a(·) =
〈x′, ·〉 + b ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ì. î.
Φ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ 1)�3)
òåîðåìû 2.2 äëÿ ξ = (y, c), ãäå c � ÷åáûøåâñêèé öåíòð ìíîæåñòâà
Φ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2. Äî-
êàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a(·) = 〈x′, ·〉+b ∈ Aff(X) � îïòèìàëü-
íûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ. Òîãäà èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò,
÷òî a(y) = c. Äàëåå, âûïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ (2.3), ïîâòîðÿþòñÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ïðèìåíåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Èç òåîðåì 1.4 è 2.3 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü ì. î. Φ � èìååò ìàêñèìàëüíîå ñå÷å-
íèå â òî÷êå y. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî àôôèííîãî
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

R(Φ) = R(bcoξ Φ) (2.4)

äëÿ ξ = (y, c), ãäå c � ÷åáûøåâñêèé öåíòð ìíîæåñòâà Φ(y).

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü K = R è Φ � âûïóêëîå ì. î., èìåþùåå
ìàêñèìàëüíîå ñå÷åíèå â òî÷êå y. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(2.4) äëÿ ξ = (y, c), ãäå

c =
1

2

(
sup
α∈Φ(y)

α + inf
α∈Φ(y)

α

)
.

Ñâÿçü çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñ èññëåäîâàíèåì îãèáàþùåé ãðàôèêà ì. î. èçó÷àëàñü
â ðàáîòàõ [44], [45], [108], [109], [126], [3]. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî,
ðàññìàòðèâàëñÿ òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé, ê èññëåäîâàíèþ êîòîðîãî
ìû ïåðåõîäèì.

�3. Òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì çàäà÷è, èññëåäîâàííûå â ��1, 2, äëÿ îòäå-
ëèìûõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî âûïóêëûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè. Åñëè X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç
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X∗ îáîçíà÷èì òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. Åñëè
X0 ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî òåïåðü ïîëîæèì

X⊥0 := {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 ∀x ∈ X0 }
Aff∗X := { a : X → K : a(·) = 〈x∗, x〉+ c, x∗ ∈ X∗, c ∈ K } .
Èç ðàâåíñòâà (1.6) è ëåììû 1.1 ðàáîòû [74] âûòåêàåò

Ëåììà 3.1. Ïóñòü X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî,
X0 ⊂ X � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, A ⊂ X � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî, int bcoA 6= ∅ è x∗0 ∈ X∗. Òîãäà

inf
x∗∈X⊥0

sup
x∈A
|〈x∗0 − x∗, x〉| = sup

x∈bcoA∩X0

|〈x∗0, x〉|

è íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

Èç ýòîé ëåììû, èñïîëüçóÿ òó æå ñõåìó ðàññóæäåíèé, ÷òî è â
�1 ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì â òîïîëîãè-
÷åñêîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ ïðè óñëîâèè
íåïóñòîòû âíóòðåííîñòè gr Φ (ýòî óñëîâèå ìîæíî íåñêîëüêî îñëà-
áèòü, òðåáóÿ íåïóñòîòó âíóòðåííîñòè gr co Φ èëè gr bco Φ).

Òåì íå ìåíåå, äîêàçàâ ïðîñòóþ ëåììó, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
óæå ïîëó÷åííûìè â �1 ðåçóëüòàòàìè. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ íà ì. î. Φ,
ïðè êîòîðûõ áóäóò èìåòü ìåñòî àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì,
îêàæóòñÿ ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûìè.

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìàòðèâàåì ì. î. Φ: A→ K, ãäå A ⊂ X, à
X � ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè A � âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî, òî ÷åðåç riA îáîçíà÷èì îòíîñèòåëüíóþ âíóòðåííîñòü A, ò.å.
ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííèõ òî÷åê A, åñëè ýòî ìíîæåñòâî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïîäìíîæåñòâî åãî àôôèííîé îáîëî÷êè.

Ïîëîæèì

E∗(Φ) := inf
x∗∈X∗

E(Φ, x∗), Ea(Φ) := inf
a∈Aff∗(X)

E(Φ, a).

Ëåììà 3.2. Ïóñòü a(·) = 〈x′, ·〉+ c ∈ Aff(X) è E(Φ, a) <∞.
1. Åñëè

∃ ζ = (x0, c0) ∈ X ×K : int(bcoζ Φ)−1(c0) 6= ∅, (3.1)

òî x′ ∈ X∗.
2. Åñëè

E∗(Φ) <∞ è ri coA 6= ∅, (3.2)
òî ñóùåñòâóåò x∗ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî 〈x∗, x〉 = 〈x′, x〉 äëÿ âñåõ x ∈
A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [28,
ñòð. 165]), ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè x′ äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü åãî îãðàíè÷åííîñòü íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå.
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (3.1) è U ⊂ (bcoζ Φ)−1(c0) � îòêðûòîå



ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉ 43

ìíîæåñòâî. Òîãäà, ïîëîæèâ a1(·) = 〈x′, ·〉 + c0 − 〈x′, x0〉, èç (2.2)
áóäåì èìåòü

sup
x∈U
|〈x′, x〉| ≤ sup

x∈(bcoζ Φ)−1(c0)

|〈x′, x〉| ≤ sup
(x,c)∈gr bcoζ Φ

|c− 〈x′, x〉 − c0|

= sup
(x,c)∈gr bcoζ Φ

|c− a1(x) + 〈x′, x0〉| ≤ E(bcoζ Φ, a1) + |〈x′, x0〉|

= E(Φ, a1) + |〈x′, x0〉| ≤ E(Φ, a) + |a(x0)− c0|+ |〈x′, x0〉| <∞.
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.2) è a ∈ ri coA. Òîãäà àôôèí-
íóþ îáîëî÷êó coA (aff coA) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå aff coA =
a + L, ãäå L ⊂ X � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó
óñëîâèÿ (3.2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ U è x∗1 ∈ X∗, ÷òî
E(Φ, x∗) <∞, ρ := sup

x∈U
|〈x∗1, x〉| <∞ è a+U1 ∈ coA, ãäå U1 := U ∩L.

Èìååì, ó÷èòûâàÿ ëåììó 2.2,

sup
x∈U1

|〈x′, x〉| ≤ sup
x∈U1

|a(x)− 〈x∗1, x〉|+ sup
x∈U1

|〈x∗1, x〉|+ |c| ≤ E(co Φ, a)

+ E(co Φ, x∗1) + ρ+ |c| = E(Φ, a) + E(Φ, x∗1) + ρ+ |c| <∞.
Òåì ñàìûì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë x′ íåïðåðûâåí íà ëèíåéíîì ïîä-
ïðîñòðàíñòâå L, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå,
ïîðîæäåííîì L è a. Îáîçíà÷èâ åãî íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå ïðîäîë-
æåíèå ÷åðåç x∗ (ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ âûòåêàåò èç
òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Èç äîêàçàííîé ëåììû è òåîðåìû 1.4 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (3.1) èëè
(3.2). Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî àôôèííîãî îïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà ξ ∈ X × K, äëÿ êîòîðîé âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.18) èëè ïðè K = R, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî (1.19). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî (1.21).

Äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ϕ, îïðåäåëåííîé íà ëîêàëüíî âû-
ïóêëîì ïðîñòðàíñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè èç R, ÷åðåç ∂∗ϕ(y) áóäåì
îáîçíà÷àòü ∂ϕ(y) ∩X∗. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ �2 íåïîñðåäñòâåííî ìîãóò
áûòü ïåðåíåñåíû íà òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé. Ñôîðìóëèðóåì ëèøü
àíàëîã òåîðåìû 2.2.

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû a(·) = 〈x∗, ·〉 + b ∈ Aff∗(X) ÿâ-
ëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ì. î. Φ íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà ξ = (y, c) ∈ X×K, äëÿ
êîòîðîé

1) R(Φ) = R(bcoξ Φ),
2) x∗ ∈ ∂∗f(y, bcoξ Φ),
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3) b = c− 〈x∗, y〉.
Äëÿ òîãî ÷òîáû x∗ ∈ X∗ áûë îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòà-
íîâëåíèÿ ì. î. Φ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ 1) è 2) äëÿ ξ = 0.

Çàéìåìñÿ òåïåðü èññëåäîâàíèåì òåõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî E(Φ) = E∗(Φ) èëè E(Φ) = Ea(Φ). Â îòëè÷èå îò
àëãåáðàè÷åñêîãî ñëó÷àÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ñëó÷àå èç ýòèõ ðàâåíñòâ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî èëè àôôèííî-
ãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ.

Äëÿ ìíîæåñòâàM òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç clM áó-
äåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà, à ÷åðåç cl Φ � ì. î.,
îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

gr cl Φ := cl gr Φ.

Òåîðåìà 3.3.

E∗(Φ) = sup
α∈cl bco Φ(0)

|α|. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì X̃ = X × K è äëÿ x∗ ∈ X∗

îïðåäåëèì x̃∗ ∈ X̃∗ ðàâåíñòâîì 〈x̃∗, (x, α)〉 := α − 〈x∗, x〉. Òîãäà â
ñèëó ðàâåíñòâà (1.6) è íåïðåðûâíîñòè x̃∗ èìååì

E(Φ, x∗) = sup
ξ∈gr Φ

|〈x̃∗, ξ〉| = sup
ξ∈bco gr Φ

|〈x̃∗, ξ〉|

= sup
ξ∈cl bco gr Φ

|〈x̃∗, ξ〉| = E(cl bco Φ, x∗).

Òåì ñàìûì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî (3.3) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
Φ = cl bco Φ. Äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ X∗ èìååì

E(Φ, x∗) ≥ sup
α∈Φ(0)

|α| := ρ.

Åñëè ρ = ∞, òî îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.1). Ïðîâåäåì îöåíêó
ñíèçó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ <∞. Ðàññìîòðèì òî÷êó ξ0 = (0, ρ+

ε) ∈ X̃, ε > 0. Òàê êàê ξ0 /∈ gr Φ, à gr Φ � çàìêíóòîå âûïóêëîå
óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî, òî ïî òåîðåìå Ìàçóðà (ñì., íàïðèìåð,
[24, ñòð. 156]) ñóùåñòâóåò x̃∗0 ∈ X̃∗ òàêîé, ÷òî

〈x̃∗0, ξ0〉 > 1 è |〈x̃∗0, ξ〉| ≤ 1 ∀ ξ ∈ gr Φ. (3.4)

Ïîñêîëüêó x̃∗0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈x̃∗0, (x, α)〉 = γα− 〈x∗0, x〉,

ãäå γ ∈ K, à x∗0 ∈ X∗, òî èç (3.4) èìååì

γ(ρ+ ε) > 1 è |γα− 〈x∗0, x〉| ≤ 1 ∀ (x, α) ∈ gr Φ.
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Ïîëîæèâ y∗0 =
1

γ
x∗0, áóäåì èìåòü ïðè âñåõ (x, α) ∈ gr Φ

|α− 〈y∗0, x〉| ≤
1

γ
< ρ+ ε.

Îòñþäà
E∗(Φ) ≤ ρ+ ε,

è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 îöåíêà ñâåðõó äîêàçàíà. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ â �1, è òåîðåìû 3.1 çäåñü íå óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
x∗ ∈ X∗, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî (3.3).

Òåîðåìà 3.4.

E∗(Φ) = R(cl bco Φ), (3.5)

Ea(Φ) = inf
c∈K

R(cl bco(Φ− c)). (3.6)

Íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåíñòâå (3.6) äîñòèãàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (3.5) âûòåêàåò èç (3.3) è (1.15).
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (3.5), ïîëó÷àåì

Ea(Φ) = inf
c∈K
x∗∈X∗

E(Φ, 〈x∗, ·〉+ c) = inf
c∈K

E∗(Φ− c) = inf
c∈K

R(cl bco(Φ− c)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íèæíåé ãðàíè â (3.6) ïðèìåíÿ-
þòñÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîãî
ôàêòà â òåîðåìå 1.2. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.5. Ðàâåíñòâî

Ea(Φ) = E(Φ) (3.7)

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò
ξ ∈ X ×K, äëÿ êîòîðîãî

R(Φ) = R(cl bcoξ Φ). (3.8)

Ðàâåíñòâî
E∗(Φ) = E(Φ) (3.9)

èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

R(Φ) = R(cl bco Φ). (3.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ (3.9) è (3.10)
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (1.2) è (3.5). Äîêàæåì ýêâèâàëåíò-
íîñòü óñëîâèé (3.7) è (3.8). Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.7). Òîãäà
èç (1.2), òåîðåìû 3.4 è ðàâåíñòâà (1.5) èìååì

R(Φ) = E(Φ) = Ea(Φ) = inf
c∈K

R(cl bco(Φ− c))

= R(cl bco(Φ− c)) = R(cl bco(0,c) Φ).
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Ïóñòü èìååò ìåñòî (3.8). Òîãäà èç (1.2), (1.5), (3.5) è (1.11) ïîëó÷à-
åì

E(Φ) = R(Φ) = R(cl bcoξ Φ) = R(cl bco Φξ) = E∗(Φξ) ≥ Ea(Φ)

≥ E(Φ).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èç (1.5) è (1.15) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

R(bcoξ Φ) = R(bco Φξ) = sup
α∈bco Φξ(0)

|α| = sup
α∈bco Φξ(y)

|α− c|. (3.11)

Â ñèëó ýòèõ ðàâåíñòâ èç òåîðåìû 3.5 âûòåêàåò ðÿä ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè Φ � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå îòíîñè-
òåëüíî ξ = (y, c) ∈ X × K ì. î., òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà
(3.7) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
α∈Φ(y)

|α− c| = sup
α∈cl Φ(y)

|α− c|.

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè Φ � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ì. î., òî
äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (3.9) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

sup
α∈Φ(0)

|α| = sup
α∈cl Φ(0)

|α|.

Ñëåäñòâèå 3.2 è òåîðåìà 3.3 äëÿ âûïóêëîãî óðàâíîâåøåííîãî
ì. î. Φ äîêàçûâàëèñü â ðàáîòå [3] äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ ñïî-
ìîùüþ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Õîòÿ ïåðåõîä ê
êîìïëåêñíîìó ñëó÷àþ îò ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàííûõ äëÿ âåùåñòâåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, ÷àñòî íå òðåáóåò áîëüøîãî òðóäà, ìåòîäû, èñ-
ïîëüçîâàííûå çäåñü, ïîçâîëèëè íå ðàçäåëÿòü ýòè ñëó÷àè. Â òî æå
âðåìÿ ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â êîíöå �1, ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåæäó âå-
ùåñòâåííûì è êîìïëåêñíûì ñëó÷àÿìè ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííûå
ðàçëè÷èÿ.

�4. Âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ è àôôèííûõ

ôóíêöèîíàëîâ ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè

Îáùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìà-
öèè ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äàíû
ìíîæåñòâà W , Y , ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Z, ρ), îòîáðàæåíèå
f : W → Z è ì. î. F : W → Y . Ïóñòü ϕ : Y → Z � íåêîòîðîå
îòîáðàæåíèå (ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ). Òîãäà ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî
ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

e(f, F, ϕ) := sup
(x,y)∈grF

ρ(f(x), ϕ(y)).

Âåëè÷èíó
e(f, F ) := inf

ϕ : Y→Z
e(f, F, ϕ) (4.1)
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áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à
âñÿêèé ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.1), íà-
çîâåì îïòèìàëüíûì.

Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá
ýëåìåíòàõ W çàäàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòî÷íî. Åñëè F � îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íûì
äàííûì. ×àñòî â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþò îòîáðà-
æåíèÿ âèäà F (x) = Ix+U , ãäå I : W → Y � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð,
åñëè Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî â êà÷åñòâå U ðàññìàò-
ðèâàþò øàð ðàäèóñà δ > 0 U := {y ∈ Y : ‖y‖ ≤ δ}. Ïðè ýòîì
ãîâîðÿò, ÷òî èíôîðìàöèÿ çàäàåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Çàäà÷ó (4.1) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãîçíà÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîçíà÷íûì (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
ìåòîäà ϕ : Y → Z èìååì

e(f, F, ϕ) = sup
(y,x)∈grF−1

ρ(f(x), ϕ(y))

= sup
(y,z)∈gr f◦F−1

ρ(z, ϕ(y)) = E(f ◦ F−1, ϕ). (4.2)

Òàêèì îáðàçîì,

e(f, F ) = E(f ◦ F−1). (4.3)

Ñ çàäà÷åé (4.1) ñâÿæåì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

r(f, F ) := sup
y∈F (W )

inf
c∈Z

sup
x∈F−1(y)

ρ(f(x), c),

íàçûâàåìóþ ðàäèóñîì èíôîðìàöèè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

r(f, F ) = R(f ◦ F−1).

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ è ëåììû 1.1 ïîëó÷àåì

Ëåììà 4.1.

e(f, F ) = r(f, F ). (4.4)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà W ⊂ X, X
è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K, à Z = K (K = R èëè
C).

Ëåììà 4.2. Ïóñòü W ⊂ Y , Φ: W → X � ì. î., f ∈ Aff(X),
ξ = (y0, x0) ∈ Y ×X, ξ′ = (x0, y0) ∈ X×Y è ζ = (y0, f(x0)) ∈ Y ×K.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

co f ◦ Φ = f ◦ co Φ, co Φ−1 = (co Φ)−1, (4.5)

(bcoξ Φ)−1 = bcoξ′ Φ
−1, (4.6)

bcoζ(f ◦ Φ) = f ◦ bcoξ Φ. (4.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (4.7). Ïóñòü

(y, α) ∈ gr bcoζ(f ◦ Φ) = (y0, f(x0)) + bco (gr f ◦ Φ− (y0, f(x0))) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò (yj, xj) ∈ gr Φ è λj ∈ K,
n∑
j=1

|λj| = 1,

äëÿ êîòîðûõ

(y, α) = (y0, f(x0)) +
n∑
j=1

λj [(yj, f(xj))− (y0, f(x0))]

=

(
y0 +

n∑
j=1

λj(yj − y0), f

(
x0 +

n∑
j=1

λj(xj − x0)

))
∈ gr(f ◦ bcoξ Φ).

(4.8)

Ïóñòü òåïåðü (y, α) ∈ gr(f ◦ bcoξ Φ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (y, α) =
(y, f(x)), ãäå

(y, x) ∈ gr bcoξ Φ = (y0, x0) + bco (gr Φ− (y0, x0)) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò (yj, xj) ∈ gr Φ è λj ∈ K,
n∑
j=1

|λj| = 1,

äëÿ êîòîðûõ

(y, x) = (y0, x0) +
n∑
j=1

λj [(yj, xj)− (y0, x0)] .

Òîãäà

(y, α) = (y, f(x)) =

(
y0 +

n∑
j=1

λj(yj − y0), f

(
x0 +

n∑
j=1

λj(xj − x0)

)
.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì èç (4.8), ïîëó÷àåì, ÷òî (y, α) ∈ gr bcoζ(f ◦Φ).
Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî

gr bcoζ(f ◦ Φ) = gr(f ◦ bcoξ Φ),

à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâåíñòâî (4.7). Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà ëåììû
äîêàçûâàþòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïîëîæèâ â ëåììå 4.2 (y0, x0) = 0, ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 4.1.

(bco Φ)−1 = bco Φ−1,

bco(x′ ◦ Φ) = x′ ◦ bco Φ, x′ ∈ X ′.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè f ∈ Aff(X), òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ a ∈
Aff(Y ) òàêîãî, ÷òî

e(f, F, a) = e(f, F ), (4.9)
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà z ∈ X×Y ,
äëÿ êîòîðîé

r(f, F ) = r(f, bcoz F ). (4.10)
Ïðè K = R óñëîâèå (4.9) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

r(f, F ) = r(f, coF ). (4.11)

Åñëè f ∈ X ′, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ y′ ∈ Y ′ òàêîãî, ÷òî
e(f, F, y′) = e(f, F ), (4.12)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

r(f, F ) = r(f, bcoF ). (4.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(·) = 〈x′, ·〉 + b, x′ ∈ X ′, b ∈ K. Â
ñèëó (4.3), (4.4) è òåîðåìû 1.4 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè
óñëîâèé (4.9) è (4.10) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ξ ∈
Y ×K, äëÿ êîòîðîãî

R(bcoξ(f ◦ F−1)) = R(f ◦ F−1),

ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ z ∈ X × Y , äëÿ êîòîðîãî
R(f ◦ (bcoz F )−1) = R(f ◦ F−1).

Åñëè x′ = 0, òî ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü î÷åâèäíà, à ïðè x′ 6= 0 îíà
ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (4.6) è (4.7). Àíàëîãè÷íî äîêàçàííîìó ýêâè-
âàëåíòíîñòü óñëîâèé (4.9) è (4.11) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (4.5), à
óñëîâèé (4.12) è (4.13) � èç ñëåäñòâèÿ 4.1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ì. î. F èìååò âèä

F (x) = Ix+ U, (4.14)

ãäå I : W → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à U ⊂ Y � íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

e(f, I,W,U, ϕ) := e(f, F, ϕ), e(f, I,W,U) := e(f, F ).

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè X, Y � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà, f ∈ Aff(X), à W è U � âûïóêëûå ìíîæåñòâà, òî
ñóùåñòâóåò àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü x′ ∈ X ′, à W è U � âûïóêëûå óðàâíîâå-
øåííûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(x′, I,W,U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|

= inf
y′∈Y ′

(
sup
x∈W
|〈x′ − I∗y′, x〉|+ sup

y∈U
|〈y′, y〉|

)
, (4.15)

ãäå I∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê I. Êðîìå òîãî, y′ ∈ Y ′ �
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íà íåì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.15).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.1, ò.ê. ïðè ñäåëàí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ì. î. F , îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (4.14), ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëûì óðàâíîâåøåííûì ì. î. Èìååì

e(x′, I,W,U) = R(x′ ◦ F−1) = sup
α∈x′◦F−1(0)

|α|

= sup
x∈F−1(0)

|〈x′, x〉| = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

e(x′, I,W,U) = inf
y′∈Y ′

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉 − 〈y′, Ix+ y〉|

= inf
y′∈Y ′

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′ − I∗y′, x〉 − 〈y′y〉|

= inf
y′∈Y ′

(
sup
x∈W
|〈x′ − I∗y′, x〉|+ sup

y∈U
|〈y′, y〉|

)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî â ñèëó óðàâíîâåøåííîñòè ìíîæåñòâ
W è U . Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò òàêæå ñîâïàäåíèå ìíî-
æåñòâà ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ñ ìíîæåñòâîì, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.15). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ýëåìåíò x0 ∈ W òàêîé, ÷òî Ix0 ∈ U è

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| = |〈x′, x0〉|,

áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì. Åñëè W è U � óðàâíîâåøåííûå
ìíîæåñòâà, òî ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ λ|, |λ| = 1. Íîðìèðóåì ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò â ýòîì
ñëó÷àå òàê, ÷òîáû

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| = 〈x′, x0〉.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü W è U � âûïóêëûå óðàâíîâåøåííûå ìíî-
æåñòâà. Òîãäà x0 ∈ W � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à y′0 ∈ Y ′ �
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

1) sup
x∈W
|〈x′ − I∗y′0, x〉| = 〈x′ − I∗y′0, x0〉,

2) sup
y∈U
|〈y′0, y〉| = 〈y′0, Ix0〉,

3) Ix0 ∈ U,

(4.16)

ãäå I∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê I.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, à y′0 ∈
Y ′ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ (4.15), èìååì

〈x′, x0〉 = 〈x′ − I∗y′0, x0〉+ 〈I∗y′0, x0〉 ≤ |〈x′ − I∗y′0, x0〉|+ |〈y′0, Ix0〉|
≤ sup

x∈W
|〈x′ − I∗y′0, x〉|+ sup

y∈U
|〈y′0, y〉| = sup

x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|. (4.17)

Â ñèëó ýêñòðåìàëüíîñòè x0 â ñîîòíîøåíèÿõ (4.17) èìåþò ìåñòî ðà-
âåíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (4.16).

Åñëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (4.16), òî èç òåõ æå ñîîòíîøåíèé
(4.15) ïîëó÷àåì

sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉| ≤ sup
x∈W
|〈x′ − I∗y′0, x〉|+ sup

y∈U
|〈y′0, y〉|

= 〈x′ − I∗y′0, x0〉+ 〈I∗y′0, x0〉 = 〈x′, x0〉. (4.18)

Îòñþäà ñëåäóåò ýêñòðåìàëüíîñòü ýëåìåíòà x0, à ñëåäîâàòåëüíî, â
ñîîòíîøåíèÿõ (4.18) âñþäó ðàâåíñòâà, è íà y′0 äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â (4.15). Èç òåîðåìû 4.2 âûòåêàåò, ÷òî y′0 òîãäà ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïåðåéäåì ê òîïîëîãè÷åñêîìó ñëó÷àþ.
Ïîëîæèì

e∗(f, F ) := inf
y∗∈Y ∗

e((f, F, y∗).

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà z0 = (x0, y0) ∈ X×Y ,
äëÿ êîòîðîé

int bcoz0 F (x0) 6= ∅
èëè e∗(f, F ) < ∞ è ri coF (W ) 6= ∅. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàë íåïðåðûâíûé àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ôóíêöèîíàëà f ∈ Aff(X) ïî èíôîðìàöèè F , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà z ∈ X ×K, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4.10), èëè ïðè K = R, ÷òîáû âûïîëíÿ-
ëîñü ðàâåíñòâî (4.11). Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ëèíåé-
íîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà f ∈ X ′

ïî èíôîðìàöèè F íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ðàâåíñòâî (4.13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.1.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè e(f, F ) = ∞, òî óòâåðæäåíèå î÷å-
âèäíî, ò.ê. ëþáîé ìåòîä � îïòèìàëüíûé. Ïóñòü e(f, F ) <∞. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî (4.10). Òîãäà ïî òåîðåìå 4.1 ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíûé àôôèííûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ a ∈ Aff(Y ), äëÿ êî-
òîðîãî

e(f, F ) = e(f, F, a) = E(f ◦ F−1, a) <∞.
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Åñëè int bcoz0 F (x0) 6= ∅, òî äëÿ ζ = (y0, c0), ãäå c0 = f(x0), è ξ =
(y0, x0) èìååì, ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.2,(

bcoζ f ◦ F−1
)−1

(c0) =
(
f ◦ bcoξ F

−1
)−1

(c0) ⊃ (bcoz0 F ) (x0).

Ïîýòîìó (
bcoζ f ◦ F−1

)−1
(c0) 6= ∅,

à ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3.2 a ∈ Aff∗(Y ). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâà-
þòñÿ îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ì. î. F çàäàåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì (4.14). Ïîëîæèì äëÿ òàêîãî F

e∗(f, I,W,U) := e∗(f, F ).

Ñëåäñòâèå 4.3. Åñëè X, Y � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà, f ∈ Aff(X), W , U � âûïóêëûå ìíîæåñòâà è âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ

intU 6= ∅ (4.19)

èëè

e(f, I,W,U) <∞, ri(IW + U) 6= ∅, (4.20)

òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé àôôèííûé îïòèìàëüíûé ìåòîä âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ.

Èç òåîðåì 4.4 è 4.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü x′ ∈ X ′, W , U � âûïóêëûå óðàâíîâå-
øåííûå ìíîæåñòâà è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (4.19) èëè (4.20)
äëÿ f = x′. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïòèìàëü-
íûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(x′, I,W,U) = sup
x∈W
Ix∈U

|〈x′, x〉|

= inf
y∗∈Y ∗

(
sup
x∈W
|〈x′ − I∗y∗, x〉|+ sup

y∈U
|〈y∗, y〉|

)
. (4.21)

Êðîìå òîãî, y∗ ∈ Y ∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â
(4.21).

Òåîðåìà 4.3 ïåðåíîñèòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé áåç èçìåíå-
íèé.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó÷àé â çàäà÷àõ îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íîé èíôîðìàöèè, êîãäà Y �
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è U = Uδ := {y ∈ Y : ‖y‖ ≤ δ}, δ ≥ 0.
Ïîëîæèì

e(x′, I,W, δ) := e(x′, I,W,Uδ), e∗(x′, I,W, δ) := e∗(x′, I,W,Uδ).
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Ñëåäñòâèå 4.5. Ïóñòü x′ ∈ X ′,W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå
ìíîæåñòâî, U = Uδ è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé

1) δ > 0,

2) δ = 0, e(x′, I,W, 0) <∞, ri IW 6= ∅.
Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(x′, I,W, δ) = sup
x∈W
‖Ix‖≤δ

|〈x′, x〉|

= inf
y∗∈Y ∗

(
sup
x∈W
|〈x′ − I∗y∗, x〉|+ δ‖y∗‖

)
. (4.22)

Êðîìå òîãî, y∗ ∈ Y ∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â
(4.22).

Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü x′ ∈ X ′,W � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå
ìíîæåñòâî, U = Uδ, δ ≥ 0. Òîãäà x0 ∈ W � ýêñòðåìàëüíûé
ýëåìåíò, à y∗0 ∈ Y ∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

1) sup
x∈W
|〈x′ − I∗y∗0, x〉| = 〈x′ − I∗y∗0, x0〉,

2) 〈y∗0, Ix0〉 = δ‖y∗0‖,
3) ‖Ix0‖ ≤ δ.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 4.5 áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [108] (ñì.
òàêæå [126]). Òåîðåìà 4.2 äëÿ U = {0} äîêàçàíà â [38]. Ñëåä-
ñòâèå 4.2 äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Y áûëî äîêàçàíî â
[129]. Ðÿä óòâåðæäåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ñëåäñòâèè 4.6 áûë ïî-
ëó÷åí â ðàáîòå [108]. Îäíàêî, óæå â ðàáîòå Ñ.ß. Õàâèíñîíà [74]
â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàñ-
ñàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîÿâèëîñü âòîðîå èç ðàâåíñòâ (4.15)
è êðèòåðèé (4.16) äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ñëó÷àÿ (ïðè áîëåå îãðàíè-
÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ), õîòÿ â ÿâíîì âèäå çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì
âîññòàíîâëåíèè íå îáñóæäàëàñü.

Óêàæåì åùå íà ñâÿçü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ ñ çàäà÷åé, ïîñòàâëåííîé Ñ.Á. Ñòå÷êèíûì
[63], î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèîíàëà x′ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííûõ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïîëîæèì

eN(x′, I,W ) := inf
y∗∈Y ∗
‖y∗‖≤N

sup
x∈W
|〈x′, x〉 − 〈y∗, Ix〉|.

Èç (4.22) âûòåêàåò, ÷òî

e(x′, I,W, δ) = inf
N>0

(eN(x′, I,W ) + δN) .
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Ñïðàâåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî

eN(x′, I,W ) = sup
δ>0

(e(x′, I,W, δ)−Nδ) ,

äîêàçàííîå Â.Í. Ãàáóøèíûì [10] è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè
Â.Â. Àðåñòîâûì [3].

Çàäà÷à Ñ.Á. Ñòå÷êèíà òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé À.Í. Êîëìîãî-
ðîâà î íåðàâåíñòâàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðóþ ìîæíî òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó î âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, êî-
ãäà ñàìà ôóíêöèÿ çàäàíà ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ (ïîäðîáíåå ñì.
[66]�[68], [105]). Ìû ðàññìîòðèì ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ îãðàíè÷åí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â �5 ãë. III.

�5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(S,Σ, µ)

Ïóñòü S � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà
íà Σ. ×åðåç Lp(S,Σ, µ) (èëè, êîðî÷å, Lp(S)) îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â K = R èëè C,
äëÿ êîòîðûõ

‖x‖p :=

(∫
S

|x(s)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := vraisup
s∈S

|x(s)| <∞, p =∞.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà S = {1, 2, . . .} è µ({j}) = µj > 0, ïðîñòðàí-
ñòâî Lp(S) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì lp(µ), ïðåäñòàâëÿþùèì èç
ñåáÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . .) òàêèõ, ÷òî

‖x‖p :=

( ∞∑
j=1

µj|xj|p
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := sup
j
|xj| <∞, p =∞.

Åñëè S = {1, 2, . . . , n} è µ({j}) = µj > 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðî-
ñòðàíñòâî Lp(S) îáîçíà÷èì ÷åðåç lnp (µ). Åñëè µj ≡ 1, áóäåì ïèñàòü
lp è lnp .

Ïðè 1 < p < ∞ ÷åðåç p′ îáîçíà÷èì ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
ðàâåíñòâó 1/p + 1/p′ = 1. Äëÿ p = 1,∞ ïîëàãàåì p′ = ∞, 1, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîëîæèì

(x, y)S :=

∫
S

x(s)y(s) dµ.

è äëÿ a ∈ K, 1 ≤ p <∞

a(p) :=

{
a|a|p−2, a 6= 0,

0, a = 0.
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Åñëè X � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç BX
îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé øàð â íåì: BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.

Ïóñòü f ∈ Lp′(S), f 6= 0. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (x, f)S íà ìíîæåñòâå BLp(S) ïî çíà÷åíèÿì
ì. î. F (x) := Ix+ δBY , ãäå I : Lp(S)→ Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, Y
� ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à δ ≥ 0. Èíûìè ñëîâàìè,
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû

e(f, I, BLp(S), δ) = inf
T : Y→K

sup
x∈BLp(S)

sup
y∈Y

‖Ix−y‖≤δ

|(x, f)S − Ty| (5.1)

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ (ìåòîäà, íà êîòîðîì äîñòè-
ãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (5.1)).

Èç ñëåäñòâèÿ 4.6 ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè 1 ≤ p ≤ ∞, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû
x0 ∈ BLp(S) ÿâëÿëñÿ ýêñòðåìàëüíûì ýëåìåíòîì, à y∗0 ∈ Y ∗ �
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, äîñòàòî÷íî, à åñëè 1 ≤
p < ∞, I � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî è íåîáõîäèìî,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

1) I∗y∗0 ∈ Lp′(S),

2) ‖f − I∗y∗0‖p′ = (x0, f − I∗y∗0)S,

3) 〈y∗0, Ix0〉 = δ‖y∗0‖,
4) ‖Ix0‖ ≤ δ.

Åñëè p = ∞, x0 � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò, y∗0 � îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è I∗y∗0 ∈ L1(S), òî èìåþò ìåñòî ðàâåí-
ñòâà 2) è 3).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîãðåøíîñòè δ îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ íå èñïîëüçóåò èíôîðìàöèè î çíà-
÷åíèÿõ ì. î. F . Ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì î áåñïîëåçíîñòè ñëèøêîì çàøóìëåííîé èíôîðìàöèè. Òî÷-
íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà òàêèõ ïîãðåøíîñòåé íàõîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
óòâåðæäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïðè 1 < p ≤ ∞, äëÿ òîãî ÷òîáû y∗0 = 0
ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, äîñòàòî÷íî, à
åñëè 1 < p < ∞ è I � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî è
íåîáõîäèìî, ÷òîáû

δ ≥ δ1 :=
‖If(p′)‖
‖f‖p′−1

p′

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 < p ≤ ∞ è δ ≥ δ1. Òîãäà y∗0 = 0 è

x0 :=
f(p′)

‖f‖p′−1
p′

∈ BLp(S)
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óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1)�4) ïðåäëîæåíèÿ 5.1, è, ñëåäîâàòåëüíî,
y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü 1 < p < ∞ è I � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð.
Òîãäà â ñèëó ñëàáîé êîìïàêòíîñòè øàðà BLp(S) ñóùåñòâóåò ýêñ-
òðåìàëüíûé ýëåìåíò x0 ∈ BLp(S). Åñëè y∗0 = 0 � îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, òî èç óñëîâèÿ 2) ïðåäëîæåíèÿ 5.1 èìååì

(x0, f)S = ‖f‖p′ .
Îòñþäà

x0 =
f(p′)

‖f‖p′−1
p′

.

Ñëåäîâàòåëüíî, δ ≥ ‖Ix0‖ = δ1. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïóñòü I : Lp(S) → Lq(Ω) � îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð, 1 < q < ∞ è f = I∗y∗, ãäå y∗ ∈ Lq′(Ω). Òîãäà
ïðè 1 ≤ p < ∞, äëÿ òîãî ÷òîáû y∗ ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòî-
äîì âîññòàíîâëåíèÿ, äîñòàòî÷íî, à ïðè 1 < p <∞ è íåîáõîäèìî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

0 ≤ δ ≤ δ0 := ‖y∗‖q
′−1
q′ inf

z∈Lq′ (Ω)

(y∗
(q′),z)Ω 6=0

‖I∗z‖p′
|(y∗(q′), z)Ω|

. (5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 < p < ∞ è y∗ � îï-
òèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà äëÿ ýêñòðåìàëüíîãî ýëå-
ìåíòà x0 ∈ BLp(S) èìååì

〈y∗, Ix0〉 = (Ix0, y
∗)Ω = δ‖y∗‖q′ . (5.3)

Åñëè δ = 0, òî óñëîâèå (5.2) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî. Ïðè
δ > 0 ïîñêîëüêó ‖Ix0‖ ≤ δ èç (5.3) ñëåäóåò, ÷òî

Ix0 = δ
y∗(q′)

‖y∗‖q′−1
q′

.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî z ∈ Lq′(Ω) èìååì

|(y∗(q′), z)Ω| = |(Ix0, z)Ω|
‖y∗‖q

′−1
q′

δ

= |(x0, I
∗z)S|

‖y∗‖q
′−1
q′

δ
≤
‖I∗z‖p′‖y∗‖q

′−1
q′

δ
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè |(y∗(q′), z)Ω| 6= 0, òî

δ ≤ δ0 := ‖y∗‖q
′−1
q′ inf

z∈Lq′ (Ω)

(y∗
(q′),z)Ω 6=0

‖I∗z‖p′
|(y∗(q′), z)Ω|

.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè z ∈ Lq′(Ω) óñëîâèå (5.3) äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü 1 ≤ p < ∞ è 0 ≤ δ ≤ δ0. Åñëè δ = 0, òî äëÿ

y∗0 = y∗ è x0 = 0 óñëîâèÿ 1)�4) ïðåäëîæåíèÿ 5.1 âûïîëíåíû è,
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ñëåäîâàòåëüíî, y∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü
0 < δ ≤ δ0 è z ∈ Lq′(Ω). Èìååì

‖y∗‖q
′

q′ = (y∗(q′), z)Ω + (y∗(q′), y
∗ − z)Ω ≤ |(y∗(q′), z)Ω|+ ‖y∗‖q

′−1
q′ ‖y

∗ − z‖q′ .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < δ ≤ δ0, ïîëó÷àåì

‖y∗‖q
′

q′ ≤ ‖y
∗‖q

′−1
q′
‖I∗z‖p′

δ
+ ‖y∗‖q

′−1
q′ ‖y

∗ − z‖q′ .

Òåì ñàìûì
δ‖y∗‖q′ ≤ ‖I∗z‖p′ + δ‖y∗ − z‖q′ .

Ïîëîæèâ z = y∗ − u, ãäå u � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Lq′(Ω),
áóäåì èìåòü

δ‖y∗‖q′ ≤ ‖f − I∗u‖p′ + δ‖u‖q′ .
Òàêèì îáðàçîì,

inf
u∈Lq′ (Ω)

(‖f − I∗u‖p′ + δ‖u‖q′) = δ‖y∗‖q′ ,

è íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ äëÿ u = y∗. Èç ñëåäñòâèÿ 4.5 âûòå-
êàåò, ÷òî y∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü I : Lp(S)→ Lq(Ω) � îãðàíè÷åííûé ëèíåé-
íûé îïåðàòîð. Òîãäà

1) äëÿ 1 < p ≤ ∞ è 1 ≤ q ≤ ∞ ïðè δ ≥ δ1 y∗0 = 0 �
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

2) äëÿ 1 ≤ p <∞, 1 < q <∞ è f = I∗y∗, y∗ ∈ Lq′(Ω) ïðè 0 ≤
δ ≤ δ0 y∗0 = y∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

3) äëÿ 1 < p, q < ∞ ïðè f ∈ I∗Lq′(Ω) è δ0 < δ < δ1 èëè ïðè
f /∈ I∗Lq′(Ω) è 0 ≤ δ < δ1, äëÿ òîãî ÷òîáû y∗0 ∈ Lq′(Ω)
ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

I(f − I∗y∗0)(p′)

‖f − I∗y∗0‖
p′−1
p′

= δ
(y∗0)(q′)

‖y∗0‖
q′−1
q′

, (5.4)

4) åñëè 1 < p, q ≤ ∞ è, êðîìå òîãî, I∗y∗0 ∈ L1(S) ïðè
p = ∞, òî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (5.4) äîñòàòî÷íî, äëÿ
òîãî ÷òîáû y∗0 ∈ Lq′(Ω) ÿâëÿëñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì
âîññòàíîâëåíèÿ,

5) åñëè 1 ≤ p, q ≤ ∞, y∗0 ∈ Lq′(Ω) � îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ è, êðîìå òîãî, I∗y∗0 ∈ L1(S) ïðè p = ∞,
òî

e(f, I, BLp(S), δ) = ‖f − I∗y∗0‖p′ + ‖y∗0‖q′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) âûòåêàþò èç ïðåäëî-
æåíèé 5.2 è 5.3. Ïóñòü y∗0 ∈ Lq′(Ω) � îïòèìàëüíûé ìåòîä è âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ èç 3). Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 5.3 ñëåäóåò, ÷òî
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f − I∗y∗0 6= 0, à èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ýêñ-
òðåìàëüíîãî ýëåìåíòà

x0 =
(f − I∗y∗0)(p′)

‖f − I∗y∗0‖
p′−1
p′

. (5.5)

Åñëè δ = 0, òî ðàâåíñòâî (5.4) âûòåêàåò èç 4) ïðåäëîæåíèÿ 5.1.
Åñëè æå δ > 0, òî èç ðàâåíñòâà 3) òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ, ó÷èòûâàÿ,
÷òî y∗0 6= 0 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.2, ïîëó÷àåì

Ix0 = δ
(y∗0)(q′)

‖y∗0‖
q′−1
q′

,

÷òî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (5.4).
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 4). Òîãäà, îïðå-

äåëèâ x0 ðàâåíñòâîì (5.5), ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óñëî-
âèé 1)�4) ïðåäëîæåíèÿ 5.1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y∗0 � îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Óòâåðæäåíèå 5) âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.2.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñó-
ùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîå åìó ïðîñòðàíñòâî L2(S,Σ, µ)
(ñì. [24, ñòð. 129]), òåîðåìà 5.1 ñïðàâåäëèâà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
îäíî èëè îáà èç ïðîñòðàíñòâ Lp(S) è Lq(Ω) ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâû-
ìè. Ñëó÷àé, êîãäà îáà ïðîñòðàíñòâà ãèëüáåðòîâû ðàññìàòðèâàëñÿ
â ðàáîòå [108], à çàòåì â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè (äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ) â ðàáîòå [105].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñëó÷àè òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.4).

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü X, Y � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà,
I : X → Y � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð è II∗If = If . Ïî-
ëîæèì

δ1 :=
‖If‖Y
‖f‖X

.

Òîãäà

y∗0 =


(

1− δ

δ1

√
1− δ2

1

1− δ2

)
If, 0 ≤ δ < δ1,

0, δ > δ1,

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) =

{
‖f‖X

(√
1− δ2

√
1− δ2

1 + δδ1

)
, 0 ≤ δ < δ1,

‖f‖X , δ ≥ δ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé δ ≥ δ1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
èç ï.ï. 1), 5) òåîðåìû 5.1. Â ñèëó ðàâåíñòâà II∗If = If èìååì

0 ≤ ‖f − I∗If‖2
X = ‖f‖2

X − ‖If‖2
Y .
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Ïîýòîìó δ1 ≤ 1, ïðè÷åì δ1 = 1 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
f = I∗If . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ≤ δ < δ1 < 1. Òîãäà ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî äëÿ y∗0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (5.4), à ñëåäîâàòåëüíî, y

∗
0 �

îïòèìàëüíûé ìåòîä.
Åñëè 0 ≤ δ < δ1 = 1, òî f = I∗If . Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

δ0 = 1, ãäå δ0 îïðåäåëåíî â (5.2). Äëÿ ëþáîãî z ∈ Y èìååì

|(If, z)Y | = |(II∗If, z)Y | = |(I∗If, I∗z)X | ≤ ‖I∗If‖X‖I∗z‖X
= ‖If‖Y ‖I∗z‖X .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ z ∈ Y òàêèõ, ÷òî (If, z)Y 6= 0

‖If‖Y
‖I∗z‖X
|(If, z)Y |

≥ 1.

Òàê êàê äëÿ z = If ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî,
èìååì

δ0 = ‖If‖Y inf
z∈Y

(If,z)Y 6=0

‖I∗z‖X
|(If, z)Y |

= 1.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç 2) è 5) òåîðåìû 5.1.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ïóñòü E � íåêîòîðîå íåïóñòîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæå-
ñòâà S. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå Lq(Ω) ïðîñòðàíñòâî Lq(E). Íîðìû
â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(S) è Lp(E) áóäåì îáîçíà÷àòü ‖ · ‖p,S è ‖ · ‖p,E,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì Ix = x|E , ãäå x|E � ñëåä ôóíêöèè x íà
ìíîæåñòâå E. Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëå-
íèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (x, f)S, f 6= 0, f ∈ Lp′(S), íà ôóíêöèÿõ
x ∈ BLp(S) ïî èõ ñëåäó íà ìíîæåñòâå E, çàäàííîìó ñ îøèáêîé. Âå-
ëè÷èíó (5.1) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
ep(f, S, E, δ).

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞. Ïîëîæèì

α :=
‖f‖p′,E
‖f‖p′,S

, δ1 :=


αp
′−1, 1 < p ≤ ∞,

1, α = 1, p = 1,

0, α < 1, p = 1.

Òîãäà

1) åñëè δ ≥ δ1, òî y
∗
0 = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ, à ep(f, S, E, δ) = ‖f‖p′,S,
2) åñëè 0 ≤ δ < δ1, òî

y∗0 =


(

1− δp

(1− δp)(p−1)/p

‖f‖p′,S\E
‖f‖p′,E

)
f|E , 1 ≤ p <∞,

f|E , p =∞,
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à

ep(f, S, E, δ) =

{
(1− δp)1/p‖f‖p′,S\E + δ‖f‖p′,E, 1 ≤ p <∞,
‖f‖p′,S\E + δ‖f‖p′,E, p =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè z ∈ Lp′(E), òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

I∗z = z0 :=

{
z(s), s ∈ E,
0, s /∈ E.

Èç òåîðåìû 4.2 âûòåêàåò, ÷òî åñëè y∗0 ∈ Lp′(E) � îïòèìàëüíûé
ìåòîä, òî

ep(f, S, E, δ) = ‖f − (y∗0)0‖p′,S + δ‖f‖p′,E. (5.6)

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ 1 < p < ∞ è f = f 0, à òàêæå
äëÿ 1 < p < ∞, f 6= f 0 è δ ≥ δ1 ñëåäóþò èç 1), 2) òåîðåìû 5.1 è
ðàâåíñòâà (5.6).

Ïóñòü 1 < p < ∞, f 6= f 0 è 0 ≤ δ < δ1. Òîãäà îïòèìàëüíûé ìå-
òîä y∗0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (5.4), êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå (

f|E − y∗0
)

(p′)
= λδ(y∗0)p′ , (5.7)

ãäå

λp =
‖f − y∗0‖

p′

p′,S

‖y∗0‖
p′

p′,E

. (5.8)

Èç óðàâíåíèÿ (5.7) ïîëó÷àåì

y∗0 =
f|E

1 + (λδ)p−1
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ y∗0 â (5.8), ïîëó÷àåì äëÿ λ óðàâ-
íåíèå

λp = (λδ)p +
(
1 + (λδ)p−1

)p′ (‖f‖p′,S\E
‖f‖p′,E

)p′
.

Îòñþäà
1

1 + (λδ)p−1
= 1− δp

(1− δp)(p−1)/p

‖f‖p′,S\E
‖f‖p′,E

.

Âûðàæåíèå äëÿ ep(f, S, E, δ) íàõîäèì èç (5.6).
Îñòàëîñü ðàññìàòðåòü ñëó÷àè, êîãäà p = 1,∞. Ïóñòü p = ∞ è

0 ≤ δ < 1. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè y∗0 = f|E è

x0(s) =

{
δ(f(s))(1), s ∈ E,
(f(s))(1), s /∈ E,

âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�4) ïðåäëîæåíèÿ 5.1, à ñëåäîâàòåëüíî, y∗0 �
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðè δ ≥ 1 íàäî ðàññìîòðåòü
y∗0 = f|E è x0 = f(1). Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ â òîì è äðóãîì
ñëó÷àå íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâa (5.6).
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Ïóñòü òåïåðü p = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâåííûõ âåðõíèõ
ãðàíåé äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ìíîæåñòâà A ⊂ E
è B ⊂ S \ E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, äëÿ êîòîðûõ

|f(s)| > ‖f‖∞,E − ε, s ∈ A,
|f(s)| > ‖f‖∞,S\E − ε, s ∈ B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = 1 (ò.å. ‖f‖∞,E = ‖f‖∞,S) è 0 ≤ δ < 1.
Ïîëîæèì

xε(s) =


0, s /∈ A ∪B,
δ

µ(A)
(f(s))(1), s ∈ A,

1− δ
µ(B)

(f(s))(1), s ∈ B,

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ‖xε‖1,S = 1, ‖xε‖1,E = δ. Ñëåäîâàòåëüíî,

e1(f, S, E, δ) = sup
x∈BL1(S)
‖x‖1,E≤δ

|(x, f)S| ≥ |(xε, f)S|

≥ (1− δ)‖f‖∞,S\E + δ‖f‖∞,E − ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 èìååì

e1(f, S, E, δ) ≥ (1− δ)‖f‖∞,S\E + δ‖f‖∞,E.

Ïîëîæèâ

y∗0 =

(
1−
‖f‖∞,S\E
‖f‖∞,E

)
f|E ,

èç ðàâåíñòâà (4.22) ïîëó÷àåì

e1(f, S, E, δ) ≤ ‖f−(y∗0)0‖∞,S+δ‖y∗0‖∞,E = (1−δ)‖f‖∞,S\E+δ‖f‖∞,E.

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå. Åñëè δ ≥ 1, òî

e1(f, S, E, δ) = sup
x∈BL1(S)

|(x, f)S| ≥ ‖f‖∞,S,

à ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 4.5 ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî y∗0 = 0 � îïòè-
ìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Ïóñòü, íàêîíåö, α < 1 è δ ≥ 0. Ïîëîæèì

xε(s) =

0, s /∈ B,
1

µ(B)
(f(s))(1), s ∈ B.

Òîãäà, ïîñêîëüêó xε ∈ BL1(S) è ‖xε‖1,E = 0, òî

e1(f, S, E, δ) ≥ |(xε, f)S| ≥ ‖f‖∞,S\E − ε = ‖f‖∞,S − ε.

Òàê êàê ïîãðåøíîñòü ìåòîäà y∗0 = 0 ðàâíà ‖f‖∞,S, òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû äîêàçàíî è â ýòîì ñëó÷àå. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà Lp(S) = lp(µ), è Lp(E) = lnp (µ), ìû
ðåøèëè çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíê-

öèîíàëà
∞∑
j=1

µjxjf j, f ∈ lp′(µ), íà åäèíè÷íîì øàðå Blp(µ) ïî çíà-

÷åíèÿì âåêòîðîâ (x1, . . . , xn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà lnp (µ).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (5.1), êîãäà âìåñòî ìíîæåñòâà
BLp(S) áåðåòñÿ ìíîæåñòâî BXp, ãäå Xp � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Lp(S) (òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé äëÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ èëè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé). Â ñèëó
ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè, ïîëó÷åííûõ â �4, ýòà çàäà÷à òåñíî
ñâÿçàíà ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

sup
x∈BXp
‖Ix‖≤δ

|(x, f)S|. (5.9)

Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (5.9) (ò.å. ôóíêöèÿ x0, íà êîòî-
ðîé äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â (5.9) è íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì
(x0, f)S > 0) â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ õîðîøî èçâåñòíà (âî âñÿêîì ñëó-
÷àå åå âèä). Íàøåé öåëüþ çäåñü ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå
ñâÿçè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ñ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâ-
ëåíèÿ.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0, g0 := g/‖g‖p, ‖Ig0‖ ≤
δ, y∗0 ∈ Y ∗, 〈y∗0, Ig0〉 = δ‖y∗0‖ è ïðè âñåõ x ∈ Xp èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 =

{
α(x, g(p))S, 1 ≤ p <∞,
(x, ϕg)S, p =∞,

(5.10)

ãäå α > 0, ϕ ∈ L1(S), ϕ(s) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |g(s)| = 1
ïî÷òè âñþäó. Òîãäà y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä, g0 � ýêñòðåìàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ è

e(f,BXp, I, δ) = (g0, f)S =

{
α‖g‖p−1

p + δ‖y∗0‖, 1 ≤ p <∞,
‖ϕ‖1 + δ‖y∗0‖, p =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Òîãäà èç (5.10) è íåðà-
âåíñòâà Ãåëüäåðà èìååì

sup
x∈BXp

|(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉| = α sup
x∈BXp

|(x, g(p))S| ≤ α‖g(p)‖p′ = α‖g‖p−1
p .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

sup
x∈BXp

|(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉| ≥ α|(g0, g(p))S| = α‖g‖p−1
p .

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x∈BXp

|(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉| = (g0, f)S − 〈y∗0, Ig0〉. (5.11)
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (5.11) äëÿ p = ∞. Èç ñëåä-
ñòâèÿ 4.6 âûòåêàåò, ÷òî y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä, à g0 � ýêñòðå-
ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Âûðàæåíèå äëÿ e(f, I, BXp, δ) íàõîäèòñÿ èç òåî-
ðåìû 4.2 Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ
(5.10) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ýêñòðåìàëüíî-
ñòè ôóíêöèè g0, íî òàêæå è íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿõ.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, I � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð, f /∈ I∗Y ∗+X⊥p , g � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ïðè p = 1
|g(s)| > 0 ïî÷òè âñþäó. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû y∗0 ∈ Y ∗ ÿâëÿëñÿ
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì α > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Xp èìåëî ìåñòî
ðàâåíñòâî

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 = α(x, g(p))S. (5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü y∗0 ∈ Y ∗ � îï-
òèìàëüíûé ìåòîä. Òîãäà èç ñëåäñòâèÿ 4.6 ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî
áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

sup
x∈BXp

|(x, f − I∗y∗0)S| = (g, f − I∗y∗0)S.

Â ñèëó ëåììû 3.1 ñóùåñòâóåò x∗ ∈ X⊥p , äëÿ êîòîðîãî
sup
x∈BXp

|(x, f − I∗y∗0)S| = sup
x∈BLp

|(x, f − I∗y∗0 − x∗)S| = ‖f − I∗y∗0 − x∗‖p′ .

Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (g, x∗)S = 0, èìååì

‖f − I∗y∗0 − x∗‖p′ = (g, f − I∗y∗0 − x∗)S.
Ïîñêîëüêó g ∈ BXp ⊂ BLp, f 6= I∗y∗0 + x∗, à ïðè p=1 |g(s)| > 0
ïî÷òè âñþäó, òî

f − I∗y∗0 − x∗

‖f − I∗y∗0 − x∗‖p′
= g(p).

Ïîëîæèâ α := ‖f − I∗y∗0 − x∗‖p′ , áóäåì èìåòü ïðè âñåõ x ∈ Xp

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 = (x, f − I∗y∗0)S = (x, f − I∗y∗0 − x∗)S = α(x, g(p))S.

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì α1 > 0 è y∗ ∈ Y ∗ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

(x, f)S − 〈y∗0, Ix〉 = α1(x, g(p))S. (5.13)

Ïóñòü δ > 0. Èç ñëåäñòâèÿ 4.5 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëü-
íûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ y∗0 ∈ Y ∗. Â ñèëó äîêàçàííîãî â ï.1 ñïðà-
âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (5.12). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α 6= α1. Òîãäà èç
(5.12) è (5.13) èìååì ïðè âñåõ x ∈ Xp(

1

α
− 1

α1

)
(x, f)S −

〈
1

α
y∗0 −

1

α1

y∗, Ix

〉
= 0.
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Òàêèì îáðàçîì,

(x, f − I∗z)S = 0,

ãäå

z =
αα1

α− α1

(
1

α
y∗0 −

1

α1

y∗
)
∈ Y ∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, f − I∗z ∈ X⊥p , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
f /∈ I∗Y ∗ +X⊥p . Îòñþäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå α è α1 è ðàâåíñòâî

〈y∗0, Ix〉 = 〈y∗, Ix〉,

ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ x ∈ Xp, êîòîðîå è îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü
ìåòîäà y∗.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (5.13) è òîãî, ÷òî f /∈ I∗Y ∗ + X⊥p , g 6= 0.
Ïîýòîìó ïðè δ = 0 äëÿ ôóíêöèè g âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.3,
è, ñëåäîâàòåëüíî, y∗ � îïòèìàëüíûé ìåòîä. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà x1, . . . , xn ∈ Xp íàçûâàåòñÿ áèîðòîãî-
íàëüíîé ê f1, . . . , fn ∈ X ′p, åñëè

〈xj, fk〉 =

{
0, j 6= k,

1, j = k.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [35, ñòð. 210]), ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé ñèñòåìû f1, . . . , fn ∈ X ′p ñóùåñòâóåò áèîðòîãîíàëüíàÿ
åé ñèñòåìà x1, . . . , xn ∈ Xp.

Äëÿ f1, . . . , fn ∈ L′p(S) îïðåäåëèì îïåðàòîð I : Xp → Y ðàâåí-
ñòâîì

Ix := {(x, f1)S, . . . , (x, fn)S}; (5.14)

çäåñü Y = K (K = C èëè R) ñ êàêîé-ëèáî íîðìîé ïðè δ > 0.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, f, f1, . . . , fn � ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà â X ′p, îïåðàòîð I îïðåäåëåí ðàâåíñòâàìè
(5.14), g � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è ïðè p = 1 |g(s)| > 0 ïî-
÷òè âñþäó. Òîãäà ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåíåí è èìååò âèä

〈y∗0, y〉 =
n∑
j=1

λjyj, y = (y1, . . . , yn), (5.15)

ãäå

λj =

(
xj, f −

(g, f)S
‖g‖p

g(p)

)
S

, j = 1, . . . , n, (5.16)

à x1, . . . , xn ∈ Xp � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà, áèîðòîãîíàëüíàÿ ê
f1, . . . , fn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2. Â ñèëó êîíå÷íî-
ìåðíîñòè Y âñÿêèé òàêîé ìåòîä íåïðåðûâåí è èìååò âèä (5.15). Èç
òåîðåìû 5.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
x ∈ Xp èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(x, f)S −
n∑
j=1

λj(x, fj)S = α(x, g(p))S. (5.17)

Âñëåäñòâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè f, f1, . . . , fn êàê ýëåìåíòîâ X ′p
g 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ â (5.17) x = g, ïîëó÷àåì

(x, f)S = α‖g‖pp (5.18)

(ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè Ig = 0). Ïóñòü
x1, . . . , xn ∈ Xp � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà, áèîðòîãîíàëüíàÿ ê
f1, . . . , fn. Òîãäà

(xj, f)S − λj = α(xj, g(p))S.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (5.18), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (5.16), à ñëåäîâàòåëü-
íî, è åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ. Ñëåä-
ñòâèå äîêàçàíî. �

�6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå â ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Âîññòàíîâëåíèå ïî ïðèáëèæåííûì

çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è îïòèìàëüíîå

ñóììèðîâàíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, I : X → L∞(Ω,Σ, µ) �
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, δ(s) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìå-
ðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Ω è

Uδ := { y ∈ L∞(Ω) : |y(s) ≤ δ(s) ïî÷òè âñþäó }.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
(x, f)X , f ∈ X, f 6= 0, íà ýëåìåíòàõ x ∈ BX ïî çíà÷åíèÿì ì. î.
F (x) = Ix+ Uδ, ò.å. çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

e(f, I, BX, δ) = inf
T : L∞(Ω)→K

sup
x∈BX

sup
y∈L∞(Ω)
Ix−y∈Uδ

|(x, f)X − Ty|

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ (â îòëè-
÷èå îò ïðåäûäóùåãî, çäåñü δ � ôóíêöèÿ ïîãðåøíîñòè).

Ïîëîæèì äëÿ a ∈ R

a+ :=

{
a, a > 0,

0, a ≤ 0.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü g := If ∈ L1(Ω) è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
y ∈ L∞(Ω) II∗yg = yg. Ïîëîæèì Ω0 := {s ∈ Ω : |g(s)| > 0}. Òîãäà
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1) åñëè f = I∗g è

∫
Ω0

δ2(s) dµ ≤ 1, òî y∗0 = g � îïòèìàëüíûé

ìåòîä è

e(f, I, BX, δ) =

∫
Ω

δ(s)|g(s)| dµ.

2) åñëè f 6= I∗g èëè f = I∗g, íî

∫
Ω0

δ2(s) dµ > 1, òî ìåòîä

y0(s) = (|g(s)| − λδ(s))+ (g(s))(1) (6.1)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) = λ+

∫
Ω

δ(s) (|g(s)| − λδ(s))+ dµ,

ãäå λ ∈ (0, ‖f‖X ] � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

‖f‖2
X −

∫
Ω

(
|g(s)|2 − λ2δ2(s)

)
+
dµ− λ2 = 0. (6.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1). Òîãäà èç
(4.15) äëÿ ìåòîäà g èìååì

e(f, I, BX, δ) ≤ sup
y∈L∞(Ω)
|y(s)|≤δ(s)

∣∣∣∣∫
Ω

y(s)g(s) dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

δ(s)|g(s)| dµ. (6.3)

Ïîëîæèì (
δ(s)

|g(s)|

)
n

:=


δ(s)

|g(s)|
, δ(s) < n|g(s)|,

n, δ(s) ≥ n|g(s)|,

xn := I∗
(
δ

|g|

)
n

g.

Ïîñêîëüêó

|(Ixn)(s)| =
(
δ(s)

|g(s)|

)
n

|g(s)| ≤ δ(s),

è

‖xn‖2
X =

∫
Ω

(
δ(s)

|g(s)|

)2

n

|g(s)|2 dµ ≤
∫

Ω0

δ2(s) dµ ≤ 1,

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî f = I∗g, ïîëó÷àåì

e(f, I, BX, δ) ≥ |(xn, f)X | =
∫

Ω

(
δ(s)

|g(s)|

)
n

|g(s)|2 dµ.

Â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà

lim
n→∞

∫
Ω

(
δ(s)

|g(s)|

)
n

|g(s)|2 dµ→
∫

Ω

δ(s)|g(s)| dµ,

÷òî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (6.3) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1).
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî óðàâíå-
íèå (6.2) èìååò â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå λ ∈ (0, ‖f‖X ]. Îáîçíà÷èì
ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ â ëåâîé ÷àñòè (6.2), ÷åðåç ϕ(λ). Ýòà ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà ïðè âñåõ λ ≥ 0 è, êðîìå òîãî, ïðè f 6= I∗g

ϕ(0) = ‖f‖2
X −

∫
Ω

|g(s)|2 dµ = ‖f − I∗g‖2
X > 0.

Åñëè f = I∗g è ∫
Ω0

δ2(s) dµ > 1, (6.4)

òî, ïîëîæèâ Ωλ := {s ∈ Ω : |g(s)| > λδ(s)}, áóäåì èìåòü

ϕ(λ) =

∫
Ω

|g(s)|2 −
(
|g(s)|2 − λ2δ2(s)

)
+
dµ− λ2

=

∫
Ω\Ωλ
|g(s)|2 dµ+ λ2

(∫
Ωλ

δ2(s) dµ− 1

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (6.4) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ
ϕ(λ) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ϕ (‖f‖X) ≤ 0. Òåì ñàìûì â òîì è
â äðóãîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò λ ∈ (0, ‖f‖X ], ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (6.2).

Äëÿ òàêîãî λ ðàññìîòðèì ìåòîä y∗0, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì
(6.1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ‖f − I∗y∗0‖X = λ. Èç (4.15) áóäåì èìåòü

e(f, I, BX, δ) ≤ ‖f − I∗y∗0‖X + sup
y∈L∞(Ω)
|y(s)|≤δ(s)

∣∣∣∣∫
Ω

y(s)y∗0(s) dµ

∣∣∣∣
≤ λ+

∫
Ω

δ(s) (|g(s)| − λδ(s))+ dµ. (6.5)

Ïîëîæèì

x0 :=
f − I∗y∗0
‖f − I∗y∗0‖X

= λ−1(f − I∗y∗0).

Òîãäà

|(Ix0)(s)| = λ−1|g(s)− y∗0(s)| = λ−1
(
|g(s)| − (|g(s)| − λδ(s))+

)
.

Îòñþäà ïðè |g(s)| > λδ(s) |(Ix0)(s)| = δ(s), à ïðè |g(s)| ≤ λδ(s)
|(Ix0)(s)| = λ−1|g(s)| ≤ δ(s). Òàêèì îáðàçîì,

e(f, I, BX, δ) ≥ |(x0, f)X |

= λ−1

(
‖f‖2

X −
∫

Ω

(|g(s)| − λδ(s))+ |g(s)| dµ
)

= λ+

∫
Ω

δ(s) (|g(s)| − λδ(s))+ dµ,

÷òî âìåñòå ñ (6.5) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëó÷àÿ 2). Òåîðåìà
äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 è ïî÷òè
âñþäó

δ(s) ≥ |g(s)|
‖f‖X

, (6.6)

òî y∗0 = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è e(f, I, BX, δ)
= ‖f‖X .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñëåäñòâèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6.6) λ = ‖f‖X ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (6.2), à

(|g(s)| − ‖f‖Xδ(s))+ = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà δ(s) ≡ δ ≥ 0. Îáîçíà÷èâ c := λδ,
óðàâíåíèå (6.2) ïðè δ > 0 ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

c2

‖f‖2
X −

∫
Ω

(
|g(s)|2 − c2

)
+
dµ

= δ2. (6.7)

Åñëè æå δ = 0, òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.7) ÿâëÿåò-
ñÿ c = 0, ïðè ýòîì

λ2 = ‖f‖2
X −

∫
Ω

|g(s)|2 dµ.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 6.1 è ñëåäñòâèÿ 6.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 è
δ(s) ≡ δ ≥ 0. Ïîëîæèì

δ0 :=

{
(µ(Ω0))−1/2 , µ(Ω0) <∞,
0, µ(Ω0) =∞,

δ1 :=
‖g‖∞
‖f‖X

.

Òîãäà

1) åñëè δ ≥ δ1, òî y
∗
0 = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ è e(f, I, BX, δ) = ‖f‖X ,
2) åñëè f = I∗g è 0 ≤ δ ≤ δ0, òî y

∗
0 = g � îïòèìàëüíûé

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è e(f, I, BX, δ) = δ‖g‖1,
3) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ò.å. åñëè f 6= I∗g è 0 ≤ δ ≤ δ1 èëè

f = I∗g è δ0 < δ < δ1

y∗0 = (|g(s)| − c)+ (g(s))(1)

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è

e(f, I, BX, δ) =

√
‖f‖2

X −
∫

Ω

(|g(s)|2 − c2)+ dµ+δ

∫
Ω

(|g(s)| − c)+ dµ,

ãäå c � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.7), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ 0 ≤ c < ‖g‖∞.
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Ïóñòü e1, e2, . . . � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå X (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíàÿ è íå îáÿçàòåëüíî áåñêî-
íå÷íàÿ). Äëÿ x ∈ X ÷åðåç xj = (x, ej)X îáîçíà÷èì êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ñèñòåìå. Ïðèìå-
íèì òåîðåìó 6.1 ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
(x, f)X , f 6= 0, ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
(x̃1, x̃2, . . .) òàêèõ, ÷òî

|xj − x̃j| ≤ δλj, j = 1, 2, . . . , (6.8)

ãäå λj ≥ 0.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå L∞(Ω,Σ, µ) ïðîñòðàíñòâî l∞ (ò.å. Ω =

{1, 2, . . .}, µ({j}) = 1) è ïîëîæèì Ix = (x1, x2, . . .). Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ y∗ = (y∗1, y

∗
2, . . .) ∈ l1 I∗y∗ =

∑
j∈τ

y∗j ej, ãäå

τ{1, 2, . . .} èëè τ{1, 2, . . . , N}, åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà êî-
íå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, II∗y∗ = y∗ ïðè âñåõ y∗ ∈ l1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
0 = λ1 = . . . = λm−1 < λj, j ≥ m,

|fm| > 0, |fm|λ−1
m ≥ |fm+1|λ−1

m+1 ≥ . . . .
(6.9)

Ïîëîæèì s := sup{j : |fj| > 0, j ≥ m},

µk :=
|fk|λ−1

k√√√√‖f‖2
X −

k∑
j=1

|fj|2 + |fk|2λ−2
k

k∑
j=1

|λj|2
, m ≤ k ≤ s (6.10)

(åñëè s =∞, òî ïîëàãàåì µ∞ := lim
k→∞

µk), ∆m−1 := (µm,+∞), ∆k :=

(µk+1, µk], m ≤ k < s, ∆s := [0, µs]. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ∆k

ìîãóò áûòü ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè (ïðè µk+1 = µk), à ïðè µs = 0
∆s = {0}.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü f ∈ X,
s∑
j=1

|fj| < ∞ è (x̃1, x̃2, . . .) � ïðè-

áëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà x ∈ BX,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (6.8). Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (6.9). Òîãäà

1) åñëè δ ∈ ∆k, m− 1 ≤ k ≤ s è ïðè k = s f 6=
s∑
j=1

fjej, òî

(x, f)X ≈
k∑
j=1

|fj| − δλj
√√√√√√√√√√
‖f‖2

X −
k∑
j=1

|fj|2

1− δ2

k∑
j=1

λ2
j

 (f j)(1)x̃j
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� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) =

√√√√‖f‖2
X −

k∑
j=1

|fj|2

√√√√1− δ2

k∑
j=1

λ2
j + δ

k∑
j=1

λj|fj|.

2) åñëè δ ∈ ∆s è f =
s∑
j=1

fjej, òî ìåòîä

(x, f)X ≈
s∑
j=1

f jx̃j

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, à

e(f, I, BX, δ) = δ

s∑
j=1

λj|fj|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = I∗If , ò.å. f =
s∑
j=1

fjej. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå 1) òåîðåìû 6.1 â ïðè-

íÿòûõ çäåñü îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä

δ2

s∑
j=1

λ2
j ≤ 1.

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî δ ∈ ∆s. Òåïåðü óòâåðæäåíèå 2)
äîêàçûâàåìîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 6.1.

Ïóñòü f 6=
s∑
j=1

fjej èëè f =
s∑
j=1

fjej è δ > µs. Óðàâíåíèå (6.2) â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

‖f‖2
X −

s∑
j=1

(
|fj|2 − λ2δ2λ2

j

)
+

= λ2. (6.11)

Ïðè δ = 0 ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ î÷åâèäíî è óòâåðæäåíèå 1)
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Åñëè δ > 0, òî, ïîëîæèâ c := λδ, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

ϕ(c) :=
c2

‖f‖2
X −

s∑
j=1

(
|fj|2 − c2λ2

j

)
+

= δ2, (6.12)

ýêâèâàëåíòíîå (6.11). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì m− 1 ≤ k < s

|fk+1|λ−1
k+1 < |fk|λ

−1
k .

Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(c) ïðè c ∈
[
|fk+1|λ−1

k+1, |fk|λ
−1
k

]
ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò îò µk+1 äî µk. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ ∈ ∆k äëÿ ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ (6.12) èìååì

c = δ

√√√√√√√√√√
‖f‖2

X −
k∑
j=1

|fj|2

1− δ2

k∑
j=1

λ2
j

. (6.13)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ ∈ ∆s è f 6=
s∑
j=1

fjej. Åñëè
s∑
j=1

λ2
j =∞, òî â

ñèëó íåðàâåíñòâà

µk <

( k∑
j=1

λ2
j

)−1/2

,

ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ k < s, µs = 0. Òàê êàê ñëó÷àé δ = 0 óæå

ðàçîáðàí, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
s∑
j=1

λ2
j <∞. Ïóñòü

ρs :=


|fs|
λs

, s <∞,

lim
k→∞

|fk|
λk

, s =∞

(ïðåäåë ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèÿ (6.9)). Òîãäà ïðè 0 ≤ c ≤ ρs
ϕ(c) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî µs. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ 0 < δ ≤ µs
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.12) äàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (6.13) ïðè k = s.
Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò òåïåðü èç ôîðìóë äëÿ îïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ è åãî ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷åííûõ â
òåîðåìå 6.1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðÿä äðóãèõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, êîãäà 0 = λ1 = . . . = λm−1 <
λj, j ≥ m, fm = fm+1 = . . . = 0) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïî
àíàëîãè÷íîé ñõåìå.

Ïðèìåð 6.1. Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè H2 íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü ôóíêöèé x(z), àíàëèòè÷åñêèõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà D :=
{z ∈ C : |z| < 1}, òàêèõ, ÷òî

‖x‖H2 := sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|x(reiθ)|2 dθ
)1/2

<∞.

Õîðîøî èçâåñòíî ([17], [15], [84]), ÷òî ôóíêöèè èç H2 èìåþò ïî-
÷òè âñþäó ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ è H2 ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, åñëè ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(x, f)H2 :=
1

2π

∫ 2π

0

x(eiθ)f(eiθ) dθ.
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Ñèñòåìà ôóíêöèé 1, z, z2, . . . ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàí-
íîé ñèñòåìîé â H2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèþ x(z) ∈ H2 ðàç-
ëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà

x(z) =
∞∑
j=0

ajz
j, (6.14)

òî îí æå ÿâëÿåòñÿ è ðÿäîì Ôóðüå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè (6.14) èç êëàññà BH2 â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ D ïî ïðè-
áëèæåííûì çíà÷åíèÿì (ã0, ã1, . . .) òàêèì, ÷òî

|aj − ãj| ≤ δ, j = 0, 1, . . . . (6.15)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñóììè-
ðîâàíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (6.14), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∞∑
j=0

|aj|2 ≤ 1,

ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ, çàäàííûõ
ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (èëè
ñóììèðîâàíèÿ) îáîçíà÷èì ÷åðåç e(ξ,H2, δ).

Â ñèëó ôîðìóëû Êîøè èìååì

x(ξ) =
1

2πi

∫
|z|=1

x(z)

z − ξ
dz = (x, f)H2 ,

ãäå f(z) = (1 − ξz)−1 =
∞∑
k=0

ξ
j
zj, è ‖f‖H2 = (1 − |ξ|2)−1. Óñëîâèÿ

(6.9) äëÿ fj = ξ
j
è λj = 1 î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíû. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ξ 6= 0 è δ > 0 (ñëó÷àè ξ = 0 èëè δ = 0 ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè). Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì (6.9), ïîëó÷àåì

µk =

√
1− |ξ|2

k(1− |ξ|2) + 1
, k = 0, 1, . . . .

Ïîëîæèì ∆−1 := (µ0,+∞) è ∆k := (µk+1, µk], k = 0, 1, . . .. Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî δ ∈ ∆k−1, k ≥ 1, â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

k =

[
δ−2 − |ξ|2

1− |ξ|2

]
([·] � öåëàÿ ÷àñòü).

Òåì ñàìûì èç òåîðåìû 6.2 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ δ > 0 ìåòîä

x(ξ) ≈
k−1∑
j=0

(
1− δ√

1− kδ2

|ξ|k−j√
1− |ξ|2

)
ãjξ

j,
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ãäå

k =


[
δ−2 − |ξ|2

1− |ξ|2

]
, 0 < δ ≤

√
1− |ξ|2,

0, δ >
√

1− |ξ|2,
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (èëè ñóììèðîâà-
íèÿ), à

e(ξ,H2, δ) =
|ξ|k

1− |ξ|2
√

1− kδ2 + δ
1− |ξ|k

1− |ξ|
.

Ïðèìåð 6.2. Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó îá îïòèìàëü-
íîì ñóììèðîâàíèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Áåðãìàíà
A2, ÿâëÿþùèìñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ôóíêöèé x(z), àíàëèòè÷åñêèõ â D
è òàêèõ, ÷òî

‖x‖A2 =

(
1

π

∫
D

|x(z)|2 dσ
)1/2

<∞,

ãäå σ � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà. Ïðîñòðàíñòâî A2 � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, f)A2 :=
1

π

∫
D

x(z)f(z) dσ.

Ñèñòåìà ôóíêöèé 1,
√

2z, . . . ,
√
n+ 1z, . . . ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îð-

òîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â A2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè x ∈ A2 è

x(z) =
∞∑
j=0

ajz
j,

òî (j + 1)−1/2aj � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè x, à

‖x‖2
A2

=
∞∑
j=0

(j + 1)−1|aj|2.

Ôóíêöèÿ f(z) = (1− ξz)−2 � âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî â A2, ò.å. äëÿ
ëþáîé òî÷êè ξ ∈ D x(ξ) = (x, f)A2 . Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàòü
âûïîëíåíûìè óñëîâèÿ (6.15), êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâà-
ëåíòíîì âèäå ∣∣∣∣ aj√

j + 1
− ãj√

j + 1

∣∣∣∣ ≤ δ√
j + 1

.

Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè èç (6.8), èìååì λj = (j + 1)−1/2, à â ñèëó
ðàâåíñòâà

f(z) =
∞∑
j=0

(j + 1)ξjz
j

fj =
√
j + 1 ξ

j
è ‖f‖2

A2
= (1− |ξ|2)−1.

Óñëîâèå (6.9) çäåñü âûïîëíåíî ëèøü ïðè |ξ| ≤ 1/2. Îäíàêî,
åñëè 1/2 < |ξ| < 1, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî j (à èìåííî, äëÿ
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j ≥ 2|ξ| − 1

1− |ξ|
), âåëè÷èíû |fj|λ−1

j ìîíîòîííî óáûâàþò. Ýòî ïðèâîäèò

ê íåêîòîðîé ëþáîïûòíîé ñèòóàöèè, êîãäà ïðè áîëüøèõ ïîãðåøíî-
ñòÿõ è òî÷êàõ ξ, áëèçêèõ ê ãðàíèöå åäèíè÷íîãî êðóãà, èíôîðìà-

òèâíûìè îêàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ j ≈ 2|ξ| − 1

1− |ξ|
, à

îñòàëüíûå íå íåñóò ïîëåçíîé èíôîðìàöèè.
Åñëè, íàïðèìåð,

k

k + 1
< |ξ| < k + 1

k + 2
,

òî äëÿ

δ < µ0 := (k + 1)|ξ|k(1− |ξ|2),

êîãäà δ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê µ0, ìåòîä

x(ξ) ≈

(
1− δ√

k + 1− δ2

√
1− (k + 1)|ξ|2k(1− |ξ|2)2

√
k + 1|ξ|k(1− |ξ|2)

)
ãkξ

k

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Îöåíèì êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â îïòèìàëü-

íîì ìåòîäå âîññòàíîâëåíèè ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ 6= 0 è δ → 0. Äëÿ

âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ â (6.10) ïðè k >
2|ξ| − 1

1− |ξ|
èìååì

µk =

(
k(1− |ξ|2) + 1

(k + 1)2(1− |ξ|2)2
+

k∑
j=1

1

j

)−1/2

.

Â îïòèìàëüíîì ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ k êîýôôèöèåíòîâ â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè µk+1 ≤ δ < µk. Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì
ðàâåíñòâîì

k∑
j=1

1

j
= log k + γ + o(1),

ãäå γ = 0.5772 . . . � êîíñòàíòà Ýéëåðà, ïîëó÷àåì

k = γ0 exp(1/δ2)(1 + o(1)),

ãäå γ0 = exp(−γ) = 0.5614 . . ..

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà (x, f)X , f ∈ X, f 6= 0, íà ýëåìåíòàõ x ∈ BX, íî
òåïåðü óæå ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííî-
ãî îïåðàòîðà I : X → L1(Ω,Σ, µ).

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü λ � ïîëîæèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λg ∈ L∞(Ω), ãäå g := If , è äëÿ ëþáîé
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ôóíêöèè y ∈ L∞(Ω) II∗λyg = yg. Ïîëîæèì

Ω1 := { s ∈ Ω : λ(s)|g(s)| = ‖λg‖∞ }, δ0 :=

(∫
Ω1

λ−1(s) dµ

)1/2

,

δ1 :=
‖g‖1

‖f‖X
.

Òîãäà

1) åñëè δ ≥ δ1, òî y
∗
0 = 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-

ëåíèÿ è e(f, I, BX, δ) = ‖f‖X ,
2) åñëè f = I∗(λg) è 0 ≤ δ ≤ δ0, òî y

∗
0 = λg � îïòèìàëüíûé

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è e(f, I, BX, δ) = δ‖λg‖∞,
3) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ò.å. åñëè f 6= I∗(λg) è 0 ≤ δ ≤ δ1

èëè f = I∗(λg) è δ0 < δ < δ1 ìåòîä

y∗0 =

{
λ(s)g(s), λ(s)|g(s)| < c,

c(g(s))(1), λ(s)|g(s)| ≥ c,
(6.16)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è

e(f, I, BX, δ) =

√
‖f‖2

X − ‖λg2‖2
1 +

∫
Ω

(λ(s)|g(s)| − c)2
+ λ
−1(s) dµ+δc,

ãäå c ∈ [0, ‖λg‖∞) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ∫
Ω

(λ(s)|g(s)| − c)+ λ
−1(s) dµ√

‖f‖2
X − ‖λg2‖2

1 +

∫
Ω

(λ(s)|g(s)| − c)2
+ λ
−1(s) dµ

= δ. (6.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) âûòåêàåò èç ïðåäëîæå-
íèÿ 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2). Åñëè δ0 = 0, òî óòâåðæäåíèå
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1, â êîòîðîì ñëåäóåò
ïîëîæèòü x0 = 0 è y∗0 = λg. Ïóñòü δ0 > 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî f 6= 0,
‖λg‖∞ > 0. Ïîëîæèì

y(s) :=

0, s /∈ Ω1,

δδ−2
0

‖λg‖∞
, s ∈ Ω1,

x0 := I∗λyg.

Èìååì

‖x0‖2
X = (λyg, II∗(λyg))Ω = (λyg, yg)Ω = δ2δ−4

0

∫
Ω1

λ−1(s) dµ

= δ2δ−2
0 ≤ 1.
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Òåì ñàìûì x0 ∈ BX. Êðîìå òîãî,

(Ix0, λg)Ω = (yg, λg)Ω = δδ−2
0 ‖λg‖∞

∫
Ω1

λ−1(s) dµ = δ‖λg‖∞,

‖Ix0‖1 =

∫
Ω

|y(s)g(s)| dµ = δδ−2
0

∫
Ω1

λ−1(s) dµ = δ.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 3) è 4) ïðåäëîæåíèÿ 5.1, à óñëî-
âèå 2) òîãî æå ïðåäëîæåíèÿ âûïîëíåíî, òàê êàê f = I∗y∗0. Óòâåð-
æäåíèå 2) äîêàçàíî.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3). Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî óðàâíå-
íèå (6.17) èìååò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðåøåíèå c ∈ [0, ‖λg‖∞).
Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ â ëåâîé ÷àñòè (6.17), ÷åðåç ϕ(c).
Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè âñåõ c ∈ [0, ‖λg‖∞) è ϕ(0) = δ1. Åñëè
f 6= I∗(λg), òî

0 < ‖f − I∗(λg)‖2
X = ‖f‖2

X − ‖λg2‖2
1.

Ïîýòîìó ϕ(c) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, ‖λg‖∞] è ϕ(‖λg‖∞) = 0.
Åñëè æå f = I∗(λg), òî

ϕ(c) =

∫
Ω

(λ(s)|g(s)| − c)+ λ
−1(s) dµ√∫

Ω

(λ(s)|g(s)| − c)2
+ λ
−1(s) dµ

.

Ïîëîæèì cε := ‖λg‖∞ − ε, Ωε := {s ∈ Ω : λ(s)|g(s)| > cε}. Èç
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

ϕ(cε) ≤
(∫

Ωε

λ−1(s) dµ

)1/2

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > δ0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
ϕ(cε) < δ. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî â òîì è äðóãîì ñëó÷àå óðàâíå-
íèå (6.17) èìååò ðåøåíèå c ∈ [0, ‖λg‖∞).

Äëÿ òàêîãî c ðàññìîòðèì ìåòîä, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì
(6.16). Ïîëîæèì

y(s) :=

1, λ(s)|g(s)| < c,
c

λ(s)|g(s)|
, λ(s)|g(s)| ≥ c.

Î÷åâèäíî y ∈ L∞(Ω) è y∗0 = λyg. Ïîýòîìó II∗y∗0 = yg. Òàêèì
îáðàçîì,

‖f − I∗y∗0‖2
X = ‖f‖2

X − 2 Re(f, I∗(λyg))X + (I∗(λyg), I∗(λyg))X

= ‖f‖2
X − 2(g, λyg)Ω + (λyg, yg)Ω = ‖f‖2

X − ‖λg2‖2
1

+

∫
Ω

(λ(s)|g(s)| − c)2
+ λ
−1(s) dµ > 0.
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Ïîëîæèì

x0 :=
f − I∗y∗0
‖f − I∗y∗0‖X

.

Òîãäà x0 ∈ BX è, êðîìå òîãî,

‖Ix0‖1 = ‖f − I∗y∗0‖−1
X

∫
Ω

(λ(s)|g(s)| − c)+ λ
−1(s) dµ = δ,

(Ix0, y
∗
0)Ω = ‖f − I∗y∗0‖−1

X

∫
Ω

(1− y(s))λ(s)y(s)|g(s)|2 dµ

= ‖f − I∗y∗0‖−1
X

∫
Ω

(1− y(s))c|g(s)| dµ = δ‖y∗0‖∞.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 âûòåêàåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà y∗0. Âåëè÷èíà
e(f, I, BX, δ) âî âñåõ ñëó÷àÿõ 1)�3) íàõîäèòñÿ èç óòâåðæäåíèÿ 5)
òåîðåìû 5.1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðèìåíèì òåîðåìó 6.3 ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (x, f)X äëÿ x ∈ BX ïî ïðèáëèæåííûì
çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà x, êîãäà ïîãðåøíîñòü
èçìåðÿåòñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà l1(µ), µ = (µ1, µ2, . . .), µj > 0.
Ïóñòü e1, e2, . . . � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â X. Åñëè îíà êî-
íå÷íàÿ, òî ÷åðåç n îáîçíà÷èì ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ (äëÿ áåñêîíå÷íîé
ñèñòåìû ïîëàãàåì n =∞).

Ïîëîæèì Ix = (x1, x2, . . .), ãäå xj = (x, ej)X . Ïðè óñëîâèè
n∑
j=1

µ2
j < ∞ îïåðàòîð I : X → ln1 (µ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè-

÷åííûì îïåðàòîðîì. Ïðè ýòîì äëÿ y∗ = (y∗1, y
∗
2, . . .) ∈ ln∞ I∗y∗ =

n∑
j=1

µjy
∗
j ej. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γj := |fj|µ−1

j è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

sup
j
γj <∞. (6.18)

Òîãäà ïðè âñåõ y = (y1, y2, . . .) ∈ ln∞ äëÿ y∗ = (µ−1
1 y1f1, µ

−1
2 y2f2, . . .)

èìååì

II∗y∗ = (y1f1, y2f2, . . .). (6.19)

Òåì ñàìûì âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 6.3 äëÿ λ = (µ−1
1 , µ−1

2 , . . .).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

γ1 = . . . = γr−1 > γr ≥ γr+1 ≥ . . . . (6.20)
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: s := sup{j : |fj| > 0},

ρk :=

k−1∑
j=1

(γj − γk)µ2
j√√√√‖f‖2

X −
s∑
j=1

|fj|2 +
k−1∑
j=1

(γj − γk)2µ2
j

, r ≤ k ≤ s

(åñëè s = ∞, òî γ∞ := lim
j→∞

γj), ∆r−1 := [0, ρr], ∆k := (ρk, ρk+1],

r ≤ k < s, ∆s := (ρs, δ1),

δ1 :=

s∑
j=1

γjµ
2
j

‖f‖X
, mk :=

k∑
j=1

µ2
j , Fk := m−1

k

k∑
j=1

γj.

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü òàê æå, êàê è â òåîðåìå 6.2, íåêîòîðûå èç ∆k

ìîãóò áûòü ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè (ïðè γk = γk+1). Êðîìå òîãî,
åñëè s =∞ è γ∞ = 0, òî ρ∞ = δ1 è ∆s = ∅.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü f ∈ X,
n∑
j=1

µ2
j < ∞ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(6.18) è (6.20). Ïóñòü, êðîìå òîãî, (x̃1, x̃2, . . .) � ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýëåìåíòà x ∈ BX òàêèå, ÷òî

n∑
j=1

|xj − x̃j|µj ≤ δ.

Òîãäà

1) åñëè δ ≥ δ1, òî (x, f)X ≈ 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä è
e(f, I, BX, δ) = ‖f‖X ,

2) åñëè f =
s∑
j=1

fjej è 0 ≤ δ ≤ ρr, òî

(x, f)X ≈
s∑
j=1

x̃jf j

� îïòèìàëüíûé ìåòîä è e(f, I, BX, δ) = δγ1,

3) åñëè δ ∈ ∆k, r ≤ k ≤ s è ïðè k = r f 6=
s∑
j=1

fjej, òî ìåòîä

(x, f)X ≈ ck(δ)
s∑

j=k

x̃j
(
f j
)

(1)
µj +

s∑
j=k+1

x̃jf j,
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ãäå

ck(δ) := Fk −
δ

ρk
(Fk − γk+1)

√
mk − ρ2

k

mk − δ2
, (6.21)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à

e(f, I, BX, δ) =
√
mk − δ2


‖f‖2

X −
s∑
j=1

|fj|2

mk

− F 2
k


1/2

+ δFk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû è ðàâåíñòâà (6.19) âû-
òåêàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 6.3, èç êîòîðîé íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ 1) è 2). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-
æäåíèÿ 3) ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.17). Ïðè γk+1 ≤ c <
γk, r ≤ k < s, ýòî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

ϕ(c) :=

k∑
j=1

(γj − c)µ2
j√√√√‖f‖2

X −
s∑
j=1

|fj|2 +
k∑
j=1

(γj − c)2µ2
j

= δ. (6.22)

Ïðè ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(c) ìîíîòîííî óáûâàåò
ïðè c ∈ [γk+1, γk) è ϕ(γk+1) = ρk+1, à ϕ(γk) = ρk. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ δ ∈ ∆k óðàâíåíèå (6.22) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íåïî-
ñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæíî çà-

ïèñàòü â âèäå (6.21). Åñëè f 6=
s∑
j=1

fjej, òî ïðè γr ≤ c ≤ γr−1 ϕ(c)

ìîíîòîííî óáûâàåò îò ρr äî íóëÿ, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.22) çàïè-
ñûâàåòñÿ â òîì æå âèäå (6.21) äëÿ k = r − 1. Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëó÷àé δ ∈ ∆s (äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü èçìåíåíèå c â
ïðîìåæóòêå 0 < c ≤ γs). Òåîðåìà äîêàçàíà. �



Ãëàâà 2

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ È ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎ ÒÎ×ÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

�1. Çàäà÷à Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà è îïòèìàëüíîå

âîññòàíîâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå Hp

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíê-
öèé f(z), àíàëèòè÷åñêèõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà D, òàêèõ, ÷òî

‖f‖Hp := sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖f‖H∞ := sup
z∈D
|f(z)| <∞, p =∞.

Ôóíêöèè èç Hp èìåþò ïî÷òè âñþäó ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f(eiθ) è
ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

Lp(S) äëÿ S = {z ∈ C : |z| = 1} è dµ(eiθ) =
dθ

2π
(ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ

î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé èç Hp ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [17], [15],
[84]).

Ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Hp

òåñíî ñâÿçàíû êëàññè÷åñêèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, ÿâëÿâøèåñÿ
ïðåäìåòîì ìíîãèõ èññëåäîâàíèé. Â 1911 ã. Êàðàòåîäîðè è Ôåé-
åð [82] èññëåäîâàëè çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ñðåäè âñåõ ôóíêöèé

f(z) = c0 + c1z + . . .+ cmz
m + . . . ,

àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D, ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîýôôè-
öèåíòàõ c0, . . . , cm ∈ C òîé, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøèé ìàêñèìóì
ìîäóëÿ â D. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó òàêîãî æå òèïà î íàõîæäåíèè âå-
ëè÷èíû

inf ‖f‖Hp
íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé èç Hp, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

f (j)(ξ) = j!cj, j = 0, . . . ,m, (1.1)

ãäå ξ ∈ D, à c0, . . . , cm � ôèêñèðîâàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ýòó
çàäà÷ó èíîãäà íàçûâàþò çàäà÷åé Êàêåéà [99] (ñì. [34, ñòð. 459]).
Áîëåå îáùèå çàäà÷è ýòîãî òèïà è ññûëêè íà ìíîãî÷èñëåííóþ ëèòå-
ðàòóðó ïî ýòèì âîïðîñàì ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [15], [34] è [76].
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Èçâåñòíî (ñì. [102], [123], [76]), ÷òî ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ñðåäè
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.1), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f0(z) = C(1− ξz)−2(m+1)/p

k∏
j=1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2/p, (1.2)

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, 0 ≤ k ≤ m, |αj| < 1, j = 1, . . . , k,
è |αj| ≤ 1, j = k + 1, . . . ,m. Êðîìå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ è òîëü-
êî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà ñ óñëîâèåì
(1.1). (Ïðè p =∞ âñå âûðàæåíèÿ ñ p ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ ïðè p→∞.)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî c0 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ ïîìî-
ùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f â âèäå

f(z) =
z − ξ
1− ξz

g(z)

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé, íî ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: dj := c−1

0 cj, j = 0, . . . ,m,

A :=


1 0 . . . 0
d1

2

1

2
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dm−1

m

dm−2

m
. . .

1

m

 , ρ := A−1d, (1.3)

γs := (−1)s+1

[
2

p
ξ
s

+
s∑
j=1

(−1)jCj
sξ
s−j

(1− |ξ|2)jρj

]
, s = 1, . . . ,m;

çäåñü ρ = (ρ1, . . . , ρm)T , d = (d1, . . . , dm)T .

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
(1.2) áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà ñ óñëîâèåì (1.1)
è c0 6= 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëà

bj =
αj − ξ
1− ξαj

(1.4)

ÿâëÿëèñü ðåøåíèåì ñèñòåìû
k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) +

2

p

m∑
j=1

bsj = γs, s = 1, . . . ,m, (1.5)

òàêèì, ÷òî

|bj| < 1, j = 1, . . . , k, |bj| ≤ 1, j = k + 1, . . . ,m, 0 ≤ k ≤ m,
(1.6)

à

C = c0(1− |ξ|2)2(m+1)/p

k∏
j=1

1− αjξ
ξ − αj

m∏
j=1

(1− αjξ)−2/p. (1.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f0 âèäà (1.2) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà. Ðàâåíñòâî (1.7) âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî f0(ξ) = c0. Äîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (1.5)
äëÿ bj, îïðåäåëåííûõ â (1.4). Ïîëîæèì

x(z) :=
f ′0(z)

f0(z)
=

k∑
j=1

(
1

z − αj
+

αj
1− αjz

)
− 2

p

m∑
j=1

αj
1− αjz

+ (m+ 1)
2

p

ξ

1− ξz
. (1.8)

Èç îïðåäåëåíèÿ x(z) ïîëó÷àåì

f
(l+1)
0 (ξ) =

l∑
j=0

Cj
l f

(l−j)
0 (ξ)x(j)(ξ) (1.9)

èëè, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.1),

1

l + 1

l∑
j=0

dl−j
x(j)(ξ)

j!
= dr+1, l = 0, . . . ,m− 1.

Òåì ñàìûì
x(j)(ξ)

j!
= ρj+1, j = 0, . . . ,m− 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.8) èìååì

x(l−1)(ξ)

(l − 1)!
=

k∑
j=1

(
(−1)l−1

(ξ − αj)l
+

αlj
(1− αjξ)l

)
− 2

p

m∑
j=1

αlj
(1− αjξ)l

+ (m+ 1)
2

p

ξ
l

(1− |ξ|2)l
.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (1.4)

1

ξ − αj
= −

b
−1

j + ξ

1− |ξ|2
,

αj
1− αjξ

=
bj + ξ

1− |ξ|2
,

è, êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (1.6), òàê êàê îíè âûïîë-
íåíû äëÿ α1, . . . , αm. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ b1, . . . , bm ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

ωl :=
k∑
j=1

[
(b
−1

j + ξ)l − (bj + ξ)l
]

+
2

p

m∑
j=1

(bj + ξ)l

= (m+ 1)
2

p
ξ
l − (1− |ξ|2)lρl, l = 1, . . . ,m.
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Îòñþäà

k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) +

2

p

m∑
j=1

bsj =
k∑
j=1

[
(b
−1

j + ξ − ξ)s − (bj + ξ − ξ)s
]

+
2

p

m∑
j=1

(bj + ξ − ξ)s =
s∑
l=1

C l
s(−ξ)s−lωl +m

2

p
(−ξ)s = γs. (1.10)

Åñëè òåïåðü b1, . . . , bm � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.5), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì (1.6), òî, îïðåäåëèâ αj èç ðàâåíñòâ (1.4) è ðàññìîòðåâ
ôóíêöèþ âèäà (1.2), ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïî-
ëó÷èì èç (1.9)

f
(j)
0 (ξ)

f0(ξ)
= dj =

cj
c0

, j = 0, . . . ,m.

Âûáðàâ C òàê, ÷òîáû f0(ξ) = c0 (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî C îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì (1.7)), ïîëó÷èì âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (1.1). Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ è ëþáûõ γ1, . . . , γm ∈ C
íàéäåòñÿ 0 ≤ k ≤ m, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà (1.5) èìååò ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (1.6). Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

k∏
j=1

z − bj
1− bjz

m∏
j=1

(1− bjz)2/p

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà ñ óñëîâèÿìè

f (j)(0) = j!djf(0), j = 0, . . . ,m,

ãäå d0 = 1, à dl = −l−1

l∑
j=1

dl−jγj, l = 1, . . . ,m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèîíàëà

Lλξf :=
ν+m∑
j=ν

λj
j!
f (j)(ξ),

ãäå λj ∈ C, λν+m 6= 0, ν ≥ 0, íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé èç BHp ïî
çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

If :=
{
f(ξ), . . . , f (ν−1)(ξ), f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . ,

f(zn), . . . , f (νn−1)(zn)
}
,

ãäå ξ, z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç D.
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Èç òåîðåìû 4.2 ãë. I âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïòè-
ìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ è ðàâåíñòâî

e(ξ, λ, I, BHp) := e(Lλξ , I, BHp, 0) = sup
f∈BHp
If=0

|Lλξf |. (1.11)

Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ BHp, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ If = 0, ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(z) = W1(z)g(z),

ãäå

W1(z) :=

(
z − ξ
1− ξz

)ν
W (z), W (z) :=

n∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
,

à g ∈ BHp. Òåì ñàìûì ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (1.11) ñâîäèòñÿ ê
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å áåç îãðàíè÷åíèé

sup
g∈BHp

|Lµξ g|, (1.12)

ãäå µ = (µ0, . . . , µm), à µj âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû âåêòîðà
λ = (λν , . . . , λν+m) è ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè W1 â òî÷êå ξ.

Ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì (1.11), (1.12) è èõ îáîáùåíèÿì ïîñâÿ-
ùåíî ìíîãî ðàáîò, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Ëàíäàó [101]
(p =∞, ξ = 0, µ = (1, . . . , 1)) (ïîäðîáíåå ñì. [102], [123], [74], [84]).
Åñëè ãîâîðèòü î çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Hp, òî
îíè ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî â ðàáîòàõ [44],
[45] (p = ∞, ν = m = 0), [108] (p = ∞, λ = (0, 1)), [89], [120]
(1 ≤ p <∞, ν = m = 0), [59] (p = 2, λ = (0, . . . , 0, 1), n = 1, z1 = 0),
[56] (1 ≤ p ≤ ∞, λ = (λν , λν+1)).

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé âîññòàíîâëåíèÿ ôóíê-
öèîíàëà Lλξf è ñâîäèì åãî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû âèäà (1.5), ò.å. ôàê-
òè÷åñêè ê çàäà÷å Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà.

Ïîëîæèì dj := λ−1
ν+mλν+m−j, j = 1, . . . ,m, y(z) := W−1(z)W ′(z),

γs := (−1)s
[(
m+ ν − 1 +

2

p

)
ξ
s −

s∑
l=1

(−1)lC l
sξ
s−l

× (1− |ξ|2)l
(
y(l−1)(ξ)

(l − 1)!
+ ρl

)]
, s = 1, . . . ,m, (1.13)

ãäå âåêòîð ρ = (ρ1, . . . , ρm)T îïðåäåëåí ðàâåíñòâàìè (1.3) äëÿ âíîâü
îïðåäåëåííûõ d1, . . . , dm. Çàìåíèâ â ñëåäñòâèè 1.1 p íà ñîïðÿæåí-
íûé ïîêàçàòåëü 1− p−1, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå b1, . . . , bm, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì

k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) +

2(p− 1)

p

m∑
j=1

bsj = γs, s = 1, . . . ,m, (1.14)
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Ïðè p = 1 (äëÿ ñèñòåìû (1.5) � p = ∞) è k < m äîîïðåäåëèì
b1, . . . , bk ïðîèçâîëüíûìè ÷èñëàìè bk+1, . . . , bm òàêèìè, ÷òî |bj| = 1,
j = k + 1, . . . ,m.

Íàì óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|bj| ≤ 1, j = 1, . . . , k, |bj| < 1, j = k + 1, . . . ,m. (1.15)

Ýòî âñåãäà âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ïðè |bj| = 1 b
−s
j − bsj = 0

(òåì ñàìûì ïðè p = 1 k = m). Äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ b1, . . . , bm
ïîëîæèì

αj :=
bj + ξ

1 + ξ bj
, j = 1, . . . ,m, r := (m+ 1)

p− 2

p
− ν,

Ψ(z) :=
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2(p−1)/p,

C(ξ) :=
λν+mW (ξ)(1− |ξ|2)r

Ψ(ξ)
,

g(z) := e−i argC(ξ)W1(z)(1− ξz)−2(m+1)/p

m∏
j=k+1

z − αj
1− αjz

m∏
j=1

(1− αjz)2/p.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞ ìåòîä

Lλξf ≈
ν−1∑
l=0

cl(ξ)f
(l)(ξ) +

n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(ξ)f
(l)(zj),

ãäå

cl(ξ) := − C(ξ)

l!(ν +m− l)!

[
Ψ(z)

W (z)(1− ξz)r

](ν+m−l)∣∣∣
z=ξ

, (1.16)

cjl(ξ) := − C(ξ)

l!(νj − l − 1)!

[
Ψ(z)(1− zjz)νj

ωj(z)(1− ξz)r(z − ξ)ν+m+1

](νj−l−1)∣∣∣
z=zj

,

ωj(z) :=
n∏
l=1
l 6=j

(
z − zl
1− zlz

)νl
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ôóíêöèÿ g0 :=
g/‖g‖Hp � ýêñòðåìàëüíàÿ è

e(ξ, λ, I, BHp) = Lλξ g0

= |C(ξ)|

 1

m!

[∏m
j=1(1− αjz)(z − αj)

(1− ξz)m+1

](m)∣∣∣
z=ξ


(p−1)/p

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞ è f � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç Hp. Ïîëîæèì

Jf := |C(ξ)| 1

2π

∫ 2π

0

(
g(eiθ)

)
(p)
f(eiθ) dθ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g, õîðîøî èçâåñòíîãî ñâîéñòâà: ïðè âñåõ
|z| = 1 è u ∈ D

z − u
1− uz

=
1− uz
z − u

,

à òàêæå òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ èìååì

Jf = C(ξ)
1

2πi

∫
|z|=1

Ψ(z)f(z) dz

W (z)(1− ξz)r(z − ξ)ν+m+1

= −
ν+m∑
l=0

cl(ξ)f
(l)(ξ)−

n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(ξ)f
(l)(zj),

ãäå cl(ξ) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (1.16) ïðè âñåõ l = 0, . . . , ν + m.
Äîêàæåì, ÷òî

cl(ξ) = −λl
l!
, l = ν, . . . , ν +m.

Ïîëîæèì h(z) := Ψ(z)W−1(z)(1− ξz)−r è

x(z) :=
h′(z)

h(z)
=

k∑
j=1

(
1

z − αj
+

αj
1− αjz

)
− 2(p− 1)

p

m∑
j=1

αj
1− αjz

− y(z) + r
ξ

1− ξz
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

x(l−1)(ξ)

(l − 1)!
=

k∑
j=1

(
(−1)l−1

(ξ − αj)l
+

αlj
(1− αjξ)l

)
− 2(p− 1)

p

m∑
j=1

αlj
(1− αjξ)l

− y(l−1)(ξ)

(l − 1)!
+ r

ξ
l

(1− |ξ|2)l
.

Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ αj ÷åðåç bj, ïîëó÷èì

(1− |ξ|2)l
x(l−1)(ξ)

l − 1)!
= −ωl −

y(l−1)(ξ)

(l − 1)!
(1− |ξ|2)l + rξ

l
,

ãäå

ωl :=
k∑
j=1

[
(b
−1

j + ξ)l − (bj + ξ)l
]

+
2(p− 1)

p

m∑
j=1

(bj + ξ)l.
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Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâàì (1.10) ïîëó÷àåì

k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) +

2(p− 1)

p

m∑
j=1

bsj =
s∑
l=1

C l
s(−ξ)s−lωl +m

2(p− 1)

p
(−ξ)s.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (1.14), èìååì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ω1, . . . , ωm

s∑
l=1

C l
s(−ξ)s−lωl = γs −m

2(p− 1)

p
(−ξ)s. (1.17)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

ωl = rξ
l − (1− |ξ|2)l

(
y(l−1)(ξ)

(l − 1)!
+ ρl

)
(äëÿ ýòîãî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü âûïèñàí-
íîå ðåøåíèå â (1.17)). Òåì ñàìûì

x(l−1)(ξ)

(l − 1)!
= ρl, l = 1, . . . ,m.

Òàêèì îáðàçîì,

h(l+1)(ξ) = (x(z)h(z))
(l)
|z=ξ =

l∑
j=0

Cj
l x

(j)(ξ)h(l−j)(ξ)

=
l∑

j=0

l!

(l − j)!
ρj+1h

(l−j)(ξ), l = 0, . . . ,m− 1.

Èç ðàâåíñòâà Aρ = d ñëåäóåò, ÷òî

h(l)(ξ)

l!
= dlh(ξ) =

λν+m−l

λν+m

h(ξ).

Èìååì

cl(ξ) = − C(ξ)

l!(ν +m− l)!
h(ν+m−l)(ξ) = −C(ξ)

l!

λl
λν+m

h(ξ) = −λl
l!
.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî

Lλξf −
ν−1∑
l=0

cl(ξ)f
(l)(ξ)−

n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(ξ)f
(l)(zj)

= |C(ξ)| 1

2π

∫ 2π

0

(
g(eiθ)

)
(p)
f(eiθ) dθ.
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Êðîìå òîãî, Ig = 0. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ 1 ≤ p < ∞
ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.3 ãë. I. Îñòàåòñÿ ëèøü íàéòè ‖g‖Hp . Èìååì

‖g‖pHp =
1

2π

∫ 2π

0

∏m
j=1 |1− αjeiθ|2

|1− ξeiθ|2(m+1)
dθ

=
1

2πi

∫
|z|=1

∏m
j=1(1− αjz)(z − αj)

(1− ξz)m+1(z − ξ)m+1
dz

=
1

m!

[∏m
j=1(1− αjz)(z − αj)

(1− ξz)m+1

](m)∣∣∣
z=ξ

.

Ïðè p =∞ ïîëîæèì

ϕ(z) := |C(ξ)|
z
∏m

j=1(z − αj)(1− αjz)

(z − ξ)m+1(1− ξz)m+1
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè âñåõ |α| ≤ 1 è |z| = 1

(z − α)(1− αz)

z
≥ 0

ϕ(eiθ) ≥ 0. Ïîýòîìó, ïðîâåðèâ àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ 1 ≤ p < ∞
ðàâåíñòâà

1

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ = Lλξf −
ν−1∑
l=0

cl(ξ)f
(l)(ξ)

−
n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(ξ)f
(l)(zj),

‖ϕ‖H1 = |C(ξ)| 1

m!

[∏m
j=1(1− αjz)(z − αj)

(1− ξz)m+1

](m)∣∣∣
z=ξ

,

èç òåîðåìû 5.3 ãë. I ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè p = ∞.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Â òåîðåìå 1.2 ìû ôàêòè÷åñêè ñâåëè çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîñ-
ñòàíîâëåíèè â ïðîñòðàíñòâå Hp (è, â ÷àñòíîñòè, îáîáùåííóþ çàäà-
÷ó Ëàíäàó) ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å òèïà Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà â
ïðîñòðàíñòâå Hq, ãäå p−1 + q−1 = 1. Â ðàáîòå [76] èññëåäîâàíèå
âèäà ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé â çàäà÷å Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà, íà-
îáîðîò, ñâîäèëîñü ê âèäó ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé â îáîáùåííîé
çàäà÷å Ëàíäàó äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ñîïðÿæåííûì ïîêàçàòåëåì.

Îòìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì ïðè p = 1 çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñâåäåíà ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Êàðàòåîäîðè� Ôåéåðà
â ïðîñòðàíñòâå H∞, äîïóñêàþùåé ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå (ñì., íà-
ïðèìåð, [34, ñòð. 220], [15, ñòð. 477], [76]).
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Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëå-
íèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðåäâàðèòåëüíî ðåøàÿ ñèñòåìó (1.14) ïðè
k = 0, 1, . . . ,m è íàõîäÿ òî åå ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (1.15). Ïðè ýòîì ó ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ m− k
äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé (êðîìå ïîñòîÿííî ïðèñóòñòâóþùèõ íóëåé
ôóíêöèè W1, ñâÿçàííûõ ñ çàäàííûì èíôîðìàöèîííûì îïåðàòî-
ðîì). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà ýòî äî-
ïîëíèòåëüíîå ÷èñëî íóëåé áóäåò çàâèñåòü îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè
ξ.

Èç çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 1.2,
âûòåêàåò ïðè p = 1 ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè, íå èìå-
þùåé äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé â D. Òåì ñàìûì ïðè 1 < p ≤ ∞
âåñü êðóã D ðàçáèâàåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íà m + 1 ìíîæåñòâî
D0, D1, . . . , Dm (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò áûòü è ïóñòû), êàæäîå èç
êîòîðûõ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ξ ∈ Dj ó ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè èìååòñÿ ðîâíî j äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé ñ ó÷åòîì êðàòíî-
ñòè, ò.å. ïðè ξ ∈ Dj k = m−j. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâDj êîððåêòíî
â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè äëÿ 1 < p ≤ ∞ (ñì.,
íàïðèìåð, [75]).

Âïåðâûå, ïî-âèäèìîìó, ýòà îñîáåííîñòü áûëà îáíàðóæåíà Äüå-
äîííå [83], êîòîðûé, ðåøàÿ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

sup
f∈BH∞
f(0)=0

|f ′(ξ)|,

ïîëó÷èë, ÷òî ïðè |ξ| ≤
√

2 − 1 (íî íå â áîëüøåé îáëàñòè) ýêñòðå-
ìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ g0(z) = λz, |λ| = 1. Òàêèì îáðàçîì, â
ýòîé çàäà÷å D0 = {z ∈ D : |z| ≤

√
2 − 1} è D1 = D \ D0. Ýòîò

ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí Ã.Ì. Ãîëóçèíûì [14], [15, ñ. 499], êîòîðûé
ðåøàÿ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

sup
f∈BH∞

f(0)=...=f (m−1)(0)=0

|f (m)(ξ)|, (1.18)

íàøåë, ÷òî ýêñòðåìàëüíîé ïðè |ξ| ≤ 2
1

2m+1 − 1, íî íå â áîëüøåé
îáëàñòè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ g0(z) = λzm, |λ| = 1, ò.å. â íàøèõ îáî-
çíà÷åíèÿõ

D0 = { z ∈ D : |z| ≤ 2
1

2m+1 − 1 }.

Ïðè m = 1 â ðàáîòå [108] äëÿ p = ∞ áûëî äàíî îïèñàíèå îá-
ëàñòåé D0 è D1 â îáùåì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äëÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è

sup
f∈BHp

f(0)=...=f (n−1)(0)=0

|f ′(ξ)|, (1.19)
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îáîáùàþùåé çàäà÷ó Äüåäîííå, ïðè p =∞ áûëà íàéäåíà îáëàñòü

D0 =

{
z ∈ D : |z| ≤

√
1 + n2 − 1

n

}
.

Ïîëíîå îïèñàíèå îáëàñòåé D0 è D1 äëÿ m = 1, 1 ≤ p ≤ ∞ áûëî
ïîëó÷åíî â ðàáîòå [56], èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
çàäà÷è (1.19) D0 = {z ∈ D : |z| ≤ rnp}, ãäå

rnp =

√(
p− 1

p

)2

+ n

(
n− 2

p

)
− p− 1

p

n− 2

p

.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 1 ≤ p ≤ 2 D0 = D, à D1 = ∅.
Îïèøåì îáëàñòü Dm. Äëÿ ýòîé îáëàñòè ñèñòåìà (1.14) áóäåò

èìåòü âèä
m∑
j=1

bsj =
p

2(p− 1)
γs, s = 1, . . . ,m.

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 1.1, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü 1 < p ≤ ∞. Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â
çàäà÷å (1.11) èìååò m äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé, ëåæàùèõ â D, â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå íóëè ïîëèíîìà

Pm(z) =
m∑
l=0

alz
m−l,

ãäå a0 = 1, al = −l−1 p

2(p− 1)

l∑
s=1

al−sγs, l = 1, . . . ,m, à γs îïðåäåëå-

íû ðàâåíñòâàìè (1.13), ëåæàò âíóòðè êðóãà D. Ïðè ýòîì, åñëè
b1, . . . , bm � íóëè Pm(z), òî äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

αj =
bj + ξ

1 + ξ bj
, j = 1, . . . ,m.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è (1.18) ïðè m = 2
ìîæíî íàéòè îñòàâøèåñÿ ìíîæåñòâà

D1 = { z ∈ D : r0 < |z| ≤ r1 } è D2 = { z ∈ D : |z| > r1 },

ãäå r0 = 3
√

2 − 1 = 0.2599 . . ., à r1 = 0.8423 . . . � åäèíñòâåííûé
âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ 3t3 + 4t2 + 4t− 8 = 0.
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�2. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè

è Áåðãìàíà íà åäèíè÷íîì øàðå èç Cn

Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â Cn è S � åãî ãðàíèöà:

B :=

{
z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z|2 :=

n∑
k=1

|zk|2 < 1

}
,

S := { z ∈ Cn : |z| = 1 } .

Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè Hp(B) (Hp) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãîëî-
ìîðôíûõ â B ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖Hp := sup
0<r<1

(∫
S

|f(rz)|p dσ(z)

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖f‖H∞ := sup
z∈B
|f(z)| <∞, p =∞,

ãäå σ � âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè-
òåëüíî âðàùåíèé. Äëÿ ôóíêöèé èç Hp ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó
ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå Lp(S, σ) (ñì. [61, ñòð. 95]).
Òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî Hp ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Lp(S, σ).

Ïðîñòðàíñòâîì Áåðãìàíà Ap(B) (Ap) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ãî-
ëîìîðôíûõ â B ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖Ap :=

(∫
B

|f(z)|p dν(z)

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

ãäå ν � ìåðà Ëåáåãà â Cn = R2n, íîðìèðîâàííàÿ òàê, ÷òî ν(B) = 1.
Ïðè p = ∞ A∞ = H∞. Åñëè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îòìåòèòü
ðàçìåðíîñòü, áóäåì ïèñàòü Bn, Sn, σn èëè νn.

Ïóñòü α � ìóëüòèèíäåêñ, ò.å. óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë αj, 1 ≤ j ≤ n: α = (α1, . . . , αn). Ïîëîæèì

Dj :=
∂

∂zj
, Dα := Dα1

1 . . . Dαn
n , |α| := α1 + . . .+ αn.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f ∈ BHp èëè BAp â òî÷êå a ∈ B ïî çíà÷åíèÿì ñëåäîâ
ôóíêöèé Dαf , |α| = 0, . . . , r − 1, íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A ⊂ B.
Òåì ñàìûì èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

IrAf :=
{
Dαf|A

}
, |α| = 0, . . . , r − 1.

Âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì îáî-
çíà÷àòü â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç e (a, IrA, BXp), ãäå Xp = Hp èëè Ap.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ãîëîìîðô-
íûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ áûëî íà÷àòî â ðàáîòå [115], ãäå
èçó÷àëñÿ ñëó÷àé r = 0.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Hp.
Äîêàæåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ âåñîâûõ
âîñïðîèçâîäÿùèõ ÿäåð äëÿ ïðîñòðàíñòâ Hp.

Ïóñòü u ∈ C, |u| < 1 è ρ ≥ 1. Ïîëîæèì

Φn(ρ, u) :=
∞∑
k=0

Γ(n+ k + ρ/2)

Γ(k + ρ/2 + 1)
uk.

Äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn è 1 ≤ k ≤ n ïîëîæèì

z′k := (z1, . . . , zn−k, 0, . . . , 0), z′′k := z − z′k,

〈z, w〉 :=
n∑
k=1

zkwk, z, w ∈ Cn, sk(z, w) :=
〈z, w′′k〉

1− 〈z, w′k〉
,

Krk(z, w) :=
〈z, w′′k〉rΦn(rp, sk(z, w))

(n− 1)!(1− 〈z, w′k〉)n+rp/2
.

Îòìåòèì, ÷òî sk(z, w) = sk(w, z) è Krk(z, w) = Krk(w, z).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïðè âñåõ 1 ≤ p < ∞ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ Hp è âñåõ z ∈ B ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z)−
r−1∑
j=0

1

j!

(
Dj
nf
)

(z′1)zjn =

∫
S

Kr1(z, w)f(w)|wn|r(p−2) dσ(w). (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîëèíîìû ïëîòíû â Hp, òî äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (2.1) âûïîëíåíî äëÿ ôóíêöèé âè-
äà f(z) = g(z′)zmn , m = 0, 1, . . . , ãäå g(z′) � ïîëèíîì, çàâèñÿùèé
îò ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn−1 (z′ := (z1, . . . , zn−1)). Èíòåãðàë â (2.1)
ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó ïî Bn−1 (ñì. [61, ñòð. 24])∫

S

Kr1(z, w)g(w′)wmn |wn|r(p−2) dσ(w)

=
1

(n− 1)!

∫
Bn−1

(1− |w′|2)r(p−2)/2g(w′) dνn−1(w′)

(1− 〈z′, w′〉)n+rp/2

× 1

2π

∫ π

−π
zrnw

r
nw

m
n e

i(m−r)θ
∞∑
k=0

Γ(n+ k + rp/2)

Γ(k + rp/2 + 1)

zknw
k
ne
−ikθ

(1− 〈z′, w′〉)k
dθ

=

0, m < r,

zmn

∫
Bn−1

Ks(z
′, w′)g(w′) dνn−1(w′), m ≥ r,

ãäå

Ks(z
′, w′) :=

Γ(n+ s)

Γ(n)Γ(s+ 1)

(1− |w′|2)s

(1− 〈z′, w′〉)n+s
, s := m+ r(p− 2)/2.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñåõ s > −1 ÿäðî Ks(z
′, w′) ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâî-

äÿùèì äëÿ ôóíêöèé èç H∞(Bn−1) [61, ñòð. 129], à ñëåäîâàòåëüíî,
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è äëÿ ïîëèíîìà g. Òàêèì îáðàçîì,∫
S

Kr1(z, w)g(w′)wmn |wn|r(p−2) dσ(w) =

{
0, m < r,

g(z′)zmn , m ≥ r.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (2.1) ðàâíà òîìó æå âûðàæåíèþ.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Äëÿ a ∈ Cn ÷åðåç Paz îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ z ∈
Cn íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì a:

Paz :=


〈z, a〉
〈a, a〉

a, a 6= 0,

0, a = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïðè âñåõ 1 ≤ p < ∞ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ Hp è âñåõ z ∈ B ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(z)−
r−1∑
j=0

1

j!
djf∣∣z′k =

∫
S

Krk(z, w)f(w)|Pz′′kw|
r(p−2) dσ(w),

â êîòîðîì dz = z′′k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè z′′k = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèä-
íî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z′′k 6= 0. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî
ïðè âñåõ g ∈ Hp è v ∈ B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

g(v)−
r−1∑
j=0

1

j!
djg∣∣v′1 =

∫
S

Kr1(v, y)g(y)|yn|r(p−2) dσ(y), (2.2)

ãäå dv = v′′1 . Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n
è f ∈ Hp. Ïîëîæèì g(v) = f(U−1v). Òîãäà g ∈ Hp. Ïðèìåíÿÿ
ðàâåíñòâî (2.2), ïîëó÷àåì

f(U−1v)−
r−1∑
j=0

1

j!
djf∣∣U−1v′1

=

∫
S

Kr1(v, y)f(U−1y)|yn|r(p−2) dσ(y),

(2.3)
ãäå dz = U−1v′′1 . Ïðè çàäàííîì z ∈ B òàêîì, ÷òî z′′k 6= 0, ðàññìîòðèì
ìàòðèöó U , èìåþùóþ âèä

U =



1
. . .

1

0

0 C


, (2.4)

ãäå C � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, ïåðåâîäÿùàÿ âåêòîð
(zn−k+1, . . . , zn) â âåêòîð (0, . . . , 0, |z′′k |). Ïîëîæèâ v = Uz, y = Uw
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â (2.3) è âîñïîëüçîâàâøèñü èíâàðèàíòíîñòüþ ìåðû σ îòíîñèòåëüíî
óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, áóäåì èìåòü äëÿ dz = z′′k

f(z)−
r−1∑
j=0

1

j!
djf∣∣z′k =

∫
S

Kr1(Uz, Uw)f(w)|(Uw)n|r(p−2) dσ(w).

Èìååì

〈(Uz)′1, (Uw)′1〉 = 〈z′k, (Uw)′1〉 = 〈z′k, Uw〉 = 〈Uz′k, Uw〉 = 〈z′k, w〉
= 〈z′k, w′k〉,

|z′′k |(Uw)n = (Uz)n(Uw)n = 〈Uz, Uw〉 − 〈(Uz)′1, (Uw)′1〉
= 〈z, w〉 − 〈z′k, w′k〉 = 〈z′′k , w′′k〉.

Îòñþäà

s1(Uz, Uw) = sk(z, w), Kr1(Uz, Uw) = Krk(z, w),

|(Uw)n| =
|〈z′′k , w′′k〉|
|z′′k |

= |Pz′′kw|.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (íàïðèìåð, ïî èíäóêöèè), ÷òî äëÿ ôóíêöèè
Φn(ρ, u) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Φn(ρ, u) =
Γ(n+ ρ/2)

Γ(ρ/2)
(1− u)−nQn(ρ, u), (2.5)

ãäå

Qn(ρ, u) =
n−1∑
k=0

(−1)k

k + ρ/2
Ck
n−1u

k.

Ïîëîæèì
λn(p) := min{ |u| : Qn(p, u) = 0 }.

Â ðàáîòå [115] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ 1 ≤ p <∞ äëÿ 1 ≤ n ≤
5 λn(p) > 1, à ïðè ëþáîì n ≥ 6 ñóùåñòâóþò p ≥ 1, äëÿ êîòîðûõ
λn(p) < 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∆nk(p) :=
{
z ∈ B : |z′′k |2 < λ2

n(p)(1− |z′k|2)
}
, ∆nk(∞) := B.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè λn(p) ≥ 1 ∆nk(p) = B. Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ
1 ≤ p ≤ ∞ è 1 ≤ n ≤ 5 ∆nk(p) = B.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è A = Ak := { z ∈ B : zn−k+1 =
. . . = zn = 0 }, 1 ≤ k ≤ n. Äëÿ âñåõ a ∈ ∆nk(rp) ìåòîä

f(a) ≈


χ(2−p)/p(a)

r−1∑
j=0

1

j!
dj
(
χ(p−2)/p(z)f(z)

)∣∣z=a′k , 1 ≤ p <∞,

(1− |a|2)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(z)

1− 〈z, a〉

)∣∣z=a′k , p =∞,
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ãäå dz = a′′k, à

χ(z) :=
Φn(rp, sk(z, a))

(n− 1)!(1− 〈z, a′k〉)n+rp/2
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp

ïî èíôîðìàöèè IrAk . Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, IrAk , BHp) =


χ1/p(a)|a′′k|r, 1 ≤ p <∞,(

|a′′k|√
1− |a′k|2

)r
, p =∞.

Ïðè a ∈ ∆nk(rp) \ Ak ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) =


χ−1/p(a)|a′′k|−rχ2/p(z)〈z, a′′k〉r, 1 ≤ p <∞,(√

1− |a′k|2
|a′′k|

〈z, a′′k〉
1− 〈z, a′k〉

)r
, p =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ a ∈ Ak óòâåðæäåíèå òåîðåìû ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |a′′k| 6= 0. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞.
Ïîñêîëüêó

sup
z∈B
|sk(z, w)| = |a′′k|√

1− |a′k|2
, (2.6)

òî ïðè a ∈ ∆nk(rp) ïîëèíîì Qn(rp, sk(z, a)) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïðè w ∈ B. Òåì ñàìûì èç ðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî χ � îáðà-
òèìàÿ ôóíêöèÿ èç H∞, à ñëåäîâàòåëüíî, χs(z) ∈ H∞ äëÿ ëþáîãî
s ∈ R. Ïîëîæèì

g(z) := χ2/p(z)(〈z, a′′k〉)r, γ := χ(2−p)/p(a)|a′′k|r(p−2).

Èìååì

g(z)|g(z)|p−2 = χ(z)χ(p−2)/p(z)(〈a′′k, z〉)r|〈a′′k, z〉|r(p−2)

= Krk(a, z)χ
(p−2)/p(z)|〈a′′k, z〉|r(p−2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå 2.2 è òî, ÷òî χ(p−2)/pf ∈ Hp,
ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp

γ

∫
S

g(z)|g(z)|p−2f(z) dσ(z)

= χ(2−p)/p(a)

∫
S

Krk(a, z)χ
(p−2)/p(z)f(z)|Pa′′kz|

r(p−2) dσ(z)

= f(a)− χ(2−p)/p(a)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
(
χ(p−2)/p(z)f(z)

)∣∣z=a′k , (2.7)

ãäå dz = a′′k. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âñåõ w ∈ Ak (Dαg)(w) = 0, |α| =
0, . . . , r−1. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû 5.3 ãë. I ïðè 1 ≤ p <∞
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âûïîëíåíû. Îñòàåòñÿ ëèøü íàéòè ‖g‖Hp . Ïîëîæèâ â (2.7) f=g,
ïîëó÷èì

γ‖g‖pHp = g(a).

Îòñþäà

‖g‖Hp = χ1/p(a)|a′′k|r.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé p = ∞, êîòîðûé ñâåäåì ê îäíîìåð-
íîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ. Ïóñòü f ∈ H∞ è b ∈ B. Ïîëîæèì
ϕ(u) := f(b1, . . . , bn−1,

√
1− |b′1|2u). Î÷åâèäíî ϕ ∈ BH∞(B1). Èç

òåîðåìû 1.2 (ïðè m = 0) ïîëó÷àåì ïðè âñåõ |ξ| < 1∣∣∣∣ϕ(ξ)−
r−1∑
j=0

cjϕ
(j)(0)

∣∣∣∣ ≤ |ξ|r,
ãäå

cj =
ξr(1− |ξ|2)

j!(r − j − 1)!

[
1

(1− ξu)(ξ − u)

](r−j−1)∣∣u=0

.

Èìååì

r−1∑
j=0

cjϕ
(j)(0) =

ξr(1− |ξ|2)

(r − 1)!

[
ϕ(u)

(1− ξu)(ξ − u)

](r−1)∣∣u=0

= (1− |ξ|2)
r−1∑
j=0

ξj

j!

(
ϕ(u)

1− ξu

)(j)∣∣u=0

.

Ñäåëàâ çàìåíó v =
√

1− |b′1|2u, äëÿ ξ = bn(1− |b′1|2)−1/2 ïîëó÷àåì

r−1∑
j=0

cjϕ
(j)(0) = (1− |b|2)

r−1∑
j=0

bjn
j!
Dj
n

(
f(z)

1− 〈z, b〉

)∣∣z=b′1
= (1− |b|2)

r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(z)

1− 〈z, b〉

)∣∣z=b′1 ,
ãäå dz = b′′n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ b ∈ B èìååì∣∣∣∣f(b)− (1− |b|2)

r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(z)

1− 〈z, b〉

)∣∣z=b′1
∣∣∣∣ ≤

(
|b′′k|√

1− |b′k|2

)r
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ B \ Ak. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó U âèäà (2.4),
â êîòîðîé C � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k, ïåðåâîäÿùàÿ âåêòîð
(an−k+1, . . . , an) â âåêòîð (0, . . . , 0, |a′′k|). Òîãäà, ïîëîæèâ b = Ua, äëÿ
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ôóíêöèè f(U−1z) áóäåì èìåòü∣∣∣∣f(a)− (1− |Ua|2)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(U−1z)

1− 〈z, Ua〉

)∣∣z=(Ua)′1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f(a)− (1− |a|2)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
(

f(w)

1− 〈w, a〉

)∣∣w=a′k

∣∣∣∣ ≤
(

|a′′k|√
1− |a′k|2

)r
,

ãäå dz = a′′k. Òåì ñàìûì

e(a, IrAk , BH∞) =

(
|a′′k|√

1− |a′k|2

)r
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (2.6) ôóíêöèÿ

g0(z) =

(√
1− |a′k|2
|a′′k|

〈z, a′′k〉
1− 〈z, a′k〉

)r
ïðèíàäëåæèò êëàññó BH∞ è ïðè âñåõ w ∈ Ak (Dαg0)(w) = 0,
|α| = 0, . . . , r − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èç òåîðåìû 4.2 ãë. I âûòåêàåò,
÷òî

e(a, IrAk , BH∞) = sup
f∈BH∞
IrAk

f=0

|f(a)| ≥ |g0(a)| =

(
|a′′k|√

1− |a′k|2

)r
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà e(a, IrAk , BHp) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷è

sup
f∈BHp
IrAk

f=0

|f(a)|

(òåîðåìà 4.2 ãë. I), òî ïðè k = n è An = {0} ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
îáîáùåíèå ëåììû Øâàðöà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïðè âñåõ 1 ≤ p < ∞ äëÿ a ∈ B òàêèõ, ÷òî
|a| < λn(rp), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
f∈BHp

(Dαf)(0)=0, |α|≤r−1

|f(a)|

=
|a|r

(1− |a|2)n/p

[
Γ(n+ rp/2)

Γ(n)Γ(rp/2)

n−1∑
k=0

(−1)k

k + rp/2
Ck
n−1|a|2k

]1/p

. (2.8)

Ñëó÷àé p = ∞ áåçóñëîâíî òàêæå âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.1, íî
ìàëî èíòåðåñåí, òàê êàê íå îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ (ïðà-
âàÿ ÷àñòü â (2.8) ðàâíà |a|r).

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïî-
ëó÷åíî ïðè n ≥ 6 ëèøü â îáëàñòè ∆nk(rp) (êàê áûëî îòìå÷åíî,
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ïðè 1 ≤ n ≤ 5 ∆nk(rp) = B äëÿ âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞). Äëÿ âåëè÷è-
íû λn(p), âõîäÿùåé â îïðåäåëåíèå îáëàñòè ∆nk(rp), â ðàáîòå [115]
áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà

λn(p) ≥ p+ 2

p+ 2n
.

Òåì ñàìûì ìîæíî óêàçàòü îáëàñòü ïðîñòîãî âèäà

|a′′k|2 <
(
rp+ 2

rp+ 2n

)2

(1− |a′k|2), (2.9)

êîòîðàÿ ëåæèò â ∆nk(rp). Êðîìå òîãî, èç (2.9) âèäíî, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè a ∈ B ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì
âîññòàíîâëåíèÿ, ïîëó÷åííûì â òåîðåìå 2.1, åñëè âûáðàòü r äîñòà-
òî÷íî áîëüøèì.

Îñòàíîâèìñÿ åùå íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà ñëó÷àå p = 2. Ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 óñëîâèå a ∈ ∆nk(rp) èñïîëüçîâàëîñü
äëÿ îáðàòèìîñòè ôóíêöèè χ, ÷òî,â ñâîþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî áûëî
äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè χ2/p è χ(p−2)/p ïðèíàäëåæàëè ïðîñòðàí-
ñòâó H∞. Ïðè p = 2 ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî ïðè âñåõ a ∈ B.
Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòà-
íîâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî. Îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f ∈ BH2 â òî÷êå a ïî çíà÷åíèÿì èíôîð-
ìàöèîííîãî îïåðàòîðà

Irmf :=
{

(Dαf)(0)
}r−1

|α|=0
∪
{

(Dαjf)(0)
}m
j=1
,

ãäå |αj| = r, j = 1, . . . ,m. Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αn)
ïîëîæèì

α! := α1! . . . αn!, aα := aα1
1 . . . aαnn , a ∈ Cn.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïðè âñåõ a ∈ B ìåòîä

f(a) ≈
∑
|α|≤r−1

1

α!
(Dαf)(0)aα +

m∑
j=1

1

αj!
(Dαjf)(0)aα

j

(2.10)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH2

ïî èíôîðìàöèè Irm. Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, Irm, BH2)

=

(
1

(1− |a|2)n
−

r−1∑
j=0

(n+ j − 1)!

(n− 1)!j!
|a|2j −

m∑
j=1

(n+ r − 1)!

(n− 1)!αj!
|a2αj |

)1/2

.

(2.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

krm(z, a) := (1− 〈z, a〉)−n −
r−1∑
|α|=0

(n+ |α| − 1)!

(n− 1)!α!
zαaα

−
m∑
j=1

(n+ r − 1)!

(n− 1)!αj!
zα

j

aα
j

.

Ïðè ëþáîì a ∈ B krm ∈ H2. Â ñèëó âîñïðîèçâîäÿùåãî ñâîéñòâà
ÿäðà Êîøè, åãî ðàçëîæåíèÿ

(1− 〈z, a〉)−n =
∞∑
|α|=0

(n+ |α| − 1)!

(n− 1)!α!
zαaα (2.12)

è îðòîãîíàëüíîñòè ìîíîìîâ∫
S

zαzβ dσ(z) =

0, α 6= β,
(n− 1)!α!

(n+ |α| − 1)!
, α = β

(ñì. [61, ñòð. 25], [77, ñòð. 557]), ïîëó÷àåì∫
S

krm(z, a)f(z) dσ(z) = f(a)−
∑
|α|≤r−1

1

α!
(Dαf)(0)aα

−
m∑
j=1

1

αj!
(Dαjf)(0)aα

j

. (2.13)

Èç ðàçëîæåíèÿ (2.12) âèäíî, ÷òî äëÿ g(z) := krm(z, a) âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà

Dαg∣∣z=0
= 0, |α| = 1, . . . , r − 1, α = αj, j = 1, . . . ,m.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.3
ãë. I ïðè p = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ îïòèìàëåí, à

e(a, Irm, BH2) = g(a)‖g‖−1
H2
.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.13) f = g, ïîëó÷àåì

g(a) = ‖g‖2
H2
.

Òåì ñàìûì
e(a, Irm, BH2) =

√
g(a).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2.11), îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî∑
|α|=j

j!

α!
|a2α| = |a|2j.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
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Ñëåäóÿ Ðóäèíó [61, ñòð. 41] áóäåì íàçûâàòü àôôèííûì ïîäìíî-
æåñòâîì B ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî àôôèííîãî ïîäìíîæåñòâà
èç Cn ñ øàðîì B. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà A ïðîèçâîëü-
íîå àôôèííîå ïîäìíîæåñòâî B. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî A èìååò âèä

A = { z ∈ B : zn−k+1 = cn−k+1, . . . , zn = cn }, (2.14)

ãäå c = (0, . . . , 0, cn−k+1, . . . , cn) ∈ B, 1 ≤ k ≤ n, òàê êàê ëþáîå
àôôèííîå ïîäìíîæåñòâî B ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî â ìíîæåñòâî âèäà (2.14).

Ïîëîæèì

ϕc(z) :=
c− Pcz −

√
1− |c|2(z − Pcz)

1− 〈z, c〉
.

Îòîáðàæåíèå ϕc ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì øàðà ([61, ñòð. 34]). Ïî-
ëîæèì

∆nk(p, c) := ϕc(∆nk(p)).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è A îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
(2.14). Òîãäà äëÿ âñåõ a ∈ ∆nk(rp, c) ìåòîä

f(a) ≈



(
1− |c|2

1− 〈a, c〉

)2n/p

χ
(2−p)/p
c (ac)

×
r−1∑
j=0

1

j!
dj

[
χ

(p−2)/p
c (z)f(ϕc(z))

(1− 〈z, c〉)2n/p

]
∣∣z=(ac)′k

, 1 ≤ p <∞,

(1− |ac|2)
r−1∑
j=0

1

j!
dj
[

f(ϕc(z))

(1− 〈z, ac〉)

]∣∣z=(ac)′k

, p =∞,

ãäå ac = ϕc(a), dz = (ac)
′′
k, à

χc(z) :=
Φn(rp, sk(z, ac))

(n− 1)!(1− 〈z, (ac)′k〉)n+rp/2
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp

ïî èíôîðìàöèè IrA. Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, IrA, BHp) =


(1− |c|2)n/p

|1− 〈a, c〉|2n/p
χ1/p(ac)|(ac)′′k|r, 1 ≤ p <∞,(

|(ac)′′k|√
1− |(ac)′k|2

)r
, p =∞.
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Ïðè a ∈ ∆nk(rp, c) \ A ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) =


ε

(1− |c|2)n/p

(1− 〈a, c〉)2n/p

χ
2/p
c (ϕc(z))〈ϕc(z), (ac)

′′
k〉r

χ
1/p
c (ac)|(ac)′′k|r

, 1 ≤ p <∞,(√
1− |(ac)′k|2
|(ac)′′k|

〈ϕc(z), (ac)
′′
k〉

1− 〈ϕc(z), (ac)′k〉

)r
, p =∞,

ãäå ε ∈ C, |ε| = 1, âûáðàíî èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè g0(a) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ àâòî-
ìîðôèçìà ϕc, êîòîðûå íàì ïîòðåáóþòñÿ (ñì. [61, ñòð. 34, 161]).
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

ϕc(ϕc(z)) = z, z ∈ B, (2.15)

1− 〈ϕc(z), ϕc(w)〉 =
(1− |c|2)(1− 〈z, w〉)

(1− 〈z, c〉)(1− 〈c, w〉)
, z, w ∈ B. (2.16)

Îïåðàòîð

(Tf)(z) :=
(1− |c|2)n/p

(1− 〈z, c〉)2n/p
f(ϕc(z))

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Hp, ò.å. ïðè âñåõ f ∈ Hp

‖Tf‖Hp = ‖f‖Hp .
Ïóñòü 1 ≤ p <∞. Â ñèëó (2.15) èìååì

ac = ϕc(a) ∈ ϕc(∆nk(rp, c)) = ∆nk(rp).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ BHp. Òîãäà g := Tf ∈
BHp. Èç òåîðåìû 2.1 ïîëó÷àåì

∣∣∣g(ac)−χ(2−p)/p
c (ac)

r−1∑
j=0

1

j!
dj
(
χ(p−2)/p
c (z)g(z)

)∣∣z=(ac)′k

∣∣∣ ≤ e(ac, I
r
Ak
, BHp)

(2.17)
(çäåñü è äàëåå dz = (ac)

′′
k). Èç (2.15) è (2.16)

g(ac) =
(1− |c|2)n/p

(1− 〈ac, c〉)2n/p
f(a) =

(1− |c|2)n/p

(1− 〈ϕc(a), ϕc(0)〉)2n/p
f(a)

=
(1− 〈a, c〉)2n/p

(1− |c|2)n/p
f(a).

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.17) íà

(1− |c|2)n/p

|1− 〈a, c〉|2n/p
,
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áóäåì èìåòü∣∣∣∣f(a)−
(

1− |c|2

1− 〈a, c〉

)2n/p

χ(2−p)/p
c (ac)

×
r−1∑
j=0

1

j!
dj

[
χ

(p−2)/p
c (z)f(ϕc(z))

(1− 〈z, c〉)2n/p

]
∣∣z=(ac)′k

∣∣∣∣
≤ (1− |c|2)n/p

|1− 〈a, c〉|2n/p
e(ac, I

r
Ak
, BHp).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕc(A) = Ak, à ñëåäîâàòåëüíî, ϕc(Ak) = A.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè f ïîëó÷àåì

e(a, IrA, BHp) ≤
(1− |c|2)n/p

|1− 〈a, c〉|2n/p
e(ac, I

r
Ak
, BHp).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(z) = χ−1/p
c (ac)|(ac)′′k|−rχ2/p

c (z)〈z, (ac)′′k〉r,
ÿâëÿþùóþñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëå-
íèè â òî÷êå ac ïî èíôîðìàöèè IrAk . Ïîëîæèì g0 := εTf0 ãäå ε ∈ C,
|ε| = 1, âûáåðåì èç óñëîâèÿ g0(a) > 0. Òîãäà g0 ∈ BHp, IrAg0 = 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî,

e(a, IrA, BHp) ≥ |g0(a)| = (1− |c|2)n/p

|1− 〈a, c〉|2n/p
e(ac, I

r
Ak
, BHp).

Ïðè p =∞ äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Áåðãìàíà, à èìåííî, çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ∈ BAp, 1 ≤ p < ∞, â òî÷êå a ∈ B
ïî èíôîðìàöèè IrA, ãäå A îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.14) äëÿ c =
(0, . . . , 0, cn−k+1, . . . , cn) ∈ B, 1 ≤ k ≤ n. Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñëó÷à-
åì 1 ≤ p <∞, òàê êàê A∞ = H∞.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆̃nk(p) :=
{
z ∈ B : |z′′k |2 < λ2

n+1(p)(1− |z′k|2)
}
,

∆̃nk(p, c) := ϕc(∆̃nk(p)).

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü 1 ≤ p <∞. Òîãäà ïðè âñåõ a ∈ ∆̃nk(rp, c)
ìåòîä

f(a) ≈
(

1− |c|2

1− 〈a, c〉

)2(n+1)/p

χ̃(2−p)/p
c (ac)

×
r−1∑
j=0

1

j!
dj

[
χ̃

(p−2)/p
c (z)f(ϕc(z))

(1− 〈z, c〉)2(n+1)/p

]
∣∣z=(ac)′k

,
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ãäå ac = ϕc(a), dz = (ac)
′′
k, à

χ̃c(z) :=
Φn+1(rp, sk(z, ac))

n!(1− 〈z, (ac)′k〉)n+1+rp/2
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BAp
ïî èíôîðìàöèè IrA. Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, IrA, BAp) =
(1− |c|2)(n+1)/p

|1− 〈a, c〉|2(n+1)/p
χ̃1/p
c (ac)|(ac)′′k|r.

Ïðè a ∈ ∆̃nk(rp, c) \ A ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) = ε
(1− |c|2)(n+1)/p

(1− 〈z, c〉)2(n+1)/p

χ̃
2/p
c (ϕc(z))〈ϕc(z), (ac)

′′
k〉r

χ̃
1/p
c (ac)|(ac)′′k|r

, (2.18)

ãäå ε ∈ C, |ε| = 1, âûáðàíî èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè g0(a) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ E ðà-
âåíñòâîì

(Eg)(z0, z) := g(z),

ãäå z ∈ Bn, à (z0, z) ∈ Bn+1. Èçâåñòíî ([61, ñòð. 135]), ÷òî E �
ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà Ap(Bn) â Hp(Bn+1), ò.å. ïðè âñåõ
g ∈ Ap(Bn) Eg ∈ Hp(Bn+1) è ‖g‖Ap(Bn) = ‖Eg‖Hp(Bn+1). ×åðåç
e : Cn → Cn+1 áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîäîëæåíèå, îïðåäåëåííîå ðàâåí-
ñòâîì ez := (0, z). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èç BHp(Bn+1) â òî÷êå ea ïî èíôîðìàöèè
IreA. Èç ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ ñîîòíîøåíèé

e(ϕc(z)) = ϕec(ez), e(∆̃nk(p)) ⊂ ∆̃n+1,k(p)

è òîãî, ÷òî a ∈ ∆̃nk(rp, c), èìååì

ea ∈ e(∆̃nk(rp, c)) = e
(
ϕc(∆̃nk(rp))

)
= ϕec

(
e(∆̃nk(rp))

)
⊂ ϕec(∆n+1,k(rp)) = ∆n+1,k(rp, ec).

Ïóñòü g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç BAp(Bn). Òîãäà Eg ∈
BHp(Bn+1). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2, ïîëó÷àåì

|(Eg)(ea)− S0I
r
eAEg| ≤ e(ea, IreA, BHp(Bn+1)),

ãäå ÷åðåç S0 îáîçíà÷åí äëÿ êðàòêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α =
(α0, . . . , αn), ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Ap(Bn) è z ∈ Bn

Dα(Ef)∣∣ez = Dαf∣∣z,
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ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∣∣∣∣f(a)−
(

1− |c|2

1− 〈a, c〉

)2(n+1)/p

χ̃(2−p)/p
c (ac)

×
r−1∑
j=0

1

j!
dj

[
χ̃

(p−2)/p
c (z)f(ϕc(z))

(1− 〈z, c〉)2(n+1)/p

]
∣∣z=(ac)′k

∣∣∣∣
≤ (1− |c|2)(n+1)/p

|1− 〈a, c〉|2(n+1)/p
χ̃1/p
c (ac)|(ac)′′k|r,

ãäå dz = (ac)
′′
k. Òàêèì îáðàçîì,

e(a, IrA, BAp) ≤
(1− |c|2)(n+1)/p

|1− 〈a, c〉|2(n+1)/p
χ̃1/p(ac)|(ac)′′k|r.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ Eg0 äëÿ g0, îïðåäåëåííîé ðàâåí-
ñòâîì (2.18), ñîâïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â çàäà÷å îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â òî÷êå ea íà êëàññåBHp(Bn+1) ïî èíôîð-
ìàöèè IreA. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖g0‖Ap(Bn) = ‖Eg0‖Hp(Bn+1) = 1. Êðîìå
òîãî, IrAg0 = 0. Òåì ñàìûì

e(a, IrA, BAp) ≥ |g0(a)| = (1− |c|2)(n+1)/p

|1− 〈a, c〉|2(n+1)/p
χ̃1/p(ac)|(ac)′′k|r.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 2.1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ëåì-
ìû Øâàðöà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåðãìàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïðè âñåõ 1 ≤ p < ∞ äëÿ a ∈ B òàêèõ, ÷òî
|a| < λn+1(rp), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
f∈BAp

(Dαf)(0)=0, |α|≤r−1

|f(a)|

=
|a|r

(1− |a|2)(n+1)/p

[
Γ(n+ 1 + rp/2)

Γ(n+ 1)Γ(rp/2)

n∑
k=0

(−1)k

k + rp/2
Ck
n|a|2k

]1/p

.

Ïðèâåäåì òàêæå àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 2.3.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïðè âñåõ a ∈ B ìåòîä (2.10) ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BA2 ïî èíôîðìà-
öèè Irm. Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, Irm, BA2)

=

(
1

(1− |a|2)n+1
−

r−1∑
j=0

(n+ j)!

n!j!
|a|2j −

m∑
j=1

(n+ r)!

n!αj!
|a2αj |

)1/2

.
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Ïðè n = 1, ïîëüçóÿñü ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ðàâåíñòâàìè
r−1∑
j=0

1

j!
g(j)(0)uj =

ur

(r − 1)!

(
g(z)

u− z

)(r−1)∣∣z=0

,

F (r−1)(0) = (−1)r−1(1− |c|2)

[
(1− ct)r−2F

(
c− t
1− ct

)](r−1)∣∣t=c ,
ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé g è F , ãîëîìîðôíûõ â îêðåñò-
íîñòè íóëÿ, èç òåîðåìû 2.3 ìîæíî ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü 1 ≤ p <∞, Irc f := {f(c), . . . , f (r−1)(c)},
c ∈ B1. Ïðè âñåõ a ∈ B1 ìåòîä

f(a) ≈ (a− c)r(1− |a|2)2−4/p

(1− ca)r+1ω(p−2)/p(a)

1

(r − 1)!

×
[

(1− ct)r+1ω(p−2)/p(t)f(t)

(t− a)(1− at)2−4/p

](r−1)∣∣t=c ,
ãäå

ω(t) := 1 +
rp

2

(
1− c− a

1− ca
c− t
1− ct

)
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
BAp(B1) ïî èíôîðìàöèè Irc . Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(a, Irc , BAp(B1)) =
∣∣∣ c− a
1− ca

∣∣∣r ω1/p(a)

(1− |a|2)2/p
.

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2.3 äðóãèì ñïîñîáîì (îñòàâàÿñü â ðàì-
êàõ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ) áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [56].

�3. Âîññòàíîâëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç hp ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì
êðóãå D ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖u‖hp := sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|u(reiθ)|p dθ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖u‖h∞ := sup
z∈D
|u(z)|, p =∞.

Äëÿ êëàññîâ Bhp ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå òåì, êî-
òîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â �1. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ áëèçîñòü
ýòèõ çàäà÷, ãàðìîíè÷åñêèé ñëó÷àé îêàçûâàåòñÿ ìåíåå èçó÷åííûì è
òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â hp ðàçâèòà çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì
â ïðîñòðàíñòâàõ Hp. Ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷, áëèçêèõ ê ðàññìàò-
ðèâàåìûì, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [33], [111], [135].
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Ðÿä ñëîæíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ â hp, ñâÿçàí ñ îòñóòñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû ó ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, à òàêæå ñ íàëè÷èåì ýôôåêòîâ, õàðàêòåðíûõ
äëÿ ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè. Òàê, íàïðèìåð, çäåñü ýêñòðåìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íå íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå, à íà
êðèâûõ. Ýòî ïðèâîäèò ê ýôôåêòàì �î÷èñòêè�, àíàëîãè÷íûì íà-
áëþäàâøèìñÿ â �2, êîãäà â îïòèìàëüíîì ìåòîäå âîññòàíîâëåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ëèøü äèñêðåòíàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè î ôóíêöèè, èç-
âåñòíîé íà íåêîòîðîì áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå.

Ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíî-
ãî ôóíêöèîíàëà

Lλxu :=
ν+m∑
j=ν

λj
j!
u(j)(x),

ãäå λj ∈ R, λν+m 6= 0, ν ≥ 0, íà êëàññå ôóíêöèé èç Bh∞ ïî çíà÷å-
íèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà

Iu :=
{
u(x), . . . , u(ν−1)(x), u(x1), . . . , u(ν1−1)(x1), . . . ,

u(xn), . . . , u(νn−1)(xn)
}
,

ãäå x, x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà (−1, 1), à ÷å-

ðåç u(j) îáîçíà÷åíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂ju

∂xj
. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å
Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà äëÿ ïðîñòðàíñòâà H1.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáûõ γ1, . . . , γm ∈ R íàéäåòñÿ 0 ≤ k ≤ m,
ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû

k∑
j=1

(b
−s
j − bsj) + 2

m∑
j=k+1

bsj = γs, s = 1, . . . ,m, (3.1)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

|bj| ≤ 1, j = 1, . . . , k, |bj| < 1, j = k + 1, . . . ,m. (3.2)

Ïðè ýòîì ïîëèíîìû

m∏
j=1

(z − bj)(1− bjz),
m∏

j=k+1

(1− bjz),
m∏

j=k+1

(z − bj) (3.3)

âåùåñòâåííû íà âåùåñòâåííîé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû âûòåêàåò èç ñëåä-
ñòâèÿ 1.1, òàê êàê òå èç bj, äëÿ êîòîðûõ |bj| = 1, â ñèëó ðàâåíñòâà

b
−1

j = bj ìîæíî îòíåñòè êàê â ïåðâóþ ãðóïïó (j = 1, . . . , k), òàê è âî
âòîðóþ (j = k + 1, . . . ,m). Çäåñü íàì óäîáíåå ñ÷èòàòü, ÷òî |bj| < 1,
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j = k + 1, . . . ,m. Äîêàæåì âåùåñòâåííîñòü ïîëèíîìîâ (3.3). Èç
ñëåäñòâèÿ 1.1 âûòåêàåò, ÷òî ïîëèíîì

P2m(z) := C
k∏
j=1

(z − bj)(1− bjz)
m∏

j=k+1

(1− bjz)2, (3.4)

ãäå C âûáðàíî èç óñëîâèÿ P2m(0) = 1, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êàðàòåîäîðè�Ôåéåðà â ïðîñòðàíñòâå H1 ñ óñëîâèÿìè

f (j)(0) = cj, j = 0, . . . ,m, (3.5)

ãäå ÷èñëà cj îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç γ1, . . . , γm (ñì. ñëåäñòâèå 1.1) è
âåùåñòâåííû ïðè âåùåñòâåííûõ γ1, . . . , γm. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
ïîëèíîìîâ âèäà (3.4), óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì (3.5) (ñì. [76,
ñ. 489]), ïîëèíîì P2m(z) èìååò âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êàæäîìó êîðíþ ïîëèíîìà P2m(z) íåêîòîðîé êðàòíî-
ñòè ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåííûé êîðåíü òîé æå êðàòíîñòè. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìû (3.3) èìåþò âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû.
Ëåììà äîêàçàíà. �

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿì �1:

W1(z) :=

(
z − x
1− xz

)ν
W (z), W (z) :=

n∏
j=1

(
z − xj
1− xjz

)νj
,

dj := λ−1
ν+mλν+m−j, j = 1, . . . ,m, y(z) := W−1(z)W ′(z),

γs := (−1)s
[
(m+ ν − 1)xs −

s∑
l=1

(−1)lC l
sx
s−l(1− x2)l

×
(
y(l−1)(x)

(l − 1)!
+ ρl

)]
,

ãäå âåêòîð ρ = (ρ1, . . . , ρm)T îïðåäåëåí ðàâåíñòâàìè (1.3).
Ïóñòü b1, . . . , bm � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèÿì (3.2), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ëåììå 3.1.
Ïîëîæèì

αj :=
bj + x

1 + xbj
, j = 1, . . . ,m,

Ψ(z) :=
k∏
j=1

(z − αj)(1− αjz)
m∏

j=k+1

(1− αjz)2,

g(z) := W1(z)
m∏

j=k+1

z − αj
1− αjz

, C(x) :=
λν+mW (x)(1− x2)m+1−ν

Ψ(x)(1 + g2(x))
.

Òåîðåìà 3.1. Ïðè âñåõ ν ≥ 0 è m ≤ (2ν − 1)+ ìåòîä

Lλxu ≈ S0Iu :=
ν−1∑
l=0

cl(x)u(l)(x) +
n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(x)u(l)(xj), (3.6)
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ãäå

cl(x) := − C(x)

l!(ν +m− l)!

[
Ψ(z)(1 + g2(z))

W (z)(1− xz)m+1−ν

](ν+m−l)∣∣∣
z=x

, (3.7)

cjl(x) := − C(x)

l!(νj − l − 1)!

[
Ψ(z)(1− xjz)νj

ωj(z)(1− xz)m+1−ν(z − x)ν+m+1

](νj−l−1)∣∣∣
z=xj

,

ωj(z) :=
n∏
l=1
l 6=j

(
z − xl
1− xlz

)νl
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ôóíêöèÿ

u0(z) := sign(C(x))
4

π
Re arctg g(z)

� ýêñòðåìàëüíàÿ, è

e(x, λ, I, Bh∞) =



4

π
|C(x)| 1

m!


m∏
j=1

(1− αjz)(z − αj)

(1− xz)m+1


(m)

∣∣∣
z=x

, ν > 0,

|λ0|
4

π
arctg |W (x)|, ν = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ϕ(z) :=

z
m∏
j=1

(z − αj)(1− αjz)

(z − x)m+1(1− xz)m+1
,

Jf := C(x)
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(eiθ)2 Re g(eiθ)f(eiθ) dθ.

Ïîñêîëüêó ïðè |z| = 1 g(z) = g−1(z), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì

Jf = C(x)
1

2πi

∫
|z|=1

ϕ(z)
1 + g2(z)

g(z)
f(z)

dz

z

= C(x)
1

2πi

∫
|z|=1

Ψ(z)(1 + g2(z))f(z) dz

W (z)(1− xz)m+1−ν(z − x)m+1−ν

= −
ν+m∑
l=0

cl(x)f (l)(x)−
n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(x)f (l)(xj),
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ãäå cl(x) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (3.7) ïðè âñåõ l = 0, . . . , ν + m.
Äëÿ l ≥ ν > 0 â ñèëó òîãî, ÷òî m ≤ 2ν − 1, èìååì[

Ψ(z)g2(z)

W (z)(1− xz)m+1−ν

](ν+m−l)∣∣∣
z=x

=

[
(z − x)2νW (z)

(1− xz)m+1+ν

k∏
j=1

(z − αj)(1− αjz)
m∏

j=k+1

(z − αj)2

](ν+m−l)∣∣∣
z=x

= 0.

Òåì ñàìûì

cl(x) = − C(x)

l!(ν +m− l)!

[
Ψ(z)

W (z)(1− xz)m+1−ν

](ν+m−l)∣∣∣
z=x

,

l = ν, . . . , ν +m.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2 íàõîäèì

cl(x) = −λl
l!
, l = ν, . . . , ν +m.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ν =
m = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Jf = Lλxf −
ν−1∑
l=0

cl(x)f (l)(x)−
n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(x)f (l)(xj).

Èç âåùåñòâåííîñòè ïîëèíîìîâ (3.3) ñëåäóåò âåùåñòâåííîñòü ïîëè-
íîìîâ

m∏
j=1

(z − αj)(1− αjz),
m∏

j=k+1

(1− αjz),
m∏

j=k+1

(z − αj).

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû cl(x) è cjl(x) âåùåñòâåííûå.
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç u := Re f , áóäåì èìåòü

Re Jf = Lλxu− S0Iu.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ïî÷òè âñþäó

u0(eiθ) = sign(C(x) Re g(eiθ)),

òî, ïîëîæèâ ϕ1(z) := 2|C(x) Re g(z)|ϕ(z), ïîëó÷àåì

Re Jf =
1

2π

∫ 2π

0

ϕ1(eiθ)u0(eiθ)u(eiθ) dθ.

Åñëè u ∈ h∞ ⊂ h2, òî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ v ∈ h2 (ñì. [15, ñ. 380])
è, ñëåäîâàòåëüíî, u+ iv ∈ H2. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

Lλxu− S0Iu =
1

2π

∫ 2π

0

ϕ1(eiθ)u0(eiθ)u(eiθ) dθ
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ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ u ∈ h∞. Òàê êàê ϕ1(eiθ) ≥ 0, u0 ∈ Bh∞,
|u0(eiθ)| = 1 ïî÷òè âñþäó è, êðîìå òîãî, Iu0 = 0, òî èç òåîðåìû 5.3
ãë. I ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà S0, ýêñòðåìàëüíîñòü ôóíêöèè
u0 è ðàâåíñòâî

e(x, λ, I, Bh∞) = Lλxu0.

Ïóñòü ν > 0. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) âåùåñòâåííà íà
âåùåñòâåííîé îñè, ïîëó÷àåì

Lλxu0 = Lλxg
∗ = Jg∗,

ãäå

g∗(z) := sign(C(x))
4

π
arctg g(z) = sign(C(x))

(
4

π
g(z) + g3(z)w(z)

)
,

à w(z) ∈ H2. Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 2ν > m, áóäåì èìåòü

e(x, λ, I, Bh∞) = Jg∗

= |C(x)| 1

2πi

∫
|z|=1

ϕ(z)(1 + g2(z))

(
4

π
+ g2(z)w(z)

)
dz

z

=
4

π
|C(x)| 1

2πi

∫
|z|=1

ϕ(z)
dz

z

=
4

π
|C(x)| 1

m!


m∏
j=1

(1− αjz)(z − αj)

(1− xz)m+1


(m)

∣∣∣
z=x

.

Ïðè ν = m = 0

Lλxu0 = λ0u0(x) = |λ0|
4

π
arctg |W (x)|.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé ν = m = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 = 1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ:

e(z, I,W ) = e(z, 1, I,W ), e′(z, I,W ) = e(z, (0, 1), I,W ).

Ñëåäñòâèå 3.1. Ìåòîä

u(x) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(x)u(l)(xj), (3.8)
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ãäå

cjl(x) := −W (x)(1− x2)

1 +W 2(x)

1

l!(νj − l − 1)!

×
[

(1− xjz)νj

ωj(z)(1− xz)(z − x)

](νj−l−1)∣∣∣
z=xj

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ, ôóíêöèÿ

u0(z) := sign(W (x))
4

π
Re arctgW (z)

� ýêñòðåìàëüíàÿ è

e(x, I, Bh∞) =
4

π
arctg |W (x)|.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ν1 = . . . = νn = 1, òî îïòèìàëüíûé ìåòîä (3.8)
èìååò âèä

u(x) ≈ 1− x2

1 +W 2(x)

n∑
j=1

ωj(x)

ωj(xj)

1− x2
j

(1− xxj)2
u(xj).

Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ïî òåéëîðîâñêîé èíôîðìàöèè

Inu := {u(0), . . . , u(n−1)((0) }
äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà (3.8) èìååì

u(x) ≈ 1

1 + x2n

n−1∑
k=0

xk

k!
(1− x2(n−k))u(k)(0), (3.9)

ïðè÷åì

e(x, In, Bh∞) =
4

π
arctg |xn|. (3.10)

Ñôîðìóëèðóåì ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì
âèäå.

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ ëþáîzãî z = ρeiϕ ∈ D ìåòîä

u(z) ≈ 1

1 + ρ2n

n−1∑
k=0

ρk

k!
(1− ρ2(n−k))(ak cos kϕ+ bk sin kϕ),

ãäå ak :=
∂ku

∂xk
(0), bk :=

∂ku

∂yk
(0), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì

âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞ ïî èíôîðìàöèè

Iu := {(Dαu)(0)}n−1
|α|=0

(α � äâóìåðíûé ìóëüòèèíäåêñ). Ôóíêöèÿ

u0(ξ) :=
4

π
Re arctg

(
e−iϕξ

)n
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ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

e(z, I, Bh∞) =
4

π
arctg ρn. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Bh∞. Ïîëîæèì
U(ξ) := u(eiϕξ).

Î÷åâèäíî U ∈ Bh∞. Òîãäà èç (3.9) è (3.10) èìååì∣∣∣∣U(ρ)− 1

1 + ρ2n

n−1∑
k=0

ρk

k!
(1− ρ2(n−k))U (k)(0)

∣∣∣∣ ≤ 4

π
arctg ρn.

Ïîñêîëüêó âñÿêóþ ãàðìîíè÷åñêóþ â êðóãå ôóíêöèþ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

u(w) =
∞∑
k=0

|w|k

k!
(ak cos kθ + bk sin kθ),

ãäå θ = argw, ak :=
∂ku

∂xk
(0), bk :=

∂ku

∂yk
(0), òî

U(ξ) =
∞∑
k=0

|ξ|k

k!
(ak cos k(θ + ϕ) + bk sin k(θ + ϕ)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

U (j)(0) = ak cos kϕ+ bk sin kϕ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî U(ρ) = u(z), èìååì∣∣∣∣u(z)− 1

1 + ρ2n

n−1∑
k=0

ρk

k!
(1− ρ2(n−k))(ak cos kϕ+ bk sin kϕ)

∣∣∣∣ ≤ 4

π
arctg ρn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, u0 ∈ Bh∞ è (Dαu)(0) = 0 ïðè âñåõ |α| =
0, . . . , n− 1. Òåì ñàìûì

e(z, I, Bh∞) = sup
u∈Bh∞

(Dαu)(0)=0, |α|≤n−1

|u(z)| ≥ |u0(z)| = 4

π
arctg ρn.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Áëèçêèì ê ñëåäñòâèþ 3.2 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Ì.Ã. Êðåéíà [33],
êîòîðûé äîêàçàë, ÷òî âåëè÷èíà (3.11) ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ïðè-
áëèæåíèÿ êëàññà ôóíêöèé

Γρ := {u(ρ, ·) : u(ρ, ϕ) ∈ Bh∞ }
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ïîðÿäêà n− 1 (ñì. òàêæå [111],
[41], [66], [31], [32]). Íàìè æå ïîñòðîåí ìåòîä ÿâëÿþùèéñÿ îïòè-
ìàëüíûì äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ D, êîòîðûé íà îêðóæíîñòÿõ |z| = ρ
îêàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà n− 1.
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Ñëåäñòâèå 3.3. Äëÿ ëþáîãî z ∈ D ìåòîä

u(z) ≈ 1− ρ2

1 + ρ2
u(z1),

ãäå

z1 :=
2 Re z

1 + |z|2 +
√

(1 + |z|2)2 − 4(Re z)2
, ρ :=

∣∣∣∣ z − z1

1− z1z

∣∣∣∣ ,
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞
ïî èíôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó

Iu := u∣∣(−1,1)
,

ãäå u∣∣(−1,1)
� ñëåä ôóíêöèè u íà èíòåðâàëå (−1, 1). Äëÿ ïîãðåøíî-

ñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(z, I, Bh∞) =
4

π
arctg ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(ξ) � êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå
êðóãà D, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó z1 â íóëü, à z â òî÷êó x ∈ [0, 1). Â ñèëó
êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ
x = ρ. Èç (3.9) è (3.10) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè U ∈ Bh∞ èìååì∣∣∣∣U(x)− 1− ρ2

1 + ρ2
U(0)

∣∣∣∣ ≤ 4

π
arctg ρ.

Ïóñòü u ∈ Bh∞. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

U(ξ) := u(ϕ−1(ξ)).

Ïîñêîëüêó U ∈ Bh∞, U(x) = u(z) , à U(0) = u(z1) , òî∣∣∣∣u(z)− 1− ρ2

1 + ρ2
u(z1)

∣∣∣∣ ≤ 4

π
arctg ρ.

Ïîëîæèì

v(ξ) :=
4

π
Re arctg

(
i
ξ − z1

1− z1ξ

)
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî Re
z − z1

1− z1z
= 0, ïîýòîìó |v(z)| =

4

π
arctg ρ.

Êðîìå òîãî, v∣∣(−1,1)
= 0. Òàêèì îáðàçîì,

e(z, I, Bh∞) = sup
u∈Bh∞
u|(−1,1)=0

|u(z)| ≥ |v(z)| = 4

π
arctg ρ.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Â ñëåäñòâèè 3.3 íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò î÷èñòêè, àíàëîãè÷íûé
ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè â �2. Èç âñåé èíôîðìàöèè î ñëåäå ôóíê-
öèè u íà èíòåðâàëå (−1, 1) îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò ëèøü
çíà÷åíèÿ â íååâêëèäîâîé ïðîåêöèè òî÷êè z íà âåùåñòâåííóþ îñü.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ν = 0, m = 1 (ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé ïðè
m = 1, íå îõâà÷åííûé òåîðåìîé 3.1. Ïîëîæèì

P (β, γ) :=


γ

1 +
√

(γ − β)2 + 1− β2
, |β| < 1,

sign β

|β|+
√
|β|2 − 1

, |β| ≥ 1.
(3.12)

β(x) :=
1− x2

2

(
W ′(x)

W (x)

1−W 2(x)

1 +W 2(x)
+
λ0

λ1

)
,

γ(x) :=
1− x2

1 +W 2(x)

(
W ′(x)

W (x)
+
λ0

λ1

)
,

D1 := {x ∈ (−1, 1) : |β(x) < 1| },
D0 := (−1, 1) \ (D1 ∪ {x1, . . . , xn}),

b1 := −P (β(x), γ(x)), k =

{
0, x ∈ D0,

1, x ∈ D1.

Äëÿ α1, Ψ(x), g(z) è C(x) îñòàâëÿåì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 3.2. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 3.1 ïðè ν = 0, m = 1 è
ëþáûõ λ0, λ1 ∈ R, λ1 6= 0, ìåòîä

λ0u(x) + λ1u
′(x) ≈ S0Iu :=

n∑
j=1

νj−1∑
l=0

cjl(x)u(l)(xj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞,
ôóíêöèÿ u0(z) � ýêñòðåìàëüíàÿ è

e(x, λ, I, Bh∞) =
4

π

∣∣∣∣λ0 arctg g(x) + λ1
g′(x)

1 + g2(x)

∣∣∣∣ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ β, γ ∈

R P (β, γ) ∈ [−1, 1], ïîýòîìó α1 ∈ [−1, 1]. Ïîâòîðÿÿ ñõåìó äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 (îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â óðàâíåíèè äëÿ
íàõîæäåíèÿ b1, ïîýòîìó ìû íå ìîæåì çäåñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåì-
ìîé 3.1), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ u ∈ h∞ ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

λ0u(x) + λ1u
′(x)− S0Iu =

1

2π

∫ 2π

0

ϕ1(eiθ)u0(eiθ)u(eiθ) dθ.

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 5.3 ãë. I çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
�

Ïðè λ0 = 0, λ1 = 1 ñ ïîìîùüþ ðÿäà óïðîùåíèé ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.4. Ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e′(x, I, Bh∞) =
4

π

|W ′(x)|
1 +W 2(x)

c2(x) + 1

2c(x)
,
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ãäå

c(x) :=


|γ(x)|

1 +
√

1 + γ2(x)W 2(x)
, x ∈ D1,

1, x /∈ D1,

γ(x) =
W ′(x)

W (x)

1− x2

1 +W 2(x)
,

D1 =

{
x ∈ (−1, 1) :

1−W 2(x)

2
|γ(x)| < 1

}
.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïðè âñåõ z ∈ D \ 0 è n ≥ 1 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

sup
u∈Bh∞

(Dαu)(0)=0, |α|≤n−1

∣∣∣∣∂u∂r (z)

∣∣∣∣

=


4

π

nρn−1

1 + ρ2n
, ρ ≤ rn,

2

πρ2n

√n2ρ2n−2 +

(
1 + ρ2n

1− ρ2n

)2

− 1− ρ2n

1− ρ2

 , ρ > rn,
(3.13)

ãäå ρ = |z|, à rn � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

n
1− x2

2x

1− x2n

1 + x2n
= 1, (3.14)

ëåæàùèé â èíòåðâàëå (0, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = ρeiϕ. Ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà íà
óãîë ϕ íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ âå-
ëè÷èíîé

E := sup
u∈Bh∞

(Dαu)(0)=0, |α|≤n−1

|u′(ρ)|.

Èç òåîðåìû 4.2 ãë. I èìååì

E ≤ sup
u∈Bh∞

u(0)=...=u(n−1)(0)=0

|u′(ρ)| = e′(ρ, I, Bh∞),

ãäå Iu := (u(0), . . . , u(n−1)(0)). Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå W (ξ) = ξn. Ïîñêîëüêó ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å î
íàõîæäåíèè âåëè÷èíû e′(ρ, I, Bh∞) èìååò âèä

u0(ξ) = C Re arctg(ξnϕ(ξ)),

ãäå ϕ(ξ) = 1 èëè
ξ − a
1− aξ

, C, a ∈ R, òî (Dαu)(0) = 0 ïðè âñåõ |α| ≤
n− 1. Òåì ñàìûì

E = e′(ρ, I, Bh∞).
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Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.4 äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè D1 íåîáõîäèìî ðå-
øèòü íåðàâåíñòâî

n
1− ρ2

2ρ

1− ρ2n

1 + ρ2n
< 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (3.14) â èíòåðâàëå (0, 1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îáîçíà÷åííîå ÷åðåç rn. Ïðè ýòîì ρ ∈ D1,
åñëè rn < ρ < 1 è ρ ∈ D0, åñëè ρ ≤ rn. Âûðàæåíèå äëÿ e′(ρ, I, Bh∞)
ëåãêî íàõîäèòñÿ èç ñëåäñòâèÿ 3.4. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (3.13) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è (1.19), êîòîðóþ ðàññìàòðèâàë ïðè n = 1 Äüåäîííå. Çäåñü
ïðè n = 1 îáùåé ãðàíèöåé îáëàñòåé D0 è D1 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü

|z| = r1 =

√
5 + 1

2
−

√√
5 + 1

2
.

Â ðàáîòå [122] áûë îáíàðóæåí ëþáîïûòíûé ôàêò, êàñàþùèéñÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íà êëàññå BH∞. Îêàçàëîñü, ÷òî åñ-
ëè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå f ′(0), èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ
î çíà÷åíèè ôóíêöèè ëèøü â îäíîé òî÷êå z, òî ïîãðåøíîñòü îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìèíèìàëüíà ïðè |z| = 1/

√
3. Áîëåå îáùàÿ

çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü çàòåì â ðàáîòå [121] (ñì. òàêæå [109]).
Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî òîò æå ýôôåêò, íî ñ

äðóãèì ÷èñëåííûì çíà÷åíèåì |z|. Äëÿ Ixu := u(x) èç ñëåäñòâèÿ 3.5
ïîëó÷àåì

E(x) := e′(0, Ix, Bh∞)

=


4

π

1− x2

1 + x2
, |x| ≤ r1,

2(1− x2)

π|x|

√1 +

(
1 + x2

1− x2

)2

− 1

 , |x| > r1.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

min
x∈(−1,1)

E(x) =
2
√

2

π
,

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

|x| =
√

3− 1√
2

.

Çäåñü ìû óæå ïîäõîäèì ê äðóãîìó òèïó çàäà÷ � çàäà÷àì îá
îïòèìàëüíîì âûáîðå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà, êîòîðûì áóäåò
ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.
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Âåðíåìñÿ ê îáùåé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèî-
íàëà Lλx òåïåðü óæå íà êëàññå Bh2. Ïîëîæèì

ψ1(z) := W−1(z), ψ2(z) := (1− xz)νz−1W−1(z),

α(z) :=
m+1∑
j=0

αj(z − x)j, β(z) := α(z−1)zm+1,

ãäå ïðè x = 0 α0 := 0,

αj := W (0)

[
λν+m+1−j −

j−1∑
s=1

αs
(j − s)!

ψ
(j−s)
1 (0)

]
,

j = 1, . . . ,min(ν +m,m+ 1),

αm+1 :=
W (0)

1 +W 2(0)

[
λ0 −

m∑
s=1

αs
(m+ 1− s)!

ψ
(m+1−s)
1 (0)

]
, åñëè ν = 0,

à ïðè x 6= 0

αj :=
xW (x)

(1− x2)ν

[
λν+m−j −

j−1∑
s=0

αs
(j − s)!

ψ
(j−s)
2 (x)

]
, j = 0, . . . ,m,

αm+1 :=
(−1)m

xm+1(1 + x2νW 2(0))

m∑
s=0

(−1)sxsas.

Òåîðåìà 3.3. Ïðè âñåõ ν ≥ 0 è m ≥ 0 ìåòîä S0, îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì (3.6), â êîòîðîì

cl(x) := − 1

l!(ν +m− l)!
[α(z)ψ2(z)]

(ν+m−l)
|z=x ,

cjl(x) := − 1

l!(νj − l − 1)!

[
α(z)(1− xz)ν(1− xjz)νj

z(z − x)ν+m+1ωj(z)

](νj−l−1)∣∣∣
z=xj

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh2.
Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ

u0(z) :=
2√
ε

Re

[
W (z)β(z)

(z − x)ν

(1− xz)ν+m+1

]
,

ãäå

ε :=



2

m!

[
α(z)β(z)

z(1− xz)m+1

](m)∣∣∣
z=x

, x 6= 0,

2
m+1∑
j=1

α2
j , x = 0, ν 6= 0,

2

[ m∑
j=1

α2
j + (1 +W 2(0))α2

m+1

]
, x = 0, ν = 0,
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ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, à

e(x, λ, I, Bh2) =
√
ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëîæèì

g(z) := W1(z)
β(z)

(1− xz)m+1
, w(z) := 2 Re g(z),

Jf :=
1

2πi

∫
|z|=1

w(z)f(z)
dz

z
.

Ïîñêîëüêó ïðè |z| = 1

w(z) = g(z) + g(z) = g(z) +
α(z)

W1(z)(z − x)m+1
,

òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

Jf = Lλxf − S0If.

Åñëè u ∈ h2, òî f = u + iv ∈ H2 (v � ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ).
Ïîýòîìó ïðè âñåõ u ∈ h2 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Lλxu− S0Iu = Re Jf =
1

2π

∫ 2π

0

w(eiθ)u(eiθ) dθ. (3.15)

Òàê êàê w ∈ h2 è Iw = 0, òî èç òåîðåìû 5.3 ãë. I ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä
S0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ôóíêöèÿ u0 := w/‖w‖h2 � ýêñòðåìàëü-
íàÿ, à e(x, λ, I, Bh2) = Lλxu0. Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.15)

Lλxw = ‖w‖2
h2

= 2 Re Jg

= 2 Re

[
1

2πi

∫
|z|=1

(
g2(z) +

α(z)β(z)

[(z − x)(1− xz)]m+1

)
dz

z

]
.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäíÿÿ
âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ ε. Òàêèì îáðàçîì,

e(x, λ, I, Bh2) =
Lλxw

‖w‖h2

=
√
ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.6. Ìåòîä

u(x) ≈ 1

1 +W 2(0)

n∑
j=1

ωj(x)

ωj(xj)

1− x2
j

1− xjx
(1 + xjω

2
j (0)x)u(xj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh2,
ôóíêöèÿ

u0(z) := sign(W (x))

√
2

1 +W 2(0)

1− x2

1 + x2W 2(0)

× Re

[
W (z)

1 + xW 2(0)z

1− xz

]
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ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

e(x, λ, I, Bh2) =

√
2

1 +W 2(0)

1 + x2W 2(0)

1− x2
|W (x)|.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a2 ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ â D ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖u‖a2 :=

(
1

π

∫
D

|u(z)|2 dν(z)

)1/2

<∞

(ν � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a :=
1 + xy2n+1

n((1− y2) + 1− yx
, α(x) :=

(x− y)n

(a+ y2n)(1− yx)n+1
,

Ψ(z) :=
1− yz
1− xz

(a+ xy2nz),

ϕ(z) := (n+ 1)
1− y2

(1− yz)2
Ψ(z) +

z − y
1− yz

Ψ′(z).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü x, y � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà
(−1, 1), à Iu := (u(y), . . . , u(n−1)(y)). Òîãäà ìåòîä

u(x) ≈ S0Iu :=
n−1∑
s=0

cs(x)u(s)(y), (3.16)

ãäå

cs(x) :=
α(x)

s!(n− s− 1)!

[
(1− yz)n+1(az + xy2n)

z(x− z)

](n−s−1)∣∣
z=y

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Ba2,
ôóíêöèÿ

u0(z) := sign(α(x))

√
2

(1− yx)(a+ y2n)ϕ(x)
Re

[(
z − y
1− yz

)n
ϕ(z)

]
(3.17)

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

e(x, I, Ba2) =

∣∣∣∣ x− y1− yx

∣∣∣∣n
√

2ϕ(x)

(1− yx)(a+ y2n)
. (3.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ f ∈ H∞ ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Jf := α(x)
1

2πi

∫
|z|=1

[
(1− yz)n+1(az + xy2n)

(z − y)n(z − x)z

+
1

z

(
z − y
1− yz

)n
ϕ(z)

]
f(z) dz.
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Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î âû÷åòàõ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Jf = f(x)− S0If.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà

Jf = α(x)
1

2πi

∫
|z|=1

[(
z − y
1− yz

)n+1

Ψ(z)

+z

(
z − y
1− yz

)n
ϕ(z)

]
f(z) dz

= α(x)
1

π

∫
D

[(
z − y
1− yz

)n
ϕ(z) +

(
z − y
1− yz

)n
ϕ(z)

]
f(z) dν(z).

Òåì ñàìûì ïðè âñåõ f ∈ H∞ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x)− S0If = |α(x)| 1
π

∫
D

w(z)f(z) dν(z), (3.19)

ãäå

w(z) := sign(α(x))2 Re

[(
z − y
1− yz

)n
ϕ(z)

]
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè èç H∞ ïëîòíû â A2, ðàâåíñòâî (3.19)
ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ f ∈ A2. Ïîëîæèì u := Re f . Òîãäà èç (3.19)
ïîëó÷àåì

u(x)− S0Iu = |α(x)| 1
π

∫
D

w(z)u(z) dν(z). (3.20)

Åñëè u ∈ a2, òî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 èç ðàáî-
òû [15, ñòð. 380] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ v ∈ a2.
Ñëåäîâàòåëüíî, u+ iv ∈ A2 è ðàâåíñòâî (3.20) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ
u ∈ a2. Ïîñêîëüêó w ∈ a2 è Iw = 0, òî èç òåîðåìû 5.3 ãë. I ñëåäóåò,
÷òî ìåòîä (3.16) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à ôóíêöèÿ u = w/‖w‖a2

� ýêñòðåìàëüíîé. Èç ðàâåíñòâà (3.20) ïðè u = w ïîëó÷àåì

|α(x)|‖w‖2
a2

= w(x).

Òàêèì îáðàçîì,

u0 =

√
|α(x)|
w(x)

w, e(x, I, Ba2) = u0(x) =
√
|α(x)|w(x).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè ðàâåíñòâà âûðàæåíèÿ äëÿ α(x) è w(x), ïîëó÷èì
ðàâåíñòâà (3.17) è (3.18). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

�4. Îïòèìèçàöèÿ èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà,

n-ïîïåðå÷íèêè è íåêîòîðûå èõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ

Âåðíåìñÿ ê îáùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îäíî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f : W → Z, ãäå Z � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà (ìíîãîçíà÷íîãî
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îòîáðàæåíèÿ) F : W → Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàí íåêî-
òîðûé êëàññ äîïóñòèìûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ S (ïîä ìåòîäàìè
âîññòàíîâëåíèÿ ïîíèìàþòñÿ îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Y → Z).
Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ çàäàííîãî S íà-
çîâåì âåëè÷èíó

e(f, F,S) := inf
ϕ∈S

sup
(x,y)∈grF

ρ(f(x), ϕ(y)). (4.1)

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà S ñîâïàäàåò ñî âñåâîçìîæíûìè ìåòîäàìè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ, ïîëó÷àåì âåëè÷èíó e(f, F ), ââåäåííóþ â �4 ãë. I.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü öåëîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Φ
è ïðè ýòîì èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âûáèðàòü èíôîðìàöèîííûé îïå-
ðàòîð èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îïåðàòîðîâ F . Â ýòîé ñèòóàöèè
ïîëîæèì

e(Φ,F ,S) := inf
F∈F

sup
f∈Φ

e(f, F,S). (4.2)

Èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð F0 áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì, åñ-
ëè íà íåì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.2). Â ñëó÷àå, êîãäà S
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ, áóäåì îïóñêàòü â
îáîçíà÷åíèè âåëè÷èí (4.1) è (4.2) çàâèñèìîñòü îò S.

Çàäà÷è (4.1) è (4.2) ñîäåðæàò â ñåáå ìíîãèå õîðîøî èçâåñòíûå
è ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðèè ïðèáëèæåíèé çàäà÷è. Â ýòîì
ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì äâå èç íèõ â ïðèëîæåíèè ê íåêîòî-
ðûì êëàññàì àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé � çàäà÷ó
îá îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè è çàäà÷ó îá n-ïîïåðå÷íèêàõ.

1. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè. Ïóñòü W �
íåêîòîðûé êëàññ êîìïëåêñíûõ èëè âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðå-
äåëåííûõ íà ìíîæåñòâå Ω è E ⊂ Ω. Ïîëîæèì

Φ(W,E) := {x′ ∈ (linW )′ : 〈x′, x〉 = x(z0), z0 ∈ E, x ∈ W },
Fn(δ) := {F : Fx = Ix+ δB, Ix = (x(z1), . . . , x(zn)), zj ∈ E },

çäåñü B � åäèíè÷íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå Cn èëè Rn ïî îòíîøåíèþ
ê íåêîòîðîé íîðìå, à δ ≥ 0.

Ïîä çàäà÷åé îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ δ áó-
äåì ïîíèìàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

en(E,W, δ) := e(Φ(W,E),Fn(δ)). (4.3)

Îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè íàçîâåì óçëû, äëÿ êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóþùèé èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð F0 ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì. Äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè ïî òî÷íûì äàí-
íûì (δ = 0) áóäåì îïóñêàòü â îáîçíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû (4.3) çàâèñè-
ìîñòü îò δ. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è îïòèìàëüíîé
èíòåðïîëÿöèè ïî òî÷íûì äàííûì (ñëó÷àé δ > 0 áóäåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ â III ãëàâå).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà
íå âûøå n, ò.å. ôóíêöèé âèäà

B(z) = σ

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, |αj| < 1, j = 1, . . . ,m, |σ| = 1, m ≤ n,

à ÷åðåç B0
n � ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå èç Bn ñ âåùåñòâåí-

íûìè íóëÿìè è σ = ±1.
Äëÿ W = BH∞ è δ = 0 çàäà÷à (4.3) èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ

àâòîðà [44] è [45]. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ ðàáîò âûòåêàåò, ÷òî ïðè
âñåõ 0 < k < 1 è n ≥ 1 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

en([−
√
k,
√
k], BH∞) = inf

B∈B0
n

‖B‖C([−
√
k,
√
k]) =

√
κ(hn), (4.4)

ãäå

κ(x) := 4x1/2

( ∞∑
m=0

xm(m+1)

)2(
1 + 2

∞∑
m=1

xm
2

)−2

,

h = e−πK
′/K , à K è K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî

ðîäà äëÿ ìîäóëåé k è k′ =
√

1− k2, ñîîòâåòñòâåííî:

K :=

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, K ′ =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k′2t2)

.

Ïðè ýòîì óçëû

z0
j =
√
k sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

]
, j = 1, . . . , n, (4.5)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Çäåñü è äàëåå sn(x, k), cn(x, k) è dn(x, k)
� ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. [5], [18],
[70], [21]). Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ êðàòêîñòè çàâèñèìîñòü ýëëèï-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé îò ìîäóëÿ îòìå÷àåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îí
îòëè÷åí îò k.

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (4.4) òåñíî ñâÿçàíà ñ îäíîé èç êëàññè-
÷åñêèõ çàäà÷ Å.È. Çîëîòàðåâà [22] (ñì. òàêæå [5]). Â [45] áûëî
ïîêàçàíî, êàê ñâåñòè áîëåå îáùèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíî-
ñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ê çàäà÷å, îáîáùàþùåé çàäà÷ó
Å.È. Çîëîòàðåâà è èçó÷àâøåéñÿ â ðàáîòå [16].

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåøåíèå ðÿäà ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷ òèïà (4.4) íå òîëüêî â ðàâíîìåðíîé, íî è â èíòåãðàëüíîé
ìåòðèêå. Äëÿ ýòîãî ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå îäíîãî ðåçóëüòàòà
À. Ïèíêóñà èç ðàáîòû [116] (ñì. òàêæå [17, ñòð. 174]), êàñàþùåãîñÿ
ÿäåð, íå óâåëè÷èâàþùèõ îñöèëëÿöèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sc(f) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íîé, âåùåñòâåííîé è 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íà ïåðèîäå. Äëÿ
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âåùåñòâåííîé, íåïðåðûâíîé è 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè K ïîëî-
æèì

(K ∗ f)(x) :=

∫ 2π

0

K(x− t)f(t) dt.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K ∈ NCVD (nondegenerate cyclic variation
diminishing), åñëè Sc(K ∗ f) ≤ Sc(f) ïðè âñåõ f è

dim span{K(x1 − ·), . . . ,K(xn − ·) } = n

ïðè âñåõ 0 ≤ x1 < . . . < xn < 2π è âñåõ n. Åñëè ïðè âñåõ 0 ≤ x1 <
. . . < x2l+1 < 2π, 0 ≤ y1 < . . . < y2l+1 < 2π âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ε det (K(xj − ym))2l+1
j,m=1 > 0,

ãäå ε = 1 èëè −1, òî ãîâîðÿò, ÷òî K ∈ SSC2l+1 (strictly sign
consistent).

Ïîëîæèì

Λn := { θ : θ = (θ1, . . . , θn), 0 ≤ θ1 ≤ . . . ≤ θn < 2π }.

Äëÿ ξ ∈ Λ2n ââåäåì ôóíêöèþ

hξ(t) := (−1)j+1, t ∈ [ξj−1, ξj), j = 1, . . . , 2n+ 1,

ãäå ξ0 := 0, ξ2n+1 := 2π. ×åðåç hn(t) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ hξ(t),
êîãäà ξj = (j − 1)π/n, j = 1, . . . , 2n, à ÷åðåç ‖ · ‖q � íîðìó â ïðî-
ñòðàíñòâå Lq[0, 2π] := Lq([0, 2π], µ) ïðè dµ(t) = dt.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü K ∈ NCVD è ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, ‖K‖1],
òàêàÿ, ÷òî ϕ′ ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå (0, ‖K‖1).
Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞

inf
ξ∈Λ2n

‖ϕ(|K ∗ hξ|)‖q = ‖ϕ(|K ∗ hn|)‖q.

Ïðè÷åì åñëè K ∈ SSC2l+1, l = 0, 1, . . . , n, è äëÿ ξ∗ ∈ Λ2n äîñòèãà-
åòñÿ èíôèìóì, òî ξ∗j+1 − ξ∗j = π/n, j = 1, . . . , 2n− 1.

Ýòà òåîðåìà äëÿ ϕ(x) = x áûëà äîêàçàíà À. Ïèíêóñîì [116].
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé À. Æåíñûêáàåâûì
[19], [20]. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå
ñõåìå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1. Òîãäà ïðè âñåõ k ∈ (0, 1)
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è s ∈ N

inf
θ∈Λs

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

∣∣∣∣ks/2 s∏
j=1

sn

(
K

π
(· − θj)

)∣∣∣∣)∥∥∥∥
q

=



2π

Λ

∫ 1

0

ϕq
(

4

π
arctg(

√
λt)

)
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)


1/q

, 1 ≤ q <∞,

ϕ

(
4

π
arctg

√
λ

)
, q =∞,

ãäå λ = κ
(
e−sπK

′/K
)
, à Λ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåð-

âîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ λ. Ïðè÷åì, åñëè äëÿ θ∗ ∈ Λs äîñòèãàåòñÿ
èíôèìóì, òî θ∗j+1 − θ∗j = 2π/s, j = 1, . . . , s− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì DH := {z ∈ C : | Im z| < H}.
×åðåç AH îáîçíà÷èì êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå DH ôóíêöèé,
âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè, 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ è óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ

|Re f(z)| ≤ 1, z ∈ DH .

Ôóíêöèè èç êëàññà AH äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [4])

f(z) =

∫ 2π

0

KH(z − t) Re f(t+ iH) dt,

ãäå z ∈ DH , à

KH(z) =
1

2π

(
1 + 2

∞∑
j=1

cos jz

ch jH

)
.

Èçâåñòíî, ÷òî KH(t) ∈ NCVD ïðè t ∈ [0, 2π) (ñì. [117, ñòð. 128]).
Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [92] áûëî äîêàçàíî, ÷òî KH ∈ SSC2l+1 ïðè
âñåõ l = 0, 1, . . ..

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíûõ s. Ïóñòü s = 2n è θ ∈ Λ2n. Ïîëîæèì

fθ(z) :=
4

π
arctg

[
kn

2n∏
j=1

sn

(
K

π
(z − θj)

)]
.

Ïîñêîëüêó sn(u + 2K) = − snu è |
√
k snu| < 1 ïðè | Im z| < K ′/2,

òî fθ ∈ AH äëÿ H =
πK ′

2K
. Èç ðàâåíñòâà

√
k sn(u+ iK ′/2) =

(1 + k) snu+ i cnu dnu

1 + k sn2 u
(4.6)

âûòåêàåò, ÷òî ïðè 0 ≤ u ≤ 2K
√
k sn(u+ iK ′/2) = exp(iω(u)),
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ãäå ω(u) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî π. Òàê êàê äëÿ |z| = 1 è
z 6= ±i

Re

(
4

π
arctg z

)
= sign Re z,

òî ïðè âñåõ t ∈ [0, 2π)

Re fθ(t+ iH) = sign Re exp

(
i

2n∑
j=1

ωj(t)

)
,

ãäå
2n∑
j=1

ωj(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò íåêîòîðîãî α äî α + 2πn.

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ξ ∈ Λ2n òàêîãî, ÷òî

fθ(z) = σ(KH ∗ hξ)(z)

ïðè σ = 1 èëè σ = −1. Èç òåîðåìû 4.1 äëÿ K = KH ïîëó÷àåì

inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|fθ(·)|)‖q ≥ inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|(KH ∗ hξ)(·)|)‖q = ‖ϕ(|(KH ∗ hn)(·)|)‖q .
(4.7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn ôóíêöèþ fθ ïðè θj = (j − 1)π/n, j =
1, . . . , 2n. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè sn(u− 2K) = − snu,

sn(u+ v) sn(u− v) =
sn2 u− sn2 v

1− k2 sn2 u sn2 v
,

à òàêæå ïåðâûì ãëàâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé
2n-îé ñòåïåíè (ñì. [5, ñòð. 284]), íàõîäèì

fn

(
z − π

2n

)
=

4

π
arctg

[
(−1)nkn

n∏
j=1

sn

(
K

π
z − 2j − 1

2n
K

)
sn

(
K

π
z +

2j − 1

2n
K

)]

=
4

π
arctg

kn n∏
j=1

sn2 2j − 1

2n
K − sn2 K

π
z

1− k2 sn2
2j − 1

2n
K sn2

K

π
z


=

4

π
arctg

[√
λ sn

(
2nΛ

π
z + Λ, λ

)]
,

ãäå Λ′/Λ = 2nK ′/K, λ = κ(h2n). Òàêèì îáðàçîì,

fn(z) = − 4

π
arctg

[√
λ sn

(
2nΛ

π
z, λ

)]
. (4.8)

Ïîñêîëüêó fn ∈ AH è, êðîìå òîãî, â ñèëó (4.6)

Re fn(t+ iH) = − sign sn

(
2nΛ

π
z, λ

)
= hn(t),



ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ 126

òî fn(z) = (KH ∗ hn)(z). Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (4.7), èìååì

inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|fθ(·)|)‖q = ‖ϕ(|fn(·)|)‖q

=

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

√
λ

∣∣∣∣sn(2nΛ

π
·, λ
)∣∣∣∣)∥∥∥∥

q

.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, åñëè q = ∞. Ïðè 1 ≤ q < ∞ ïîñëå çàìåí

x =
2nΛ

π
z è t = sn(x, λ), ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ýëëèïòè÷åñêîãî

ñèíóñà, ïîëó÷àåì∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

√
λ

∣∣∣∣sn(2nΛ

π
·, λ
)∣∣∣∣)∥∥∥∥

q

=(
2π

Λ

∫ Λ

0

ϕq
(

4

π
arctg

(√
λ sn(x, λ)

))
dx

)1/q

=

2π

Λ

∫ 1

0

ϕq
(

4

π
arctg

(√
λt
))

dt√
(1− t2)(1− λ2t2)


1/q

.

Åñëè äëÿ θ ∈ Λ2n äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì â ëåâîé ÷àñòè (4.7), òî â
ñèëó òåîðåìû 4.1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ôóíêöèÿ fθ ñîâïàäàåò ñ
KH ∗ hn è, ñëåäîâàòåëüíî, íóëè ôóíêöèè fθ ðàñïðåäåëåíû ðàâíî-
ìåðíî ñ øàãîì π/n.

Ïóñòü s � íå÷åòíîå ÷èñëî. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàíäåíà
[5, ñ. 283] íàõîäèì

√
k sn

(
2K

π
u

)
= −l sn

(
L

π
u, l

)
sn

(
L

π
(u− π), l

)
, (4.9)

ãäå

l =
2
√
k

1 + k
,

L′

L
=
K ′

2K
,

à L è L′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-
äóëåé l è l′ =

√
1− l2 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðàâåíñòâà (4.9) èìååì

ks/2
s∏
j=1

sn

(
K

π
(t− θj)

)
= (−1)sls

2s∏
j=1

sn

(
L

π

(
t

2
− θj

2

)
, l

)
,

ãäå θn+j = 2π + θj, j = 1, . . . , n. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû
âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ÷åòíîãî ñëó÷àÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîëîæèì ïðè k ∈ (0, 1) Lqk := Lq([−
√
k,
√
k], νk), ãäå

dνk(z) :=
π

2K

dz√
(k − z2)(1− kz2)

.
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Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå
[0, 1], óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1. Òîãäà ïðè âñåõ k ∈
(0, 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
B∈B0

n

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg |B(·)|

)∥∥∥∥
Lqk

=



π

Λ

∫ 1

0

ϕq
(

4

π
arctg(

√
λt)

)
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)


1/q

, 1 ≤ q <∞,

ϕ

(
4

π
arctan

√
λ

)
, q =∞,

(4.10)

ãäå λ = κ
(
e−nπK

′/K
)
. Åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ôóíê-

öèåé èç B0
n, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì, ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-

âåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè, îïðåäåëåííûìè ðàâåíñòâàìè (4.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ∈ R è
√
k < |α| < 1, òî ïðè âñåõ

x ∈ [−
√
k,
√
k] ∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣ x−

√
k signα

1− x
√
k signα

∣∣∣∣∣ . (4.11)

Ïîýòîìó â (4.10) èíôèìóì ìîæíî áðàòü ëèøü ïî ïðîèçâåäåíèÿì
Áëÿøêå èç B0

n ïîðÿäêà n ñ íóëÿìè èç îòðåçêà [−
√
k,
√
k]. Ïóñòü

B(z) =
n∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ [−
√
k,
√
k].

Ïîëîæèì l = 2
√
k/(1 + k). Ñäåëàâ çàìåíû ïåðåìåííûõ z = (x −√

k)/(1 −
√
kx), x = l sn2(y, l) è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî L = (1 + k)K

(ñì. [5, ñòð. 283]), ïîëó÷àåì dνk(z) =
π

2L
dy,

B(z) = ln
n∏
j=1

sn2(y, l)− sn2(yj, l)

1− l2 sn2(yj, l) sn2(y, l)
= ln

n∏
j=1

sn(y − yj, l) sn(y + yj, l),

ãäå αj = (xj−
√
k)/(1−

√
kxj), à xj = l sn2(yj, l). Ïîëîæèâ t = πy/L,

θj = πyj/L, èìååì

inf
B∈B0

n

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctan |B(·)|

)∥∥∥∥
Lqk

= inf
0≤θj≤π

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctan |fθ(t)|

)∥∥∥∥
q

,

ãäå

fθ(t) = ln
n∏
j=1

sn

(
L

π
(t− θj), l

)
sn

(
L

π
(t+ θj), l

)
. (4.12)
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Ðàâåíñòâî (4.10) âûòåêàåò òåïåðü èç òåîðåìû 4.2, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
L′

L
=

K ′

2K
. Ïðè ýòîì ñèñòåìà óçëîâ θj =

2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n,

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñèñòåìîé, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì
â ïðàâîé ÷àñòè (4.12). Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëÿ ôóíêöèåé èç B0

n, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì,
áóäåò ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè zj = (xj −

√
k)/(1 −

√
kxj),

ãäå

xj = l sn2

(
2j − 1

2n
L, l

)
.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà [5, ñòð. 283] ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî óçëû zj ñîâïàäàþò ñ óçëàìè, îïðåäåëåííûìè ðàâåíñòâîì (4.5).
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H∞(G) êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè G ∈ C
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖H∞(G) := sup
z∈G
|f(z)| <∞.

Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå h∞(G) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü H̃∞(DH) � ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé èç H∞(DH).

Òåîðåìà 4.4. Ïîëîæèì k = κ(e−2H), à λ = κ(e−2Hn). Òîãäà
1) ïðè âñåõ n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en([0, 2π), BH̃∞(DH)) =

{√
λ, n = 2s,√
kλ, n = 2s− 1,

ïðè÷åì åäèíñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûìè óç-
ëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû t∗j = (j − 1)2π/n, j = 1, . . . , n;

2) ìåòîä

f(t) ≈ K

nΛ
sn

(
nΛ

π
t, λ

) n−1∑
j=0

(−1)jcn

(
K

π
t− j 2K

n

)
f

(
j

2π

n

)
,

â êîòîðîì

cn(x) =


cn(x, k) dn(x, k)

sn(x, k)
+ iµ, n = 2s,

dn2(x, k)

sn(x, k)
, n = 2s− 1,

à µ � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ |µ| ≤ 1−k, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ

íà êëàññå BH̃∞(DH) ïðè âñåõ t ∈ R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ P (z, ζ) := u(z, ζ) + iv(z, ζ), ãäå
u(z, ζ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè Ω ⊂ C ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå
ζ, à v(z, ζ) � ñîïðÿæåííàÿ ê u(z, ζ) ôóíêöèÿ (â îáùåì ñëó÷àå ìíî-
ãîçíà÷íàÿ), íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé Ãðèíà îáëàñòè Ω.
Ïîëîæèì

∆h := { z ∈ C :
√
h < |z| < 1/

√
h }, h ∈ (0, 1).

Â ðàáîòå [5, ñòð. 232] äëÿ Ω = ∆h ïðèâåäåíî âûðàæåíèå ôóíêöèè
F (z, ζ) := exp(−P (z, ζ)) (íàçûâàåìîé â [5] êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé
Ãðèíà) ÷åðåç òåòà-ôóíêöèè

F (z, ζ) = z−σ
H

(
K

πi
(ln z − ln ζ)

)
Θ

(
K

πi
(ln z + ln ζ)

) ,
ãäå σ := ln |ζ|/ lnh, à ìîäóëü k îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

e−πK
′/K = h.

Ìîäóëü k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç h â ÿâíîì âèäå, òàê êàê (ñì. [5, ñ. 277])

k = κ
(
e−πK

′/K
)
. (4.13)

Â ñèëó ðàâåíñòâà

H(u)

Θ(u)
=
√
k sn(u, k)

èìååì äëÿ t ∈ [0, 2π)

F (eiu, eit) =
√
k sn

(
K

π
(u− t)

)
. (4.14)

Â ðàáîòå [43] äàíî îïèñàíèå îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èç êëàññà BH∞(∆h) â ëþáîé òî÷êå z ∈ ∆h ïî åå
çíà÷åíèÿì â êîíå÷íîì íàáîðå óçëîâ è íàéäåíà ïîãðåøíîñòü îïòè-
ìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû
âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä

f(z) ≈ B(z)
n∑
j=1

dj(z)f(zj),
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ãäå

B(w) :=



n∏
j=1

F (w, zj), n = 2s,

F (w,−z)
n∏
j=1

F (w, zj), n = 2s− 1,

dj(z) :=



B′−1(zj)(P
′(zj, z)− γ/zj), n = 2s,

B′−1(zj)(P
′(zj, z) + P ′(−z, z)z/zj),

n = 2s− 1, z 6= −zj,
2B′′−1(zj)(P

′′(zj, z) + P ′(zj, z)z/zj),

n = 2s− 1, z = −zj,
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
BH∞(∆h) ïî çíà÷åíèÿì â óçëàõ zj, j = 1, . . . , n, òàêèõ, ÷òî |zj| = 1,
à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(z, I, BH∞(∆h)) = |B(z)|.
Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ z = eiw ìîæíî ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ

çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH), h = e−2H , è ïîëó÷èòü,
÷òî

e(t, I, BH̃∞(DH)) =

{
|W (t)|, n = 2s,√
k|W (t)|, n = 2s− 1,

ãäå

W (t) := kn/2
n∏
j=1

sn

(
K

π
(t− tj)

)
, k = κ(e−2H).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò òåïåðü èç òåîðåìû 4.2, åñëè ïîëî-
æèòü â íåé ϕ(x) = tg

π

4
x, à òàêæå èç âèäà îïòèìàëüíîãî ìåòîäà

äëÿ êëàññà BH∞(∆h). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4.5. Ïðè âñåõ k ∈ (0, 1) è n ≥ 1 èìåþò ìåñòî ðàâåí-
ñòâà

en([−
√
k,
√
k], Bh∞) =

4

π
arctg

√
κ(hn)

=
8

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

hn(2m+1)/4

1 + hn(2m+1)/2
, (4.15)

ãäå h = e−πK
′/K, à óçëû (4.5) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè îïòèìàëü-

íûìè óçëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ en, ñëåäñòâèÿ 3.1 è íåðà-
âåíñòâà (4.11) èìååì

en([−
√
k,
√
k], Bh∞) =

4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctgB‖C([−
√
k,
√
k]).
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.3, ïîëó÷àåì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (4.15), à òàêæå
îïòèìàëüíîñòü è åäèíñòâåííîñòü óçëîâ (4.5). Âòîðîå èç ðàâåíñòâ
(4.15) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4.1. Ïðè âñåõ 0 < h < 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

8

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

h2m+1

1 + h2(2m+1)
=

4

π
arctg

√
κ(h4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì k = κ(h). Òîãäà (ñì. [5, ñòð. 267])
äëÿ âåùåñòâåííûõ v

dn

(
Kv

π

)
=

π

2K
+

2π

K

∞∑
m=1

hm

1 + h2m
cosmv.

Ñëåäîâàòåëüíî,

4K

π2

∫ π/2

0

dn

(
Kv

π

)
dv = 1 + 8

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

h2m+1

1 + h2(2m+1)
. (4.16)

Ïîëüçóÿñü ëåãêî ïðîâåðÿåìûì íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ðàâåíñòâîì ∫

dnx dx = arctg
snx

cnx
+ C

è èçâåñòíûìè â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè (ñì.,
íàïðèìåð, [5])

sn
K

2
=

1√
1 + k′

, cn
K

2
=

√
k′√

1 + k′
,

√
k′ =

(
1 + 2

∞∑
m=1

(−1)mhm
2

)(
1 + 2

∞∑
m=1

hm
2

)−1

,

ïîëó÷àåì èç (4.16)

8

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

h2m+1

1 + h2(2m+1)
=

4

π

∫ π/2

0

dnx dx− 1

=
4

π
arctg

snx

cnx

∣∣∣π/2
0
− 1 =

4

π
arctg

1−
√
k′

1 +
√
k′

=
4

π
arctg

√
κ(h4).

Ëåììà äîêàçàíà. �

�

Ïóñòü Ýc � âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è
ñóììîé ïîëóîñåé c > 1. Ôóíêöèÿ

ϕ(w) :=
√
k sn

(
2K

π
arcsinw, k

)
,

K ′

K
=

4

π
log c, (4.17)
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êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü Ýc íà åäèíè÷íûé êðóã. Ïðè ýòîì
îòðåçîê [−1, 1] ïåðåõîäèò â îòðåçîê [−

√
k,
√
k], à òî÷êè

w0
j = cos

2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n, (4.18)

â òî÷êè (4.5). Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (4.17), èç òåîðåìû 4.5 ïî-
ëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðè âñåõ c > 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en([−1, 1], Bh∞(Ýc)) =
8

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

c−(2m+1)n

1 + c−2(2m+1)n
,

à ÷åáûøåâñêèå óçëû (4.18) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè îïòèìàëü-
íûìè óçëàìè.

Â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ èíôîðìàöèîííûå îïåðàòîðû çàäàâà-
ëèñü çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè â n òî÷êàõ. Ìîæíî ðàñøèðèòü ïîñòà-
íîâêó ýòèõ çàäà÷ è ðàññìàòðèâàòü èíôîðìàöèîííûå îïåðàòîðû,
çàäàâàåìûå çíà÷åíèÿìè n ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ
èëè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå � îòîáðàæåíèåì â íåêîòîðîå n-ìåðíîå
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A0(Ýc) êëàññ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â Ýc,
âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|Re f(z)| ≤ 1, z ∈ Ýc.

Í.È. Àõèåçåðîì [4, ñòð. 271] áûëî äîêàçàíî, ÷òî

En(A0(Ýc)) := sup
f∈A0(Ýc)

inf
p∈Pn−1

‖f − p‖C[−1,1]

=
8

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

c−(2m+1)n

1 + c−2(2m+1)n
,

ãäå Pn−1 � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå
n− 1.

Ñóæåíèÿ êëàññîâ A0(Ýc) è Bh∞(Ýc) íà âåùåñòâåííóþ îñü ñîâïà-
äàþò. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ëþáîé àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî äëÿ ëþáîé
f ∈ A0(Ýc) è x ∈ R ∩ Ýc

f(x) = Re f(x) ∈ Bh∞(Ýc)∣∣R.
Åñëè u ∈ Bh∞(Ýc), òî ũ(z) := (u(z) + u(z))/2 ∈ Bh∞(Ýc). Äëÿ
ôóíêöèè ũ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ṽ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ṽ(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ R ∩ Ýc. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âåùåñòâåííûõ x èìååì

u(x) = ũ(x) = ũ(x) + iṽ(x) ∈ A0(Ýc)∣∣R.
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Òàêèì îáðàçîì,

En(A0(Ýc)) = En(Bh∞(Ýc)).

Òåì ñàìûì, åñëè â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà ðàñ-
ñìàòðèâàòü îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè åå ïîëè-
íîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ, òî ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ áóäåò íå õóæå, ÷åì ïðè âîññòàíîâëåíèè ïî çíà÷åíèÿì
ôóíêöèè â ÷åáûøåâñêèõ óçëàõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âû-
áðàòü èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð? Çäåñü ìû ïîäõîäèì ê çàäà÷àì,
ñâÿçàííûì ñ n-ïîïåðå÷íèêàìè.

2. n-ïîïåðå÷íèêè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (4.1), êîãäà Z � ëèíåé-
íîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, à S = Sn (SLn ) � ìíîæåñòâî âñå-
âîçìîæíûõ (ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ) îïåðàòîðîâ ñ îáëàñòüþ çíà-
÷åíèé â n-ìåðíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Z. Ïîëîæèì

dn(f, F ) :=e(f, F,Sn),

λn(f, F ) :=e(f, F,SLn ).

ÅñëèW ⊂ X, X è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà,
F = Iδ := I+δBY è f = i � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (i(x) ≡ x),
ïîëó÷àåì âåëè÷èíû

dn(W,X, I, δ) :=dn(i, Iδ),

λn(W,X, I, δ) :=λn(i, Iδ),

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ áûëà ââåäåíàÞ.Í. Ñóááîòèíûì [64]. Âåëè÷èíû

dn(W,X) :=dn(W,X, i, 0),

λn(W,X) :=λn(W,X, i, 0)

õîðîøî èçâåñòíû è íàçûâàþòñÿ êîëìîãîðîâñêèì è ëèíåéíûì ïîïå-
ðå÷íèêàìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì åùå îïðåäåëåíèå ãåëüôàíäîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ∈ W (êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ âû-
ïóêëûå óðàâíîâåøåííûå ìíîæåñòâà W ). Òîãäà n-ïîïåðå÷íèêîì ïî
Ãåëüôàíäó íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(W,X) := inf
Xn

sup
x∈W∩Xn

‖x‖,

ãäå Xn � ïîäïðîñòðàíñòâà X êîðàçìåðíîñòè íå âûøå n. Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Xn ⊂ X èìååò êîðàçìåðíîñòü n, åñëè ñóùåñòâó-
þò n íåïðåðûâíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
x1, . . . , x

′
n ∈ X∗, äëÿ êîòîðûõ

Xn = {x ∈ X : 〈x′j, x〉 = 0, j = 1, . . . , n }.

Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ îá ýòèõ (è äðóãèõ) ïîïåðå÷íèêàõ ìîæíî
íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [66], [117] è â îáçîðå [67]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòèõ
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ðàáîòàõ ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå õîðîøî èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ

dn(W,X) ≤ λn(W,X) (4.19)

λn(W,X) ≥ dn(W,X). (4.20)

Ðÿä òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íèêîâ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [67], [117], [90], [58], [89], [72],
[55]. Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðå-
çóëüòàò Ôèøåðà è Ìè÷åëëè [89]:

dn(BH∞, Lq) = λn(BH∞, Lq) = dn(BH∞, Lq) = inf
B∈Bn

‖B‖q, (4.21)

ãäå Lq = Lq(E, µ), 1 ≤ q ≤ ∞, E ⊂ D � íåêîòîðûé êîìïàêò, à µ �
íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà E.

Îöåíêè ñâåðõó äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìî-
ùüþ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ. Èìåííî òàê è ïîëó-
÷àëàñü îöåíêà ñâåðõó â [89]. Ìû äîêàæåì íåêîòîðûé àíàëîã ïðè-
âåäåííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èç êëàññà Bh∞,
èñïîëüçóÿ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ïîëó÷åííûé â �3.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü E � êîìïàêò èç èíòåðâàëà (−1, 1), µ �
íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà E è Lq := L(E, µ), 1 ≤ q ≤ ∞. Òîãäà

dn(Bh∞, Lq) = λn(Bh∞, Lq) = dn(Bh∞, Lq) =
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êè x0, . . . , xn ∈ (−1, 1).
Ïóñòü y = (y0, ..., yn+1) ∈ Rn+1 ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîé ñôåðå Sn,

ò.å.
n∑
j=0

y2
j = 1. Ïîëîæèì

ρ(y) := inf
f∈H∞

f(xj)=yj , j=0,...,n

‖f‖H∞ .

Òîãäà â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Íåâàíëèííû�Ïèêà (ñì. [71,
ñòð. 347], [76], [104]) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿø-
êå B ∈ Bn, äëÿ êîòîðîãî

ρ(y)B(xj) = yj, j = 0, . . . , n. (4.22)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ B(z) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.22), òî
B � âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåííîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BR

n ìíîæå-
ñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå èç Bn, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé
îñè, à ÷åðåç T : Sn → Bh∞ � îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå
y ∈ Sn ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ

u(z) =
4

π
arctanB(z),

ãäå B ∈ BR
n óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.22). Îòîáðàæåíèå T íå÷åò-

íîå è íåïðåðûâíîå â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîì-
ïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ D.
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Ïóñòü 1 < q < ∞, Xn � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Lq ðàçìåðíîñòè n è f1, . . . , fn � áàçèñ â Xn. Äëÿ êàæäîãî f ∈ Lq
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì Xn

f0 =
n∑
j=1

cj(f)fj.

Ïîëîæèì Sf := (c1(f), . . . , cn(f)). Òîãäà îòîáðàæåíèå S ◦ T : Sn →
Rn ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì è íåïðåðûâíûì. Ïî òåîðåìå Áîðñóêà (ñì.,
íàïðèìåð, [66, ñòð. 84]) ñóùåñòâóåò y∗ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîãî cj(Ty∗) =
0, j = 1, . . . , n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

sup
u∈Bh∞

inf
v∈Xn

‖u−v‖q ≥ inf
v∈Xn

‖Ty∗−v‖q = ‖Ty∗‖q ≥
4

π
inf
B∈BRn

‖ arctanB‖q.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Xn èìååì

dn(Bh∞, Lq) ≥
4

π
inf
B∈BRn

‖ arctanB‖q.

Ïîñêîëüêó äëÿ B ∈ BR
n è x ∈ (−1, 1)

| arctanB(x)| = arctan |B(x)|,

à, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ α + iβ ∈ D∣∣∣∣ x− α− iβ
1− (α− iβ)x

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ x− α1− αx

∣∣∣∣ , (4.23)

òî

inf
B∈BRn

‖ arctanB‖q = inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q.

Òàêèì îáðàçîì,

dn(Bh∞, Lq) ≥
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q. (4.24)

Ñëó÷àè q = 1,∞ ïîëó÷àþòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì
(ñì., íàïðèìåð, [30, ñòð. 264]).

Ïóñòü òåïåðü B � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè â òî÷êàõ
x1, . . . , xn ∈ (−1, 1) (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Èç òåîðåìû 3.1
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî ìåòîäà Sx, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ
x ∈ (−1, 1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Bh∞

|u(x)− SxIu| ≤
4

π
| arctanB(x)|.

Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò g1(x), . . . , gn(x) òàêèå, ÷òî∣∣∣∣u(x)−
n∑
j=1

cj(u)gj(x)

∣∣∣∣ ≤ 4

π
| arctanB(x)|,
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ãäå cj(u) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u â òî÷êàõ x1, . . . , xn (èëè èõ ïðîèçâîä-
íûõ â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ðÿäà òî÷åê). Îòñþäà

λn(Bh∞, Lq) ≥
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q.

Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (4.19) è (4.24) èìååì

dn(Bh∞, Lq) = λn(Bh∞, Lq) =
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q. (4.25)

Ïóñòü f ′1, . . . , f
′
n � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà Lq.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå T ′ : Sn → R. ðàâåíñòâîì
T ′y := (〈f ′1, T y〉, . . . , 〈f ′n, T y〉).

Îòîáðàæåíèå T ′ � íå÷åòíîå è íåïðåðûâíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
òåîðåìå Áîðñóêà ñóùåñòâóåò y∗ ∈ Sn, äëÿ êîòîðîãî T ′y∗ = 0. Òàêèì
îáðàçîì,

sup
u∈Bh∞

〈f ′j ,u〉=0, j=1,...,n

‖u‖q ≥ ‖Ty∗‖q ≥
4

π
inf
B∈BRn

‖ arctanB‖q

=
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ f ′1, . . . , f
′
n èìååì

dn(Bh∞, Lq) ≥
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctanB‖q.

÷òî âìåñòå ñ (4.20) è (4.25) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Ïîëîæèì

Iq0(λ) :=

∫ 1

0

tq dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

,

Iq1(λ) :=

∫ 1

0

arctanq(
√
λt) dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 4.7. Ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞ è c > 1 äëÿ Lq :=

Lq([−1, 1], µ), ãäå dµ(x) =
dx√

1− x2
, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

dn (BH∞(Ýc), Lq) = λn (BH∞(Ýc), Lq) = dn (BH∞(Ýc), Lq)

=



√
λ
(π

Λ
Iq0(λ)

)1/q

= 2

√π Γ

q + 1

2


Γ

(q
2

+1

)


1/q

c−n +O (c−5n) ,

1 ≤ q <∞,√
λ = 2c−n +O(c−5n), q =∞,
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dn (Bh∞(Ýc), Lq) = λn (Bh∞(Ýc), Lq) = dn (Bh∞(Ýc), Lq)

=



4

π

(π
Λ
Iq1(λ)

)1/q

=
8

π

√πΓ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

c−n +O (c−5n) ,

1 ≤ q <∞,
4

π
arctg

√
λ =

8

π
c−n +O (c−5n) q =∞,

â êîòîðûõ λ = κ(c−4n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ z = ϕ(w), îïðåäåëåííàÿ ðàâåí-
ñòâîì (4.17), êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü ýëëèïñà Ýc íà
åäèíè÷íûé êðóã. Ïðè ýòîì îòðåçîê [−1, 1] ïåðåõîäèò â îòðåçîê
[−
√
k,
√
k]. Èç ðàâåíñòâà

dνk(z) =
dw√

1− w2

âûòåêàåò, ÷òî ïðè òàêîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè ïîïåðå÷íèêè
äëÿ ïàð (BH∞(Ýc), Lq) è (Bh∞(Ýc), Lq) ïåðåõîäÿò â ïîïåðå÷íèêè
äëÿ ïàð (BH∞, Lqk) è (Bh∞, Lqk), ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì èç
(4.21) è òåîðåìû 4.6 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè âåëè÷èíû

dn(BH∞, Lqk) = inf
B∈Bn

‖B(·)‖Lqk ,

dn(Bh∞, Lqk) =
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctg |B(·)|‖Lqk .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (4.23) íèæíÿÿ ãðàíü â ïåðâîì èç ýòèõ ðàâåíñòâ
ìîæåò òàêæå áðàòüñÿ ëèøü ïî ïðîèçâåäåíèÿì Áëÿøêå èç B0

n. Òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîïåðå÷íèêîâ íàõîäÿòñÿ òåïåðü èç
òåîðåìû 4.3. Àñèìïòîòèêà â òîì è äðóãîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ èç
ðàâåíñòâ

Λ =
π

2

(
1 + 2

∞∑
m=1

hm
2

)2

, h = c−4n,

∫ 1

0

xq(1− x2)−1/2 dx =

√
π

2

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
) .

(4.26)

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ñâåðòêîé ñ ÿäðàìè, íå óâå-
ëè÷èâàþùèìè îñöèëëÿöèþ, À. Ïèíêóñîì [116], [117, ñòð. 180] áûë
ïîëó÷åí ðÿä òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ
ðåçóëüòàòîâ äëÿ êëàññà AH èìååì ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞

d2n(AH , Lq) = λ2n(AH , Lq) = d2n(AH , Lq) = ‖(KH ∗ hn‖q,
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ãäå Lq = Lq[0, 2π]. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ KH ∗ hn íàéäåíà
íàìè â ÿâíîì âèäå (ñì. (4.8)), ìîæíî íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ n-
ïîïåðå÷íèêîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà è èõ àñèìïòîòèêó ïðè n→
∞.

Òåîðåìà 4.8. Ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞

d2n(AH , Lq) = λ2n(AH , Lq) = d2n(AH , Lq)

4

π

(
2π

Λ
Iq1(λ)

)1/q

=
8

π

2
√
π

Γ

q + 1

2


Γ

(q
2

+1

)


1/q

e−Hn +O
(
c−5Hn

)
,

1 ≤ q <∞,
4

π
arctg

√
λ =

8

π
e−Hn +O

(
e−5Hn

)
q =∞,

ãäå λ = κ(e−4H).

Ïðè q =∞ èç òåîðåìû 4.8, ó÷èòûâàÿ ëåììó 4.1, ïîëó÷àåì

d2n(AH , L∞) = λ2n(AH , L∞) = d2n(AH , L∞)

=
4

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

1

ch[(2m+ 1)Hn]
. (4.27)

Ýòè ðàâåíñòâà âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû Â.Ì. Òèõîìèðîâûì [65].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç BHR

∞(∆h) ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç BH∞(∆h),
âåùåñòâåííûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S := {z ∈ C : |z| = 1}. Â
ðàáîòå [137] (ñì. òàêæå [89]) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

d2n(BHR
∞(∆h), Lq) = λ2n(BHR

∞(∆h), Lq) = d2n(BHR
∞(∆h), Lq)

= inf
B∈B2n(∆h)

‖B‖q,

ãäå Lq = Lq(S, µ), dµ(eiθ) = dθ, à B2n(∆h) � ìíîæåñòâî ïðîèçâåäå-
íèé Áëÿøêå äëÿ îáëàñòè ∆h ïîðÿäêà 2n ñ íóëÿìè, ëåæàùèìè íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà n äëÿ îáëàñòè
Ω ⊂ C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

B(z) = σ exp

(
−

n∑
j=1

P (z, ζj)

)
,

ãäå |σ| = 1, à P (z, ζj) � êîìïëåêñíûå ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè Ω ñ
îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ ζj ∈ Ω. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îïðå-
äåëåíèå â ñëó÷àå, êîãäà Ω � åäèíè÷íûé äèñê, ñîâïàäàåò ñ äàííûì
ðàíåå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃R
∞(DH) ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà

H̃∞(DH), âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Çàäà÷à âû÷èñëå-
íèÿ ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ êëàññà BH̃R

∞(DH) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ
z = eiw ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å äëÿ êëàññà BHR

∞(∆h),
ãäå h = e−2H . Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (4.14) è òåîðåìîé 4.2, ïîëó÷à-
åì

Òåîðåìà 4.9. Äëÿ Lq := Lq[0, 2π] ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞ èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

d2n

(
BH̃R

∞(DH), Lq

)
= λ2n

(
BH̃R

∞(DH), Lq

)
= d2n

(
BH̃R

∞(DH), Lq

)

=



√
λ

(
2π

Λ
Iq0(λ)

)1/q

= 2

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

e−Hn

+O
(
e−5Hn

)
, 1 ≤ q <∞,√

λ, q =∞,

ãäå λ = κ
(
e−4Hn

)
.

�5. Íåêîòîðûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ãåëüôàíäîâñêèõ è

ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ ìíîãîìåðíûõ êëàññîâ Õàðäè

è Áåðãìàíà

Ïîëîæèì äëÿ 0 < ρ < 1

Sρ := { z ∈ Cn : |z| = ρ }, Cρ := C(Sρ).

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà è Ì.È. Ñòåñèíà [55] áûëè íàé-
äåíû ãåëüôàíäîâñêèé è ëèíåéíûé N -ïîïåðå÷íèêè äëÿ ïàðû
(BH2(Bn), Cρ). Â ñâÿçè ñ ýòîé ðàáîòîé Â.Ì. Òèõîìèðîâûì áûëî
îòìå÷åíî, ÷òî ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé ïðè íàõîæäåíèè ýòèõ ïîïå-
ðå÷íèêîâ, áëèçîê ê ìåòîäó, ïðèìåíÿåìîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû Ð.Ñ. Èñìàãèëîâà [27] (ñì. òàêæå [117, ñòð. 93]). Îêàçàëîñü,
÷òî, äåéñòâèòåëüíî, ãåëüôàíäîâñêèé è ëèíåéíûé ïîïåðå÷íèêè â áî-
ëåå îáùåé ñèòóàöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç òåîðåìû, äâîéñòâåí-
íîé ê òåîðåìå Ð.Ñ. Èñìàãèëîâà.

Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. ×å-
ðåç L(X, Y ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ èç X â Y .

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ àíàëî-
ãîì ïðåäëîæåíèÿ 8.8 èç ðàáîòû [117, ñòð. 33] (ìû íå ìîæåì íåïî-
ñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ïðåäëîæåíèåì â ñèëó íåêîòîðî-
ãî ðàçëè÷èÿ â îïðåäåëåíèÿõ).
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Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è
T ∈ L(H,X). Òîãäà

dN(T (BH), X) = λN(T (BH), X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü XN � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâîX êîðàçìåðíîñòèN è x′1, . . . , x

′
N ∈ X∗ � îáðàçóþùèå åãî ôóíê-

öèîíàëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç e1, . . . , em, m ≤ N , îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó â ëèíåéíîé îáîëî÷êå lin{T ∗x′1, . . . , T ∗x′N}. Ïóñòü

ej =
N∑
k=1

αjkT
∗x′k, j = 1, . . . ,m.

Ïîëîæèì

y′j :=
N∑
k=1

αjkx
′
k, P (y) :=

m∑
j=1

〈y′j, y〉Tej.

Èìååì

P (Te) =
m∑
j=1

〈y′j, T e〉Tej =
m∑
j=1

(e, T ∗y′j)Tej =
m∑
j=1

(e, ej)Tej.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z := e−
m∑
j=1

(e, ej)ej. Äëÿ ëþáîãî x′k, k = 1, . . . , N ,

〈x′k, T z〉 = (z, T ∗x′k) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ e ∈ BH Tz ∈ XN , à êðîìå òîãî, ‖z‖ ≤
‖e‖ ≤ 1. Òåì ñàìûì

λN(T (BH), X) ≤ sup
e∈BH

‖Te− P (Te)‖ = sup
e∈BH

∥∥∥∥T(e− m∑
j=1

(e, ej)ej

)∥∥∥∥
≤ sup

z∈BH∩XN

‖Tz‖.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà XN

λN(T (BH), X) ≤ dN(T (BH), X).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà (4.19).
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïóñòü H � ïî-ïðåæíåìó ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, S � êîì-
ïàêò, µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà íåì, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
µ(S) = 1, è T ∈ L(H,C(S)). Ðàññìàòðèâàÿ îïåðàòîð T êàê îïåðà-
òîð èç H â L2(S, µ), ïðåäïîëîæèì, ÷òî

T ∗Tφj = λjφj, j = 1, 2, . . . ,

ãäå λ1 ≥ λ≥ . . . > 0, à φ1, φ2, . . . îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàí-
íóþ ñèñòåìó â îáðàçå îïåðàòîðà T ∗T (äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé
äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà T ).
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Òåîðåìà 5.1. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ√√√√ ∞∑
j=N+1

λj ≤ dN(T (BH), C(S)) = λN(T (BH), C(S))

≤ sup
z∈S

√√√√ ∞∑
j=N+1

|(Tφj)(z)|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó KerT ∗T = KerT , òî ìîæíî áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî φ1, φ2, . . . îáðàçóþò ïîëíóþ îð-
òîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â H. Ïîëîæèì ψj := Tφj. Ïîêàæåì,
÷òî ïðè âñåõ z ∈ S

∞∑
j=1

|ψj(z)|2 ≤ ‖T‖2 (5.1)

Ïóñòü z ∈ S è m ∈ N. Òîãäà äëÿ h :=
m∑
j=1

ψj(z)φj ∈ H èìååì

‖Th‖∞ = sup
s∈S

∣∣∣∣ m∑
j=1

ψj(z)ψj(s)

∣∣∣∣ ≥ m∑
j=1

|ψj(z)|2 = ‖h‖2

(÷åðåç ‖ · ‖∞ ìû îáîçíà÷àåì íîðìó â C(S), à ÷åðåç ‖ · ‖2 � íîðìó â
L2(S, µ)). Îòñþäà ïðè h 6= 0

‖h‖ ≤ ‖Th‖∞
‖h‖

≤ ‖T‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ z ∈ S è m ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
m∑
j=1

|ψj(z)|2 ≤ ‖T‖2.

Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (5.1).
Ïîëîæèì

hz :=
∞∑
j=1

ψj(z)φj.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ H è z ∈ S

(Tx)(z) = (x, hz).

Ïóñòü LN � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H êîðàçìåðíîñòè N è
e1, . . . , eN � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â îðòîãîíàëüíîì äîïîëíå-
íèè (LN)⊥. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gz îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ hz íà
LN

gz := hz −
N∑
k=1

(hz, ek)ek.
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Äëÿ ëþáîãî z ∈ S òàêîãî, ÷òî gz 6= 0, èìååì

sup
x∈BH∩LN

‖Tx‖∞ ≥
‖Tgz‖∞
‖gz‖

= sup
s∈S

|(gz, hs)|
‖gz‖

≥ |(gz, hz)|
‖gz‖

= ‖gz‖

=

√√√√‖hz‖2 −
N∑
k=1

|(hz, ek)|2. (5.2)

Äîïîëíèì ñèñòåìó e1, . . . , eN äî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòå-
ìû â H. Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

ek =
∞∑
j=1

akjφj, k = 1, 2, . . . .

Òîãäà

(ek, hz) =
∞∑
j=1

akjψj(z).

Èç (5.2) ïîëó÷àåì

sup
x∈BH∩LN

‖Tx‖∞ ≥ sup
z∈S

√√√√ ∞∑
j=1

|ψj(z)|2 −
N∑
k=1

∣∣∣∣ ∞∑
j=1

akjψj(z)

∣∣∣∣2

≥

√√√√ ∞∑
j=1

‖ψj‖2
2 −

N∑
k=1

∥∥∥∥ ∞∑
j=1

akjψj

∥∥∥∥2

2

=: d. (5.3)

Ïîñêîëüêó

(ψj, ψk) = (Tφj, Tφk) = (T ∗Tφj, φk) = λj(φj, φk),

òî

d2 =
∞∑
j=1

λj −
N∑
k=1

∞∑
j=1

|akj|2λj.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç qj :=
N∑
k=1

|akj|2, â ñèëó óíèòàðíîñòè ìàòðèöû {akj}

ïîëó÷àåì 0 ≤ qj ≤ 1 è
∞∑
j=1

qj =
N∑
k=1

∞∑
j=1

|akj|2 = N . Òàê êàê λ1, λ2, . . .

� íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî
∞∑
j=1

qjλj ≤
N∑
j=1

λj.

Òåì ñàìûì

d2 =
∞∑
j=1

λj −
∞∑
j=1

qjλj ≥
∞∑

j=N+1

λj. (5.4)
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Ïóñòü òåïåðü Y N � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè
N â C(S). Åñëè y′1, . . . , y

′
N ∈ C(S)∗ � ôóíêöèîíàëû, ïîðîæäàþùèå

ýòî ïðîñòðàíñòâî, òî, ïîëîæèâ xj := T ∗y′j (çäåñü ïîä T
∗ ìû ïîíè-

ìàåì îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê T êàê ê îïåðàòîðó èç H â C(S)) è
ó÷èòûâàÿ (5.3) è (5.4), áóäåì èìåòü

sup
x∈BH

〈y′j ,Tx〉=0 j=1,...,N

‖Tx‖∞ = sup
x∈BH

(x,xj)=0 j=1,...,N

‖Tx‖∞ ≥

√√√√ ∞∑
j=N+1

λj.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Y N ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

dN(T (BH), C(S)) ≥

√√√√ ∞∑
j=N+1

λj.

Äëÿ îöåíêè ñâåðõó ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

Py :=
N∑
j=1

(y, ψj)λ
−1
j ψj.

Ïðè y = Tx èìååì

P (Tx) =
N∑
j=1

(Tx, ψj)λ
−1
j ψj =

N∑
j=1

(x, φj)Tφj.

Òàêèì îáðàçîì,

λN(T (BH), C(S)) ≤ sup
x∈BH

‖Tx− P (Tx)‖∞

= sup
x∈BH

∥∥∥∥T(x− N∑
j=1

(x, φj)φj

)∥∥∥∥ = sup
x∈BH

∥∥∥∥ ∞∑
j=N+1

(x, φj)ψj

∥∥∥∥
≤ sup

x∈BH

√√√√ ∞∑
j=N+1

|(x, φj)|2 sup
z∈S

√√√√ ∞∑
j=N+1

|ψj(z)|2.

Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 5.1 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
�

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Ω. Ôóíêöèÿ K(z, w), îïðåäåëåííàÿ íà ìíî-
æåñòâå Ω × Ω, íàçûâàåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì ïðîñòðàíñòâà
H, åñëè äëÿ ëþáîãî w ∈ Ω K(z, w) ∈ H è ïðè âñåõ f ∈ H

f(w) = (f(·), K(·, w))H .

Äëÿ âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

K(z, w) = K(w, z).

Ïóñòü E ∈ Ω � êîìïàêò. Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî L2(E, µ), ãäå íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà µ íîðìèðîâàíà óñëîâèåì
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µ(E) = 1. Äëÿ f ∈ H ïîëîæèì Tf := f∣∣E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

T ∈ L(H,L2(E, µ)). Òîãäà ïðè âñåõ g ∈ L2(E, µ) èìååì

(T ∗g)(w) = ((T ∗g)(·), K(·, w))H = (g(·), TK(·, w))L2(E,µ)

=

∫
E

g(z)K(z, w) dµ(z) =

∫
E

K(w, z)g(z) dµ(z).

Òåì ñàìûì äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà T ∗T ïîëó÷àåì óðàâíåíèå∫

E

K(w, z)g(z) dµ(z) = λf(w). (5.5)

Äëÿ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî
óðàâíåíèå èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ [90], [91] (ñì. òàêæå [117,
ñòð. 258]).

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü ϕ1, ϕ2, . . . � ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ ñèñòåìà â H, ÿâëÿþùàÿñÿ òàêæå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé
â L2(E, µ), è, êðîìå òîãî, λj := ‖ϕj‖2

L2(E,µ) óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâà-
íèþ: λ1 ≥ λ2 ≥ . . .. Òîãäà√√√√ ∞∑

j=N+1

λj ≤ dN(T (BH), C(E)) = λN(T (BH), C(E))

≤ sup
z∈E

√√√√ ∞∑
j=N+1

|ϕj(z)|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ1, ϕ2, . . . � ïîëíàÿ îðòîíîðìèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà â H, òî äëÿ âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

K(z, w) =
∞∑
j=1

ϕj(w)ϕj(z).

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû ϕ1, ϕ2, . . . â L2(E, µ) èìååì∫
E

K(w, z)ϕj(z) dµ(z) = λjϕj(w).

Òåì ñàìûì λj � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à ϕj � ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.5). Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 5.1.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z), z ∈ Cn, ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

f(z) =
∞∑
|α|=0

cαz
α (5.6)
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(çäåñü α = (α1, . . . , αn) � ìóëüòèèíäåêñ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fs(z)
ñóììó ÷ëåíîâ cαzα ñòåïåííîãî ðÿäà, ó êîòîðûõ |α| = s. Òîãäà ñòå-
ïåííîé ðÿä (5.6), çàïèñàííûé â âèäå

f(z) =
∞∑
s=0

Fs(z), (5.7)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f . Ðàäèàëüíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïîðÿäêà r äëÿ ôóíêöèè, èìåþùåé îäíîðîäíîå ðàçëîæåíèå
(5.7), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Rrf(z) :=
∞∑
s=r

s!

(s− r)!
Fs(z).

Ïîíÿòèå ðàäèàëüíîé ïðîèçâîäíîé áûëî ââåäåíî Ðóäèíûì [124] (ñì.
òàêæå [61, ñòð. 111], [94]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HRr
2(Bn) êëàññ ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â

Bn, äëÿ êîòîðûõRrf ∈ BH2(Bn). ×åðåç ARr
2(Bn) áóäåì îáîçíà÷àòü

êëàññ ôóíêöèé f , ãîëîìîðôíûõ â Bn, äëÿ êîòîðûõRrf ∈ BA2(Bn).

Ïîëîæèì Nm :=
m−1∑
s=0

Cn−1
n+s−1. ×èñëî Nm ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå m− 1.

Òåîðåìà 5.2. Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è m ≥ r ≥ 0

dNm (HRr
2(Bn), Cρ) = λNm (HRr

2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

(n− 1)!

∞∑
s=0

((m− r + s)!)2(n+m− 1 + s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.

Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1 è m ≥ r ≥ 1

dNm (ARr
2(Bn), Cρ) = λNm (ARr

2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

n!

∞∑
s=0

((m− r + s)!)2(n+m+ s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.

Ïðè âñåõ

0 < ρ ≤
(

n

n+m

) 1
2m

dNm (BA2(Bn), Cρ) = λNm (BA2(Bn), Cρ)

= ρm
(

1

n!

∞∑
s=0

(n+m+ s)!

(m+ s)!
ρ2s

)1/2

=
ρm

(1− ρ2)(n+1)/2

(
Cn
n+m

n∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs
nρ

2s

)1/2

. (5.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H0 ïðîñòðàíñòâî ôóíê-
öèé f , ãîëîìîðôíûõ â Bn, òàêèõ, ÷òî (Dαf)(0) = 0, |α| = 0, . . . , r−
1, è Rrf ∈ H2(Bn). Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòîâûì,
åñëè ââåñòè â íåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) := (Rrf,Rrg)H2 .

Òåì ñàìûì, åñëè

f(z) =
∞∑
|α|=r

cαz
α, g(z) =

∞∑
|α|=r

dαz
α,

òî â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìîíîìîâ è ðàâåíñòâà

‖zα‖2
H2

=
(n− 1)!α!

(n− 1 + |α|)!
èìååì

(f, g) =
∞∑
|α|=r

(
|α|!

(|α| − r)!

)2
(n− 1)!α!

(n− 1 + |α|)!
cαdα.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÿäðî

K(z, w) =
∞∑
|α|=r

(
(|α| − r)!
|α|!

)2
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!
wαzα

ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì äëÿ ïðîñòðàíñòâà H0. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòðàíñòâî L2(Sρ, σρ), ãäå σρ � âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà
Sρ, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîíîìû
îðòîãîíàëüíû â L2(Sρ, σρ). Ïîëîæèì äëÿ |α| ≥ r

ϕα(z) :=
(|α| − r)!
|α|!

(
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!

)1/2

zα.

Òîãäà ôóíêöèè ϕα(z) îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòå-
ìó â H0 è îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â L2(Sρ, σρ). Èìååì

‖ϕα‖2
L2(Sρ,σρ) =

∫
Sρ

|ϕα(z)|2 dσρ(z) =

∫
S

|ϕα(ρξ)|2 dσ(ξ)

=

(
(|α| − r)!
|α|!

)2

ρ2|α|.

×èñëî ðàçëè÷íûõ ìîíîìîâ zα òàêèõ, ÷òî |α| = s, ðàâíî Cn−1
n+s−1. Òåì

ñàìûì èç ñëåäñòâèÿ 5.1 ïîëó÷àåì( ∞∑
s=m

(
(s− r)!
s!

)2

Cn−1
n+s−1ρ

2s

)1/2

≤ dNm−Nr (BH0, C(Sρ))

≤ sup
z∈Sρ

( ∞∑
|α|≥m

(
(|α| − r)!
|α|!

)2
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!

∣∣z2α
∣∣)1/2

.
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî∑
|α|=s

s!

α!

∣∣z2α
∣∣ = |z|2s,

áóäåì èìåòü

dNm−Nr (BH0, C(Sρ)) =

( ∞∑
s=m

(
(s− r)!
s!

)2

Cn−1
n+s−1ρ

2s

)1/2

= ρm
(

1

(n− 1)!

∞∑
s=m

((m− r + s)!)2)(n+m− 1 + s)!

((m+ s)!)3
ρ2s

)1/2

.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî HRr
2(Bn) = BH0 + Pr, ãäå Pr � ëèíåé-

íîå ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå r-1, èìåþùåå ðàç-
ìåðíîñòü Nr, è, ñëåäîâàòåëüíî,

dNm (HRr
2(Bn), Cρ) = dNm−Nr (BH0, C(Sρ)) .

Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ëèíåéíîãî ïî-
ïåðå÷íèêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî A0 ôóíêöèé f ,
ãîëîìîðôíûõ â Bn, òàêèõ, ÷òî (Dαf)(0) = 0, |α| = 0, . . . , r − 1,
è Rrf ∈ A2(Bn), â êîòîðîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî
ðàâåíñòâîì

(f, g) := (Rrf,Rrg)A2 .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ è ó÷èòûâàÿ ðàâåí-
ñòâî

‖zα‖2
A2

=
n!α!

(n+ |α|)!
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè

ψα(z) :=

√
n+ |α|
n

ϕα(z)

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â A0 è îðòîãîíàëü-
íóþ ñèñòåìó â L2(Sρ, σρ). Òàêèì îáðàçîì,

‖ψα(z)‖2
L2(Sρ,σρ) =

n+ |α|
n

(
(|α| − r)!
|α|!

)2

ρ2|α| =: λ|α|.

Ïóñòü r ≥ 1 è s ≥ r. Òîãäà

(n+s+1)

(
s+ 1− r
s+ 1

)2

≤ (n+s+1)

(
s

s+ 1

)2

≤ n+ s+ 1

s+ 1
s < n+s.

Òåì ñàìûì

λs+1 =
n+ s+ 1

n

(
(s+ 1− r)!

(s+ 1)!

)2

ρ2(s+1) ≤ n+ s

n

(
(s− r)!
s!

)2

ρ2s

= λs.
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Ïðè r = 0 (â ýòîì ñëó÷àå êëàññ AR0
2(Bn) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

BA2(Bn)) âåëè÷èíû λs =
n+ s

s
ρ2s, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ

óïîðÿäî÷åííûìè ïî óáûâàíèþ. Îäíàêî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè
n+m

n
ρ2m ≤ 1 äëÿ ëþáûõ s ≥ m è q < m λq ≥ λs. Äàëåå äîêàçà-

òåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ êëàññà ARr
2(Bn).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî èç ðàâåíñòâ (5.8) âîñïîëüçóåìñÿ
ôóíêöèåé Φn, ââåäåííîé â �2, è ðàâåíñòâîì (2.5). Èìååì

1

n!

∞∑
s=0

(n+m+ s)!

(m+ s)!
ρ2s =

1

n!
Φn+1(2m, ρ2)

= (1− ρ2)−n−1Cn
n+m

n∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs
nρ

2s.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ êëàññîâ Õàðäè è
Áåðãìàíà â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå. Ïîëîæèì Set

Un := { z ∈ Cn : |z1| < 1, . . . , |zn| < 1 },
T n := { z ∈ Cn : |z1| = 1, . . . , |zn| = 1 },
T nρ := { z ∈ Cn : |z1| = ρ1, . . . , |zn| = ρn },

ãäå ρ = (ρ1, . . . , ρn) è 0 ≤ ρj < 1, j = 1, . . . , n. ×åðåç H2(Un)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â Un ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖H2(Un) := sup
0<r<1

(∫
Tn
|f(rz)|2 dµ(z)

)1/2

<∞,

ãäå µ(z) � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà T n. ×åðåç A2(Un) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ â Un ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖A2(Un) :=

(∫
Un
|f(z)|2 dω(z)

)1/2

<∞,

ãäå ω(z) � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà Ëåáåãà íà Un. Ïðîñòðàíñòâà
H2(Un) è A2(Un) ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñ âîñ-
ïðîèçâîäÿùèìè ÿäðàìè

KH(z, w) :=

{
(1− z1w1)−1 . . . (1− znwn)−1, H = H2(Un),

(1− z1w1)−2 . . . (1− znwn)−2, H = A2(Un)

(ïîäðîáíåå ñì. [60], [78]).

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü âåëè÷èíû ρ2α = ρ2α1
1 . . . ρ2αn

n óïîðÿäî÷åíû
ïî óáûâàíèþ

ρ2α1 ≥ ρ2α2 ≥ . . . .
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Òîãäà

dN
(
BH2(Un), C(T nρ )

)
= λN

(
BH2(Un), C(T nρ )

)
=

(
(1− ρ2

1)−1 . . . (1− ρ2
n)−1 −

N∑
s=1

ρ2α(s)

)1/2

. (5.9)

Ïóñòü âåëè÷èíû kαρ
2α, ãäå kα := (α1 + 1) . . . (αn + 1), óïîðÿäî÷åíû

ïî óáûâàíèþ

kα1ρ2α1 ≥ kα2ρ2α2 ≥ . . . .

Òîãäà

dN
(
BA2(Un), C(T nρ )

)
= λN

(
BA2(Un), C(T nρ )

)
=

(
(1− ρ2

1)−2 . . . (1− ρ2
n)−2 −

N∑
s=1

kα(s)ρ2α(s)

)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîíîìû zα îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìè-
ðîâàííóþ ñèñòåìó â H2(Un), à òàêæå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå L2(T nρ , µρ), ãäå µρ � íîðìèðîâàííàÿ ìåðà
Ëåáåãà â T nρ . Êðîìå òîãî,

‖zα‖2
L2(Tnρ ,µρ) = ρ2α

è ïðè z ∈ T nρ |zα|2 = ρ2α. Èç ñëåäñòâèÿ 5.1 ïîëó÷àåì

dN
(
BH2(Un), C(T nρ )

)
= λN

(
BH2(Un), C(T nρ )

)
=

( ∞∑
s=N+1

ρ2αs
)1/2

.

Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ

(1− ρ2
1)−1 . . . (1− ρ2

n)−1 =
∑
|α|≥0

ρ2α

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (5.9). Â ñëó÷àå êëàññà BA2(Un) äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå (ñì., íàïðèìåð,
[77, ñòð. 556])

(1− ρ2
1)−2 . . . (1− ρ2

n)−2 =
∑
|α|≥0

kαρ
2α. (5.10)

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü ρ1 = . . . = ρn = ρ è 0 < ρ < 1. Òîãäà

1) ïðè Nm−1 < N ≤ Nm

dN
(
BH2(Un), C(T nρ )

)
= λN

(
BH2(Un), C(T nρ )

)
= ρm−1

(
Nm −N + Cn−1

n+m−1(1− ρ2)−n
n−1∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs
n−1ρ

2(s+1)

)1/2

;
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2) ïðè n ≥ 2 è

0 < ρ ≤ m1/2
(m
n

+ 1
)−n/2

(5.11)

dN
(
BA2(Un), C(T nρ )

)
= λN

(
BA2(Un), C(T nρ )

)
=

ρm

(1− ρ2)n

(
C2n−1

2n+m−1

2n−1∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs

2n−1ρ
2s

)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ âåëè÷èí
ρ2|α| ïðè |α| → ∞ è òîãî, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìóëüòèèíäåêñîâ
α, äëÿ êîòîðûõ |α| = s, ðàâíî Cn−1

n+s−1, èç ðàâåíñòâ (5.9) èìååì ïðè
Nm−1 < N ≤ Nm

dN
(
BH2(Un), C(T nρ )

)
= λN

(
BH2(Un), C(T nρ )

)
=

(
(1− ρ2)−n −

m−2∑
s=0

Cn−1
n+s−1ρ

2s − (N −Nm−1)ρ2(m−1)

)1/2

=

(
(Nm −N)ρ2(m−1) +

∞∑
s=m

Cn−1
n+s−1ρ

2s

)1/2

.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

∞∑
s=m

Cn−1
n+s−1ρ

2s = ρ2m 1

(n− 1)!

∞∑
s=0

(n+m− 1 + s)!

(m+ s)!
ρ2s

= ρ2m 1

(n− 1)!
Φn(2m, ρ2)

= ρ2m(1− ρ2)−nCn−1
n+m−1

n−1∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs
n−1ρ

2s, (5.12)

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2) äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.11) äëÿ âñåõ |β| ≥ m è |α| < m ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

kβρ
2|β| ≤ kαρ

2|α|. (5.13)

Â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè y(x) := x(x/n + 1)−n ïðè
x ≥ 2 è n ≥ 2 èìååì

ρ2 ≤ max{y(1), y(2)} ≤ 1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ s ≥ 1

(s+ 1)ρ2s ≤ sρ2s−2.

Òåì ñàìûì äëÿ β = (β1, . . . , βn), âûáðàâ ëþáûå βj ≥ 1, áóäåì èìåòü

kβρ
2|β| ≤ kβ′ρ

2|β′|,
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ãäå β′ = (β1, . . . , βj − 1, . . . , βn), à ñëåäîâàòåëüíî, |β′| = |β| − 1.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì β∗, äëÿ êîòîðîãî |β∗| = m è

kβρ
2|β| ≤ kβ∗ρ

2|β∗| ≤ (m/n+ 1)nρ2m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè |α| < m, òî âñëåäñòâèå ìîíîòîííîãî óáû-
âàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sρ2s−2}∞1 è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5.11)
ïîëó÷àåì

kαρ
2|α| ≥ (|α|+ 1)ρ2|α| ≥ mρ2m−2 ≥ (m/n+ 1)nρ2m.

Òåì ñàìûì (5.13) äîêàçàíî. Èç òåîðåìû 5.3 âûòåêàåò òîãäà, ÷òî

dNm
(
BA2(Un), C(T nρ )

)
= λNm

(
BA2(Un), C(T nρ )

)
=

(
(1− ρ2)−2n −

m−1∑
|α|=0

kαρ
2|α|
)1/2

=: d.

Â ñèëó (5.10) èìååì ∑
|α|=s

kα = C2n−1
2n+s−1.

Îòñþäà àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâàì (5.12) íàõîäèì

d2 =
∞∑
s=m

C2n−1
2n+s−1ρ

2s = ρ2m(1− ρ2)−2nC2n−1
2n+m−1

2n−1∑
s=0

(−1)s

1 + s/m
Cs

2n−1ρ
2s.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Îñòàíîâèìñÿ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà ñëó÷àå n = 1. Ñëåäóÿ Ôè-
øåðó è Ìè÷÷åëëè [91], ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H ãîëîìîðôíûõ
â åäèíè÷íîì êðóãå D ôóíêöèé

f(z) =
+∞∑
s=0

asz
s,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
+∞∑
s=0

γs|as|2 <∞,

ãäå {γs} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî
lim inf
s→∞

γ1/s
s ≥ 1. Ïîëîæèì Γ := {s : γs = 0} è r := card Γ � ÷èñëî

ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Γ. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî

HΓ :=

{
f ∈ H : f (j)(0) = 0, j ∈ Γ

}
ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì

(f, g) =
+∞∑
s=0

γsasbs,
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ãäå

f(z) =
+∞∑
s=0

asz
s, g(z) =

+∞∑
s=0

bsz
s.

Êðîìå òîãî, â ïðîñòðàíñòâå HΓ èìååòñÿ âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî

K(z, w) :=
∑
s/∈Γ

γ−1
s zsws.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H êëàññ ôóíêöèé èç H, äëÿ êîòîðûõ (f, f) ≤ 1.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü γ0 = . . . = γr−1 = 0 è γj > 0 ïðè j ≥ r.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ 0 < ρ < 1 è N ∈ N äëÿ âñåõ s ≥ N è q < N

γ−1
q ρ2q ≥ γ−1

s ρ2s. (5.14)

Òîãäà

dN(H,Cρ) = λN(H,Cρ) = ρN
( ∞∑
s=0

γ−1
N+sρ

2s

)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî

H = BHΓ + Pr,

ãäå Pr � ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå r − 1, èìååì

dN(H,Cρ) = dN−r(BHΓ, Cρ)

(àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ëèíåéíîãî ïîïåðå÷íèêà).
Ôóíêöèè

ϕs(z) := γ1/2
s zs, s ≥ r,

îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå HΓ.
Êðîìå òîãî, ϕs îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â L2(Sρ, σρ) è

‖ϕs‖2
L2(Sρ,σρ) = γ−1

s ρ2s.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.1. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êëàññîâ ôóíêöèé H, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè
êîíêðåòíîì âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè γs (ðÿä èç íèõ ïðèâåäåí
â ðàáîòå [91]).

1. Hr
2 � êëàññ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D, äëÿ êîòîðûõ f (r) ∈

BA2. Â ýòîì ñëó÷àå

γ0 = . . . = γr−1 = 0, γs =

(
s!

(s− r)!

)2

, s ≥ r.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ Hr
2 ñîâïàäàåò ñ êëàññîì HRr

2 ïðè n = 1.
2. Ar2 � êëàññ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â D, äëÿ êîòîðûõ f (r) ∈

BH2. Â ýòîì ñëó÷àå

γ0 = . . . = γr−1 = 0, γs =

(
s!

(s− r)!

)2

(s− r + 1), s ≥ r.



ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÈ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÕÀÐÄÈ È ÁÅÐÃÌÀÍÀ 153

3. ARr
2 � çäåñü

γ0 = . . . = γr−1 = 0, γs =

(
s!

(s− r)!

)2

(s+ 1), s ≥ r.

Àíàëèçèðóÿ óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (5.14), ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 5.3. 1) Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1, r ≥ 0 è N ≥ r

dN(Hr
2 , Cρ) = λN(Hr

2 , Cρ) = ρN
( ∞∑
s=0

(
(N − r + s)!

(N + s)!

)2

ρ2s

)1/2

.

2) Ïðè âñåõ 0 < ρ < 1, r ≥ 1 è N ≥ r

dN(Ar2, Cρ) = λN(Ar2, Cρ)

= ρN
( ∞∑
s=0

(
(N − r + s)!

(N + s)!

)2

(N − r + s+ 1)ρ2s

)1/2

,

dN(ARr
2, Cρ) = λN(ARr

2, Cρ)

= ρN
( ∞∑
s=0

(
(N − r + s)!

(N + s)!

)2

(N + s+ 1)ρ2s

)1/2

.

3) Ïðè âñåõ N ∈ N è 0 < ρ ≤ (N + 1)−
1

2N

dN(BA2, Cρ) = λN(BA2, Cρ) =
ρN

1− ρ2

(
1 +N(1− ρ2)

)1/2
. (5.15)

Ýòè æå óòâåðæäåíèÿ (êðîìå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïàðû (Ar2, Cρ))
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è èç òåîðåìû 5.2 ïðè n = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè r = 0 èç óòâåðæäåíèÿ 1) ñëåäñòâèÿ 5.3 âûòå-
êàþò ðàâåíñòâà

dN(BH2, Cρ) = λN(BH2, Cρ) =
ρN√
1− ρ2

,

ñïðàâåäëèâûå ïðè âñåõ N ≥ 0 è 0 < ρ < 1. Êðîìå òîãî, çàìåòèì,
÷òî ðàâåíñòâà (5.15) âûïîëíåíû ïðè âñåõ N ∈ N è 0 < ρ ≤ 1/

√
2 â

ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (N + 1)−
1

2N .
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûìè ëè-

íåéíûìè ìåòîäàìè (ò.å. ëèíåéíûìè ìåòîäàìè, ïîãðåøíîñòü êîòî-
ðûõ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ïîïå-
ðå÷íèêîâ) äëÿ ïîïåðå÷íèêîâ, ðàññìîòðåííûõ â òåîðåìàõ 5.2, 5.3 è
5.4, ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè ðÿäîâ Òåéëîðà. Íåêîòîðàÿ ñïåöèôèêà ïðî-
ñòðàíñòâ Áåðãìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ íèõ ýòè îòðåçêè íå
îáÿçàòåëüíî íà÷èíàþòñÿ ñ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Íàïðèìåð, ïðè âû-
÷èñëåíèè N -ïîïåðå÷íèêà äëÿ ïàðû (BA2, Cρ) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
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îïòèìàëüíûé ëèíåéíûé ìåòîä áóäåò èìåòü âèä

Pf =
N∑
j=1

f (sj)(0)

sj!
zsj ,

ãäå s1, . . . , sN � ïåðâûå N ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {(s+ 1)ρ2s}∞0 . Ïîäîáíûé ýôôåêò íàáëþäàëñÿ è ïðè âîñ-
ñòàíîâëåíèè íà êëàññå BA2 ïî êîýôôèöèåíòàì ðÿäà Òåéëîðà, çà-
äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ (ñì. ïðèìåð 6.2 ãë. I).

�6. Âîññòàíîâëåíèå ïî áåñêîíå÷íîé èíôîðìàöèè

Ðàíåå ìû â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëè ñèòóàöèþ, êîãäà èíôîðìà-
öèîííûé îïåðàòîð ñîïîñòàâëÿë êàæäîé ôóíêöèè êîíå÷íîìåðíûé
âåêòîð åå çíà÷åíèé â íåêîòîðîé ñèñòåìå òî÷åê èç îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, óæå âñòðå÷àëèñü ñëó÷àè, êîãäà âîññòàíîâëå-
íèå ïðîèñõîäèëî ïî áåñêîíå÷íîé èíôîðìàöèè, à èìåííî, êîãäà â
êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàëñÿ ñëåä ôóíê-
öèè íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
(ñì. ��2,3). Îäíàêî ðåàëüíî â îïòèìàëüíîì ìåòîäå â ýòèõ ñëó÷àÿõ
âñå ðàâíî èñïîëüçîâàëîñü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì èíôîðìàöèîííûå îïåðàòîðû, çàäàþ-
ùèåñÿ çíà÷åíèÿìè âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè òî÷åê {zn}∞−∞ èëè {zn}∞1 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî èíôîðìàöèîííûì îïåðà-
òîðàì, óêàçàííîãî òèïà, àêòèâíî èçó÷àëèñü (â îñíîâíîì íà êëàññàõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé) â ðàáîòàõ Ñóíü Þí-Øåíà è åãî ó÷åíèêîâ [130],
[98], [134], [133], à òàêæå Ã.Ã.-Ìàãàðèë-Èëüÿåâûì [36].

Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ âèäà

B(z) =
∞∏
n=1

− zn
|zn|
· z − zn

1− znz
, (6.1)

ãäå zn ∈ D (äëÿ zn = 0 ÷àñòíîå −zn/|zn| çàìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó è â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sign 0 = 1). Èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, [13, ñòð. 61]), ÷òî åñëè zn ∈ D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Áëÿøêå

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞,

òî ïðîèçâåäåíèå (6.1) ñõîäèòñÿ â D, B(z) ∈ BH∞ è |B(eiθ)| = 1
ïî÷òè âñþäó.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj}∞−∞, {νj}∞−∞ òàêî-
âû, ÷òî −1 < zj < zj+1 < 1, νj ∈ N, j = 0,±1, . . .,

∞∑
j=−∞

νj(1− |zj|) <∞, (6.2)
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è äëÿ

B(z) :=
∞∏

j=−∞

(
− sign zj

z − zj
1− zjz

)νj
ñóùåñòâóþò òàêèå aj ∈ (zj, zj+1), j = 0,±1, . . ., ÷òî

|B(aj)| ≥ c > 0. (6.3)

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

B(z)
dz =

∞∑
j=−∞

(− sign zj)
νj

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj ,
ãäå

ωj(z) :=
∏
k 6=j

(
− sign zk

z − zk
1− zkz

)νk
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Hp ⊂ H1 äëÿ âñåõ 1 < p ≤ ∞,
òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî zj 6= 0, j = 0,±1, . . . (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ìîæ-
íî ïðèéòè ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè). Èç íåðàâåíñòâà Ôåéåðà�
Ðèññà (ñì. [84, ñòð. 46])∫ 1

−1

|f(x)| dx ≤ π‖f‖H1

è òîãî, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ (0, 1)∣∣∣∣ ix− zj1− zjix

∣∣∣∣ ≥ |zj|,
à ñëåäîâàòåëüíî,

|B(ix)| ≥ |B(0)|,
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ

Ik :=
1

2πi

∫
∂Dk

f(z)

B(z)
dz, k = 0, 1,

ãäå Dk := {z ∈ D : (−1)k Re z > 0}. Òàêèì îáðàçîì,

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

B(z)
dz = I0 + I1.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè z0 < 0 < z1. Äîêàæåì, ÷òî

I0 =
∞∑
j=1

(−1)νj

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj (6.4)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì ϕ ∈ (0, π/2) òàê, ÷òîáû

1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(eiθ)| dθ < ε.
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Òîãäà â ñèëó õîðîøî èçâåñòíîãî ðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [15,
ñòð. 390])

lim
r→1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ = 0

ñóùåñòâóåò òàêîå r1 ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ r ∈ (r1, 1)

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ < ε.

Òåì ñàìûì ïðè âñåõ r ∈ (r1, 1) èìååì

1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(reiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(eiθ)| dθ

+
1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ < 2ε. (6.5)

Èç íåðàâåíñòâà Ôåéåðà�Ðèññà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå r2 ∈ (0, 1),
äëÿ êîòîðîãî

1

2π

∫ 1

r2

|f(xeiθ)| dx < ε (6.6)

ïðè θ = ±ϕ. Ïóñòü

r0 := max{r1, r2, (1− sinϕ)/(1 + sinϕ)}, N := max{n : an ≤ r0}.

Òîãäà, ïîëîæèâ

Sn := { z ∈ D : |z| > an, | arg z| < ϕ }, Ωn := D0 \ Sn,
Γn := ∂D ∩ ∂Sn, γn := D ∩ ∂Sn,

áóäåì èìåòü äëÿ âñåõ n > N

Rn :=

∣∣∣∣I0 −
n∑
j=1

(−1)νj

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣I0 −
1

2πi

∫
∂Ωn

f(z)

B(z)
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γn

f(z)

B(z)
dz − 1

2πi

∫
γn

f(z)

B(z)
dz

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
Γn

|f(z)| |dz|+ 1

2π

∫
γn

∣∣∣∣ f(z)

B(z)

∣∣∣∣ |dz| < ε+
bn
2π

∫
γn

|f(z)| |dz|,

ãäå

bn := sup
z∈γn
|B(z)|−1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê z, äëÿ êîòîðûõ∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ an − zj1− zjan

∣∣∣∣ ,
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ïðè âñåõ j ≥ n + 1 ÿâëÿåòñÿ êðóãîì, ëåæàùèì âíóòðè îáëàñòè Sn,
à ïðè âñåõ 1 ≤ j ≤ n � êðóãîì, ëåæàùèì âíå îáëàñòè Sn. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ γn è j ≥ 0∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ an − zj1− zjan

∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî z ∈ γn èìååì

|B(z)| ≥
−∞∏
j=0

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ∞∏
j=1

∣∣∣∣ an − zj1− zjan

∣∣∣∣ ≥ |B(an)|
−∞∏
j=0

|zj|

≥ c

−∞∏
j=0

|zj| =: c1.

Òàêèì îáðàçîì, bn ≤ c−1
1 è â ñèëó íåðàâåíñòâ (6.5), (6.6)

Rn < ε+
1

2πc1

(∫ ϕ

−ϕ
|f(ane

iθ)| dθ+

∫ 1

r0

|f(xeiθ)| dx+

∫ 1

r0

|f(xe−iθ)| dx
)

< ε(1 + 4c−1
1 ).

Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (6.4) äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
ðàâåíñòâî

I1 =
−∞∑
j=0

1

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj .
Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 6.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj}∞1 , {νj}∞1 òàêîâû,
÷òî −1 < z1 < z2 < . . . < 1, νj ∈ N,

∞∑
j=1

νj(1− |zj|) <∞,

è ñóùåñòâóþò òàêèå aj ∈ (zj, zj+1), j = 1, 2, . . ., ÷òî äëÿ

B(z) :=
∞∏
j=1

(
z − zj
1− zjz

)νj
âûïîëíåíî óñëîâèå (6.3). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp, 1 ≤
p ≤ ∞, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

B(z)
dz =

∞∑
j=1

1

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj ,
ãäå

ωj(z) :=
∏
k 6=j

(
z − zk
1− zkz

)νk
.
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6.1.
Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííûõ ëåìì òåìè æå ìåòîäàìè, êîòîðûå ïðè-

ìåíÿëèñü â �1,3, ìîæíî ïîëó÷èòü îïòèìàëüíûå ìåòîäû âîññòàíîâ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé è åå ïðîèçâîäíûõ ïî áåñêîíå÷íîé èíôîð-
ìàöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé èç ñåáÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-
íûõ äî ïîðÿäêà νj − 1 â ñèñòåìàõ òî÷åê {zj}∞−∞ èëè {zj}∞1 , óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì, óêàçàííûì â ýòèõ ëåììàõ. Ñôîðìóëèðó-
åì íåêîòîðûå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ, ðàññìàòðèâàÿ äëÿ
ïðîñòîòû ñëó÷àé νj ≡ 1.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü ñèñòåìà {zj}∞s óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåìì 6.1 èëè 6.2 (s = −∞ èëè 1, ñîîòâåòñòâåííî) ïðè
νj ≡ 1. Òîãäà

1) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D ìåòîä

f(ξ) ≈
∞∑
j=s

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− z2
j

1− zjξ

(
1− |ξ|2

1− ξzj

)(p−2)/p

f(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp,
1 ≤ p ≤ ∞, ïî èíôîðìàöèè If := {f(zj)}∞j=s, à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(ξ, I, BHp) =
|B(ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
;

2) äëÿ ëþáîãî ξ ∈ (−1, 1) ìåòîä

u(ξ) ≈ 1− ξ2

1 +B2(ξ)

∞∑
j=s

ωj(ξ)

ωj(zj)

1− z2
j

(1− zjξ)2
u(zj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞
ïî èíôîðìàöèè Iu, à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(ξ, I, Bh∞) =
4

π
arctg |B(ξ)|.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

β(ξ) =
1− |ξ|2

2

B′(ξ)

B(ξ)
+
ξ

p
,

D1 =

{
ξ ∈ D : |β(ξ)| < p− 1

p

}
, D0 := D \D1,

b =



p

p− 1
β(ξ), ξ ∈ D1,

ei arg β(ξ)

|β(ξ)|+
√
|β(ξ)|2 − p− 2

p

, ξ ∈ D0,

a =
ξ − b
1− ξb

, uξ(z) =

1, ξ ∈ D1,
z − a
1− az

, ξ ∈ D0.

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ïðè âñåõ ξ ∈
D ìåòîä

f ′(ξ) ≈
∞∑
j=s

cj(ξ)f(zj),

ãäå

cj(ξ) =



−
B(ξ)uξ(zj)(1− z2

j )

ωj(zj)uξ(ξ)(zj − ξ)2

(
1− |ξ|2

1− zjξ

) 2(p−2)
p
(

1− azj
1− aξ

) 2(p−1)
p

,

ξ /∈ {zj},
ωk(ξ)(1− z2

j )

ωj(zj)(1− ξzj)(ξ − zj)

(
1− ξzj
1− |ξ|2

) 2
p

, ξ = zk, k 6= j,

ω′j(ξ)

ωj(ξ)
+

2

p

ξ

1− |ξ|2
, ξ = zj,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp,
1 ≤ p ≤ ∞, ïî èíôîðìàöèè If := {f(zj)}∞s , à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e′(ξ, I, BHp) =


∣∣∣∣B(ξ)

uξ(ξ)

∣∣∣∣ (1 + |b|2)(p−1)/p

(1− |ξ|2)(p+1)/p
, ξ /∈ {zj},

|ωk(ξ)|
(1− |ξ|2)(p+1)/p

, ξ = zk.

Ïîëîæèì òåïåðü

β(x) :=
1− ξ2

2

B′(ξ)

B(ξ)

1−B2(ξ)

1 +B2(ξ)
, γ(x) :=

2β(ξ)

1−B2(ξ)
,

D1 := { ξ ∈ (−1, 1) : |β(ξ)| < 1 }, D0 := (−1, 1) \D1,

b := P (β(ξ), γ(ξ)),
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ãäå P (β, γ) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (3.12). Êðîìå òîãî, ïóñòü

B1(z) :=

B(z), ξ ∈ D0,
z − a
1− az

B(z), ξ ∈ D1,

à çà a è uξ(z) ñîõðàíÿþòñÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ïðè âñåõ ξ ∈
(−1, 1) ìåòîä

u′(ξ) ≈ 1

1 +B2
1(ξ)

∞∑
j=s

cj(ξ)u(zj),

ãäå

cj(ξ) =



−
B(ξ)uξ(zj)(1− z2

j )(1− ξ2)2(1− azj)2

ωj(zj)uξ(ξ)(zj − ξ)2(1− zjξ)2(1− aξ)2
, ξ /∈ {zj},

ωk(ξ)(1− z2
j )

ωj(zj)(1− ξzj)(ξ − zj)
, ξ = zk, k 6= j,

ω′j(ξ)

ωj(ξ)
, ξ = zj,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞
ïî èíôîðìàöèè Iu := {u(zj)}∞s , à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

e′(ξ, I, Bh∞) =
4

π

|B′1(ξ)|
1 +B2

1(ξ)
.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñèñòåìû óçëîâ. Ïóñòü K è
K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé
k ∈ (0, 1) è k′ =

√
1− k2, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

αj := th

(
(2j − 1)

πK

2K ′

)
, j = 0,±1, . . . ,

βj := −α2
j , j = 1, 2, . . . .

Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå

B0(z, k) :=
∞∏
j=1

z + α2
j

1 + α2
jz

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â çàäà÷å Ìèþ [110] î íàõîæäå-
íèè âåëè÷èíû

sup
f∈BH∞

‖f‖C(−1,0)≤
√
k

|f(z0)|

äëÿ z0 ∈ (0, 1) è áûëî íàéäåíî â ðàáîòå [97] (ñì. òàêæå [74]). Îíî
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè â ñëåäóþùåì
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âèäå

B0(z, k) =
√
k sn

(
2

π
K ′v +K, k

)
, z = − th2 v.

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå ïî ñèñòåìå óçëîâ {αj}∞−∞ èìååì

B1(z, k) :=
∞∏

j=−∞

− signαj
z − αj
1− αjz

=
∞∏
j=1

α2
j − z2

1− α2
jz

2
= B0(−z2, k).

Òåì ñàìûì

B1(z, k) =
√
k sn

(
2

π
K ′ arth z +K, k

)
.

Ïîëîæèâ

aj := th

(
j
πK

K ′

)
, j = 0,±1, . . . ,

áóäåì èìåòü

B1(aj, k) = (−1)j
√
k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìû {αj}∞−∞ è {βj}∞1 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì ëåìì 6.1 è 6.2, ñîîòâåòñòâåííî, è ê íèì ïðèìåíèìû ïðåäëî-
æåíèÿ 6.1�6.3.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé äëÿ êëàññîâ BH∞(DH) è Bh∞(DH) ïî åå
çíà÷åíèÿì â ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì τ > 0 {jτ}∞−∞. Îïðåäåëèì
k ∈ (0, 1) èç óñëîâèÿ

K ′

K
=

4H

τ
.

Â ñèëó (4.13) ïîëó÷àåì, ÷òî k = κ(exp(−4πH/τ)). Ïðè êîíôîðìíîì
îòîáðàæåíèè ïîëîñû DH â åäèíè÷íûé êðóã, çàäàâàåìîì ôóíêöèåé

w = th
[ π

4H

(
z − τ

2

)]
, (6.7)

ñèñòåìà óçëîâ {jτ}∞−∞ ïåðåéäåò â ñèñòåìó óçëîâ {αj}∞−∞. Èç ïðåä-
ëîæåíèÿ 6.1 áóäåì èìåòü

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïðè âñåõ x ∈ R \ {jτ}∞−∞ ìåòîäû

f(x) ≈ π

K ′
sn

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
f(jτ)

sh
[ π

2H
(x− jτ)

] ,

u(x) ≈ π

K ′

sn

(
K ′

2H
x, k

)
1 + k sn2

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
f(jτ)

sh
[ π

2H
(x− jτ)

] (6.8)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ
BH∞(DH) è Bh∞(DH), ñîîòâåòñòâåííî, à äëÿ èõ ïîãðåøíîñòåé
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ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

e(x, I, BH∞(DH)) =
√
k

∣∣∣∣sn(K ′2H
x, k

)∣∣∣∣ ,
e(x, I, Bh∞(DH)) =

4

π
arctg

[√
k

∣∣∣∣sn(K ′2H
x, k

)∣∣∣∣] .
Çàéìåìñÿ òåïåðü âîññòàíîâëåíèåì ïðîèçâîäíîé íà êëàññå

BH∞(DH) â òî÷êå x ∈ R. Âñÿêóþ ôóíêöèþ f ∈ BH∞(DH) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = ϕ(w(z)),

ãäå ϕ ∈ BH∞, à w îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (6.7). Òåì ñàìûì çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê âîññòàíîâëåíèþ âåëè÷èíû

ϕ′(w(x))w′(x) =
π

4H

ϕ′(w(x))

ch2
[ π

4H

(
x− τ

2

)] ,
ãäå ϕ ∈ BH∞, ïî ñèñòåìå óçëîâ {αj}∞−∞. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 6.2, íàéäåì îáëàñòü D0. Èìååì äëÿ ξ = w(x)

β := β(ξ) =
1− ξ2

2

B′1(ξ, k)

B1(ξ, k)
=
K ′

π

cn

(
K ′

2H
x, k

)
dn

(
K ′

2H
x, k

)
sn

(
K ′

2H
x, k

) . (6.9)

Ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàóññà (ñì. [5, ñòð. 283]), ïîëó÷àåì

β(ξ) =
2L′

π

cn

(
L′

H
x, l

)
sn

(
L′

H
x, l

) ,
ãäå l :=

2
√
k

1 + k
, à L è L′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî

ðîäà äëÿ ìîäóëåé l è l′, ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà îáëàñòüD0 ñîñòîèò
èç òåõ òî÷åê x ∈ R, äëÿ êîòîðûõ∣∣∣∣∣∣∣∣

cn

(
L′

H
x, l

)
sn

(
L′

H
x, l

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

2L′

π
.

Èç ïåðèîäè÷íîñòè è ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè

t(z) :=
sn(z, l)

cn(z, l)
âûòåêàåò, ÷òî

D0 =

{
x ∈ R : min

j
|jτ − x| ≤ τ0

}
, (6.10)
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ãäå τ0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

t

(
L′

H
x

)
=

2L′

π

ïðè x ∈ (0, τ/2). Ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê t(z), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z =

∫ t

0

dt√
(1 + t2)(1 + l′2t2)

.

Ïîýòîìó

τ0 =
H

L′

∫ 2L′/π

0

dt√
(1 + t2)(1 + l′2t2)

. (6.11)

Ñäåëàâ çàìåíó t = L′y, ïîëó÷àåì

τ0 = H

∫ 2/π

0

dy√
(1 + L′2y2)(1 + l′2L′2y2)

. (6.12)

Ïîñêîëüêó ïðè âîçðàñòàíèè τ k, à ñëåäîâàòåëüíî, è l ìîíîòîííî
âîçðàñòàþò, òî èç ôîðìóëû (6.12) âûòåêàåò ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå
τ0 ïðè τ ∈ (0,∞). Èíòåðåñíî, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà

lim
l→1

L′ =
π

2

(ñì. [5, ñòð. 116]) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
τ→∞

τ0 =
2H

π
log(1 +

√
2).

Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü β, D0 è τ0 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
(6.9)�(6.11) è D1 := R \D0. Òîãäà ïðè âñåõ H > 0 è τ > 0 ìåòîäû

f ′(rτ) ≈ π

2H

∑
j 6=r

(−1)r+j
f(jτ)

sh
[
(r − j) πτ

2H

] ,
f ′(x) ≈ π2

2HK ′
sn

(
K ′

2H
x, k

) ∞∑
j=−∞

(−1)j+1 cj(x)

sh2
[ π

2H
(jτ − x)

]f(jτ),

ãäå

cj(x) :=

β sh
[ π

2H
(jτ − x)

]
+ ch

[ π
2H

(jτ − x)
]
, x ∈ D0 \ {jτ}∞−∞,(

β sh
[ π

4H
(jτ − x)

]
+ ch

[ π
4H

(jτ − x)
])2

, x ∈ D1,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
BH∞(DH). Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ïðè âñåõ
x ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e′(x, I, BH∞(DH)) =


√
kK ′

2H
, x ∈ {jτ}∞−∞,

π
√
k

2H

∣∣∣∣sn(K ′2H
x, k

)∣∣∣∣G(β), x ∈ R \ {jτ}∞−∞,
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ãäå

G(β) :=

|β|, |β| ≥ 1,
β2 + 1

2
, |β| > 1.

Ñëó÷àé âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíîé íà êëàññå Bh∞(DH) âî
ìíîãîì ïîäîáåí âîññòàíîâëåíèþ íà êëàññå BH∞(DH). Ïîëîæèì

β1 :=
K ′

π

cn

(
K ′

2H
x, k

)
dn

(
K ′

2H
x, k

)
sn

(
K ′

2H
x, k

) 1− k sn2

(
K ′

2H
x, k

)
1 + k sn2

(
K ′

2H
x, k

) .
Îáëàñòü D1 â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê x ∈ R, äëÿ êîòîðûõ
|β1(x)| < 1. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà, ïîëó÷èì

β1 =
2L′

π

cn

(
L′

H
x, l

)
dn

(
L′

H
x, l

)
sn

(
L′

H
x, l

) . (6.13)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ íàõîäèì

D0 =

{
x ∈ R : min

j
|jτ − x| ≤ τ1

}
, (6.14)

ãäå

τ1 =
H

2Λ′

∫ 4L′/π

0

dt√
(1 + t2)(1 + λ′2t2)

, (6.15)

à Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-

äóëåé λ :=
2
√
l

1 + l
è λ′ :=

√
1− λ2, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïðåäåëüíîãî

çíà÷åíèÿ τ1 çäåñü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
τ→∞

τ1 =
H

π
log(2 +

√
5).

Ñëåäñòâèå 6.3. Ïóñòü β1, D0 è τ1 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè
(6.13)�(6.15) è D1 := R \D0. Òîãäà ïðè âñåõ H > 0 è τ > 0 ìåòîäû

u′(rτ) ≈ π

2H

∑
j 6=r

(−1)r+j
u(jτ)

sh
[
(r − j) πτ

2H

] ,

u′(x) ≈ π2

2HK ′

sn

(
K ′

2H
x, k

)
1 + b2(x)k sn2

(
K ′

2H
x, k

)
×

∞∑
j=−∞

(−1)j+1 cj(x)

sh2
[ π

2H
(jτ − x)

]u(jτ),
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ãäå

b(x) :=


1, x ∈ D0,

γ(x)

1 +
√

(γ(x)− β1)2 + +1− β2
1

, x ∈ D1,

γ(x) :=
2β1

1− k sn2

(
K ′

2H
x, k

) ,

cj(x) :=

β1 sh
[ π

2H
(jτ − x)

]
+ ch

[ π
2H

(jτ − x)
]
, x ∈ D0 \ {jτ}∞−∞,(

b(x) sh
[ π

4H
(jτ − x)

]
+ ch

[ π
4H

(jτ − x)
])2

, x ∈ D1,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
Bh∞(DH). Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ïðè âñåõ x ∈
R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e′(x, I, Bh∞(DH)) =

√
k

H

×

∣∣∣∣(1− b2(x)) sn

(
K ′

2H
x, k

)
+ b(x)

2K ′

π
cn

(
K ′

2H
x, k

)
dn

(
K ′

2H
x, k

)∣∣∣∣
1 + b2(x)k sn

(
K ′

2H
x, k

) .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè (ñì. �4)
íà íåêîòîðîì êëàññå ôóíêöèéW , îïðåäåëåííûõ íà âñåé âåùåñòâåí-
íîé îñè, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíôîðìàöèîííûå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé èç ýòîãî êëàññà â áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå óçëîâ
{ξj}∞−∞, ïîä÷èíåííîé îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ̃τ , τ > 0, ñèñòåìû óçëîâ {ξj}∞−∞, äëÿ êàæäîé
èç êîòîðûõ

1) ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî

−nτ ≤ ξ−n < ξ−n+1 < . . . < ξn−1 < nτ,

2) ξj+2n = 2nτ + ξj ïðè âñåõ j ∈ Z.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé èíòåð-
ïîëÿöèè (ñì. (4.1), (4.2)) ïîëîæèì

e(τ,W ) := inf
ξ∈Θ̃τ

sup
x∈R

e(x, Iξ,W ), (6.16)

ãäå

e(x, Iξ,W ) := inf
S : Iξ(W )→R

sup
f∈W
|f(x)− S(Iξf)|, Iξf := {f(ξj)}∞−∞.

Ñèñòåìó óçëîâ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåíñòâå
(6.16), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé.
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Òåîðåìà 6.1. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e(τ, BH∞(DH)) = (κ(exp(−4πH/τ)))1/2 ,

e(τ, Bh∞(DH)) =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

1

ch

[
(2m+ 1)

πH

τ

] . (6.17)

Ñèñòåìà {jτ}∞−∞ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â îáîèõ ñëó÷àÿõ, à ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýòîé ñèñòåìå îïòèìàëüíûå ìåòîäû èìåþò âèä
(6.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ Θ̃τ è èìååò ïåðèîä 2nτ . Òîãäà

sup
x∈R

e(x, Iξ, BH∞(DH)) ≥ sup
x∈[0,2π)

e(x, Iξ′ , BH̃∞(DH′)),

ãäå ξ′ =
{
j
π

n

}2n−1

j=0
, H ′ =

πH

nτ
. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 4.4,

ïîëó÷àåì

e(τ, BH∞(DH)) ≥ e2n([0, 2π), BH̃∞(DH′)) = (κ(exp(−4H ′n)))
1/2

= (κ(exp(−4πH/τ)))1/2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñëåäñòâèÿ 6.1 äëÿ ξ = {jτ}∞−∞ èìååì

e(τ, BH∞(DH)) ≤ sup
x∈R

e(x, Iξ, BH∞(DH)) = (κ(exp(−4πH/τ)))1/2 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî èç ðàâåíñòâ (6.17) ðàññìîòðèì
êëàññ ôóíêöèé A∞H , âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè, àíàëèòè÷å-
ñêèõ â ïîëîñå DH è óäîâëåòâîðÿþùèõ â íåé óñëîâèþ |Re f(z)| ≤ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ ∈ Θ̃τ è èìååò ïåðèîä 2nτ . Òîãäà

sup
x∈R

e(x, Iξ, Bh∞(DH)) ≥ sup
x∈[0,2π)

e(x, Iξ, A
∞
H ) ≥ sup

x∈[0,2π)

e(x, Iξ′ , AH′)

≥ d2n(AH′ , L∞).

Â ñèëó ðàâåíñòâ (4.27) ïîëó÷àåì

e(τ, Bh∞(DH)) ≥ 4

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1

1

ch

[
(2m+ 1)

πH

τ

] .
Îöåíêà ñâåðõó âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 6.1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàäà÷à (6.16) áûëà ïîñòàâëåíà Ñóíü Þí-Øåíîì [130]. Èì æå
[131], [133] äëÿ êëàññà A∞H äîêàçàíî ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (6.17), îï-
òèìàëüíîñòü ñèñòåìû {jτ}∞−∞ è ïîëó÷åíî îïèñàíèå îïòèìàëüíîãî
ìåòîäà äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäå-
ëàíî äëÿ êëàññîâ Bh∞(Ýc) è A0(Ýc) (ñì. �4 ï.1) ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñóæåíèÿ êëàññîâ A∞H è Bh∞(DH) íà R ñîâïàäàþò. Òåì ñàìûì
äëÿ Bh∞(DH) íàìè ïîëó÷åí (áîëåå ïðîñòûì ïóòåì) ðåçóëüòàò Ñóíü
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Þí-Øåíà, à òàêæå ïðåäúÿâëåí â ÿâíîì âèäå îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñõåìà ðàññóæäåíèé, ïðè-
ìåíÿåìàÿ Ñóíü Þí-Øåíîì äëÿ êëàññîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ
ñâåðòêîé ñ ÿäðîì, íå ïîâûøàþùèì îñöèëëÿöèè, íå ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ íà êëàññ BH∞(DH).



Ãëàâà 3

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎ ÍÅÒÎ×ÍÎ ÇÀÄÀÍÍÎÉ

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

�1. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé èç H∞ ïî ïðèáëèæåííûì

çíà÷åíèÿì â îïòèìàëüíûõ óçëàõ. Êîíñòàíòû Ëåáåãà

Â ðàáîòàõ [44], [45] äëÿ êëàññà BH∞ áûë ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z ∈
D ïî èíôîðìàöèè If := {f(z1), . . . , f(zn)}, zj ∈ D. Ýòîò ðåçóëüòàò
ëåãêî âûòåêàåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû 1.2 ãë. II. Òàê êàê ðåàëüíî
èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè, êàê ïðàâèëî, áûâàåò èçâåñòíà
ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, òî åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îá
îöåíêå ïîãðåøíîñòè ýòîãî ìåòîäà, åñëè èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ
Ĩf òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ f ∈ BH∞

‖Ĩf − If‖q ≤ δ,

ãäå ‖ · ‖q � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå lnq , 1 ≤ q ≤ ∞.
Â ñèëó ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ íîðìèðîâêîé, íàì óäîáíåå

áóäåò ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó íà êëàññå BH∞(Dk), ãäå

Dk :=
{
z ∈ C : |z| < 1/

√
k
}
.

Òîãäà ïðè âñåõ t ∈ R ∩ Dk îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïî
èíôîðìàöèè Iτf := {f(t1), . . . , f(tn)}, τ := (t1, . . . , tn), ãäå tj � ðàç-
ëè÷íûå âåùåñòâåííûå òî÷êè èç Dk, èìååò âèä

f(t) ≈ S0Iτf :=
n∑
j=1

Dj(t)f(tj), (1.1)

ãäå

Dj(t) :=
ωj(t)

ωj(tj)

(
1− kW 2

j (t)
)
, ωj(t) :=

∏
m6=j

Wm(t),

Wj(t) =
t− tj

1− ktjt
.

Äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîãî ìåòîäà èìååì

e(t, Iτ , BH∞(Dk)) = kn/2|W (t)|, (1.2)

168
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ãäå

W (t) =
n∏
j=1

t− tj
1− ktjt

. (1.3)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà k = 0 ïðåâðàùàåò ìåòîä
(1.1) â èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà. Èíûìè ñëîâàìè,
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðè áîëüøèõ îáëàñòÿõ àíàëè-
òè÷íîñòè áëèçîê ê èíòåðïîëÿöèîííîìó ìíîãî÷ëåíó Ëàãðàíæà.

Ïîëîæèì

eq(t, τ, k, δ) := sup
f∈BH∞(Dk)

sup
y∈lnq

‖Iτf−y‖q≤δ

|f(t)− S0y|.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïðè âñåõ t ∈ R ∩ Dk è 1 ≤ q ≤ ∞ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

eq(t, τ, k, δ) = e(t, Iτ , BH∞(Dk)) + δ‖D(t)‖p,

ãäå D(t) := (D1(t), . . . , Dn(t)), 1/p+ 1/q = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ BH∞(Dk) è y =
(y1, . . . , yn) òàêîãî, ÷òî ‖Iτf − y‖q ≤ δ, èìååì

|f(t)− S0y| ≤ |f(t)− S0Iτf |+
n∑
j=1

|Dj(t)||f(tj)− yj|

≤ e(t, Iτ , BH∞(Dk)) + δ‖D(t)‖p.

Îòñþäà
eq(t, τ, k, δ) ≤ e(t, Iτ , BH∞(Dk)) + δ‖D(t)‖p.

Ïîëîæèì ïðè 1 ≤ p <∞

yj := −δ |Dj(t)|p−1 signDj(t)

‖D(t)‖p−1
p

, j = 1, . . . , n,

à ïðè p =∞ è max
1≤j≤n

|Dj(t)| = |Dm(t)|

yj :=

{
−δ signDm(t), j = m,

0, j 6= m.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) := kn/2W (z) signW (t). Â ñèëó òîãî, ÷òî
f ∈ BH∞(Dk) è ‖y‖q = δ, ó÷èòûâàÿ (1.2), èìååì

eq(t, τ, k, δ) ≥ |f(t)− S0y| = e(t, Iτ , BH∞(Dk)) + δ‖D(t)‖p.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðè k ∈ (0, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç

Eq(τ, k, δ) := sup
t∈[−1,1]

eq(t, τ, k, δ). (1.4)
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Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ïîëó÷àåì

Eq(τ, k, δ) ≤ max
t∈[−1,1]

e(t, Iτ , BH∞(Dk)) + δLn(τ, p, k), (1.5)

ãäå

Ln(τ, p, k) := max
t∈[−1,1]

‖D(t)‖p.

Ïðè k = 0

Ln(τ, p, 0) = Λn(τ, p),

ãäå

Λn(τ, p) := max
t∈[−1,1]

‖l(t)‖p,

l(t) := (l1(t), . . . , ln(t)), lj(t) :=
∏
m6=j

t− tm
tj − tm

.

Âåëè÷èíà Λn(τ, p), ñâÿçàííàÿ ñ çàäà÷àìè èíòåðïîëÿöèè ìíîãî-
÷ëåíàìè Ëàãðàíæà, õîðîøî èçâåñòíà â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è íî-
ñèò íàçâàíèå êîíñòàíòû Ëåáåãà. Èññëåäîâàíèþ êîíñòàíò Ëåáåãà (â
îñíîâíîì ïðè p = 1) ïîñâÿùåíî äîâîëüíî ìíîãî ðàáîò (ñì. [87],
[86], [118], [119], [95], [128], [85] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Êàê îòìå÷àëîñü â �4 ãë. II (ñì. [44], [45]) îïòèìàëüíûìè óçëà-
ìè èíòåðïîëÿöèè ïðè âîññòàíîâëåíèè ïî òî÷íîé èíôîðìàöèè íà
êëàññå BH∞ äëÿ îòðåçêà [−

√
k,
√
k] ÿâëÿþòñÿ óçëû (2.4.5). Ñëå-

äîâàòåëüíî, íà êëàññå BH∞(Dk) äëÿ îòðåçêà [−1, 1] îïòèìàëüíûå
óçëû èìåþò âèä

Z :=

{
sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

]}n
1

.

Ñèñòåìà Z èãðàåò ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ðîëè ÷åáûøåâñêîé ñèñòå-
ìû óçëîâ

T :=

{
cos

2j − 1

2n
π

}n
1

ïðè èíòåðïîëèðîâàíèè ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà. Êðîìå òîãî, ïðè
k = 0 â ñèëó ðàâåíñòâ K = π/2 è sn(x, 0) = sinx ñèñòåìà Z ñîâïà-
äàåò ñ ñèñòåìîé T . Òåì ñàìûì

Ln(Z, p, 0) = Λn(T, p). (1.6)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ âåëè÷èíû Ln(Z, p, k).

Òåîðåìà 1.1. Ïðè âñåõ n ≥ 1, 2 ≤ p ≤ ∞ è k ∈ [0, 1) èìåþò
ìåñòî íåðàâåíñòâà

Ln(Z, p, k) ≤

√
1 + sn

(
n− 1

n
K, k

)
<
√

2. (1.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ W îïðåäåëåíà ðàâåíñòâà-
ìè (1.3) äëÿ ñèñòåìû òî÷åê Z. Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [−1, 1],
ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè

W 2(t)(1− kt2)

W 2(ξ)(1− ktξ)(ξ − t)
òåîðåìó î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ, ïîëó÷àåì ïðè âñåõ k ∈ [0, 1) ðà-
âåíñòâî

n∑
j=1

cj(t) + 1− k2nW 4(t) = 0, (1.8)

ãäå

cj(t) := W 2(t)(1− kt2)

[
(1− kξtj)2

ω2
j (ξ)(1− ktξ)(ξ − t)

]′∣∣ξ=tj .
Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

cj(t) = −D2
j (t)hj(t),

ãäå

hj(t) =
1 + kW 2

j (t)

1− kW 2
j (t)
−

2ω′j(tj)Wj(t)

ωj(tj)W ′
j(tj)(1− kW 2

j (t))
.

Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (1.8) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

n∑
j=1

D2
j (t)hj(t) = 1− k2nW 4(t).

Äëÿ ñèñòåìû óçëîâ Z ôóíêöèÿ W ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ãëàâíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ n-îé ñòåïåíè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. [5,
ñòð. 284]) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

W (t) = (−1)n+1an sn [(nx− 1)Mn, µn] , t = sn[(x− 1)K, k], (1.9)

ãäåMn � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ
µn := kna2

n, a

an :=

[n/2]∏
j=1

sn2

(
2j − 1

n
K, k

)
.

Ïîñêîëüêó W (t) = Wj(t)ωj(t), òî

ωj(tj) =
W ′(tj)

W ′
j(tj)

, ω′j(tj) =
W ′′(tj)W

′
j(tj)−W ′(tj)W

′′
j (tj)

2
[
W ′
j(tj)

]2 .

Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ W ′(tj) è W ′′(tj) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.9), ïîëó-
÷àåì

hj(t) =
1 + kW 2

j (t)

1− kW 2
j (t)
−

(1− k)2(1 + kt2j)(t− tj)(1− ktjt)tj
(1− tj)2(1− k2t2j)(1− kt2j)(1− kt2)

.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [−1, 1] è k ∈ [0, 1) âûïîëíÿ-
þòñÿ íåðàâåíñòâà

(1− k)2 ≤ (1− kt2)(1− kt2j), (1 + kt2j) ≤ 1 + k|tj|,
tj(t− tj)(1− ktjt) ≤ |tj|(1− |tj|)(1− k|tj|).

Îòñþäà

hj(t) ≥ 1− |tj|
1 + |tj|

≥
[
1 + sn

(
n− 1

n
K, k

)]−1

.

Òàêèì îáðàçîì,[
1 + sn

(
n− 1

n
K, k

)]−1 n∑
j=1

D2
j (t) ≤

n∑
j=1

D2
j (t)hj(t)

= 1− k2nW 4(t) ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖D(t)‖2 ≤

√
1 + sn

(
n− 1

n
K, k

)
<
√

2.

Íåðàâåíñòâà (1.7) ñëåäóþò òåïåðü èç òîãî, ÷òî ‖ · ‖p ≤ ‖ · ‖2 ïðè
2 ≤ p ≤ ∞. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðè 2 ≤ p ≤ ∞ â ñèëó (1.6) è (1.7) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

Λn(T, p) ≤
√

1 + cos
π

2n
<
√

2,

êîòîðûå äëÿ p = 2 áûëè ïîëó÷åíû Ôåéåðîì [87].
Èç òåîðåìû 1.1, ó÷èòûâàÿ (1.4) è (1.7), âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðè 1 ≤ q ≤ 2, k ∈ (0, 1) è δ ≥ 0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

Eq(Z, k, δ) ≤
√
µn + δ

√
2.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p = 1.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè âñåõ n ≥ 1 è k ∈ [0, 1) èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

Ln(Z, 1, k) = (1 + αn(k))
L

nMn

n∑
j=1

ctn
2j − 1

2n
L, (1.10)

ãäå

0 ≤ αn(k) ≤ 2kK2

(1− k)2n2
, l :=

2
√
k

1 + k
, ctnx :=

cnx dnx

snx

(çäåñü è äàëåå çàâèñèìîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò ìîäóëÿ
íå îòìå÷àåòñÿ, åñëè îí ðàâåí l), à L � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé
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èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ l. Êðîìå òîãî, αn(k) = 0 ïðè

n ≥ 8k

(1− k)2
+ 1. (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

t(u) :=

(
2

1 + k
u− 1

)(
1− 2k

1 + k
u

)−1

.

Ñäåëàâ çàìåíó t = t(u), ïîëó÷àåì

Ln(Z, 1, k) = max
u∈[0,1]

n∑
j=1

|D̃j(u)|,

ãäå

D̃j(u) :=
W̃ (u)(1− l2u2)

W̃ ′(uj)(u− uj)(1− l2uju)
, W̃ (u) :=

n∏
j=1

u− uj
1− i2uju

,

à t(uj) = tj. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî

uj = sn2 2j − 1

2n
L, j = 1, . . . , n.

Ôóíêöèþ W̃ , èñïîëüçóÿ ïåðâîå ãëàâíîå ïðåîáðàçîâàíèå 2n-îé ñòå-
ïåíè, çàïèøåì â âèäå

W̃ (u) = (−1)nãn sn

[(
2nt

L
+ 1

)
Mn, µm

]
, u = sn2 t,

ãn :=
n∏
j=1

sn2 2j − 1

2n
L.

Îòñþäà, íàéäÿ W̃ ′(uj) è ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå â òåîðèè ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé òîæäåñòâà, ïîëó÷àåì

D̃j(sn
2 t) = (−1)j+1 L

2nMn

sn

[(
2nt

L
+ 1

)
Mn, µm

]
× (ctn(tj + t) + ctn(tj − t)) . (1.12)

Èç íåðàâåíñòâà

n∑
j=1

|D̃j(sn
2 t)| ≤ L

2nMn

∣∣∣∣sn [(2nt

L
+ 1

)
Mn, µm

]∣∣∣∣
×

n∑
j=1

(| ctn(tj + t)|+ | ctn(tj − t)|) ,

îáðàùàþùåãîñÿ â ðàâåíñòâî ïðè t ∈
[
− L

2n
,
L

2n

]
, ÷åòíîñòè è ïåðè-

îäè÷íîñòè ôóíêöèè, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ñ



ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÌ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌ 174

ïåðèîäîì L/n âûòåêàåò, ÷òî

max
u∈[0,1]

n∑
j=1

|D̃j(u)| = max
t∈[0, L2n ]

n∑
j=1

|D̃j(sn
2 t)| = max

u∈[0,u1]

n∑
j=1

|D̃j(u)|.

Ïîñêîëüêó ïðè u ∈ [0, u1]

|D̃j(u)| = ω̃j(u)(1− l2u2)

|W̃ ′(uj)|(1− l2uju)2
, ω̃j(u) :=

∏
m6=j

um − u
1− i2umu

,

à êàæäûé èç ìíîæèòåëåé (um − u)/(1 − l2uju) ìîíîòîííî óáûâàåò
â òî âðåìÿ, êàê ôóíêöèÿ (1− l2u2)/(1− l2uju)2 âîçðàñòàåò, òî

max
u∈[0,u1]

n∑
j=1

|D̃j(u)| ≤ ω̃j(0)(1− l2u2
1)

|W̃ ′(uj)|(1− l2uju1)2
= |D̃j(0)| 1− l2u2

1

(1− l2uju1)2
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

1− l2u2
1

(1− l2uju1)2
≤ 1 +

2l2unu1

(1− l2unu1)2
,

l2unu1 = l2 sn2

(
L− L

2n

)
sn2 L

2n
≤ l2 sn4 L

2
=

l2

(1 +
√

1− l2)2
= k,

è, êðîìå òîãî,

l2unu1 ≤ l2 sn2 L

2n
≤ l2L2

4n2
=
kK2

n2
,

èìååì
n∑
j=1

|D̃j(0)| ≤ max
u∈[0,u1]

n∑
j=1

|D̃j(u)| ≤
[
1 +

2kK2

(1− k)2n2

] n∑
j=1

|D̃j(0)|.

Ðàâåíñòâî (1.10) âûòåêàåò òåïåðü èç (1.12) ïðè t = 0.
Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.11). Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî αn(k) = 0, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óáûâàíèå ïðè u ∈ [0, u1] ôóíê-
öèé

ϕj(u) := ω̃j(u)
1− l2u2

(1− l2uju)2
.

Èç ñîîòíîøåíèé

(1− l2u2)
ϕ′j(u)

ϕj(u)
= 2l2

uj − u
1− l2uju

− (1− l2u2)
∑
m6=j

1− l2u2
m

(um − u)(1− l2umu)

≤ 2l2uj −
∑
m 6=j

1− l2u2
m

um
≤ 2l2 − (n− 1)(1− l2)

âûòåêàåò, ÷òî ϕ′j(u) ≤ 0 ïðè u ∈ [0, u1] è

n ≥ 2l2

1− l2
+ 1 =

8k

(1− k)2
+ 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.11) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

E∞(Z, k, δ) =
√
µn + δLn(Z, 1, k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò,
÷òî åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (1.11), òî

Ln(Z, 1, k) =
n∑
j=1

|Dj(1)| = L

nMn

n∑
j=1

ctn
2j − 1

2n
L. (1.13)

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (1.9)

max
t∈[−1,1]

e(t, IZ , BH∞(Dk)) = e(1, IZ , BH∞(Dk)) =
√
µn.

Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1

E∞(Z, k, δ) ≥ e∞(1, Z, k, δ) = e(1, IZ , BH∞(Dk)) + δ‖D(1)‖1

= max
t∈[−1,1]

e(t, IZ , BH∞(Dk)) + δLn(Z, 1, k).

Îöåíêà ñâåðõó ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.5). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
�

Îòìåòèì, ÷òî ïðè l = 0 ctn x = ctg x. Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (1.13),
ó÷èòûâàÿ (1.6), ïðè k = 0 ïåðåõîäÿò â ðàâåíñòâà

Λn(T, 1) =
n∑
j=1

|lj(1)| = 1

n

n∑
j=1

ctg
2j − 1

4n
π,

êîòîðûå áûëè äîêàçàíû â ðàáîòàõ [86], [118].

Òåîðåìà 1.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.11) èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî

Ln(Z, 1, k) =
2

π
log n+A(k)+

m−1∑
s=1

as
n2s

[
B2s

(
22s−1 − 1

)
− 4sH2s−1(k)

]
+

am
n2m

ρm(n, k)− h2n

[
8

π
log n+B(k)

]
θn(k),

ãäå

A(k) :=
2

π

(
γ + log

4

(1 + k)K

)
,
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γ = 0.5772 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, B2s � ÷èñëà Áåðíóëëè,

as := 4
|B2s| (22s−1 − 1) π2s−1

22ss(2s)!
,

Hs(k) :=
∞∑
r=1

h2r−1

1 + h2r−1
(2r − 1)s, h := e−

πK′
2K ,

−2πmH2m(k) ≤ (−1)m+1ρm(n, k) ≤ 2πmH2m(k) + |B2m|
(
22m−1 − 1

)
,

B(k) := 4A(k) +
2

3
π2H2(k) +

π

18
, 0 ≤ θn(k) ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [128] (ñì. òàêæå [95]) äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ C2m

[0,2n] áûëî äîêàçàíî ðàâåíñòâî

n∑
j=1

f(2j − 1) =
1

2

∫ 2n

0

f(x) dx

+
m−1∑
s=1

B2s

(2s)!

(
1− 22s−1

) (
f (2s−1)(2n)− f (2s−1)(0)

)
+ rm(n), (1.14)

ãäå

rm(n) = − 22m

(2m)!

∫ n

0

f (2m)(2x)ym(x) dx,

ym(x) := B∗2m(x+ 1/2)−B∗2m(1/2),

à B∗2m � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Áåðíóëëè ñ ïåðèîäîì 1. Ïðè ýòîì,
åñëè f ∈ C2m+2

[0,2n] è f (2m+2)(x)f (2m)(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 2n], òî

rm(n) =
B2m

(2m)!

(
1− 22m−1

) [
f (2m−1)(2n)− f (2m−1)(0)

]
θ, 0 ≤ θ ≤ 1.

(1.15)
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè snu ÷åðåç òåòà-ôóíêöèè è ðàç-
ëîæåíèå ïîñëåäíèõ â áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ [18, ñòð. 214, 205,
209], ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

ctnu =
d

du
log snu =

π

2L
ctg

πu

2L
− 2π

L

∞∑
r=1

hr

1 + hr
sin

πru

L
, (1.16)

ãäå | Imu| < L′, à h := e−
πL′
L = e−

πK′
2K . Ïîëîæèì f(x) := ctn

xL

2n
− 2n

xL
.

Òîãäà f(x) = f1(x) + f2(x),

f1(x) :=
π

2L
ctg

πx

4n
− 2n

xL
= − 1

L

∞∑
r=1

|B2r|π2r

22r−1(2r)!n2r−1
x2r−1, |x| < 4n,

(1.17)

f2(x) := −2π

L

∞∑
r=1

hr

1 + hr
sin

πrx

2n
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

f (2s−1)(0) = − |B2s|π2s

L22ssn2s−1
+ (−1)s

4π2s

L22sn2s−1

∞∑
r=1

hr

1 + hr
r2s−1.

Ïîëîæèì g(x) := f1(x + 2n) = − π

2L
tg
πx

4n
− 2n

L(x+ 2n)
. Èç èçâåñò-

íîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ tg z ïîëó÷àåì

f
(2s−1)
1 (2n) = g(2s−1)(0) =

|B2s|π2s(1− 22s)

L22ssn2s−1
+

(2s− 1)!

L22s−1n2s−1
.

Òàêèì îáðàçîì,

f (2s−1)(2n) =
|B2s|π2s(1− 22s)

L22ssn2s−1
+

(2s− 1)!

L22s−1n2s−1

+ (−1)s
4π2s

L22sn2s−1

∞∑
r=1

(−1)r
hr

1 + hr
r2s−1.

Òåïåðü èç (1.14) è òîãî, ÷òî

1

2

∫ 2n

0

(
ctn

xL

2n
− 2n

xL

)
dx =

n

L

∫ L

0

(
ctnu− 1

u

)
du =

n

L
log

snu

u

∣∣∣∣L
0

=
n

L
log

1

L
,

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

L

n

n∑
j=1

(
ctn

2j − 1

2n
L− 2n

(2j − 1)L

)
= log

1

L

+
π

2

m−1∑
s=1

as
n2s

[
B2s

(
22s−1 − 1

)
− 4sH2s−1(k)

]
−

m−1∑
s=1

B2s (22s−1 − 1)

22ssn2s

+ r(1)
m (n) + r(2)

m (n),

ãäå

r(j)
m (n) = − L22m

n(2m)!

∫ n

0

f
(2m)
j (2x)ym(x) dx, j = 1, 2.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî s f
(s)
1 (x) ≤ 0 ïðè x ∈ [0, 2n] (ñì. (1.17)), òî

èç (1.15) èìååì

0 ≤ (−1)m+1r(1)
m (n) ≤ π

2

am
n2m
|B2m|

(
22m−1 − 1

)
− |B2m| (22m−1 − 1)

22mmn2m
.

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû r
(2)
m (n) çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈

N ∫ n

0

ym(x) sin
2πrx

n
dx = 0. (1.18)
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Ýòî ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïåðèîäè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè ñ ïåðèîäîì n è åå íå÷åòíîñòè. Èòàê,

f
(2m)
2 (2x) = (−1)m+1 π2m+1

L22m−1n2m

∞∑
r=1

hr

1 + hr
r2m sin

πrx

n
,

÷òî âìåñòå ñ (1.18) äàåò

|r(2)
m (n)|

=
2π2m+1

(2m)!n2m+1

∣∣∣∣ ∞∑
r=1

h2r−1

1 + h2r−1
(2r − 1)2m

∫ n

0

ym(x) sin
π(2r − 1)x

n
dx

∣∣∣∣
≤ 2π2m+1

(2m)!n2m+1
H2m(k)

∫ n

0

|ym(x)| dx.

Èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè ñëåäóåò, ÷òî

(−1)m+1ym(x) ≥ 0 è
∫ n

0

ym(x) dx = n
B2m (22m−1 − 1)

22m−1
.

Òåì ñàìûì

|r(2)
m (n)| ≤ π2m

am
n2m

H2m(k).

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (ñì. [128])

n∑
j=1

2

2j − 1
= log n+ 2 log 2 + γ +

m−1∑
s=1

B2s (22s−1 − 1)

22ssn2s
+ δm(n),

ãäå

0 ≤ (−1)m+1δm(n) ≤ |B2m| (22m−1 − 1)

22mmn2m
.

Èìååì

L

n

n∑
j=1

ctn
2j − 1

2n
L =

L

n

n∑
j=1

(
ctn

2j − 1

2n
L− 2n

(2j − 1)L

)
+

n∑
j=1

2

2j − 1

= log n+
π

2
A(k) +

π

2

m−1∑
s=1

as
n2s

[
B2s

(
22s−1 − 1

)
− 4sH2s−1(k)

]
+
π

2

am
n2m

ρm(n, k). (1.19)

Îáîçíà÷èâ ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâ (1.19) ÷åðåç An(k), ïðè m = 1
ïîëó÷èì

An(k) = log n+
π

2
A(k) +

π

2

a1

n2
ρ1(n, k) ≤ log n+

π

8
B(k). (1.20)

Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.11),

Ln(Z, 1, k) = M−1
n An(k). (1.21)
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Äëÿ ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà Mn ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà [5, ñòð. 277, 284]√

2Mn

π
= 1 + 2

m∑
r=1

hr
2

1 , h1 := e−
πM′n
Mn = h2n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1 ≤
√

2Mn

π
≤ 1 +

2h1

1− h1

. (1.22)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò òåïåðü èç (1.19)�(1.22). �

Ïðè k = 0 èç òåîðåìû 1.3 âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Λn(T, 1),
ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [128] (ñì. òàêæå [85])

Λn(T, 1) =
2

π
log n+

2

π

(
γ + log

8

π

)
+

m−1∑
s=1

as
n2s

B2s

(
22s−1 − 1

)
+

am
n2m

ρm(n, 0), 0 ≤ (−1)m+1ρm(n, 0) ≤ |B2m|
(
22m−1 − 1

)
.

�2. Çàäà÷à Õåéíñà�Óîëøà è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå

ôóíêöèé èç H∞ ïî íåòî÷íûì äàííûì

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå îöåíèâàëàñü ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ôóíêöèè èç BH∞(Dk) ôèêñèðîâàííûì ìåòîäîì (îïòèìàëü-
íûì ïðè îòñóòñòâèè îøèáîê â èñõîäíûõ äàííûõ), êîãäà èñïîëü-
çîâàëèñü íåòî÷íûå äàííûå î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè. Èç ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ (ñëåäñòâèå 1.2 è òåîðåìà 1.3) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ δ è ÷èñëå òî÷åê n, â
êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè, ñòðå-
ìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîãðåøíîñòü îöåíèâàåìîãî ìåòîäà ðàñ-

òåò êàê δ
2

π
log n. Ýòî äåëàåò íåïðèìåíèìûì èññëåäóåìûé ìåòîä ê

âîññòàíîâëåíèþ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ, ïðè áîëüøèõ
n.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî ìå-
òîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ïîãðåøíîñòåé â èñõîäíûõ äàí-
íûõ. Â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà I áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè èç BH∞ åå ñëåä
íà ìíîæåñòâå E ⊂ D

If := f∣∣E.
Íàïîìíèì (ñì. �4 ãë. I), ÷òî ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ∈ BH∞ â òî÷êå z0 ∈ D \ E ïî èí-
ôîðìàöèîííîìó îïåðàòîðó I, çàäàííîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå
ïðîñòðàíñòâà C(E), íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(z0, E, δ) := inf
S : C(E)→C

sup
f∈BH∞

sup
y∈C(E)

‖f−y‖C(E)≤δ

|f(z0)− Sy|,
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à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì.

Èç òåîðåìû 4.2 ãë. I ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(z0, E, δ) = sup
f∈BH∞

|f(z)|≤δ, z∈E

|f(z0)|. (2.1)

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (2.1) äëÿ E = (−1, 0) èçâåñòíà êàê çàäà÷à
Ìèþ [110] (òî÷íåå, Õåéíñ [96] ðåäóöèðîâàë çàäà÷ó Ìèþ ê çàäà÷å
(2.1) äëÿ E = (−1, 0)). Äëÿ E = {z ∈ D : |z| ≤ r}, 0 < r < 1, êàê
óêàçûâàåò Õåéíñ [97], çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà Óîëøåì. Õåéíñ [97]
èçó÷àë òàêæå çàäà÷ó (2.1) äëÿ E = [a, b] ⊂ (−1, 1). Áîëåå îáùèå
çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà èçó÷àëèñü Ñ. ß. Õàâèíñîíîì [74].

Äëÿ çàäà÷è (2.1) õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò �î÷èñòêè�, êî-
ãäà ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ìíî-
æåñòâà E1 ⊂ E, ñîñòîÿùåì èç êîíå÷íîãî èëè äèñêðåòíîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷åê. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýòîò ýôôåêò îçíà÷àåò,
÷òî èç âñåõ çíà÷åíèé âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè íà E äîñòàòî÷-
íî çíàòü åå çíà÷åíèÿ íà E1, à èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ â òî÷êàõ
ìíîæåñòâà E \ E1 ÿâëÿåòñÿ ëèøíåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî òàêèõ E1 ⊂ E, äëÿ êîòîðûõ ðå-
øåíèå çàäà÷è (2.1) äëÿ E è E1 ñîâïàäàþò. Ïîðÿäêîì èíôîðìàòèâ-
íîñòè ìíîæåñòâà E ïðè çàäàííûõ z0 è δ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

In(z0, E, δ) := inf
E1⊂E

cardE1,

à ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü, íàçîâåì
ïîëíûìè èíôîðìàòèâíûìè ñèñòåìàìè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì çàäà÷ó Õåéíñà�Óîëøà (2.1) äëÿ
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ (−1, 1), ñòðîèì îïòèìàëüíûé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ è óêàçûâàåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëíîé èíôîð-
ìàòèâíîé ñèñòåìû.

Áóäåì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < δ < 1, òàê êàê ñëó÷àé
δ = 0 ðàññìàòðèâàëñÿ â �1 ãë. II, à ñëó÷àé δ ≥ 1 òðèâèàëåí.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
0 < δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) \ E. Òîãäà

1) ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (2.1), íîðìèðîâàííàÿ óñëî-
âèåì f ∗(z0) > 0, ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è èìååò âèä

f ∗(z) = λ
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1), λ = 1 èëè 1; (2.2)

2) ôóíêöèÿ (2.2), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, ÿâëÿåòñÿ
ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å (2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ
z ∈ E |f ∗(z)| ≤ δ è íàéäóòñÿ òî÷êè x1 < . . . < xm, xj ∈ E, òàêèå,
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÷òî

f ∗(xj) =

{
(−1)p+jδ, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1δ, j = p+ 1, . . . ,m,
(2.3)

ãäå 0 ≤ p ≤ m òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (xp, xp+1) (x0 := −1, xm+1 := 1),
à λ = (−1)p+m. Ïðè ýòîì In(z0, E, δ) = m, à òî÷êè x1, . . . , xm
ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî
âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì.

Ëåììà 2.1. Ïîëîæèì

B1(z) := eiα
n∏
j=1

z − αj
1− αjz

, B2(z) := eiβ
k∏
j=1

z − βj
1− βjz

,

ãäå αj, βj ∈ D, à α, β ∈ R. Ïóñòü ðàçíîñòü Φ := B1 − B2 îáðàùà-
åòñÿ â íóëü â l òî÷êàõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1. Òîãäà
åñëè B1 6≡ B2, òî ÷èñëî íóëåé m (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ôóíêöèè
Φ â êðóãå D óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

m ≤ n+ k − l
2

. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

Φ(z) = p(z)

( n∏
j=1

(1− αjz)
k∏
j=1

(1− βjz)

)−1

,

ãäå

p(z) = eiα
n∏
j=1

(z − αj)
k∏
j=1

(1− βjz)− eiβ
k∏
j=1

(z − βj)
n∏
j=1

(1− αjz).

Ïðè âñåõ z 6= 0

p(1/z) = −e−i(α+β)p(z)z−(n+k). (2.5)

Â ñèëó òîãî, ÷òî p(z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå n + k,
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

p(z) = Czp
s∏
j=1

(z − aj)kj , p+
s∑
j=1

kj ≤ n+ k,

ãäå a1, . . . , as ðàçëè÷íû è íå ðàâíû íóëþ. Èç ðàâåíñòâà (2.5) èìååì

Cz−p
s∏
j=1

(z−1 − aj)kj = −e−i(α+β)z−(n+k)Czp
s∏
j=1

(z − aj)kj .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

zn+k

s∏
j=1

(z − a−1
j )kj = z2p+

∑s
j=1 kj

s∏
j=1

(z − aj)kj .
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Ñëåäîâàòåëüíî, n+k = 2p+
∑s

j=1 kj è, åñëè aj � íóëü p(z) êðàòíîñòè
kj, òî a

−1
j òàêæå íóëü êðàòíîñòè kj. Ïóñòü r � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè

Φ(z), à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè p(z), ëåæàùèõ â D è îòëè÷íûõ
îò íóëÿ. Òîãäà

p+ 2r + l ≤ p+
s∑
j=1

kj = n+ k − p.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî íóëåé â D
ðàâíî p+ r, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (2.4). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü −1 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3 < b3 < 1. Òîãäà
1) åñëè z0 ∈ (b2, a3) è

f(z) =
z − α1

1− α1z

z − α2

1− α2z
, (2.6)

ãäå α1, α2 ∈ (b1, a2), òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ BH∞, äëÿ êîòî-
ðîé

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [aj, bj], j = 1, 2, 3, |g(z0)| > |f(z0)|; (2.7)

2) åñëè z0 ∈ (b1, a2) è ó ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì
(2.6), α1, α2 ∈ (b2, a3) òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ BH∞, äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.7);

3) åñëè z0 ∈ (b1, a2) è

f(z) =
z − α
1− αz

, α ∈ (b1, a2),

òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g ∈ BH∞, äëÿ êîòîðîé
|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [aj, bj], j = 1, 2, |g(z0)| > |f(z0)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî α1 < α2. Ïîëîæèì z1 := b2, z2 := a3,

Aj = f(zj), Aj(β) = Aj
1− βzj
β − zj

, j = 1, 2.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè β ∈ R, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, ñóùåñòâó-
þò γ1, γ2 ∈ R, áëèçêèå ê α1, α2, òàêèå, ÷òî

zj − γ1

1− γ1zj

zj − γ2

1− γ2zj
= Aj(β), j = 1, 2. (2.8)

Ðàâåíñòâà (2.8) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå

zj (Aj(β)− 1) p+
(
1− Aj(β)z2

j

)
q = Aj(β)− z2

j , j = 1, 2,

ãäå p = γ1 + γ2, q = γ1γ2. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü
ýòîé ñèñòåìû ïðè β → 1 ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå, îòëè÷íîé îò íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè β, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, çíà÷åíèÿ p
è q áóäóò îïðåäåëåíû è áëèçêè ê çíà÷åíèÿì α1 + α2 è α1α2. Â
ñèëó òîãî, ÷òî α1 6= α2, ïðè β, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, p2 −
4q > 0. Òàêèì îáðàçîì, γ1, γ2 áóäóò âåùåñòâåííû è áëèçêè ê α1,
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α2. Âûáåðåì β ∈ (b3, 1) òàê, ÷òîáû γ1, γ2 ∈ (b1, a2) è ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

g(z) :=
z − γ1

1− γ1z

z − γ2

1− γ2z

β − z
1− βz

.

Âñëåäñòâèå âûáîðà γ1, γ2 ðàçíîñòü g(z) − f(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïðè z = b2, a3,−1. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî â êðóãå D ó ýòîé
ðàçíîñòè ëèøü äâà íóëÿ b2 è a3 (îáà êðàòíîñòè åäèíèöà). Ñëåäîâà-
òåëüíî, g(z)− f(z) ≤ 0 ïðè z ∈ [aj, bj], j = 1, 2, 3, è g(z)− f(z) > 0
ïðè z ∈ (b2, a3). Èç òîãî, ÷òî γ1, γ2 ∈ (b1, a2), à β ∈ (b3, 1), âûòå-
êàåò íåðàâåíñòâî g(z) > 0 ïðè z ∈ [aj, bj], j = 1, 2, 3. Òåì ñàìûì
íåðàâåíñòâà (2.7) äëÿ ôóíêöèè g äîêàçàíû.

Ïóñòü òåïåðü α1 = α2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(z) :=
f(z)− ε2

1− ε2f(z)
.

Îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

f1(z) =
z − α̃1

1− α̃1z

z − α̃2

1− α̃2z
,

ãäå

α̃1 :=
α1 + ε

1 + εα1

, α̃2 :=
α1 − ε
1− εα1

.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà b1 <
α̃1 < α̃2 < a2. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó äîêàçàííîãî íàéäåòñÿ ôóíê-
öèÿ g1 ∈ BH∞ òàêàÿ, ÷òî

0 < g1(z) ≤ f1(z), z ∈ [aj, bj], j = 1, 2, 3, g1(z0) > f1(z0). (2.9)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) :=
g1(z) + ε2

1 + ε2g1(z)
.

Èç íåðàâåíñòâ (2.9) è òîãî, ÷òî

f(z) :=
f1(z) + ε2

1 + ε2f1(z)
,

ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (2.9) äëÿ ôóíêöèé g è f , à òåì
ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (2.7) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
ñëó÷àÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ≤ z0. Ïîëîæèì

γ :=
a2 − A
1− Aa2

, A :=
a2 − α
1− αa2

1− βa2

β − a2

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî γ → α−0 ïðè β → 1−0, ìîæíî âûáðàòü β ∈ (b2, 1)
òàê, ÷òîáû γ ∈ (b1, α). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) :=
z − γ
1− γz

β − z
1− βz

.
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Âñëåäñòâèå âûáîðà γ ðàçíîñòü g(z) − f(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
z = a2,−1. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî â êðóãå D ó ýòîé ðàçíîñòè
ëèøü îäèí íóëü a2. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) − g(z) ≥ 0 ïðè z ∈ [a2, 1)
è f(z)− g(z) ≤ 0 ïðè z ∈ (−1, a2]. Òàê êàê g(z) > 0 ïðè z ∈ (γ, b2),
èìååì

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [a2, b2], |g(z0)| > |f(z0)|.
Íåðàâåíñòâî |g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [a1, b1], ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî f(z) ≤
g(z) < 0 ïðè z ∈ [a1, b1].

Ñëó÷àé α > z0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.
�

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0 êëàññ ôóíêöèé èç BH∞, âåùåñòâåííûõ íà
èíòåðâàëå (−1, 1).

Ëåììà 2.3. Ïóñòü −1 =: x0 < x1 < . . . < xm < xm+1 := 1.
Òîãäà

1) åñëè ôóíêöèÿ f ∈ B0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

f(xj) = δ
(0)
j , j = 1, . . . ,m, (2.10)

åäèíñòâåííà, òî îíà èìååò âèä

f(z) = λ
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ D,

ãäå k < m, à λ = 1 èëè −1;
2) åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç B0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèÿì (2.10), ñîäåðæèò áîëåå îäíîé ôóíêöèè, òî îíî ñîäåðæèò
ôóíêöèþ âèäà

g0(z) = (−1)m+p

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ D, 0 ≤ p ≤ m, (2.11)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

gk−1(z) =

[
z − xk
1− xkz

gk(z) + δ
(k−1)
k

] [
1 + δ

(k−1)
k

z − xk
1− xkz

gk(z)

]−1

,

(2.12)
ïðè k = m, . . . , 1, ãäå gm(z) := (−1)m+p,

δ
(j)
k :=

1− xjxk
xk − xj

δ
(j−1)
k − δ(j−1)

j

1− δ(j−1)
j δ

(j−1)
k

, k = j+1, . . . ,m, j = 1, . . . ,m−1;

(2.13)
3) åñëè ôóíêöèÿ g0 ∈ B0 èìååò âèä (2.11), òî äëÿ ëþáîãî 0 ≤

p ≤ m, ëþáîé ôóíêöèè g ∈ B0, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

(−1)j+p(g(xj)− g0(xj)) ≤ 0, j = 1, . . . , p,

(−1)j+p+1(g(xj)− g0(xj)) ≤ 0, j = p+ 1, . . . ,m,
(2.14)
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è ëþáîãî z∗ ∈ (xp, xp+1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(z∗) ≤ g0(z∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ f ∈
B0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.10), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

|δ(0)
1 | < 1, . . . , |δ(j−1)

j | < 1, |δ(j)
j+1| = 1, δ

(j)
j+1 = . . . = δ(j)

m ; (2.15)

|δ(0)
1 | < 1, . . . , |δ(m−1)

m | < 1. (2.16)

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (2.15) ôóíêöèÿ f åäèíñòâåííà è ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë (2.12) ïðè k = j, . . . , 1, ãäå gj(z) := δ

(j)
j+1, à

f(z) = g0(z). Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (2.16) ôóíêöèÿ f íå
åäèíñòâåííà. Âñå òàêèå ôóíêöèè è òîëüêî òàêèå ôóíêöèè ïîëó÷à-
þòñÿ èç ôîðìóë (2.12), ãäå gm(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç B0,
à f(z) = g0(z). Ýòè óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ êëàññà BH∞ (ñì. [71, ñòð. 344]).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé ëåììû îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

g(z) :=
Bk(z) + α

1 + αBk(z)
, α ∈ (−1, 1),

ãäå Bk ∈ B0 è èìååò âèä

Bk(z) = λ
k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ D,

à λ = 1 èëè −1, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

g(z) = λ
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ D.

Ïîñëåäíåå íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

Bk(1/z) = B−1
k (z).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 3). Ïóñòü ñóùåñòâóåò
áîëåå îäíîé ôóíêöèè èç êëàññà B0, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì
(2.10). Ïîëîæèì ϕ(t, z) := g0(z), ãäå g0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ
(2.12) ïðè gm(z) ≡ t. Èìååì

∂ϕ

∂t
=

m∏
j=1

z − xj
1− xjz

(
1−

(
δ

(j−1)
j

)2
)(

1 + δ
(j−1)
j

z − xj
1− xjz

gj(z)

)−2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ z ∈ (xp, xp+1) ôóíêöèÿ ϕ(t, z) ïðèíèìà-
åò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ t ∈ [−1, 1] â òî÷êå t = (−1)m+p. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñðåäè âñåõ ôóíêöèé èç êëàññà B0, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâàì (2.10) (åñëè ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîé òàêîé ôóíêöèè),
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ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå z∗ ∈ (xp, xp+1) ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ
âèäà (2.12).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ B0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåé óñëîâèÿì (2.14), â êîòîðûõ g0 ∈ B0 è èìååò âèä (2.11), ïðè
íåêîòîðîì z∗ ∈ (xp, xp+1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî g(z∗) > g0(z∗).
Ïîêàæåì, ÷òî ðàçíîñòü Φ(z) := g(z) − g0(z) ïðè z ∈ (−1, 1) èìååò
íå ìåíåå m íóëåé. Ïîëîæèì uj := xj, j = 1, . . . , p, up+1 := z∗,
uj := xj−1, j = p + 2, . . . ,m + 1. Òîãäà (−1)j+pΦ(uj) ≤ 0,
j = 1, . . . ,m+ 1. Åñëè

Φ(uk) 6= 0, Φ(uk+1) = . . . = Φ(uk+s) = 0, Φ(uk+s+1) 6= 0, (2.17)

òî Φ(uk) è (−1)s+1Φ(uk+s+1) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Ïîýòî-
ìó ÷èñëî íóëåé ðàçíîñòè Φ â èíòåðâàëå (uk, uk+s+1) èìååò òó æå
÷åòíîñòü, ÷òî è ÷èñëî s + 1. Èç (2.17) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íó-
ëåé â èíòåðâàëå (uk, uk+s+1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå s + 1. Åñëè
Φ(u1) = . . . = Φ(uk−1) = 0, Φ(uk) 6= 0 èëè Φ(um−k+2) 6= 0,
Φ(um−k+3) = . . . = Φ(um+1) = 0, òî íà ïðîìåæóòêå [u1, uk) èëè,
ñîîòâåòñòâåííî, (um−k+2, um+1] ÷èñëî íóëåé åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
k − 1. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ èìååò íå ìåíåå m íó-
ëåé â èíòåðâàëå (−1, 1).

Åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà B0, ïðèíèìàþùèõ â òî÷êàõ
xj çíà÷åíèÿ g(xj), ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé ôóíêöèè g, òî, êàê áûëî
ïîêàçàíî,

g(z) = λ
k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ D,

ãäå k < m. Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè Φ â
êðóãå D äîëæíî áûòü ìåíüøå m.

Åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà B0, ïðèíèìàþùèõ â òî÷êàõ
xj çíà÷åíèÿ g(xj), ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé ôóíêöèè, òî â íåì
ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

g1(z) = (−1)m+p

m∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ D,

äëÿ êîòîðîé g1(z∗) ≥ g(z∗) > g0(z∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü
Φ1 := g1 − g0 èìååò íå ìåíåå m íóëåé â èíòåðâàëå (−1, 1). Ïî ëåì-
ìå 2.1 ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè Φ1 â êðóãå D ìåíüøå m (èìååòñÿ äâà
êîðíÿ z = ±1 íà îêðóæíîñòè |z| = 1). Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ
äîêàçûâàþò óòâåðæäåíèå 3) ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. 1. Èç òåîðåìû 4.7 ðàáîòû
[74] ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà E ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (2.1) ñóùåñòâóåò,
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åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ eiα, α ∈ R, è èìååò âèä

f ∗(z) = eiα
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ D.

Äîêàæåì, ÷òî âñå íóëè f ∗ âåùåñòâåííû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) :=
∏
j 6=k

z − αj
1− αjz

z − αk
1− αkz

.

Ïîñêîëüêó ïðè z ∈ (−1, 1)∣∣∣∣ z − αk1− αkz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ z − αk1− αkz

∣∣∣∣ ,
òî g � òàêæå ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, αk = αk.

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∗, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2.2) è íîð-
ìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å
(2.1). Èç òåîðåìû 6.1 ðàáîòû [74] ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè
u1 < . . . < uN , uj ∈ E, äëÿ êîòîðûõ |f ∗(uj)| = δ, j = 1, . . . , N ,
è ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) äëÿ ìíîæåñòâ E è E1 := {u1, . . . , uN} ñîâ-
ïàäàþò. Ïîëîæèì u0 := −1, uN+1 := 1. Ïóñòü 0 ≤ s ≤ N òà-
êîâî, ÷òî z0 ∈ (us, us+1). Ïîêàæåì, ÷òî f ∗(z) íå èìååò íóëåé ïðè
z ∈ (us, us+1). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì j αj ∈ (us, us+1). Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a1 := (min(u1, z0, αj)− 1) /2, b1 := (max(z0, αj) + max(us, a1)) /2,

b2 := (max(uN , z0, αj) + 1) /2,

a2 := (max(z0, αj) + min(us+1, b2)) /2.

Ïîñêîëüêó E1 ⊂ [a1, b1] ∪ [a2, b2] è αj, z0 ∈ (b1, a2), òî â ñèëó ëåì-
ìû 2.2 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ BH∞ òàêàÿ, ÷òî

|g(z)| ≤
∣∣∣∣ z − αj1− αjz

∣∣∣∣ , z ∈ E1, |g(z0)| >
∣∣∣∣ z0 − αj
1− αjz0

∣∣∣∣ . (2.18)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(z) := g(z)
∏
k 6=j

z − αk
1− αkz

.

Èç (2.18) èìååì

|f1(z)| ≤ δ, z ∈ E1, |f1(z0)| > |f ∗(z0)|, (2.19)

ò.å. f ∗ íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî â èíòåðâàëå (us, us+1) íåò íóëåé ôóíêöèè
f ∗.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè ôóíêöèè f ∗

íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà èç ìíîæåñòâà E1. Ïóñòü αi ≤
αj è â èíòåðâàëå (αi, αj) íåò òî÷åê ìíîæåñòâà E1. Òîãäà íàéäåòñÿ
k, 0 ≤ k ≤ N , òàêîå, ÷òî uk < αi ≤ αj < uk+1. Î÷åâèäíî, ÷òî k 6= s,
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òàê êàê íà èíòåðâàëå (us, us+1) íåò íóëåé ôóíêöèè f ∗. Ïóñòü k < s.
Ïîëîæèì

a1 := (min(u1, αi)− 1) /2, b1 := (max(uk, a1) + αi) /2,

a2 := (αj + uk+1)/2, b2 := (us + z0)/2,

b3 := (max(uN , z0) + 1) /2, a3 := (z0 + min(us+1, b3) /2.

Òîãäà E1 ⊂ [a1, b1] ∪ [a2, b2] ∪ [a3, b3], αi, αj ∈ (b1, a2), à z0 ∈ (b2, a3).
Ïî ëåììå 2.2 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ BH∞ òàêàÿ, ÷òî

|g(z)| ≤
∣∣∣∣ z − αi1− αiz

z − αj
1− αjz

∣∣∣∣ , z ∈ E1, |g(z0)| >
∣∣∣∣ z0 − αi
1− αiz0

z0 − αj
1− αjz0

∣∣∣∣ .
Ïîëîæèì

f1(z) := g(z)
∏
r 6=i,j

z − αr
1− αrz

.

Äëÿ ôóíêöèè f1(z) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.19), ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè f ∗. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
k > s.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî âñå íóëè ôóíêöèè f ∗ ïðîñòûå è ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà E1.

Ïóñòü íóëè ôóíêöèè f ∗ óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ: α1 <
. . . < αm è z0 ∈ (αp, αp+1), 0 ≤ p ≤ m (α0 := −1, αm+1 := 1). Ïî-
ñêîëüêó â èíòåðâàëå (us, us+1) íåò íóëåé ôóíêöèè f ∗, òî αp ≤ us <
z0 < us+1 ≤ αp+1. Ïîëîæèì xp := us, xp+1 := us+1. Â êàæäîì èíòåð-
âàëå (αk, αk+1), k = 1, . . . , p− 1, (αk−1, αk), k = p+ 2, . . . ,m, íàéäåò-
ñÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà E1, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç xk. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî â òî÷êàõ x1, . . . , xm áóäóò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.3).
Ðàâåíñòâî λ = (−1)m+p âûòåêàåò èç íîðìèðîâêè f ∗(z0) > 0.

Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ âèäà (2.2) òàêàÿ, ÷òî |f ∗(z)| ≤ δ, z ∈ E, è
ñóùåñòâóþò òî÷êè x1 < . . . < xm, xj ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ (2.3), ãäå 0 ≤ p ≤ m òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (xp, xp+1), à λ = (−1)m+p.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1) äëÿ E1 := {x1, . . . , xm}. Èç 1) ñëåäóåò, ÷òî
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé çàäà÷å ïðèíàäëåæèò êëàññó B0, à
èç ï. 3 ëåììû 2.3 âûòåêàåò åå ñîâïàäåíèå ñ f ∗. Ïîñêîëüêó

sup
f∈BH∞

|f(z)|≤δ, z∈E

|f(z0)| ≤ sup
f∈BH∞

|f(z)|≤δ, z∈E1

|f(z0)| = f ∗(z0)

è f ∗(z) ≤ δ, z ∈ E, òî f ∗ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â çà-
äà÷å (2.1) è äëÿ ìíîæåñòâà E. Ïîýòîìó In(z0, E, δ) ≤ m. Äëÿ ëþ-
áîãî F ⊂ E, cardF < m, ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.1) åñòü
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà ìåíüøå m è â ñèëó åäèíñòâåííî-
ñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ f ∗. Òåì ñàìûì
In(z0, E, δ) = m è x1, . . . , xm � ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íàéäåíà ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà
(àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïîëíûõ èíôîðìàòèâíûõ ñèñòåì áóäåò ðàñ-
ñìîòðåí íåñêîëüêî íèæå).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü x1 < . . . < xm � ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ
ñèñòåìà äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ D ïðè çàäàííûõ 0 < δ < 1 è z0 ∈
(xp, xp+1), 0 ≤ p ≤ m (x0 := −1, xm+1 := 1). Òîãäà ìåòîä

f(z0) ≈
m∑
j=1

cj(z0)f(xj),

ãäå

cj(z) :=
P (z)(1− z2)

P ′(xj)(z − xj)(1− xjz)
, P (z) := q−2

0 (z)
m∏
j=1

(z−xj)(1−xjz),

à q0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

qk−1(z) = (1− xkz)qk(z) + δ
(k−1)
k (z − xk)pk(z),

pk−1(z) = (z − xk)pk(z) + δ
(k−1)
k (1− xkz)qk(z), k = m, . . . , 1,

â êîòîðûõ qm(z) ≡ 1, pm(z) ≡ (−1)m+p è δ
(k−1)
k îïðåäåëåíû ðàâåí-

ñòâàìè (2.13) ïðè

δ
(0)
j =

{
(−1)p+jδ, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1δ, j = p+ 1, . . . ,m,
(2.20)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞
ïî çíà÷åíèÿì íà ìíîæåñòâå E, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â
íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(E), à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

e(z0, E, δ) =
p0(z)

q0(z)
. (2.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî x1, . . . , xm � ïîëíàÿ èí-
ôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà, ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) äëÿ ìíîæåñòâ E è
E1 := {x1, . . . , xm} ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 2.1 ñëå-
äóåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé çàäà÷å, íîðìèðîâàííàÿ
óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, èìååò âèä (2.2), ãäå λ = (−1)m+p, è óäîâëåòâî-
ðÿåò ðàâåíñòâàì (2.3). Èç ï. 2) ëåììû 2.3 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà

f ∗(z) =
p0(z)

q0(z)
.

Òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (2.21) äîêàçàíî.
Ïîñòðîèì îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî

çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗ èìååò âèä (2.2),
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à p0 è q0 � ïîëèíîìû ñòåïåíè m, òî

p0(z) = C(−1)m+p

m∏
j=1

(z−αj), q0(z) = C

m∏
j=1

(1−αjz), αj ∈ (−1, 1).

Äëÿ f ∈ BH∞ ïîëîæèì

Jf :=
α

2π

∫ 2π

0

f ∗(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå

α := (1− z2
0)|P (z0)|, ϕ(z) := (−1)m+p zp0(z)

(z − z0)(1− z0z)P (z)q0(z)
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î âû÷åòàõ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî signP (z0) = (−1)m+p,
ïîëó÷àåì

Jf = (1− z2
0)P (z0)

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

P (z)(z − z0)(1− z0z)
dz

= f(z0)−
m∑
j=1

cj(z0)f(xj).

Òàê êàê ïðè âñåõ β ∈ D äëÿ |z| = 1

z

(z − β)(1− βz)
=

1

|z − β|2
> 0,

òî ϕ(eiθ) > 0 äëÿ âñåõ θ ∈ [0, 2π]. Ïîñêîëüêó

sign cj(z0) =

{
(−1)p+j, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1, j = p+ 1, . . . ,m,

òî
m∑
j=1

cj(z0)f ∗(xj) = δ

m∑
j=1

|cj(z0)|.

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 5.3 ãë. I çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
�

Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòå-
ìû. Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî x1 < . . . < xm � ïîëíàÿ èí-
ôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà äëÿ ìíîæåñòâà E ⊂ D è z0 ∈ (xp, xp+1),
0 ≤ p ≤ m, ïðè çàäàííîì 0 < δ < 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
âåëè÷èí δ

(j)
k , îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (2.13) è (2.20), âûïîëíå-

íû óñëîâèÿ (2.16) è äëÿ ôóíêöèè g0, ïîëó÷åííîé èç ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé (2.12), ïðè âñåõ z ∈ E |g0(z)| ≤ δ. Â ñëó÷àå, êîãäà
E ⊂ (−1, 1) è cardE < ∞, ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ïåðåáîðîì âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç E,
ïîëüçóÿñü ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå êðèòåðèåì. Ìû îïèøåì áîëåå
ýêîíîìíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìû.
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Ïóñòü E := {u1, . . . , un} è −1 < u1 < . . . < un < 1. Èç òåîðå-
ìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè In(z0, E, δ) ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ u1, . . . , un è δ çàâèñèò ëèøü îò òîãî, â êàêîé èç èíòåð-
âàëîâ (−1, u1), (u1, u2), . . . , (un, 1) ïîïàäàåò çíà÷åíèå z0. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî åñëè z0 ∈ (us, us+1), 0 ≤ s ≤ n (u0 := −1, un+1 := 1) è f ∗

� ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (2.1), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì
f ∗(z0) > 0, òî òî÷êè xp, xp+1 â ðàâåíñòâàõ (2.3) ñîâïàäàþò ñ òî÷-
êàìè us, us+1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ó ôóíêöèè
f ∗′ ÷èñëî íóëåé â êðóãå D ðàâíî m − 1 (ñì. [74, òåîðåìà 7.2]) è,
ñëåäîâàòåëüíî, f ∗(z) > δ, z ∈ (xp, xp+1).

Ëåììà 2.4. Ïóñòü äëÿ òî÷åê x1 < . . . < xk èç ìíîæåñòâà
E := {u1, . . . , un}, −1 < u1 < . . . < un < 1, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ,
èìåþùàÿ âèä

f(z) = (−1)k+s

k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1), 0 ≤ s ≤ k,

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

f(xj) =

{
(−1)s+jδ, j = 1, . . . , s,

(−1)s+j+1δ, j = s+ 1, . . . , k.

Òîãäà ïðè âñåõ z0 ∈ (xs, xs+1) (x0 := −1, xk+1 := 1)

In(z0, E, δ) ≥ k − νs(k),

ãäå

νs(k) :=

{
0, s = 0, k,

2, 0 < s < k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî In(z0, E, δ) = m. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f ∗(z) = λ
m∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ (−1, 1),

λ = 1 èëè −1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |f ∗(z)| ≤ δ,
z ∈ E, f ∗(z) > 0, z ∈ (xs, xs+1). Ïî òåîðåìå 2.1 äëÿ ôóíêöèè f
òàêæå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(z) > 0, z ∈ (xs, xs+1). (2.22)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ := f − f ∗. Èìååì
(−1)j+sΦ(xj) ≥ 0, j = 1, . . . , s, (−1)j+s+1Φ(xj) ≥ 0, j = s+1, . . . , k.

(2.23)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = (−1)k+s+1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.22) s < k.
Òàêèì îáðàçîì,

(−1)k+s+1Φ(xk) ≥ 0, (−1)k+sΦ(1) > 0.
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Åñëè λ = (−1)k+s, à m è k ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî s > 0 è

(−1)s+1Φ(x1) ≥ 0, (−1)sΦ(−1) > 0.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 2.3, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ó ôóíê-
öèè Φ ÷èñëî íóëåé â èíòåðâàëå (−1, 1) íå ìåíåå k−1, à ïðè s = 0, k
� íå ìåíåå k. Èç (2.4) ïîëó÷àåì m ≥ k − 2 è m ≥ k, åñëè s = 0, k.
Â ñëó÷àå, êîãäà λ = (−1)k+s, à m è k îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè èç (2.23)
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëåé ó ôóíêöèè Φ â èíòåðâàëå (−1, 1) íå ìåíåå
k − 2, à ïðè s = 0, k � íå ìåíåå k − 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ(±1) = 0,
èç íåðàâåíñòâà (2.4) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû â ýòîì ñëó÷àå.
Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2.5. Ïóñòü E := {u1, . . . , un}, −1 < u1 < . . . < un < 1,
z0 ∈ (up, up+1), 0 ≤ p ≤ n (u0 := −1, un+1 := 1) è In(z0, E, δ) = k.
Òîãäà ïðè u∗ ∈ (−1, u1) äëÿ E1 := {u∗, u1, . . . , un} è 0 < p ≤ n
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

k − νp(n) ≤ In(z0, E1, δ) ≤ k + 1.

Ýòè æå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû ïðè u∗ ∈ (un, 1) è 0 ≤ p < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñíèçó íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç
ëåììû 2.4. Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó. Ïóñòü u∗ ∈ (−1, u1) è 0 < p ≤
n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî In(z0, E1, δ) = m. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f ∗(z) = (−1)m+s

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1), (2.24)

è òî÷êè x1 < . . . < xm èç ìíîæåñòâà E1 òàêèå, ÷òî

f ∗(xj) =

{
(−1)s+jδ, j = 1, . . . , s,

(−1)s+j+1δ, j = s+ 1, . . . ,m,
(2.25)

ãäå xs = up, xs+1 = up+1. Êðîìå òîãî, òàê êàê In(z0, E, δ) = k, òî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f(z) = λ
k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ (−1, 1),

λ = 1 èëè −1, äëÿ êîòîðîé |f(uj)| ≤ δ, j = 1, . . . , n, è f(z) > 0,
z ∈ (up, up+1). Äëÿ ôóíêöèè f áóäóò òàêæå âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
|f(xj)| ≤ δ, j = 2, . . . ,m, f(u) ≥ f ∗(u), u ∈ (up, up+1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçíîñòè Φ := f ∗ − f ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(−1)j+sΦ(xj) ≥ 0, j = 2, . . . , s, Φ(u) ≤ 0, u ∈ (up, up+1),

(−1)j+s+1Φ(xj) ≥ 0, j = s+ 1, . . . ,m.
(2.26)

Òåì ñàìûì ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè Φ íà îòðåçêå [x2, xm] íå ìåíåå
m− 1. Èç íåðàâåíñòâà (2.4) èìååì îöåíêó m ≤ k + 2.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àé m = k + 2 íåâîçìîæåí. Åñëè λ =
(−1)m+s+1, òî p < n è

(−1)m+s+1Φ(xm) ≥ 0, (−1)m+sΦ(1) > 0.

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè (2.26) ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ôóíêöèÿ Φ èìååò â èíòåðâàëå (−1, 1) íå ìåíåå m íóëåé, à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.4). Ïðè λ = (−1)m+s ôóíêöèÿ Φ
îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ ±1, ÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-
ñòâó (2.4). Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà u∗ ∈ (un, 1)
è 0 ≤ p < n. Ëåììà äîêàçàíà. �

Èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé èíôîðìà-
òèâíîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E := {u1, . . . , un}, −1 < u1 <
. . . < un < 1. Ïóñòü z0 ∈ (up, up+1), 0 < p < n, è äëÿ òî-
÷åê ur < . . . < up < up+1 < . . . < up+s óæå ïîñòðîåíà ïîëíàÿ
èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà x1, . . . , xk. Åñëè îíà íå îñòàåòñÿ òàêîâîé
ïðè äîáàâëåíèè òî÷êè ur−1 (èëè up+s+1), òî â ïîëíóþ èíôîðìàòèâ-
íóþ ñèñòåìó íà íîâîì ìíîæåñòâå îáÿçàòåëüíî âîéäóò òî÷êè ur−1

(èëè up+s+1), up, up+1. Îñòàëüíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç ìíîæåñòâà
ur, . . . , up−1, up+2, . . . , up+s ïåðåáîðîì ïî m = k− 2, k− 3, k− 4, k− 5
òî÷êàì, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé, ñôîðìóëèðîâàííûé ïåðåä ëåììîé 2.4.

Ïóñòü z0 ∈ (−1, u1) (ò.å. p = 0) è äëÿ òî÷åê u1 < . . . < us ïîë-
íàÿ èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà x1, . . . , xk óæå íàéäåíà. Åñëè îíà íå
îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè äîáàâëåíèè òî÷êè us+1, òî â ïîëíóþ èíôîð-
ìàòèâíóþ ñèñòåìó íà íîâîì ìíîæåñòâå âîéäóò òî÷êè u1, us+1, à
îñòàëüíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç ìíîæåñòâà u2, . . . , us ïåðåáîðîì ïî
m = k−1, k−2 òî÷êàì. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì â ñëó÷àå z ∈ (un, 1).

Â çàêëþ÷åíèå óñòàíîâèì ïðè ìàëûõ δ ñâÿçü ìåæäó ïîãðåøíî-
ñòÿìè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ, ïîñòðîåííîãî â òåî-
ðåìå 2.2 è ìåòîäà, îïòèìàëüíîãî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íûì
çíà÷åíèÿì, åñëè åãî ïðèìåíèòü ê âîññòàíîâëåíèþ ïî ïðèáëèæåí-
íûì çíà÷åíèÿì. Ïîñëåäíèé ìåòîä (ñì. (1.1) ïðè k = 1) ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå

f(z0) ≈ S0Ĩf :=
m∑
j=1

ωj(z0)

ωj(xj)

(
1−W 2

j (z0)
)
f̃(xj);

çäåñü

ωj(z) :=
∏
k 6=j

Wk(z), Wj(z) =
z − xj
1− xjz

.

Ïîëîæèì äëÿ E := {x1, . . . , xm}
e(z0, E, δ, S0) := sup

f∈BH∞
sup
y∈lm∞

|f(xj)−yj |≤δ, j=1,...,m

|f(z0)− S0y|.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü E := {x1, . . . , xm} ⊂ (−1, 1). Òîãäà

e(z0, E, δ) = e(z0, E, δ, S0) +O(δ2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

e(z0, E, δ, S0) = |W (z0)|+ δ
m∑
j=1

∣∣∣∣ωj(z0)

ωj(xj)

∣∣∣∣ (1−W 2
j (z0)

)
,

ãäå

W (z) :=
m∏
j=1

Wj(z).

Ïóñòü δ äîñòàòî÷íî ìàëî è z0 ∈ (xp, xp+1), 0 ≤ p ≤ n (x0 :=
−1, xn+1 := 1). Òîãäà èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà
ϕ(δ) := e(z0, E, δ) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè âèäà (2.2), ãäå
λ = (−1)m+p, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (2.3). Â ëåììå 2.3 óêàçàí
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôóíêöèè, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ
ϕ(δ) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ϕ′(0) = |W (z0)|. Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü ðàâåíñòâî

ϕ′(0) =
m∑
j=1

∣∣∣∣ωj(z0)

ωj(xj)

∣∣∣∣ (1−W 2
j (z0)

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(δ(0)), δ(0) := (δ
(0)
1 , . . . , δ

(0)
m ), çíà÷åíèå ôóíê-

öèè g0, ïîëó÷àåìîé èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (2.12), â òî÷êå
z0. Òîãäà, âûáðàâ

δ
(0)
j =

{
(−1)p+jδ, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1δ, j = p+ 1, . . . ,m,

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ áóäåì èìåòü

ϕ′(0) =
m∑
j=1

∂ψ

∂δ
(0)
j

∣∣∣
δ(0)=0

∂δ
(0)
j

∂δ
∣∣∣
δ=0

.

Â ñèëó (2.12) èìååì ïðè z = z0

∂gk−1

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

= Wk(z0)
∂gk

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

, k = 1, . . . ,m− 1.

Òåì ñàìûì

∂ψ

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

=
∂g0

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

= ωm(z0)
∂gm−1

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

= ωm(z0)
(
1−W 2

m(z0)
) ∂δ(m−1)

m

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

.

Èç (2.13) ïîëó÷àåì

∂δ
(j)
m

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

=
1− xjxm
xm − xj

∂δ
(j−1)
m

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

, j = 1, . . . ,m− 1.
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Îòñþäà
∂δ

(m−1)
m

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

= ω−1
m (xm).

Òàêèì îáðàçîì,

∂ψ

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

=
ωm(z0)

ωm(xm)

(
1−W 2

m(z0)
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂ψ

∂δ
(0)
m

∣∣∣
δ(0)=0

∂δ
(0)
m

∂δ
∣∣∣
δ=0

=

∣∣∣∣ ωm(z0)

ωm(xm)

∣∣∣∣ (1−W 2
m(z0)

)
.

Àíàëîãè÷íî (äåëàÿ ïåðåñòàíîâêó óçëîâ xj) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∂ψ

∂δ
(0)
j

∣∣∣
δ(0)=0

∂δ
(0)
j

∂δ
∣∣∣
δ=0

=

∣∣∣∣ωj(z0)

ωj(xj)

∣∣∣∣ (1−W 2
j (z0)

)
, j = 1, . . . ,m− 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

�3. Çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè îò âåëè÷èíû

ïîãðåøíîñòè â çàäàíèè âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàäèì îöåíêè äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâ-
íîñòè In(z0, E, δ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ z0 è E â çàâèñèìîñòè îò δ
÷åðåç íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà E, ñâÿçàííûå ñ ðåøå-
íèåì ðÿäà óæå âñòðå÷àâøèõñÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Èç òåîðåìû Íåâàíëèííû�Ïèêà [71, ñòð. 347], óïîìèíàâøåéñÿ â
�4 ãë. II, âûòåêàåò, ÷òî ñðåäè ôóíêöèé èç H∞, ïðèíèìàþùèõ çíà-
÷åíèÿ δ

(0)
1 , . . . , δ

(0)
n â òî÷êàõ x1 < . . . < xn èç èíòåðâàëà (−1, 1),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f0 ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé. Ýòà
ôóíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ðàâíîãî çíà÷åíèþ ýòîé ìèíè-
ìàëüíîé íîðìû, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà ìåíüøå
n, âåùåñòâåííîãî íà âåùåñòâåííîé îñè. Âåëè÷èíà M := ‖f0‖H∞
ìîæåò áûòü íàéäåíà èç îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàïèñàííîãî óðàâ-
íåíèÿ

|δ(n−1)
n | = M, (3.1)

ãäå

δ
(m)
k := M2 1− xmxk

xk − xm
δ

(m−1)
k − δ(m−1)

m

M2 − δ(m−1)
m δ

(m−1)
k

, k = m+ 1, . . . , n,

m = 1, . . . , n− 1.

Èñêîìîå çíà÷åíèå M ÿâëÿåòñÿ òåì êîðíåì óðàâíåíèÿ (3.1), äëÿ êî-
òîðîãî ïðè íåêîòîðîì m ≤ n− 1

|δ(0)
1 | < M, . . . , |δ(m−1)

m | < M, |δ(m)
m+1| = M, δ

(m)
m+1 = . . . = δ(m)

n
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(ïîäðîáíåå ñì. [71, ñòð. 348]).
Ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà M ìîæåò áûòü íàéäåíà òàêæå êàê

íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

det

∥∥∥∥∥M2 − δ(0)
m δ

(0)
k

1− xmxk

∥∥∥∥∥
n

1

= 0

(ñì. [34, ñòð. 100]).
Äëÿ äàííîãî 0 ≤ p ≤ n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ipm ìíîæåñòâî öåëî÷èñ-

ëåííûõ âåêòîðîâ τ = (i1, . . . , im), 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ im ≤ n, äëÿ êàæäî-
ãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò 0 ≤ s ≤ m òàêîå, ÷òî is = p, is+1 = p + 1
(i0 := −1, im+1 := 1). Äëÿ çàäàííîãî τ ∈ Ipm ÷åðåç Aτ îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç H∞, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì

f(xij) =

{
(−1)s+j, j = 1, . . . , s,

(−1)s+j+1, j = s+ 1, . . . ,m.

Ïîëîæèì δp1 := 1,

δ−1
pm := inf

τ∈Ipm
inf
f∈Aτ
‖f‖H∞ , m = 2, . . . , n.

Ïîäîáíûå âåëè÷èíû ïðè m = n äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ íà êëàññàõ
ãëàäêèõ ôóíêöèé ââîäèëèñü â ðàáîòå [107].

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî δp2 = 1 ïðè p = 1, . . . , n − 1. Êðîìå
òîãî, ïîëîæèâ äëÿ τ = (i1, . . . , im+1) ∈ Ipm+1

τ ′ = (i2, . . . , im+1), τ ′′ = (i1, . . . , im),

ïîëó÷èì, ÷òî Aτ ⊂ Aτ ′ ïðè i1 < p è Aτ ⊂ Aτ ′′ ïðè i1 ≥ p. Îòñþäà
ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

δp,m+1 ≤ δpm, m = 1, . . . , n− 1.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

δp,m+2 < δpm, m = 1, . . . , n− 2.

Ïðè p = 0, n
δp,m+1 < δpm, m = 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ r ≤
2 è 1 ≤ m ≤ n− r èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

δp,m+r = δpm.

Ïóñòü τ = (i1, . . . , im+r) � âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî

δ−1
p,m+r = inf

f∈Aτ
‖f‖H∞ . (3.2)

Åñëè i1 < p, im+r > p + 1, òî Aτ ⊂ Aτ0 , ãäå τ0 := (i2, . . . , im+1), åñëè
i1 ≥ p, òî Aτ ⊂ Aτ1 , ãäå τ1 := (i1, . . . , im), íàêîíåö, åñëè im+r ≤
p+ 1, òî Aτ ⊂ Aτ2 , ãäå τ2 := (ir+1, . . . , im+r). Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà
íàéäåòñÿ âåêòîð τ ′ := (j1, . . . , jm), äëÿ êîòîðîãî

Aτ ⊂ Aτ ′ . (3.3)
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Îòñþäà èìååì

δ−1
p,m+r ≥ inf

f∈Aτ ′
‖f‖H∞ ≥ δ−1

pm.

Ñëåäîâàòåëüíî,

inf
f∈Aτ
‖f‖H∞ = inf

f∈Aτ ′
‖f‖H∞ . (3.4)

Ïóñòü f ∗ � ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðà-
âåíñòâå (3.2). Èç ðàâåíñòâà (3.4) è âêëþ÷åíèÿ (3.3) ñëåäóåò ìèíè-
ìàëüíîñòü ‖f ∗‖H∞ ñðåäè ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Aτ . Èç åäèíñòâåí-
íîñòè ôóíêöèè f ∗ ñëåäóåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà ìåíüøå m. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, f ∗ ∈ Aτ è èìååò íå ìåíåå m + r − 2 íóëåé, åñëè
0 < p < n, è íå ìåíåå m+ r − 1 íóëåé, åñëè p = 0, n. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü E := {u1, . . . , un}, −1 < u1 < . . . < un < 1
è z0 ∈ (up, up+1), 0 ≤ p ≤ n (u0 := −1, un+1 := 1). Òîãäà ïðè
δp,m+1 ≤ δ < δpm, m = 1, . . . , n− 1,

m− νp(n) ≤ In(z0, E, δ) ≤ m.

Ïðè 0 ≤ δ < δpn

In(z0, E, δ) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü In(z0, E, δ) = m. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ âèäà (2.24) è òî÷êè x1 < . . . < xm èç ìíîæåñòâà E, äëÿ êî-
òîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2.25), ïðè÷åì xs = up, à xs+1 = up+1.
Äëÿ ôóíêöèè δ−1f ∈ Aτ , ãäå τ = (i1, . . . , im) � âåêòîð, îïðåäåëÿå-
ìûé èç óñëîâèÿ uij = xj, j = 1, . . . ,m, èìååì

δ−1
pm ≤ ‖δ−1f‖H∞ < δ−1.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ïðè δ ≥ δp,m+1 In(z0, E, δ) ≤ m.
Ïóñòü òåïåðü δ < δpm. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè ui1 , . . . , uim ,

τ := (i1, . . . , im) ∈ Ipm, äëÿ êîòîðûõ

inf
f∈Aτ
‖f‖H∞ < δ−1. (3.5)

Ïóñòü íèæíÿÿ ãðàíü â (3.5) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè f1 ∈ Aτ .
Òîãäà ôóíêöèÿ δf1 ∈ B0 è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (2.25), ïðè-
÷åì ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííîé òàêîé ôóíêöèåé èç êëàññà B0. Èç
ëåììû 2.3 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè âèäà (2.24), óäîâëåòâî-
ðÿþùåé ðàâåíñòâàì (2.25). Â ñèëó ëåììû 2.4 èìååì

In(z0, E, δ) ≥ m− νp(n).

Ïðè m = n èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî In(z0, E, δ) = n. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �
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Îöåíèì òåïåðü ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè ÷åðåç âåëè÷èíû,
ñâÿçàííûå ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé î íàõîæäåíèè ïðîèçâåäåíèÿ
Áëÿøêå ïîðÿäêà n, íàèìåíåå óêëîíÿþùåãîñÿ îò íóëÿ â íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà C(E), êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ‖ · ‖E. Ïîëîæèì
äëÿ E ⊂ D

δn(E) := inf
B∈Bn

‖B‖E, (3.6)

ãäå Bn � ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ïîðÿäêà íå âûøå n. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ýòè âåëè÷èíû òåñíî ñâÿçàíû ñ çàäà÷åé î íàõîæäåíèè
òî÷íûõ çíà÷åíèé n-ïîïåðå÷íèêîâ (ñì. �4 ãë. II).

Âåëè÷èíà δn(E) äëÿ E = [a, b] ⊂ (−1, 1) èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ
[97], [44], [117, ñòð. 268].

Ïóñòü E ⊂ D � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñî ñâÿçíûì
äîïîëíåíèåì. ×åðåç c(E) îáîçíà÷èì åìêîñòü êîíäåíñàòîðà (E,C \
D) (ñì. [16], [136]). Â ðàáîòå [45] áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

δn(E) ≥ e−
n

c(E) , n ≥ 1, (3.7)

à òàêæå íåðàâåíñòâî

δn(E) < e−
n

c(E)+ε , (3.8)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n.
Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî E ⊂ (−1, 1). Ïîëîæèì

ρ := max
z∈E
|z|, α∗ := min{ρ, |Reα|} sign Reα.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ [−ρ, ρ] è α ∈ D∣∣∣∣ z − α1− αz

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ z − α∗1− α∗z

∣∣∣∣ , (3.9)

ïîýòîìó ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû (3.6) â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè Áëÿøêå ñ íóëÿìè èç îòðåçêà [−ρ, ρ].

Ïóñòü

B1
k :=

k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, B2
k :=

k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, k = 1, . . . , n.

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ z − α1− αz
− z − β

1− βz

∣∣∣∣ ≤ 1

1− ρ2
|α− β|,

ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ α, β, z ∈ [−ρ, ρ], èìååì

|B1
n −B2

n| =
∣∣∣∣B1

n−1

(
z − αn
1− αnz

− z − βn
1− βnz

)
+ (B1

n−1 −B2
n−1)

z − βn
1− βnz

∣∣∣∣
≤ 1

1− ρ2
|αn − βn|+ |B1

n−1 −B2
n−1| ≤ . . . ≤ 1

1− ρ2

n∑
j=1

|αj − βj|.
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Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

ϕ(α1, . . . , αn) := max
z∈E

∣∣∣∣ k∏
j=1

z − αj
1− αjz

∣∣∣∣
ïðè (α1, . . . , αn) ∈ [−ρ, ρ]n è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ïðîèç-
âåäåíèÿ Áëÿøêå ñ âåùåñòâåííûìè íóëÿìè, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåíñòâå (3.6). Â ñèëó òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.9)
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ïðè α∗ 6= α, âñÿêîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå, íà êî-
òîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (3.6), èìååò âåùåñòâåííûå íóëè,
ëåæàùèå íà îòðåçêå [−ρ, ρ].

Äîêàæåì àíàëîãè òåîðåì Âàëëå�Ïóññåíà è ×åáûøåâà äëÿ çàäà-
÷è (3.6).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî, cardE > n è

δn(E) = ‖B∗‖E,
ãäå B∗ ∈ Bn è íîðìèðîâàíî óñëîâèåì B∗(1) = 1. Òîãäà, åñëè äëÿ
ôóíêöèè f ∈ B0 â íåêîòîðûõ òî÷êàõ z1 < . . . < zn+1 èç ìíîæå-
ñòâà E âûïîëíåíû óñëîâèÿ

f(zj)f(zj+1) < 0, j = 1, . . . , n,

òî
min

1≤j≤n+1
|f(zj)| ≤ δn(E), (3.10)

ïðè÷åì, åñëè íåðàâåíñòâî (3.10) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, òî f =
λB∗, ãäå λ = 1 èëè −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðî-
èçâåäåíèÿ Áëÿøêå B ∈ Bm, âåùåñòâåííîãî íà âåùåñòâåííîé îñè,
ïîðÿäêà m ≤ n+ 1 è òàêîãî, ÷òî

B(zj) = f(zj), j = 1, . . . , n+ 1,

ïðè÷åì ïðè m ≤ n f = B, à ïðè m = n + 1 ìîæíî âûáðàòü
B ñ ëþáîé èç íîðìèðîâîê B(1) = 1 èëè −1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
|f(zj)| ≥ δn(E), j = 1, . . . , n+ 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ := B − λB∗ signB(1),

ãäå λ = 1 ïðèm ≤ n, à ïðèm = n+1 λ = −1 è íîðìèðîâêà âûáðàíà
èç óñëîâèÿ B(1) = − sign f(zn+1). Â ñèëó íîðìèðîâêè B∗ ∈ B0,
ïîýòîìó èìååì

(−1)j+n+1ϕ(zj) sign f(zn+1) ≥ 0, j = 1, . . . , n+ 1. (3.11)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ϕ èìååò íå ìåíåå n íóëåé (ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè) â èíòåðâàëå (−1, 1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 2.1 äëÿ
÷èñëà íóëåé k ôóíêöèè ϕ 6≡ 0 â êðóãå D èìååò ìåñòî îöåíêà

k ≤ m+ n− l
2

, (3.12)
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ãäå l � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè ϕ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïðèm <
n è m = n (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ϕ(−1) = ϕ(1) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
l ≥ 2) íåðàâåíñòâî (3.12) ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî k ≥ n. Ïîýòîìó
â ýòèõ ñëó÷àÿõ ϕ ≡ 0, ÷òî îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå f ñ òî÷íîñòüþ äî
çíàêà ñ B∗. Â ñëó÷àå m = n+ 1 â ñèëó íîðìèðîâêè B èìååì

ϕ(1) = −2 sign f(zn+1).

Ó÷èòûâàÿ (3.11), ïîëó÷àåì, ÷òî â èíòåðâàëå (−1, 1) ó ϕ ÷èñëî íóëåé
íå ìåíåå n+1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (3.12). Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ðåøåíèå çà-
äà÷è (3.6) åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ λ, |λ| = 1.
Ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B∗ ∈ Bn, íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì B∗(1) = 1,
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàé-
äóòñÿ òî÷êè z1 < . . . < zn+1 èç ìíîæåñòâà E, äëÿ êîòîðûõ

B∗(zj) = (−1)j+n+1‖B∗‖E, j = 1, . . . , n+ 1. (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B∗ � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çà-
äà÷å (3.6), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì B∗(1) = 1. Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî âñå íóëè ôóíêöèè B∗ âåùåñòâåííûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè
óïîðÿäî÷åíû α1 ≤ . . . ≤ αn. Äîêàæåì, ÷òî âñå íóëè ðàçëè÷íûå è â
ëþáîì èíòåðâàëå (αj−1, αj), j = 1, . . . , n + 1 (α0 := −1, αn+1 := 1)
íàéäåòñÿ òî÷êà èç E, â êîòîðîé |B∗| ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ‖B∗‖E.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ïðè íåêîòîðîì 1 ≤ k ≤ n+ 1

max
z∈[αk−1,αk]∩E

|B∗(z)| =: δ < ‖B∗‖E

(ïðè [αk−1, αk] ∩ E = ∅ ñ÷èòàåì, ÷òî δ = 0). Ïîëîæèì

ϕ(z) :=
k∏

j=k−1

z − αj
1− αjz

.

Âûáåðåì ε > 0 èç óñëîâèÿ δ + ε < ‖B∗‖E è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

B(z) := g(z)
∏

j 6=k−1,k

z − αj
1− αjz

,

ãäå

g(z) :=
ϕ(z)− ε
1− εϕ(z)

.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

g(z) =
k∏

j=k−1

z − βj
1− βjz

,
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ãäå [αk−1, αk] ⊂ [βk−1, βk]. Èç íåðàâåíñòâ

|g(z)| ≤ |ϕ(z)|+ ε, z ∈ [αk−1, αk],

|g(z)| < |ϕ(z)|, z ∈ (−1, 1) \ (βk−1, βk),

|g(z)| < ε < ‖B∗‖E, z ∈ (βk−1, αk−1) ∪ (αk, βk),

ñëåäóåò, ÷òî ‖B‖E < ‖B∗‖E. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê zj ∈ (αj−1, αj)∩E, j = 1, . . . , n+ 1, â êîòîðûõ
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (3.13). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è
z0 ∈ (−1, 1) \ E. Òîãäà

1) ïðè δn(E) ≤ δ < δn−1(E) (δ0(E) := 1) ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà

n ≤ In(z0, E, δ) ≤ n+ 1, (3.14)
ïðè÷åì, åñëè z0 ∈ (−1, 1) \ coE, òî

In(z0, E, δ) = n;

2) ïðè âñåõ δ ∈ (0, 1)

In(z0, E, δ) ≥ c(E) log
1

δ
, (3.15)

êðîìå òîãî,

lim
δ→0

In(z0, E, δ)

log
1

δ

= c(E), (3.16)

ãäå c(E) � åìêîñòü êîíäåíñàòîðà (E,C \D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ìíîæåñòâà E çàäà÷ó (2.1).
Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå B∗

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà m, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, äëÿ êî-
òîðîãî ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè B∗(z0) > 0 ñóùåñòâóþò òî÷êè
z1 < . . . < zm èç ìíîæåñòâà E òàêèå, ÷òî

B∗(zj) =

{
(−1)p+jδ, j = 1, . . . , p,

(−1)p+j+1δ, j = p+ 1, . . . ,m,
(3.17)

ãäå 0 ≤ p ≤ m òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (zp, zp+1) (z0 := −1, zm+1 := 1).
Êðîìå òîãî, In(z0, E, δ) = m. Èìååì

δn−1(E) > δ = ‖B∗‖E ≥ δm(E). (3.18)

Îòñþäà m ≥ n. Â ñèëó (3.17) äëÿ ôóíêöèè B∗ ñóùåñòâóåò àëüòåð-
íàíñ èç m− 1 òî÷êè íà ìíîæåñòâå E. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 3.2,
ïîëó÷àåì

δ < δm−2(E). (3.19)
Åñëè z0 ∈ (−1, 1) \ coE, òî ÷èñëî òî÷åê àëüòåðíàíñà ðàâíî m è
èìååì íåðàâåíñòâî

δ < δm−1(E). (3.20)
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Èç íåðàâåíñòâà (3.19) ñëåäóåò, ÷òî m ≥ n + 1, à èç íåðàâåíñòâà
(3.20) � m ≥ n. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî.

Èç ñîîòíîøåíèé (3.18) è (3.7) èìååì

δ ≥ δm(E) ≥ e−
m
c(E) .

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.15). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ δ èç (3.19) è (3.8) èìååì

δ < e−
m−2
c(E)+ε .

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (3.15)

c(E) ≤ In(z0, E, δ)

log
1

δ

≤ c(E) + ε+
2

log
1

δ

.

Óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷èì (3.16).
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îñòàíîâèìñÿ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà ñëó÷àå, êîãäà E = [−l, 0],
l ∈ (0, 1) (ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [a, b] ∈ (−1, 1) ñâîäèòñÿ ê
ðàññìàòðèâàåìîìó ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ). Òî-
ãäà (ñì. [44])

δn(l) := δn([−l, 0]) =
(
κ(h4n)

)1/2
, (3.21)

ãäå h = e−
πL′
2L , à L è L′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî

ðîäà äëÿ ìîäóëåé l è l′ =
√

1− l2. Ýêñòðåìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì
Áëÿøêå äëÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

Zn(z, l) :=
n∏
j=1

z + l sn2

(
2j − 1

2n
L, l

)
1 + l sn2

(
2j − 1

2n
L, l

)
z

. (3.22)

Êîãäà E � êîíòèíóóì, õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [16])
ñîîòíîøåíèå ìåæäó åìêîñòüþ c(E) è ðèìàíîâûì ìîäóëåì ρ(E) îá-
ëàñòè D \ E

ρ(E) = e1/c(E).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ

ρ([−l, 0]) = e
πL′
2L .

Ñëåäîâàòåëüíî,

c([−l, 0]) =
πL′

2L
. (3.23)

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü E := [−l, 0], l ∈ (0, 1). Òîãäà
1) ïðè δn(l) ≤ δ < δn−1(l) (δ0(l) := 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

In(z0, E, δ) = n;
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2) ïðè âñåõ δ ∈ (0, 1) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

2L

πL′
log

1

δ
≤ In(z0, E, δ) <

2L

πL′
log

2

δ
+ 1, (3.24)

êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

In(z0, E, δ) >
2L

πL′
log

2

δ
− ε. (3.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) è ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâ
(3.24) âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 3.2 è ðàâåíñòâà (3.23).
Äîêàæåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâ (3.24). Èç (3.21) èìååì

δn(l) < 2e−
πL′
2L

n. (3.26)

Åñëè δ ∈ (0, 1), òî íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî δn(l) ≤ δ < δn−1(l). Ñëåäî-
âàòåëüíî,

δ < 2e−
πL′
2L

(n−1).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 1) ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðà-
âåíñòâ (3.24).

Èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

δn(l)e
πL′
2L

n = 2.

Òåì ñàìûì â ñèëó (3.26) äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N(ε) òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

δn(l) > 2e−
πL′
2L

(n+ε). (3.27)

Åñëè δ ∈ (0, δN(ε)(l)), òî íàéäåòñÿ òàêîå n > N(ε), ÷òî δ ≥ δn(l).
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (3.27) äàåò íåðàâåíñòâî (3.25). Òåî-
ðåìà äîêàçàíà. �

Èç òåîðåìû 3.3, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì δ ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè In(z0, E, δ) ðàâåí ëèáî

[
2L

πL′
log

2

δ

]
,

ëèáî

[
2L

πL′
log

2

δ

]
+ 1.

�4. Îïòèìàëüíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ è èíòåðïîëÿöèÿ ïî

íåòî÷íûì äàííûì

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ýêñòðàïîëÿöèîííîãî òèïà. Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà ñëó÷àå, êîãäà
E = [−l, 0], l ∈ (0, 1) è z0 ∈ (0, 1). Â òåîðåìå 3.3 ìû èññëåäîâàëè ïî-
âåäåíèå ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè
îò δ � ïîãðåøíîñòè, ñ êîòîðîé çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ âîññòàíàâëèâàå-
ìîé ôóíêöèè. Çäåñü äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé δ ìû óêàæåì ÿâíûé
âèä îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ è åãî ïîãðåøíîñòü.
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Êàê óêàçûâàëîñü â �2, ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.1).
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè δ = δn(l) ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â
çàäà÷å Õåéíñà (çàäà÷à (2.1) ïðè E = [−l, 0]) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
Zn(z, l), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (3.22). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ
Zn(z, l) ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ n-îé ñòåïåíè
(ñì. [5, ñòð. 136]) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Zn(z, l) =
√
λ sn [(2nu+ 1)Λ, λ] , z = −l sn2(uL, l), (4.1)

ãäå λ = δ2
n(l); çäåñü è äàëåå Λ, Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðà-

ëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé λ, λ′ =
√

1− λ2, ñîîòâåòñòâåííî. Òåì
ñàìûì äëÿ òî÷åê

uj := −l sn2

(
j

n
L, l

)
, j = 0, . . . , n− 1,

èìååì
Zn(uj, l) = (−1)jδn(l).

Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ z ∈ [−l, 0] |Zn(z, l)| ≤ δn(l). Èç òåîðåìû 2.1
ñëåäóåò, ÷òî Zn(z, l) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (2.1) äëÿ
îòðåçêà [−l, 0].

Çíà÷åíèå λ = δ2
n(l) ìîæåò áûòü òàêæå íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ

Λ′

Λ
= 2n

L′

L
. (4.2)

Â ñèëó òîãî, ÷òî
Λ′

Λ
ÿâëÿåòñÿ ïðè λ ∈ (0, 1) íåïðåðûâíîé è ìî-

íîòîííî óáûâàþùåé îò +∞ äî 0 ôóíêöèåé, óðàâíåíèå (4.2) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ l ∈ (0, 1). Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ δn(l) ïðè ôèêñèðîâàííîì n íåïðåðûâíà è ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò îò 0 äî 1 ïðè l ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ
δ ∈ (0, 1) óðàâíåíèå

δn(l) = δ (4.3)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïîëîæèì ∆1(l) :≡ 1, ∆n(l) := δn(l1), n > 1, ãäå l1 îïðåäåëÿåòñÿ

èç óðàâíåíèÿ

l1 sn2

(
n− 1

n
L1, l1

)
= l (4.4)

(L1 � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ l1).
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [5, ñòð. 212] äëÿ
ñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(4.4) åñòü íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ îò 0 äî 1 ôóíê-
öèÿ ïðè l ∈ (0, 1). Òåì ñàìûì óðàâíåíèå (4.4) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ïðè ëþáîì l ∈ (0, 1), ïðè÷åì l1 > l. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
δn(l) < ∆n(l) ïðè âñåõ n ≥ 1. Èç äàëüíåéøåãî áóäåò âèäíî, ÷òî
∆n(l) < δn−1(l) ïðè âñåõ n > 1.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü l, z0 ∈ (0, 1). Òîãäà ïðè δn(l) ≤ δ ≤ ∆n(l)
ìåòîä

f(z0) ≈ L0

nD
(1− z2

0)

√
z0

(l0 + z0)(1 + l0z0)
scn
(

2nt0D,
√

1− δ4
)

×
[
l0

2z0

f̃(0) +
n−1∑
j=1

(−1)j
(l0 + xj)(1 + l0xj)

(z0 − xj)(1− xjz0)
f̃(xj)

]
,

ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3), L0 è D � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå
èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé l0 è δ

2, ñîîòâåòñòâåííî,

scn(t, k) :=
sn(t, k) cn(t, k)

dn2(t, k)
, (4.5)

t0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

sn

(
L0t0,

√
1− l20

)
=

√
z0

l0 + z0

,

à

xj := −l0 sn2

(
j

n
L0, l0

)
, j = 0, . . . , n− 1, (4.6)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞
ïî çíà÷åíèÿì íà îòðåçêå [−l, 0], çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, è
äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(z0, [−l, 0], δ) = Zn(z0, lo).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Zn(z, l0), ãäå l0 � ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (4.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 1. Èç ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè δn(l) è òîãî, ÷òî ∆n(l) := δn(l1), ãäå l1 îïðåäåëåíî ðàâåí-
ñòâîì (4.4), ñëåäóþò íåðàâåíñòâà l ≤ l0 ≤ l1. Â ñèëó ìîíîòîííîãî
âîçðàñòàíèÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.4) è òîãî, ÷òî l0 ≤ l1, ïî-
ëó÷àåì xn−1 ≥ −l. Òåì ñàìûì íà îòðåçêå [−l, 0] èìååòñÿ n òî÷åê
x0, . . . , xn−1, â êîòîðûõ (ñì. ïðåäñòàâëåíèå (4.1)) âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâà

Zn(xj, l0) = (−1)jδ, j = 0, . . . , n− 1.

Êðîìå òîãî, |Zn(z, l0)| ≤ δ, z ∈ [−l, 0]. Ýòè óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì
îáðàçîì îñòàþòñÿ â ñèëå è ïðè n = 1. Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò
ýêñòðåìàëüíîñòü ôóíêöèè Zn(z, l0) â çàäà÷å (2.1) äëÿ E = [−l, 0], à
òàêæå òî, ÷òî x0, . . . , xn−1 � ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ âîñïîëü-
çóåìñÿ òåîðåìîé 2.2. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî

Z ′n(z, l0) = C

n−1∏
j=1

(z − xj)(1− xjz)

n∏
j=1

(1− zjz)2
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(çäåñü è äàëåå â ïîäîáíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðîèçâîäíàÿ âñåãäà áå-
ðåòñÿ ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé), ãäå zj � íóëè ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå
Zn(z, l0), à ÷åðåç C, C1 ìû îáîçíà÷àåì êîíñòàíòû, íåñóùåñòâåííûå
äëÿ äàëüíåéøåãî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè P (z), ó÷àñòâóþ-
ùåé â îïòèìàëüíîì ìåòîäå âîññòàíîâëåíèÿ èç òåîðåìû 2.2, èìååì

P (z) = C−1zZ ′n(z, l0).

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (4.1), ïîëó÷àåì

P (z) = C1 cn
(
(2nu+ 1), δ2

)
dn
(
(2nu+ 1), δ2

) sn(L0u, l0)

cn(L0u, l0) dn(L0u, l0)
,

z = −l0 sn2(L0u, l0),
(4.7)

à òàêæå ðàâåíñòâà

P ′(0) = C1(1− δ4)
2nD

l0L0

,

P ′(xj) = C1(1− δ4)(−1)j
nD

L0(l0 + xj)(1 + l0xj)
, j = 1, . . . , n− 1.

Ïðè z ∈ (0, 1), ïîëüçóÿñü âòîðûì ãëàâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðâîé
ñòåïåíè (ñì. [5, ñòð. 132, 282]), ïðåäñòàâëåíèå (4.7) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

P (z) = C1(1− δ4) scn
(

2ntD,
√

1− δ4
)√ z

(l0 + z)(1 + l0z)
,

ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

sn

(
L0t,

√
1− l20

)
=

√
z

l0 + z
.

Òåïåðü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 2.2. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè, ïîä êîòîðîé
áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

en(z0, E, δ) := inf
F⊂E

cardF≤n

e(z0, F, δ) (4.8)

è ìíîæåñòâà F , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.8), íà-
çûâàåìîì îïòèìàëüíûìè óçëàìè ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ äàííûõ n è
δ.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü l, z0 ∈ (0, 1) è E = [−l, 0]. Òîãäà
1) ïðè δm(l) ≤ δ < δm−1(l), m ≤ n,

en(z0, E, δ) = |B∗(z0)|,
ãäå B∗ ∈ Bm è ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â çàäà÷å (2.1).
Îïòèìàëüíûìè óçëàìè ýêñòðàïîëÿöèè ïðè δm(l) ≤ δ ≤ ∆m(l) ÿâ-
ëÿþòñÿ òî÷êè, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (4.6) äëÿ n = m, à ïðè
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∆m(l) < δ < δm−1(l) � m− 2 ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè B∗,
ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (−l, 0), à òàêæå òî÷êè −l è 0;

2) ïðè δ < δn(l) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en(z0, E, δ) = Zn(z0, l0),

ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3), à îïòèìàëüíûìè óçëàìè ýêñ-
òðàïîëÿöèè ÿâëÿþòñÿ óçëû (4.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
èç òåîðåì 4.1, 3.3 è 2.1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Ñíà÷àëà äîêà-
æåì ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà F = {z0

1 , . . . , z
0
n}, íà êîòîðîì äîñòè-

ãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.8). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ

ϕ(ζ) := sup
f∈BH∞

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)|

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïðè ζ := (z1, . . . , zn) ∈ [−l, 0]n. Ðàññìîò-
ðèì ζ1 := (z

(1)
1 , . . . , z

(1)
n ), ζ2 := (z

(2)
1 , . . . , z

(2)
n ) ∈ [−l, 0]n òàêèå, ÷òî

‖ζ1 − ζ2‖ln2 < εδ(1 − l). Ïóñòü f ∈ BH∞ è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì |f(z
(1)
j )| ≤ δ, j = 1, . . . , n. Èç èçâåñòíîé ôîðìóëû Êîøè

|f ′(z)| ≤ (1− l)−1 ïðè z ∈ [−l, 0]. Ñëåäîâàòåëüíî,

|f(z
(2)
j )| ≤ |f(z

(1)
j )|+ |f(z

(2)
j )− f(z

(1)
j )| ≤ δ + (1− l)−1‖ζ1 − ζ2‖ln2

≤ δ(1 + ε).

Ôóíêöèÿ g := (1+ε)−1f î÷åâèäíî ïðèíàäëåæèò êëàññó BH∞ è óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì |g(z

(2)
j )| ≤ δ, j = 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì,

|f(z0)| = (1 + ε)|g(z0)| ≤ (1 + ε)ϕ(ζ2).

Îòñþäà
ϕ(ζ1) ≤ (1 + ε)ϕ(ζ2) ≤ ϕ(ζ2) + ε.

Ïîñêîëüêó ζ1 è ζ2 ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

|ϕ(ζ1)− ϕ(ζ2)| ≤ ε,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ϕ.
Ïóñòü −l ≤ z1 ≤ . . . ≤ zn ≤ 0 � îïòèìàëüíûå óçëû ýêñòðàïîëÿ-

öèè. Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî â çàäà÷å î íàõîæäåíèè âåëè÷è-
íû ϕ(ζ), ζ := (z1, . . . , zn), ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íîðìèðîâàííàÿ
óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, èìååò âèä

f ∗(z) =
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 0), m ≤ n,

è ñóùåñòâóþò òî÷êè x1 < . . . < xm, xj ∈ {z1, . . . , zn}, òàêèå, ÷òî

f ∗(xj) = (−1)m+jδ, j = 1, . . . ,m.
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Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî f ∗(z) = g0(z, x1, . . . , xm), ãäå ôóíêöèÿ g0

îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (2.12), (2.13), â êîòî-
ðûõ gm(z) ≡ 1, δ(0)

j = (−1)m+jδ.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ (−1, 1) è òî÷êàõ ξ =

(u1, . . . , um), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå (x1, . . . , xm) ôóíêöèÿ
g0(z, u1, . . . , um) äèôôåðåíöèðóåìà è ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çà-
äà÷å î íàõîæäåíèè ϕ(ξ). Èç ýêñòðåìàëüíîñòè òî÷åê x1, . . . , xm ñëå-
äóåò, ÷òî â òî÷êå (z0, x1, . . . , xm)

∂g0

∂uj
= 0, j = 1, . . . ,m, (4.9)

ïðè −l < x1, xm < 0. Åñëè x1 = −l èëè xm = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàâåíñòâà èç (4.9) çàìåíÿþòñÿ íà íåðàâåíñòâà

∂g0

∂u1

≥ 0,
∂g0

∂um
≤ 0.

Èç ðàâåíñòâ g0(uj, u1, . . . , um) = (−1)m+jδ âûòåêàåò, ÷òî â òî÷êàõ
(uj, u1, . . . , um) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∂g0

∂z
+
∂g0

∂uj
= 0. (4.10)

Ïîëüçóÿñü ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2.12) ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî

∂g0

∂uj
= Φj(z, u1, . . . , um)Fj(u1, . . . , um)

∏
k 6=j

(z − uk),

ãäå Φj è Fj � íåêîòîðûå ôóíêöèè, ïðè÷åì Φj > 0, à Fj íå çàâèñÿò
îò z. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ (4.9) è (4.10), ïîëó÷àåì

f ∗′(xj) = 0, j = 1, . . . ,m,

ïðè −l < x1, xm < 0. Åñëè x1 = −l èëè xm = 0, òî âìåñòî ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàâåíñòâ èìååì

(−1)mf ∗′(x1) ≥ 0, f ∗′(xm) ≥ 0.

Ïðè z > xm f ∗(z) > δ, ïîýòîìó f ∗′(xm) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
xm = 0.

Ïîñêîëüêó f ∗(x1) = (−1)m+1δ, f ∗(−1) = (−1)m, à (−1)mf ∗′(x1) ≥
0, òî íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ (−1, x1], â êîòîðîé f ∗′(x0) = 0. Òàê êàê f ∗′

èìååò â êðóãå D ðîâíî m−1 íóëü, òî íà èíòåðâàëå (−1, 1) ôóíêöèÿ
f ∗ èìååò ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû òîëüêî â òî÷êàõ x0, x2, . . . , xm−1.
Îòñþäà |f ∗(z)| ≤ δ ïðè z ∈ [x1, 0], è ïî òåîðåìå 2.1 f ∗ � ðåøå-
íèå çàäà÷è Õåéíñà äëÿ îòðåçêà [x1, 0]. Ïðè x1 = −l è δ < δn(l)
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å Õåéíñà äëÿ îòðåçêà [−l, 0] èìååò
ïîðÿäîê áîëüøèé, ÷åì n. Ïîýòîìó x1 > −l, à òîãäà f ∗′(x1) = 0.
Â ýòîì ñëó÷àå f ∗ � íàèìåíåå óêëîíÿþùååñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå
[−l0, 0] ⊂ [−l, 0] ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà m ≤ n ñ óêëîíåíè-
åì δ, ò.å. f ∗(z) = Zm(z, l0), ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ δn(l) = δ.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî Zm(z0, l0) < Zn(z0, l0) ïðè m < n. Òåì ñàìûì
óòâåðæäåíèå 2) äîêàçàíî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðè âñåõ z0, δ ∈ (0, 1) è n ∈ N èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

en(z0, (−1, 0], δ) = Zn(z0, l0),

ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3), à îïòèìàëüíûìè óçëàìè ýêñ-
òðàïîëÿöèè ÿâëÿþòñÿ óçëû (4.6).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà
âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å ýêñòðàïîëÿöèè ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷å-
íèÿì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå (−1, 0].

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü z0 ∈ (0, 1). Òîãäà ïðè âñåõ 0 < δ < 1
ìåòîä

f(z0) ≈ S0Ĩf :=
π

2D′
1− z0√
z0

scn

(
2D′

π
arctg

√
z0,
√

1− δ4

)
×
[
f̃(0) +

∞∑
j=1

(−1)j
2z0(1 + xj)

2

(z0 − xj)(1− xjz0)
f̃(xj)

]
,

ãäå ôóíêöèÿ scn îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (4.5),

xj := − th2

(
j
πD

D′

)
, j = 0, 1, . . . ,

à D è D′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ
ìîäóëåé δ2 è

√
1− δ4, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞ ïî çíà÷åíèÿì íà ìíî-
æåñòâå (−1, 0], çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Äëÿ ïîãðåøíîñòè
îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(z0, (−1, 0], δ) = δ dn

(
2D′

π
arctg

√
z0,
√

1− δ4

)
. (4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷àëîñü â �6 ãë. II,ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèåé â çàäà÷å (2.1) äëÿ E = (−1, 0] (çàäà÷à Ìèþ) ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå

B0(z, δ2) :=
∞∏
j=1

z + α2
j

1 + α2
jz
, αj := th

(
(2j − 1)

πD

2D′

)
, (4.12)

êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

B0(z, δ2) = δ sn

(
2D′

π
v +D, δ2

)
, z = − th2 v. (4.13)

Åñëè z ∈ (0, 1), òî v = i arctg
√
z. Ïîëüçóÿñü âòîðûì ãëàâíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðâîé ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

B0(z, δ2) = δ dn−1

(
2D′

π
arctg

√
z,
√

1− δ4

)
,
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÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (4.11).
Ïîëîæèì

B2(z, δ2) :=
∞∏
j=1

z + a2
j

1 + a2
jz
, aj := th

(
j
πD

D′

)
. (4.14)

Ïîëîæèâ h := e−
πD
D′ è z = tg2 u, áóäåì èìåòü aj =

1− h2j

1 + h2j
è

B2(z, δ2) =
∞∏
j=1

1− 2h2j cos 2u+ h4j

1 + 2h2j cos 2u+ h4j
= δ ctg u

sn

(
2D′

π
u,
√

1− δ4

)
cn

(
2D′

π
u,
√

1− δ4

) .
Äëÿ u = iv ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîé
ñòåïåíè ïîëó÷àåì

B2(z, δ2) = δ cth v sn

(
2D′

π
v, δ2

)
, z = − th2 v. (4.15)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

h0(z, δ2) :=
∞∏
j=1

(
1 + α2

jz

1 + a2
jz

)2

. (4.16)

Àíàëîãè÷íî âûâîäó ñîîòíîøåíèÿ (4.15) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

h0(z, δ2) = ch2 v dn2

(
2D′

π
v, δ2

)
, z = − th2 v. (4.17)

Ïîëîæèì

ϕ0(z) :=
(1 + z)2

z

B0(z, δ2)h0(z, δ2)

B2(z, δ2)
.

Èç ïðåäñòàâëåíèé (4.13), (4.15) è (4.17), èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå
Ãàóññà, áóäåì èìåòü

ϕ0(z) = − 2

sh 2v

cn

(
2D′

π
v, δ2

)
dn

(
2D′

π
v, δ2

)
sn

(
2D′

π
v, δ2

)

= −2(1 + δ2)

sh 2v

cn

(
4Λ′

π
v, λ

)
sn

(
4Λ′

π
v, λ

) = −i2(1 + δ2)

sh 2v
dn

(
4Λ′

π
v + iΛ′, λ

)
,

ãäå λ = 2δ/(1+δ2), à Λ′ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî
ðîäà äëÿ ìîäóëÿ λ′ =

√
1− λ2. Ïóñòü z = eiθ, θ ∈ (−π, π). Òîãäà
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v ìîæíî âûáðàòü èç óñëîâèÿ th v = ei(θ+π)/2. Îòñþäà v = x + iπ/4,

ãäå x =
1

2
log

∣∣∣∣ctg
θ + π

4

∣∣∣∣. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ0(eiθ) =

2(1 + δ2)

ch 2x
dn

(
4Λ′

π
x, λ

)
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ïðè θ ∈ (−π, π)

0 < ϕ0(eiθ) ≤ 2(1 + δ2). (4.18)

Äëÿ f ∈ H∞ ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Jf :=
α

2π

∫ 2π

0

B0(eiθ, δ2)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå

ϕ(z) := ϕ0(z)
z

(z − z0)(1− z0z)
, α := z0

1− z0

1 + z0

B2(z, δ2)

h0(z, δ2)
.

Ïîñêîëüêó ïðè z = eiθ

z

(z − z0)(1− z0z)
> 0,

òî èç íåðàâåíñòâ (4.18) âûòåêàåò, ÷òî ϕ(eiθ) ∈ L1(0, 2π) è ϕ(eiθ) > 0
äëÿ ïî÷òè âñåõ θ ∈ [0, 2π]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Jf =
α

2π

∫
|z|=1

(1 + z2)h0(z, δ2)f(z)

zB2(z, δ2)(z − z0)(1− z0z)
dz. (4.19)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4.15) ïðè âñåõ j ≥ 1

|B2(−αj, δ2)| = δαj ≥ δα1.

Òåì ñàìûì ê èíòåãðàëó (4.19) ïðèìåíèìà ëåììà 6.2 ãë. II, èç êîòî-
ðîé ïîëó÷àåì

Jf = f(z0)− αh0(0, δ2)

z0B2(0, δ2)
f(0)

−
∞∑
j=1

α(1 + xj)
2h0(xj, δ

2)

xjB′2(xj, δ2)(z0 − xj)(1− xjz0)
f(xj). (4.20)

Ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèé (4.13), (4.15) è (4.17) íàõîäèì

B2(0, δ2) = δ
2D′

π
, h0(xj, δ

2) =
1

1 + xj
, j = 0, 1, . . . ,

B′2(xj, δ
2) = (−1)jδ

D′

π

1

xj(1 + xj)
, j = 1, 2, . . . .

Êðîìå òîãî, ïîëüçóÿñü âòîðûì ãëàâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðâîé
ñòåïåíè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

α = δ
√
z0(1− z0) scn

(
2D′

π
arctg

√
z0,
√

1− δ4

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4.20) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Jf = f(z0)− S0If. (4.21)

Ïîñêîëüêó
B0(xj, δ

2) = (−1)jδ, j = 0, 1, . . . ,

òî S0IB0 = δ‖S0‖. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 5.3 ãë. I çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî áûëî áû íå
ïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì Õåéíñà [97] îá ýêñòðåìàëüíîñòè ôóíê-
öèè B0 â çàäà÷å Ìèþ, òàê êàê ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëå äîêàçàòåëü-
ñòâà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4.21) àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò
èç òåîðåìû 5.3 ãë. I.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè,
ïîä êîòîðîé ìû ïîíèìàåì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

en(E, δ) := inf
F⊂E

cardF≤n

sup
z0∈E

e(z0, F, δ) (4.22)

è ìíîæåñòâà F0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (4.22).
Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F0 íàçîâåì îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïî-
ëÿöèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (4.22) äëÿ E = [α, β] ⊂ (−1, 1) è
0 < δ < 1. Äëÿ òî÷åê u, v ∈ D îïðåäåëèì ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå
ðàññòîÿíèå ôîðìóëîé

ρ(u, v) :=

∣∣∣∣ u− v1− uv

∣∣∣∣ .
Åñëè W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå êðóãà D,
òî en(E, δ) = en(W (E), δ). Ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå êðóãà D, ïåðåâîäÿùåå îòðåçîê [α, β] â ñèììåòðè÷íûé îòðåçîê
[−k, k]. Ïîñêîëüêó ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå íå ìåíÿåòñÿ
ïðè êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè êðóãà, òî

ρ(α, β) = ρ(−k, k) =
2k

1 + k2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
en([α, β], δ) = en([−k, k], δ), (4.23)

ãäå

k =
ρ(α, β)

1 +
√

1− ρ2(α, β)
.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà en([α, β], δ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ n è δ çà-
âèñèò ëèøü îò ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ρ(α, β).

Ïîëîæèì äëÿ ζ := (x1, . . . , xn)

ϕ(z0, ζ) := e(z0, {x1, . . . , xn}, δ), Ψ(ζ) := sup
z0∈[α,β]

ϕ(z0, ζ).
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Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 4.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ‖ζ1− ζ2‖ln2 < εδ (1−max{|α|, |β|})
äëÿ âñåõ z0 ∈ [α, β] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ϕ(z0, ζ1)− ϕ(z0, ζ2)| ≤ ε.

Ïóñòü Ψ(ζ1) = ϕ(z0, ζ1). Òîãäà

Ψ(ζ1)−Ψ(ζ2) ≤ ϕ(z0, ζ1)− ϕ(z0, ζ2) ≤ ε.

Ïîñêîëüêó ζ1 è ζ2 ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

|Ψ(ζ1)−Ψ(ζ2)| ≤ ε,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Ψ(ζ) ïðè ζ ∈ [α, β]n.
Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ óçëîâ èíòåðïîëÿ-
öèè.

Ïðè n ≥ 2 ïîëîæèì

e∗n([α, β], δ) := inf
F⊂[α,β]

cardF≤n
α,β∈F

sup
z0∈[α,β]

e(z0, F, δ).

Ëåììà 4.1. Ïóñòü 0 < δ < 1 è ρ(α1, β1) > ρ(α, β). Òîãäà èìå-
þò ìåñòî íåðàâåíñòâà

en([α1, β1], δ) > en([α, β], δ), (4.24)

e∗n([α1, β1], δ) > e∗n([α, β], δ). (4.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (4.24). Â ñèëó ðà-
âåíñòâà (4.23) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

en([−k1, k1], δ) > en([−k, k], δ)

ïðè k1 > k. Ïóñòü u1, . . . , un � îïòèìàëüíûå óçëû èíòåðïîëÿöèè
äëÿ çàäà÷è (4.22) ïðè E = [−k1, k1], à òî÷êà u0 ∈ E òàêîâà, ÷òî

e(u0, {u1, . . . , un}, δ) = en([−k1, k1], δ).

Ðàññìîòðèì òî÷êè zj :=
k

k1

uj, j = 0, . . . , n. Î÷åâèäíî, ÷òî zj ∈
[−k, k]. Ïóñòü f ∗ � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å î íàõîæäå-
íèè âåëè÷èíû e(z0, {z1, . . . , zn}, δ). Òîãäà |f ∗(zj)| ≤ δ, j = 1, . . . , n,
è |f ∗(z0)| ≥ en([−k, k], δ). Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ g(z) :=

f ∗
(
k

k1

z

)
. Çàìåòèì, ÷òî g(uj) = f ∗(zj), j = 0, . . . , n, êðîìå òîãî, g

íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå, ò.ê. òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ f ∗. Òåì
ñàìûì

en([−k1, k1], δ) = e(u0, {u1, . . . , un}, δ) > g(u0) ≥ en([−k, k], δ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.25). Ëåììà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü [α, β] ⊂ (−1, 1). Ïîëîæèì a := arthα,
b := arth β, d := b− a. Òîãäà ïðè âñåõ n ≥ 2 è

th d th
n− 2

n− 1
d

1 +

√
1− th2 d th2 n− 2

n− 1
d

≤ δ < 1 (4.26)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e∗n([α, β], δ) =

th2 d

2(n− 1)
+ δ

1 + δ th2 d

2(n− 1)

, (4.27)

à åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿþò-
ñÿ óçëû

z0
j := th

[
a+ b

2
− (n+ 1− 2j)

d

2(n− 1)

]
, j = 1, . . . , n. (4.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óçëû (4.28) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà
îòðåçêå [α, β] îòíîñèòåëüíî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ,
ò.å.

ρ(z0
j , z

0
j+1) = th

d

n− 1
, j = 1, . . . , n− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óçëîâ α = z1 ≤ . . . ≤ zn = β
íàéäóòñÿ óçëû zk, zk+1, äëÿ êîòîðûõ

ρ(zk, zk+1) ≥ th
d

n− 1
. (4.29)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(z) :=
δ −W (z)

1− δW (z)
, (4.30)

ãäå

W (z) :=
k+1∏
j=k

z − zj
1− zjz

.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè z ∈ [zk, zk+1]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) = ϕ(z).

Ïîñêîëüêó ϕ � ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå âòîðîãî ïîðÿäêà, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ ϕ(zj) = δ, j = k, k + 1, òî äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ |ϕ(zj)| ≤ δ, j = 1, . . . , n (ñì. òåî-
ðåìó 2.1). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè ϕ íà îòðåçêàõ [α, zk],
[zk+1, β] äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕ(α) ≥ −δ è ϕ(β) ≥ −δ. Èìååì

ϕ(α) =
δ −W (α)

1− δW (α)
=

δ − ρ(α, zk)ρ(α, zk+1)

1− δρ(α, zk)ρ(α, zk+1)
.
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Òàê êàê ρ(α, zk+1) ≤ th d, à

ρ(α, zk) =
ρ(α, zk+1)− ρ(zk, zk+1)

1− ρ(zk, zk+1)ρ(α, zk+1)
≤

th d− th
d

n− 1

1− th
d

n− 1
th d

= th
n− 2

n− 1
d,

òî

ϕ(α) ≥
δ − th d th

n− 2

n− 1
d

1− δ th d th
n− 2

n− 1
d
.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (4.26), ïîëó÷àåì ϕ(α) ≥ −δ. Àíàëîãè÷íî äîêà-
çûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî ϕ(β) ≥ −δ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

sup
z∈[zk,zk+1]

ϕ(z) =
ρ2 + δ

1 + δρ2
,

ãäå

ρ :=
ρ(zk, zk+1)

1 +
√

1− ρ2(zk, zk+1)
= th

arth ρ(zk, zk+1)

2
.

Â ñèëó (4.29) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

sup
z∈[α,β]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) ≥ sup
z∈[zk,zk+1]

ϕ(z) ≥
th2 d

2(n− 1)
+ δ

1 + δ th2 d

2(n− 1)

,

(4.31)
êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà (äëÿ âñåõ k) ïðè zj = z0

j , j =
1, . . . , n. Òåì ñàìûì äîêàçàíî ðàâåíñòâî (4.27) è îïòèìàëüíîñòü
óçëîâ (4.28). Åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíûõ óçëîâ ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî äëÿ óçëîâ, îòëè÷íûõ îò (4.28), íàéäóòñÿ òî÷êè zk, zk+1, äëÿ êî-
òîðûõ íåðàâåíñòâî (4.29), à ñëåäîâàòåëüíî, è âòîðîå èç íåðàâåíñòâ
(4.31) ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4.5. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 4.4 ïóñòü θn óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

θn + 2 arth th2 θn
2(n− 1)

= d. (4.32)

Òîãäà ïðè âñåõ th
θn
2
≤ δ < 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en([α, β], δ) =

th2 θn
2(n− 1)

+ δ

1 + δ th2 θn
2(n− 1)

, (4.33)



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÝÊÑÒÐÀÏÎËßÖÈß È ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß 216

à åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíûìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿþò-
ñÿ óçëû

z0
j := th

[
a+ b

2
− (n+ 1− 2j)

θn
2(n− 1)

]
, j = 1, . . . , n. (4.34)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðè θn ∈
[0,+∞) ëåâàÿ ÷àñòü (4.32) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî +∞.
Òåì ñàìûì óðàâíåíèå (4.32) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïóñòü
α ≤ z1 ≤ . . . ≤ zn ≤ β � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà óçëîâ. Äîêàæåì,
÷òî ïðè

ρ(z1, zn) ≤ 2δ

1 + δ2
(4.35)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
z∈[α,z1]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) =
ρ(α, z1) + δ

1 + δρ(α, z1)
. (4.36)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì (4.30), â
êîòîðîì

W (z) :=
z − z1

1− z1z
.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ϕ ïðè z ∈ [z1, zn] èìååì

δ ≥ ϕ(z) ≥ ϕ(zn) =
δ − ρ(z1, zn)

1− δρ(z1, zn)
≥ −δ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè z ∈ [α, z1]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) = ϕ(z).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò (4.36). Àíà-
ëîãè÷íî ïðè óñëîâèè (4.35) äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

sup
z∈[zn,β]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) =
ρ(zn, β) + δ

1 + δρ(zn, β)
. (4.37)

Èç òåîðåìû 4.4 ïîëó÷àåì, ÷òî

e∗n([z0
1 , z

0
n], δ) = sup

z∈[z0
1 ,z

0
n]

e(z, {z0
1 , . . . , z

0
n}, δ) = R, (4.38)

ãäå ÷åðåç R äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà (4.33). Â ñèëó ðàâåíñòâ (4.34) è (4.32) èìååì

ρ(α, z0
1) = ρ(z0

n, β) = th
d− θn

2
= th2 θn

2(n− 1)
. (4.39)

Ïîñêîëüêó ρ(z0
1 , z

0
n) = th θn, òî íåðàâåíñòâî (4.35) âûïîëíåíî âñëåä-

ñòâèå óñëîâèÿ th
θn
2
≤ δ. Ïîýòîìó èç (4.36)�(4.38) ñëåäóåò, ÷òî

sup
z∈[α,β]

e(z, {z0
1 , . . . , z

0
n}, δ) = R. (4.40)
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó óçëîâ α ≤ z1 ≤ . . . ≤ zn ≤ β,
îòëè÷íóþ îò z0

1 , . . . , z
0
n. Åñëè ρ(z1, zn) > ρ(z0

1 , z
0
n) = th θn, òî èç

ëåììû 4.1

e∗n([z1, zn], δ) > e∗n([z0
1 , z

0
n], δ).

Îòñþäà è èç (4.38)

sup
z∈[α,β]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) > R. (4.41)

Åñëè

zj = z0
j , j = 1, n, (4.42)

òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ óçëîâ äëÿ âåëè÷èíû
e∗n([z0

1 , z
0
n], δ), äîêàçàííîé â òåîðåìå 4.4, íåðàâåíñòâî (4.41) ïî-

ïðåæíåìó âûïîëíåíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ(z1, zn) ≤ th θn è õîòÿ áû îäíî èç ðàâåíñòâ

(4.42) íå âûïîëíåíî. Òîãäà ëèáî ρ(α, z1) > ρ(α, z0
1), ëèáî ρ(zn, β) >

ρ(z0
n, β). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ρ(α, z1) > ρ(α, z0

1). Óñëîâèå
ρ(z1, zn) ≤ th θn ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4.35). Ïîýòîìó
èç (4.36) è (4.39) áóäåì èìåòü

sup
z∈[α,z1]

e(z, {z1, . . . , zn}, δ) > R.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4.41). Ñëó÷àé ρ(zn, β) > ρ(z0
n, β) ðàç-

áèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ óçëîâ, îòëè÷íûõ
îò z0

1 , . . . , z
0
n, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (4.41), èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì

(4.40) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4.33), à òàêæå åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëü-
íûõ óçëîâ (4.34). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè

ρ(α, β)

1 +
√

1− ρ2(α, β)
≤ δ < 1

óñëîâèå òåîðåì 4.4 è 4.5 âûïîëíåíû ïðè ëþáîì n ≥ 2. Èç ôîðìóë
(4.27) è (4.33) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

e∗n+1([α, β], δ) = δ +
(1− δ2)d2

4n2
− (1− δ2)(2 + 3δ)d4

48n4
+O

(
1

n6

)
,

en+1([α, β], δ) = δ +
(1− δ2)d2

4n2
− (1− δ2)(12 + 2δ + 3δd)d3

48n4

+O

(
1

n6

)
,

ãäå d := arth ρ(α, β).
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�5. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åííûõ

àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî íåòî÷íûì

äàííûì

Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè
Ω ⊂ C, è E ⊂ Ω. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
çíà÷åíèÿ f (k)(z0) äëÿ f ∈ W è z0 ∈ Ω ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f ,
çàäàííûì íà ìíîæåñòâå E ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà
C(E). Ïîëîæèì

e(k)(z0, E, δ,W ) := inf
S : C(E)→C

sup
f∈W

sup
y∈C(E)

‖f−y‖C(E)≤δ

|f (k)(z0)− S(y)|. (5.1)

Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (5.1) áóäåì íàçû-
âàòü îïòèìàëüíûì.

Èç òåîðåìû 4.2 ãë. I ñëåäóåò, ÷òî åñëè W � âûïóêëûé óðàâíî-
âåøåííûé êëàññ ôóíêöèé, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(k)(z0, E, δ,W ) = sup
f∈W

|f(z)|≤δ, z∈E

|f (k)(z0)| (5.2)

(ïðè k = 0 è W = BH∞ ýòî ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ ðàâåíñòâîì
(2.1)).

Ïîëîæèì

B3(z, δ2) := zB2(−z2, δ2) = z
∞∏
j=1

a2
j − z2

1− a2
jz

2
,

ãäå B2 è aj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4.14).

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ âñåõ 0 < δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) ìåòîä

f ′(z0) ≈ S1(z0, δ)Ĩf

:=
2π

D′(1− δ4)(1− z2
0)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πD

D′

) f̃(zj),

ãäå

zj =

th

(
(2j − 1)

πD

2D′

)
+ z0

1 + z0 th

(
(2j − 1)

πD

2D′

) ,
D è D′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-
äóëåé δ2 è

√
1− δ4, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìå-

òîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞ ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì íà

ìíîæåñòâå (−1, 1) ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Ôóíêöèÿ B3

(
z − z0

1− z0z
, δ2

)
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� ýêñòðåìàëüíàÿ è

e′(z0, (−1, 1), δ, BH∞) =
2δD′

π(1− z2
0)

=
4

π(1− z2
0)
δ log

2

δ
+O

(
δ5 log

2

δ

)
.

(5.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì (ñì. �6 ãë. II), ÷òî

B1(z, δ2) := B0(−z2, δ2) =
∞∏
j=1

α2
j − z2

1− α2
jz

2
,

ãäå B0 è αj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4.12). Ïîëîæèì

h1(z, δ2) := h−1
0 (−z2, δ2),

ϕ(z) :=
B3(z, δ2)h1(z, δ2)

zB1(z, δ2)
, (5.4)

ãäå h0 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (4.16). Èç ïðåäñòàâëåíèé (4.15),
(4.13) è (4.17) áóäåì èìåòü

B3(z, δ2) = δ sn

(
2D′

π
arth z, δ2

)
,

B1(z, δ2) = δ sn

(
2D′

π
arth z +D, δ2

)
, (5.5)

h1(z, δ2) = (1− z2) dn−2

(
2D′

π
arth z, δ2

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(z) =
1− z2

z

sn

(
2D′

π
arth z, δ2

)
cn

(
2D′

π
arth z, δ2

)
dn

(
2D′

π
arth z, δ2

) .
Ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàóññà, ïîëó÷àåì

ϕ(z) =
1− z2

z

1

1 + δ2

sn

(
4Λ′

π
arth z, λ

)
cn

(
4Λ′

π
arth z, λ

)
= −1− z2

z

1

1 + δ2

i

dn

(
4Λ′

π
arth z + iΛ′, λ

) ,
ãäå λ = 2δ/(1+δ2), à Λ′ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî
ðîäà äëÿ ìîäóëÿ λ′ =

√
1− λ2. Åñëè z = eiθ, θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π), òî
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arth z = x+ i
π

4
sign sin θ, ãäå x =

1

2
ln
∣∣∣ctg

θ

2

∣∣∣. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ(eiθ) =

2

1 + δ2

| sin θ|

dn

(
4Λ′

π
x, λ

) .
Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ y ∈ R 1 ≤ dn(y, λ) ≥ λ′ = (1 − δ2)/(1 + δ2),
òî ïî÷òè äëÿ âñåõ θ ∈ [0, 2π] ϕ(eiθ) > 0 è ϕ(eiθ) ∈ L1[0, 2π]. Äëÿ
f ∈ H∞ ïîëîæèì

Jf :=
δ

2π

∫ 2π

0

B0(eiθ, δ2)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Jf =
δ

2πi

∫
|z|=1

h1(z, δ2)f(z)

B1(z, δ2)

dz

z2
. (5.6)

Â ñèëó (5.5) äëÿ aj := th

(
j
πD

D′

)
B1(aj, δ

2) = (−1)jδ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ê èíòåãðàëó (5.6) ïðèìåíèìà ëåììà 6.1 ãë. II, èç
êîòîðîé íàõîäèì

Jf = f ′(0) + δ
∞∑

j=−∞

h1(αj, δ
2)

B′1(αj, δ2)α2
j

f(αj).

Èç ðàâåíñòâ (5.5) èìååì

B′1(αj, δ
2) = (−1)jδ

2D′

π(1− α2
j )
, h1(αj, δ

2) =
1− α2

j

1− δ4
.

Òåì ñàìûì
Jf = f ′(0)− S1(0, δ)If.

Êðîìå òîãî,
S1(0, δ)If = δ‖S1(0, δ)‖.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.3 ãë. I, ïîëó÷èì îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà S1(0, δ)
äëÿ z0 = 0 è ýêñòðåìàëüíîñòü ôóíêöèè B3(z, δ2). Îòñþäà

e′(0, (−1, 1), δ, BH∞) = B′3(0, δ2) = δ
2D′

π
.

Èç ðàâåíñòâà

D′ = log
4

δ2
+O

(
δ4 log

4

δ2

)
âûòåêàþò ðàâåíñòâà (5.3) ïðè z0 = 0. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî z0 ∈
(−1, 1) óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ êðóãà D

w(z) :=
z + z0

1 + z0z
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è ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèé g(z) = f(w(z)), äëÿ êîòîðûõ g′(0) = (1−
z2

0)f ′(z0). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Êîíôîðìíî îòîáðàæàÿ ïîëîñó DH (ñì. (2.6.7)) íà åäèíè÷íûé
êðóã, èç òåîðåìû 5.1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïðè âñåõ 0 < δ < 1 è z0 ∈ R ìåòîä

f ′(z0) ≈ SH1 (z0, δ)Ĩf

:=
π2

2HD′(1− δ4)

∞∑
j=−∞

(−1)j+1

sh2

(
(2j − 1)

πD

D′

) f̃ (z0 + (2j − 1)
2HD

D′

)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
BH∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì íà R, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ôóíê-

öèÿ δ sn

(
D′

2H
(z − z0), δ2

)
� ýêñòðåìàëüíàÿ è

e′(z0,R, BH∞(DH)) =
δD′

2H
=

1

H
log

2

δ
+O

(
δ5 log

2

δ

)
. (5.7)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (5.2) èç (5.7) ïîëó÷àåì òî÷íîå íåðàâåíñòâî
êîëìîãîðîâñêîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé f ∈ H∞(DH)

‖f ′‖C(R) ≤
1

2H
‖f‖C(R)‖f‖2

H∞(DH)

×
∫ π/2

0

(
‖f‖4

H∞(DH) cos2 t+ ‖f‖4
C(R) sin2 t

)−1/2
dt.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ êëàññà
Bh∞.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ âñåõ 0 < δ < 1 è z0 ∈ (−1, 1) ìåòîä

u′(z0) ≈ cos−2 π

4
δS1

(
z0, tg

π

4
δ
)
Ĩu

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞
ïî çíà÷åíèÿì íà (−1, 1), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ôóíêöèÿ

4

π
Re arctgB3

(
z − z0

1− z0z
, tg2 π

4
δ

)
� ýêñòðåìàëüíàÿ è

e′(z0, (−1, 1), δ, Bh∞) =
8 tg

π

4
δ

π2(1− z2
0)
D′0 =

4

π(1− z2
0)
δ log

8

πδ

+O

(
δ3 log

8

πδ

)
,
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ãäå D′0 � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ√
1− tg4 π

4
δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ f ∈ H2 ïîëîæèì

Jf :=
∆

2πi

∫
|z|=1

h1(z,∆2)(1 +B2
3(z,∆2))

B1(z,∆2)z2
f(z) dz,

ãäå ∆ := tg
π

4
δ. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûì â äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1, ïîëó÷àåì

Jf = f ′(0)− (1 + ∆2)S1(0,∆)If. (5.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Jf =
∆

2πi

∫
|z|=1

2(ReB3(z,∆2))ϕ(z)f(z)
dz

z
,

ãäå ϕ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (5.4). Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ â
D ôóíêöèþ

u0(z) :=
4

π
Re arctgB3(z,∆2).

Â ñèëó òîãî, ÷òî u0(eiθ) = sign ReB3(eiθ,∆2) ïðè θ ∈ (0, π)∪ (π, 2π),
èìååì

Jf =
∆

2π

∫ 2π

0

u0(eiθ)ψ(eiθ)f(eiθ) dθ, (5.9)

ãäå ψ(z) := 2|ReB3(z,∆2)|ϕ(z). Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ϕ âûòåêàåò,
÷òî ψ(eiθ) > 0 ïî÷òè âñþäó è ψ(eiθ) ∈ L1[0, 2π]. Âçÿâ âåùåñòâåííûå
÷àñòè îò ðàâåíñòâ (5.8), (5.9) è îáîçíà÷èâ ÷åðåç u := Re f , ïîëó÷àåì

u′(0)− (1 + ∆2)S1(0,∆)Iu =
∆

2π

∫ 2π

0

u0(eiθ)ψ(eiθ)f(eiθ) dθ. (5.10)

Åñëè u ∈ h∞ ⊂ h2, òî ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ v ∈ h2 (ñì. [15,
ñòð. 380]) è, ñëåäîâàòåëüíî, u + iv ∈ H2. Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî
(5.10) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ u ∈ h∞. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 5.3
ãë. I îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî S1(0,∆)Iu0 = δ‖S1(0,∆)‖, òàê êàê
u0(αj) = (−1)j+1δ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè x = 0 ìåòîä

(1 + ∆2)S1(0,∆) = cos−2 π

4
δS1

(
0, tg

π

4
δ
)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ôóíêöèÿ u0 � ýêñòðåìàëüíàÿ è

e′(0, (−1, 1), δ, Bh∞) = u′0(0) =
8∆

π2
D′0.

Ïåðåõîä ê ïðîèçâîëüíîìó z0 ∈ (−1, 1) îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ñîîòâåòñòâóþùåìó ïåðåõîäó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà. �
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Ñëåäñòâèå 5.2. Ïðè âñåõ 0 < δ < 1 è z0 ∈ R ìåòîä

u′(z0) ≈ cos−2 π

4
δSH1

(
z0, tg

π

4
δ
)
Ĩu

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
Bh∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì íà R, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ôóíê-
öèÿ

4

π
Re arctg

(
tg
π

4
δ sn

(
D′0
2H

(z − z0), tg2 π

4
δ

))
� ýêñòðåìàëüíàÿ è

e′(z0,R, δ, Bh∞(DH)) =
2 tg

π

4
δ

πH
D′0 =

1

H
δ log

8

πδ
+O

(
δ3 log

8

πδ

)
.

Èç ñëåäñòâèÿ 5.2 âûòåêàåò òî÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèé u ∈ Bh∞(DH)

‖u′‖C(R) ≤
2

πH
‖u‖h∞(DH)

∫ π/2

0

(
ctg2Ru cos2 t+ tg2Ru sin2 t

)−1/2
dt,

ãäå

Ru :=
π

4

‖u‖C(R)

‖u‖h∞(DH)

.

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çäåñü ñóùåñòâóåò íåêî-
òîðîå çíà÷åíèå δ0 ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé ôóíêöèè êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êà-
êîìó èç ìíîæåñòâ (0, δ0] èëè (δ0, 1) ïðèíàäëåæèò âåëè÷èíà ïîãðåø-
íîñòè çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ δ.

Ïîëîæè

C(δ) :=
8

3

[
1− 5δ4

2

(
D′

π

)2

− 1

]
.

Èç ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ D′ ïðè δ ∈ (0, 1) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå
C(δ) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå δ0 ∈ (0, 1) (δ0 = 0, 2145 . . .),
ïðè÷åì C(δ) > 0 ïðè δ ∈ (0, δ0) è C(δ) < 0 ïðè δ ∈ (δ0, 1).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) :=
4

sh2

(
πD

D′
x

)
×
[
1− D′

2π
sh

(
2πD

D′
x

)
cn(Dx, δ2)(1 + δ4 sn2(Dx, δ2))

sn(Dx, δ2) dn(Dx, δ2)

]
.
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Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèÿìè

shx =x+
x3

6
+O(x5), sn(x, k) = x− 1 + k2

6
x3 +O(x5),

cnx =1− x2

2
+O(x4), dn(x, k) = 1− k2x

2

2
+O(x4),

ïîëó÷àåì

F (x) = C(δ) +O(x2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè δ ∈ (δ0, 1) F (0) < 0. Ïîñêîëüêó F (1) =

4 sh−2

(
πD

D′

)
> 0, òî ïðè ëþáîì δ ∈ (δ0, 1) ñóùåñòâóåò γ ∈ (0, 1),

äëÿ êîòîðîãî F (γ) = 0.

Òåîðåìà 5.3. Ïðè âñåõ 0 < δ < 1 ìåòîä f ′′(0) ≈ S2(δ)Ĩf , ãäå
ïðè 0 < δ ≤ δ0

S2(δ)Ĩf := −C(δ)f̃(0) + 8
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD

D′

) f̃ (th

(
j
πD

D′

))
,

à ïðè δ0 < δ < 1

S2(δ)Ĩf :=
4π

D′

ch3

(
γ
πD

D′

)
sn(Dγ, δ2)

th

(
γ
πD

2D′

)
dn2(Dγ, δ2)

×
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD

D′

)
sh2

(
(2j − γ)

πD

D′

)
sh2

(
(2j + γ)

πD

D′

) f̃(xj),

xj :=

√
th

(
(2j − γ)

πD

2D′

)
th

(
(2j + γ)

πD

2D′

)
sign j,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞
ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå (−1, 1) ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.
Ôóíêöèÿ

f ∗(z) = −B0

(
− z2 + a2

1 + a2z2
, δ2

)
,

ãäå

a :=

0, 0 < δ ≤ δ0,

th

(
γ
πD

2D′

)
, δ0 < δ < 1,
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ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

e′′(0, (−1, 1), δ, BH∞) =


δ(1− δ4)

(
2D′

π

)2

, 0 < δ ≤ δ0,

4D′

π

δ(1− δ4) sn(Dγ, δ2)

th

(
γ
πD

D′

)
dn(Dγ, δ2)

, δ0 < δ < 1.

(5.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ f ∈ H∞ ïîëîæèì

Jf :=
α

2πi

∫
|z|=1

ψ(z)f(z)
dz

z3
, (5.12)

ãäå

α :=


δ

4D′

π
, 0 < δ ≤ δ0,

δ
4 sn(Dγ, δ2)

sh

(
γ
πD

D′

)
dn2(Dγ, δ2)

, δ0 < δ < 1,

ψ(z) := (1− z2)2h0

(
− z2 + a2

1 + a2z2
, δ2

)
B−1

2

(
− z2 + a2

1 + a2z2
, δ2

)
.

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó (5.12) ëåììó 6.1 ãë. II, áóäåì èìåòü

Jf =
α

2
(ψ(0)f ′′(0) + 2ψ′(0)f ′(0)) + ψ′′(0)f(0))

− α

2

∞∑
j=−∞
j 6=0

(1− x2
j)

2(1 + a2x2
j)

2h0(−a2
j , δ

2)

x4
j(1− a4)B′2(−a2

j , δ
2)

f(xj),

ãäå

xj :=

√
a2
j − a2

1− a2a2
j

sign j.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè δ0 < δ < 1 xj ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëåíèåì,
äàííûì â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, à ïðè 0 < δ ≤ δ0 xj = aj. Èç
ïðåäñòàâëåíèé (4.15) è (4.17) íàõîäèì

h0(−a2
j , δ

2) =
1

1− a2
j

, B′2(−a2
j , δ

2) = (−1)j+1δ
D′

π

1

a2
j(1− a2

j)
,

ψ(z) =

(1− z2)(1 + a2z2) dn2

(
2D′

π
v, δ2

)
th v

δ(1− a2) sn

(
2D′

π
v, δ2

) ,
z2 + a2

1 + a2z2
= th2 v.
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Îòñþäà ψ(0) = 2α−1, ψ′(0) = 0,
α

2
ψ′′(0) = C(δ) ïðè 0 < δ ≤ δ0

è
α

2
ψ′′(0) = F (γ) = 0 ïðè δ0 < δ < 1. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

Jf = f ′′(0)− S2(δ)If.

Èíòåãðàë (5.12) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

Jf =
α

2πi

∫ 2π

0

f ∗(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå

ϕ(z) :=
ψ(z)f ∗(z)

z2
.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕ0(z) :=
(1 + z)2

z

B0(z, δ2)h0(z, δ2)

B2(z, δ2)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: ϕ0(eiθ) ∈ L1(0, 2π) è ïî÷òè âñþäó
ϕ0(eiθ) > 0. Â ñèëó ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà

ϕ(z) =
(z2 + a2)(1 + a2z2)

(1− a2)2z2
ϕ0

(
− z2 + a2

1 + a2z2

)
è òîãî, ÷òî ïðè âñåõ |z| = 1

(z2 + a2)(1 + a2z2)

z2
> 0,

ôóíêöèÿ ϕ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè. ×òîáû âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ òåîðåìîé 5.3 ãë. I, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî S2(δ)If ∗ =
δ‖S2(δ)‖, êîòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

B0(−a2
j , δ

2) = (−1)jδ.

Ñîîòíîøåíèÿ (5.11) ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ýêñòðåìàëü-
íîé ôóíêöèè f ∗. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 5.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.3 ïðè âñåõ 0 < δ < 1 è
z0 ∈ R ìåòîä f ′′(z0) ≈ SH2 (z0, δ)Ĩf , ãäå ïðè 0 < δ ≤ δ0

SH2 (z0, δ)Ĩf := − π2

16H2
C(δ)f̃(z0)

+
π2

2H2

∞∑
j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD

D′

) f̃ (z0 + j
4HD

D′

)
,
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à ïðè δ0 < δ < 1

SH2 (z0, δ)Ĩf :=
π3

4H2D′

ch3

(
γ
πD

D′

)
sn(Dγ, δ2)

th

(
γ
πD

2D′

)
dn2(Dγ, δ2)

∞∑
j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

×
sh2

(
2j
πD

D′

)
sh2

(
(2j − γ)

πD

D′

)
sh2

(
(2j + γ)

πD

D′

) f̃ (z0 +
4H

π
arthxj

)
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
BH∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì íà R, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Ôóíê-

öèÿ −B0

(
− ξ2 + a2

1 + a2ξ2
, δ2

)
, ãäå ξ := th

( π

4H
(z − z0)

)
, ÿâëÿåòñÿ ýêñ-

òðåìàëüíîé è

e′′(z0,R, δ, BH∞(DH)) =
π2

16H2
e′′(0, (−1, 1), δ, BH∞).

Ïîñòðîèì òåïåðü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ âòîðîé
ïðîèçâîäíîé â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ êëàññà Bh∞.

Ïîëîæèì

C1(∆) :=
8

3

[
1− 6∆2 + ∆4

2

(
D′1
π

)2

− 1

]
(÷åðåç D1 è D′1 áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðà-
ëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé ∆ è ∆′ =

√
1−∆2, ñîîòâåòñòâåí-

íî). Â ñèëó ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ∆′ ïðè ∆ ∈ (0, 1) ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ∆1 ∈ (0, 1) óðàâíåíèÿ C1(∆) = 0
(∆1 = 0.1726 . . .). Ïðè ∆ ∈ (0,∆1) C1(∆) > 0, à ïðè ∆ ∈ (∆1, 1)

C1(∆) < 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ1 :=
4

π
arctg ∆1 = 0.2176 . . ..

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F1(x) :=
4

sh2

(
πD1

D′1
x

) [1− D′1
2π

sh

(
2πD1

D′1
x

)
1 + ∆4 sn2(D1x,∆

2)

1−∆4 sn2(D1x,∆2)

×cn(D1x,∆
2) dn(D1x,∆

2)

sn(D1x,∆2)

]
.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ôóíêöèè F , ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî

F1(x) = C1(∆) +O(x2)

è ñóùåñòâóåò γ1 ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî F1(γ1) = 0.
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Òåîðåìà 5.4. Ïîëîæèì ∆ := tg
π

4
δ,

a :=

0, 0 < δ ≤ δ1,

th

(
γ1
πD1

2D′1

)
, δ1 < δ < 1,

xj :=

√
th

(
(2j − γ1)

πD1

2D′1

)
th

(
(2j + γ1)

πD1

2D′1

)
sign j.

Òîãäà ïðè âñåõ 0 < δ < 1 ìåòîä u′′(0) ≈ s2(δ)Ĩu, ãäå ïðè 0 < δ ≤ δ1

s2(δ)Ĩf := −C1(∆)ũ(0) + 8
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD1

D′1

) ũ(th

(
j
πD1

D′1

))
,

à ïðè δ1 < δ < 1

s2(δ)Ĩu :=
4π

D′1

ch3

(
γ1
πD1

D′1

)
sn(D1γ1,∆

2)

th

(
γ1
πD1

2D′1

)
(1−∆2 sn2(D1γ1,∆2))

×
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD1

D′1

)
th2

(
(2j − γ1)

πD1

2D′1

)
th2

(
(2j + γ1)

πD1

2D′1

) ũ(xj),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞
ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå (−1, 1) ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.
Ôóíêöèÿ

u∗(z) := − 4

π
Re arctgB0

(
− z2 + a2

1 + a2z2
,∆2

)
ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

e′′(0, (−1, 1), δ, Bh∞)

=



4

π
∆(1−∆2)

(
2D′1
π

)2

, 0 < δ ≤ δ1,

16D′1
π2

∆(1−∆2) sn(D1γ1,∆
2)

th

(
γ1
πD1

D′1

)
(1−∆2 sn2(D1γ1,∆2))

, δ1 < δ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàìåòèì ëèøü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ýòîé
òåîðåìû, òàê êàê îíî âî ìíîãîì ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâàìè òåî-
ðåì 5.2 è 5.3. Äëÿ f ∈ H2 ïîëîæèì

Jf :=
α

2πi

∫
|z|=1

ψ(z)f(z)
dz

z3
, (5.13)
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ãäå

α :=


∆

1 + ∆2

4D1

π
, 0 < δ ≤ δ1,

∆

1 + ∆2

4 sn(D1γ1,∆
2)

sh

(
γ1
πD1

D′1

)
(1−∆2 sn2(D1γ1,∆2))

, δ1 < δ < 1,

ψ(z) := (1− z2)2h0(ζ,∆2)B−1
2 (ζ,∆2)(1 +B2

0(ζ,∆2)),

ζ := − z2 + a2

1 + a2z2
.

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó (5.13) ëåììó 6.1 ãë. II, ïîëó÷àåì

Jf = f ′′(0)− s2(δ)If.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Jf =
α

2πi

∫
|z|=1

2(ReB0(ζ,∆2))ϕ(z)f(z)
dz

z
, (5.14)

ãäå

ϕ(z) := −(1− z2)2

z2

B0(ζ,∆2)h0(ζ,∆2)

B2(ζ,∆2)
.

Èíòåãðàë (5.14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Jf =
α

2π

∫ 2π

0

u∗(eiθ)ϕ1(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå

ϕ1(z) := 2|ReB0(ζ,∆2)|ϕ(z).

Äàëåå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ u ∈ h∞ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u′′(0)− s2(δ)Iu =
α

2π

∫ 2π

0

u∗(eiθ)ϕ1(eiθ)f(eiθ) dθ.

Çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî s2(δ)Iu∗ = δ‖s2(δ)‖ è ïðèìåíÿåòñÿ
òåîðåìà 5.3 ãë. II. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 5.4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4 ïðè âñåõ 0 < δ < 1 è
z0 ∈ R ìåòîä u′′(z0) ≈ sH2 (z0, δ)Ĩu, ãäå ïðè 0 < δ ≤ δ1

sH2 (z0, δ)Ĩu := − π2

16H2
C1(∆)ũ(z0)

+
π2

2H2

∞∑
j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD1

D′1

) ũ(z0 + j
4HD1

D′1

)
,
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à ïðè δ1 < δ < 1

sH2 (z0, δ)Ĩu :=
π3

4H2D′1

ch3

(
γ1
πD1

D′1

)
sn(D1γ1,∆

2)

th

(
γ1
πD1

2D′1

)
(1−∆2 sn2(D1γ1,∆2))

×
∞∑

j=−∞
j 6=0

(−1)j+1

sh2

(
2j
πD1

D′1

)
th2

(
(2j − γ1)

πD1

D′1

)
th2

(
(2j + γ1)

πD1

D′1

)
× ũ

(
z0 +

4H

π
arthxj

)
,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå
Bh∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì íà R, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Ôóíê-

öèÿ u0(z) := u∗
(

th
( π

4H
(z − z0)

))
� ýêñòðåìàëüíàÿ è

e′′(z0,R, δ, Bh∞(DH)) =
π2

16H2
e′′(0, (−1, 1), δ, Bh∞).

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå çàäà÷è (â îñíîâíîì äëÿ ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé) íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ
[63], [109], [1], [106], [8], [132].



Ãëàâà 4

ÍÀÈËÓ×ØÈÅ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ
ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

�1. Íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ïóñòü W � íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè
Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé èíòåðâàë âåùåñòâåííîé îñè (a, b). Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëà

Lf :=

∫ b

a

f(x)p(x) dx

äëÿ ôóíêöèé f ∈ W ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïå-
ðàòîðà

If :=
{
f(x1), . . . , f (ν1−1)(x1), . . . , f(xn), . . . , f (νn−1)(xn)

}
,

ãäå p� íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåýêâèâàëåíòíàÿ íóëþ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ,
à x1, . . . , xn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç ìíîæåñòâà R ∩ Ω.

Ïîëîæèì äëÿ ν := (ν1, . . . , νn)

τν :=

(
x1, . . . , xn
ν1, . . . , νn

)
,

e(τν ,W, p) := e(L, I,W, 0) (1.1)

(âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.1), îïðåäåëÿëàñü
ðàâåíñòâîì (4.21)). Åñëè W � âûïóêëûé è óðàâíîâåøåííûé êëàññ
ôóíêöèé, òî èç òåîðåìû 4.2 ãë. I âûòåêàåò ðàâåíñòâî

e(τν ,W, p) = sup
f∈W
If=0

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)p(x) dx

∣∣∣∣, (1.2)

à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà. Èíûìè
ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

Lf ≈ S0If :=
n∑
j=1

νj−1∑
m=0

ajmf
(m)(xj),

äëÿ êîòîðîé
sup
f∈W
|Lf − S0If | = e(τν ,W, p).

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íàèëó÷øèìè äëÿ
äàííîé ñèñòåìû óçëîâ τν .

231
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Ïîëîæèì

Wj(z) :=
z − xj
1− xjz

, Φ(z) :=
n∏
j=1

W
νj
j (z), Φj(z) :=

∏
m6=j

W νm
m (z).

Òåîðåìà 1.1. Ïðè ÷åòíûõ νj, j = 1, . . . , n, êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà ∫ b

a

f(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−1∑
m=0

ajmf
(m)(xj), (1.3)

ãäå

ajm =

∫ b

a

Djm(x)p(x) dx,

Djm(x) =
Φ(x)(1− x2)

m!(νj −m− 1)!

[
(1− xjz)νj

Φj(z)(1− xz)(x− z)

](νj−m−1)∣∣z=xj ,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé íà êëàññå BH∞. Äëÿ åå ïîãðåøíîñòè ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

e(τν , BH∞, p) =

∫ b

a

Φ(x)p(x) dx. (1.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1.2 ãë. II âûòåêàåò, ÷òî ïðè
âñåõ x ∈ (−1, 1) ìåòîä

f(x) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
m=0

Djm(x)f (m)(xj)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà êëàññå BH∞, à åãî ïîãðåøíîñòü ðàâíà
Φ(x) (â ñèëó ÷åòíîñòè νj Φ(x) ≥ 0). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ
x ∈ (a, b) è f ∈ BH∞ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣f(x)−

n∑
j=1

νj−1∑
m=0

Djm(x)f (m)(xj)

∣∣∣∣ ≤ Φ(x).

Îòñþäà∣∣∣∣∫ b

a

f(x)p(x) dx−
n∑
j=1

νj−1∑
m=0

Djmf
(m)(xj)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

Φ(x)p(x) dx. (1.5)

Ñëåäîâàòåëüíî,

e(τν , BH∞, p) ≤
∫ b

a

Φ(x)p(x) dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Φ ∈ BH∞ è IΦ = 0, òî èç ðàâåíñòâà
(1.2) ïîëó÷àåì

e(τν , BH∞, p) ≥
∫ b

a

Φ(x)p(x) dx.
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Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (1.4) äîêàçàíî, à èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî êâàäðà-
òóðíàÿ ôîðìóëà (1.3) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Àíàëîãè÷íî, ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 3.1 ãë. II, äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.2. Ïðè ÷åòíûõ νj, j = 1, . . . , n, êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà ∫ b

a

u(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−1∑
m=0

ãjmu
(m)(xj),

ãäå

ãjm =

∫ b

a

Djm(x)

1 + Φ2(x)
p(x) dx,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé íà êëàññå Bh∞. Äëÿ åå ïîãðåøíîñòè ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

e(τν , Bh∞, p) =
4

π

∫ b

a

arctg Φ(x)p(x) dx.

�2. Ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò

íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå Lq

Ðàññìàòðèâàÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ÷åòíûõ êðàòíîñòÿõ νj çàäà-
÷ó î íàõîæäåíèè ñèñòåìû óçëîâ −1 < x1 < . . . < xn < 1, äëÿ
êîòîðûõ íàèëó÷øàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íà êëàññå BH∞ ìè-
íèìàëüíà (áîëåå ïîäðîáíî î òàêèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóëàõ ðå÷ü
áóäåò èäòè â �3), ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å∫ b

a

n∏
j=1

(
x− xj
1− xjx

)νj
p(x) dx→ inf, −1 < x1 < . . . < xn < 1.

Åñëè ïîñòàâèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó íà êëàññå Bh∞, òî ïîëó÷èì
çàäà÷ó:∫ b

a

arctg

[
n∏
j=1

(
x− xj
1− xjx

)νj]
p(x) dx→ inf, −1 < x1 < . . . < xn < 1.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì çàäà÷ó, îáîáùàþùóþ äâå ïðåäûäó-
ùèå, î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

inf
−1<t1<...<tn<1

F (t), (2.1)

ãäå

F (t) :=

∫ b

a

ϕ
(
|Φ(t, t)|

)
p(t) dt, t := (t1, . . . , tn),

Φ(t, t) :=
n∏
j=1

(
t− tj
1− tjt

)νj
w(t), [a, b] ⊂ (−1, 1), νj ∈ N,
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w � íåïðåðûâíàÿ, íåîòðèöàòåëüíàÿ è íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íó-
ëþ íà [a, b] ôóíêöèÿ, à ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ, íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà ìíîæåñòâå [0,+∞)
ôóíêöèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2.1) áûëè ïîëó÷åíû â �4 ãë. II.

Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà òî÷åê t = (t1, . . . , tn), íà
êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2.1), ïðè÷åì ëþáàÿ òàêàÿ
ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

a < t1 < . . . < tn < b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (t) ïðè −1 ≤
t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ 1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû t èç ýòîãî
ìíîæåñòâà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2.1). Äîêà-
æåì, ÷òî t1 > a. Ïðè a = −1 ýòî î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
−1 < t1 = . . . = tm ≤ a è tm < tm+1, åñëè m < n. Ðàññìîòðèì ñèñòå-
ìó tξ := (ξ, . . . , ξ, tm+1, . . . , tn) è ôóíêöèþ α(ξ) := F (tξ). Ïîñêîëüêó

α′(tm) = −(ν1 + . . .+ νm)

∫ b

a

ϕ′
(
|Φ(t, t)|

)
|Φ(t, t)|

× 1− t2

(1− tmt)(t− tm)
p(t) dt < 0,

òî ñóùåñòâóåò ξ ∈ (tm, tm+1) òàêîå, ÷òî F (tξ) = α(ξ) < α(tm) = F (t),
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè t. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî tn < b.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî tj = tj+1 = . . . = tm =: c è tj−1 < tj,
åñëè j > 1, à tm < tm+1, åñëè m < n. Ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0 ñèñòåìó tε := (t1, . . . , tj−1, c1, c, . . . , c, c2, tm+1, . . . , tn),
ãäå c1 := c− νmε, c2 := c+ νjε. Ïîëîæèì β(ε) := F (tε). Òîãäà

β′(ε) = −ενjνm(νj + νm)

∫ b

a

ϕ′
(
|Φ(t, tε)|

)
|Φ(t, tε)|

× 1− (2c+ (νj − νm)ε)t+ t2

(1− c1t)(t− c1)(1− c2t)(t− c2)
(1− t2)p(t) dt.

Îòñþäà

β′′(0) = −νjνm(νj + νm)

∫ b

a

ϕ′
(
|Φ(t, t)|

)
|Φ(t, t)|

× 1− 2ct+ t2

(1− ct)2(t− c)2
(1− t2)p(t) dt < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 F (tε) = β(ε) < β(0) =
F (t), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè t. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà
çàäà÷à (2.1) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å íà ñèì-
ìåòðè÷íîì îòðåçêå. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
[a, b] = [−

√
k,
√
k], k ∈ (0, 1].

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à (2.1) ìîæåò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé n = 1, ν1 = 1,
ϕ(x) = xq, 1 < q <∞, w(t) ≡ 1 è p(t) = |t|α, α > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (t1) :=

∫ √k
−
√
k

∣∣∣∣ t− t11− t1t

∣∣∣∣ |t|α dt
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, t1 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíè-
ìóìà ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà t1 = 0. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì
íàõîäèì

F ′′(0) = 2qk
α+q−1

2

× (1− k)[q − 1− (q + 1)k]α2 + 2[q(q + 1)(1− k)2 − 2]α + c(k, q)

(α + q − 1)(α + q + 1)(α + q + 3)

(âåëè÷èíà c(k, q) äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííà). Åñëè (q − 1)/(q + 1) <
k ≤ 1, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α F ′′(0) < 0 è òî÷êà t1 = 0 íå
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ôóíêöèè F .

Òåì íå ìåíåå, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ k åäèí-
ñòâåííîñòü åñòü. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ϕ(x) = xq,
w(t) ≡ 1, à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ p íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå (−

√
k,
√
k).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: r := q min
1≤j≤n

νj, N :=
n∑
j=1

νj,

Fj(t) :=
∂F (t)

∂tj
, J(t, p, k) =

D(F1, . . . , Fn)

D(t1, . . . , tn)
,

γm(p, q, k) := inf
tj

∫ 1

−1

m∏
j=1

|t− tj|qp∗(
√
kt) dt,

ãäå p∗ � íîðìèðîâàííûé âåñ

p∗(
√
kt) :=

p(
√
kt)∫ 1

−1

p(
√
kt) dt

.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü 1 < r < ∞. Åñëè âûïîëíåíî óñëî-
âèå

k ≤ r − 1

9r − 7 + qN2qN+1γ−1
N (p, q, k)

, (2.2)

òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû òî÷åê −
√
k < u1 < . . . < un <

√
k, óäîâëå-

òâîðÿþùåé íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà

Fj(u) = 0, j = 1, . . . , n, (2.3)
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî J(u, p, k) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ÿêîáèàíà J(u, p, k)
÷åðåç ajm. Èìååì

ajj =
∂Fj(t)

∂tj
∣∣t=u

= qνj

∫ √k
−
√
k

|Φ(t, u)|q qνj(1− t
2)− 1 + 2ujt− t2

(t− uj)2(1− ujt)2
(1− t2)p(t) dt.

Â ñèëó ðàâåíñòâ (2.3)

ajj = ajj +
2uj

1 + u2
j

Fj(u) = qνj

∫ √k
−
√
k

|Φ(t, u)|q

×
[
qνj(1− t2)−

1− u2
j

1 + u2
j

(1 + t2)

]
(1− t2)p(t)

(t− uj)2(1− ujt)2
dt

≥ qνj[r − 1− (r + 1)k]

∫ √k
−
√
k

|Φ(t, u)|q (1− t2)p(t)

(t− uj)2(1− ujt)2
dt.

Èç óñëîâèÿ (2.2) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà γm(p, q, k) ≤ 1 ñëåäóåò,
÷òî k ≤ (r − 1)/(9r − 7) < (r − 1)/(r + 1). Îòñþäà ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ïðè n = 1. Ïóñòü n > 1. Òîãäà

ajj > qνj
[r − 1− (r + 1)k](1− k)

(1 + k)qN+2

×
∫ √k
−
√
k

|t− uj|qνj−2
∏
m6=j

|t− um|qνmp(t) dt.

Ïîñëå çàìåíû t =
√
kx áóäåì èìåòü

ajj > qνj
[r − 1− (r + 1)k](1− k)

4(1 + k)qN+2
k
qN−1

2 γN(p, q, k)

∫ 1

−1

p(
√
kx) dx.

(2.4)
Ïðè m 6= j

ajm =
∂Fj(t)

∂tm
∣∣t=u

= q2νjνm

∫ √k
−
√
k

|Φ(t, u)|q (1− t2)2p(t) dt

(t− uj)(1− ujt)(t− um)(1− umt)
.
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Â ñèëó ðàâåíñòâ (2.3)

ajm = ajm + q
νm(1 + u2

j)Fj(u)− νj(1 + u2
m)Fm(u)

(uj − um)(1− umuj)

= −2q2νjνm

∫ √k
−
√
k

|Φ(t, u)|q t2(1− t2)p(t) dt

(t− uj)(1− ujt)(t− um)(1− umt)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ t, u ∈ [−
√
k,
√
k] ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ t− u1− ut

∣∣∣∣ ≤ 2
√
k

1 + k
,

1

1− ut
≤ 1

1− k
,

1− t2

(1− ut)2
≤ 1

1− k
. (2.5)

Îòñþäà

|ajm| ≤ 2q2νjνm

(
2
√
k

1 + k

)qN−2
k

(1− k)3

∫ √k
−
√
k

p(t) dt.

Ïîýòîìó∑
m 6=j

|ajm| < q2νjN(1− k)−3 k
qN+1

2

(1 + k)qN−2
2qN−1

∫ 1

−1

p(
√
kx) dx. (2.6)

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ÿêîáèàíà J(u, p, k) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
íåðàâåíñòâ

ajj >
∑
m6=j

|ajm|, j = 1, . . . , n (2.7)

(ñì., íàïðèìåð, [11, ñòð. 415]). Èç (2.4) è (2.6) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

qN2qN+1γ−1
N (p, q, k) ≤ f(k) := (r − 1− (r + 1)k)

(
1− k
1 + k

)4

. (2.8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(k) âûïóêëà âíèç ïðè 0 ≤ k ≤ (r−
1)/(r+1) è f ′(0) = 7−9r. Ñëåäîâàòåëüíî, f(k) ≥ r−1−(9r−7)k íà
ýòîì îòðåçêå. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.8) áóäåò âûïîëíåíî,
åñëè

qN2qN+1γ−1
N (p, q, k) ≤ r − 1− (9r − 7)k,

÷òî ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (2.2). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïðè n = 1 è 1 < r <∞ ôóíêöèÿ F (t1) èìå-
åò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé â èíòåðâàëå
(−
√
k,
√
k) âåñîâîé ôóíêöèè p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

0 < k ≤ (r − 1)/(r + 1). (2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäó-
åò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.9) äëÿ ëþáîé òî÷êè t1, â êîòî-
ðîé F ′(t1) = 0, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F ′′(t1) > 0. Îòñþäà ñëåäó-
åò åäèíñòâåííîñòü òî÷êè ìèíèìóìà. Ïðèìåð, ïðèâåäåííûé ïåðåä
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ïðåäëîæåíèåì 2.1, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè (r−1)/(r+1) < k ≤ 1 ñóùå-
ñòâóåò âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé åäèíñòâåííîñòè íåò. Ïðåäëî-
æåíèå äîêàçàíî. �

Òåîðåìà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.2) ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ñèñòåìà òî÷åê −
√
k < u1 < . . . < un <

√
k, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà èç
ðàáîòû [81]. Ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû òî÷åê −

√
k < u1 < . . . <

un <
√
k, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì (2.3), ñëåäóåò èç òåîðå-

ìû 2.1. Åäèíñòâåííîñòü áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n. Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëî-
æåíèÿ 2.2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n − 1.
Ïîëîæèì

pξ(t) :=

∣∣∣∣ t− ξ1− ξt

∣∣∣∣νnq p(t).
Ïðè ëþáîì ξ ∈ [−

√
k,
√
k] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∫ 1

−1

pξ(
√
kt) dt ≤

(
2
√
k

1 + k

)νnq ∫ 1

−1

p(
√
kt) dt,

inf
tj

∫ 1

−1

m∏
j=1

|t− tj|qpξ(
√
kt) dt

≥

( √
k

1 + k

)νnq

inf
tj

∫ 1

−1

m+νn∏
j=1

|t− tj|qp(
√
kt) dt.

Òåì ñàìûì

γm(pξ, q, k) ≥ 2−νnqγm+νn(p, q, k). (2.10)

Ïîëîæèì r′ := q min
1≤j≤n−1

νj. Èç íåðàâåíñòâà (2.10) è òîãî, ÷òî r′ ≥ r,
èìååì

r′ − 1

9r′ − 7 + q(N − νn)2q(N−νn)+1γ−1
N−νn(pξ, q, k)

>
r − 1

9r − 7 + qN2qN+1γ−1
N (p, q, k)

.

Îòñþäà âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (2.2) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âû-
òåêàåò, ÷òî â çàäà÷å ñ êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn−1 è âåñîì pξ ïðè
âñåõ ξ ∈ [−

√
k,
√
k] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà òî÷åê uξ :=

(u1(ξ), . . . , un−1(ξ)), −
√
k < u1(ξ) < . . . < un−1(ξ) <

√
k, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì (2.3) äëÿ j = 1, . . . , n − 1. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî J(uξ, pξ, k) > 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ [−

√
k,
√
k]. Ïî
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òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ un−1(ξ) � íåïðåðûâíà. Êðîìå òî-
ãî, −

√
k < un−1(−

√
k), un−1(

√
k) <

√
k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà ξ0, â êîòîðîé un−1(ξ0) = ξ0. Ýòà òî÷êà åäèíñòâåí-
íà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàøëàñü áû òî÷êà ξ1 6= ξ0 òàêàÿ,
÷òî un−1(ξ1) = ξ1, è çàäà÷à ñ êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn−2, νn−1 + νn
è âåñîì p èìåëà áû äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ u1(ξ0), . . . , un−1(ξ0) è
u1(ξ1), . . . , un−1(ξ1). Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî un−1(ξ) < ξ èìååò
ìåñòî íà [−

√
k,
√
k] òîëüêî äëÿ ξ ∈ (ξ0,

√
k].

Ïîëîæèì ψ(ξ) := Fn(u1(ξ), . . . , un−1(ξ), ξ). Òîãäà

ψ′(ξ) =
J(u1(ξ), . . . , un−1(ξ), ξ, p, k)

J(uξ, pξ, k)
.

Òî÷êè −
√
k < u1(ξ) < . . . < un−1(ξ) < ξ <

√
k óäîâëåòâî-

ðÿþò ðàâåíñòâàì (2.3) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ξ ∈
(ξ0,
√
k) è ψ(ξ) = 0. Ïðè ýòîì èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

J(u1(ξ), . . . , un−1(ξ), ξ, p, k) > 0. Òåì ñàìûì ψ′(ξ) > 0 äëÿ âñåõ
ξ ∈ (ξ0,

√
k) òàêèõ, ÷òî ψ(ξ) = 0. Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâà-

íèå íå áîëåå ÷åì îäíîé òàêîé òî÷êè, à ñ ó÷åòîì òåîðåìû 2.1, �
ðîâíî îäíîé. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1) äëÿ ϕ(x) = arctg x.
Ïîëîæèì ν := min

1≤j≤n
νj,

J(t, w, p, k) =
D(F1, . . . , Fn)

D(t1, . . . , tn)
,

îñòàâèâ çà N , γm è Fj, j = 1, . . . , n, ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü ν1, . . . , νn � ÷åòíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà è 0 ≤ w(t) ≤ 1, t ∈ [−

√
k,
√
k]. Òîãäà åñëè âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî

k ≤ ν − 1

9ν − 7 +N2N−1γ−1
N/2−1(wp, 2, k)

, (2.11)

òî äëÿ âñåõ òî÷åê −
√
k < u1 < . . . < un <

√
k, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ðàâåíñòâàì (2.3), J(u,w, p, k) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ÿêîáèàíà J(u,w, p, k)
÷åðåç ajm. Èìååì

ajj =
∂Fj(t)

∂tj
∣∣t=u = νj

∫ √k
−
√
k

Φ(t, u)(1− t2)

(1 + Φ2(t, u))(t− uj)2(1− ujt)2

×
[
νj

1− Φ2(t, u)

1 + Φ2(t, u)
(1− t2)− 1 + 2ujt− t2

]
p(t) dt.



ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÁËßØÊÅ 240

Â ñèëó ðàâåíñòâ (2.3)

ajj = ajj +
2uj

1 + u2
j

Fj(u) = νj

∫ √k
−
√
k

Φ(t, u)(1− t2)

(1 + Φ2(t, u))(t− uj)2(1− ujt)2

×
[
νj

1− Φ2(t, u)

1 + Φ2(t, u)
(1− t2)−

1− u2
j

1 + u2
j

(1 + t2)

]
p(t) dt.

Ïîëîæèì λ :=
(

2
√
k/(1 + k)

)N
. Èç íåðàâåíñòâà (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

k ≤ (ν − 1)/(9ν − 7) < 1/9. Ñëåäîâàòåëüíî, λ < (0.6)2. Ïîëüçóÿñü
ýòèìè íåðàâåíñòâàìè è òåì, ÷òî Φ(t, u) ≤ λ ïðè t ∈ [−

√
k,
√
k],

ïîëó÷àåì

νj
1− Φ2(t, u)

1 + Φ2(t, u)
(1− t2)−

1− u2
j

1 + u2
j

(1 + t2) ≥ ν
1− λ2

1 + λ2
(1− k)− 1− k

> ν
16

27
− 10

9
> 0.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ïðè n = 1. Ïóñòü òå-
ïåðü n > 1. Èìååì

ajj > νj

[
ν

1− λ2

1 + λ2
(1− k)− 1− k

]
1− k

(1 + k)N+2(1 + λ2)

×
∫ √k
−
√
k

(t− uj)νj−2
∏
m6=j

(t− um)νmw(t)p(t) dt.

Ñäåëàâ çàìåíó t =
√
kx, áóäåì èìåòü

ajj > νj

[
ν

1− λ2

1 + λ2
(1− k)− 1− k

]
k
N−1

2 (1− k)

(1 + k)N+2(1 + λ2)

× γN/2−1(wp, 2, k)

∫ 1

−1

w(
√
kx)p(

√
kx) dx. (2.12)

Ïðè m 6= j

ajm =
∂Fj(t)

∂tm
∣∣t=u

= νjνm

∫ √k
−
√
k

(1− Φ2(t, u))Φ(t, u)(1− t2)2p(t) dt

(1 + Φ2(t, u))2(t− uj)(1− ujt)(t− um)(1− umt)
.

Îòñþäà

ajm = ajm +
νm(1 + u2

j)Fj(u)− νj(1 + u2
m)Fm(u)

(uj − um)(1− umuj)

= −2νjνm

∫ √k
−
√
k

(t2 + Φ2(t, u))Φ(t, u)(1− t2)p(t) dt

(1 + Φ2(t, u))2(t− uj)(1− ujt)(t− um)(1− umt)
.
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Èç íåðàâåíñòâ (2.5) è òîãî, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [−
√
k,
√
k]

t2 + Φ2(t, u)

(1 + Φ2(t, u))2
≤ k + λ2

(1 + λ2)2
,

ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

|ajm| ≤ 2νjνm

(
2
√
k

1 + k

)N−2
k + λ2

(1 + λ2)2(1− k)3

∫ √k
−
√
k

w(t)p(t) dt.

Òåì ñàìûì∑
m 6=j

|ajm| < νjN2N−1 k
N−1

2 (k + λ2)

(1 + k)N−2(1 + λ2)2(1− k)3

×
∫ 1

−1

w(
√
kx)p(

√
kx) dx. (2.13)

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ÿêîáèàíà J(u,w, p, k) äîñòàòî÷íî ïîòðåáî-
âàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (2.7), êîòîðûå â ñèëó (2.12) è (2.13)
áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

α
k + λ2

(1 + λ2)2
≤
[
ν

1− λ2

1 + λ2
(1− k)− 1− k

](
1− k
1 + k

)4

, (2.14)

ãäå α := N2N−1γ−1
N/2−1(wp, 2, k). Íåðàâåíñòâî (2.14) ýêâèâàëåíòíî

íåðàâåíñòâó

αk +
λ2(1− k)

1 + λ2

[
2ν

(
1− k
1 + k

)4

+ α

]
≤ [ν − 1− k(ν + 1))]

(
1− k
1 + k

)4

.

(2.15)
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ k ∈ (0, 1)

[ν − 1− k(ν + 1)]

(
1− k
1 + k

)4

≥ ν−1−(9ν−7)k+
40(ν − 1)k2

(1 + k)4
. (2.16)

Ïîñêîëüêó ïðè n > 1 N ≥ 2ν ≥ 4, òî

λ2 ≤

(
2
√
k

1 + k

)8

≤ 28k4

(1 + k)4
.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè íåðàâåíñòâàìè è óñëîâèåì (2.11), ïîëó÷àåì

λ2(1− k)

1 + λ2

[
2ν

(
1− k
1 + k

)4

+ α

]
≤ λ2(2ν+α) ≤ 28k2(ν − 1)2(2ν + α)

(1 + k)4(9ν − 7 + α)2

≤ 28k2(ν − 1)2

(1 + k)4(9ν − 7 + α)
≤ 40(ν − 1)k2

(1 + k)4
. (2.17)

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.15) âûòåêàåò òåïåðü èç (2.16) è
(2.17). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
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Òåîðåìà 2.3. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2.3 ïðè âûïîëíåíèè
íåðàâåíñòâà (2.11) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà òî÷åê

−
√
k < u1 < . . . < un <

√
k, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì (2.3).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 2.2.

�3. Îïòèìàëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëà ∫ b

a

f(x)p(x) dx

íà êëàññå ôóíêöèéW , îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Ω ⊂ C, ñîäåðæàùåé
èíòåðâàë (a, b). Ïîëîæèì äëÿ ν := (ν1, . . . , νn)

e(ν,W, p) := inf
x1<...<xn
xj∈Ω∩R

e(τν ,W, p), (3.1)

ãäå âåëè÷èíà e(τν ,W, p) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (1.1). Òî÷êè x1 <
. . . < xn, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (3.1) íàçîâåì
îïòèìàëüíûìè óçëàìè. Íàèëó÷øóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ
îïòèìàëüíûõ óçëîâ áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü −1 ≤ a < b ≤ 1, µ1, . . . , µn � ïðîèçâîëü-
íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, νj := 2[(µj + 1)/2]. Äëÿ ëþáûõ êðàòíî-
ñòåé µ := (µ1, . . . , µn) îïòèìàëüíûå óçëû íà êëàññàõ BH∞ è Bh∞
ñóùåñòâóþò, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a < x1 < . . . < xn < b (3.2)

è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.1) äëÿ w(t) ≡ 1 è
ϕ(x) ≡ 1, ϕ(x) = arctg x, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì îïòèìàëü-
íûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû èìåþò âèä∫ b

a

f(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−2∑
m=0

ajmf
(m)(xj), (3.3)

∫ b

a

u(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−2∑
m=0

ãjmu
(m)(xj),

ãäå êîýôôèöèåíòû ajm è ãjm îïðåäåëåíû â òåîðåìàõ 1.1 è 1.2 äëÿ
óçëîâ x1 < . . . < xn, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êëàññ BH∞. Èç òåîðåìû 1.1
èìååì

e(ν,BH∞, p) = inf
−1<t1<...<tn<1

F (t).
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Â ñèëó òåîðåìû 2.1 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ (3.2). Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíàÿ êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà áóäåò èìåòü âèä∫ b

a

f(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−1∑
m=0

ajmf
(m)(xj),

ãäå ajm îïðåäåëåíû â òåîðåìå 1.1. Èç ýòîé æå òåîðåìû âûòåêàåò,
÷òî

aj,νj−1 = −
(1− x2

j)
νj

νj!Φj(xj, x)
Fj(x),

ãäå

Φj(x, x) :=
∏
m 6=j

(
x− xm
1− xmx

)νm
.

Â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà aj,νj−1 = 0, j = 1, . . . , n,
è îïòèìàëüíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä (3.3). Îñòà-
åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îíà áóäåò îïòèìàëüíîé ïðè âñåõ êðàòíîñòÿõ
νj − 1 ≤ µj ≤ νj. Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êðàòíîñòåé,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì. Ïîëîæèì

τµ :=

(
x1, . . . , xn
µ1, . . . , µn

)
.

Èìååì

e(ν,BH∞, p) = sup
f∈BH∞

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)p(x) dx−
n∑
j=1

νj−2∑
m=0

ajmf
(m)(xj)

∣∣∣∣
≥ e(τµ, BH∞, p) ≥ e(µ,BH∞, p) ≥ e(ν,BH∞, p).

Îòñþäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëû äëÿ ñèñòåìû êðàòíîñòåé µ. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êëàññà Bh∞
ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàéìåìñÿ òåïåðü èññëåäîâàíèåì åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ
óçëîâ. Â îáùåì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî â
�2, åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ óçëîâ íåò. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2 â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 1 ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïðè [a, b] = [−
√
k,
√
k], k ∈ (0, 1) è n = 1

îïòèìàëüíûé óçåë ñ êðàòíîñòüþ µ åäèíñòâåíåí íà êëàññå BH∞
äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k ≤ ν − 1

ν + 1
,

ãäå ν := 2[(µ+ 1)/2].

Ïåðåâåäåì ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ èç êëàññà BH∞ â êëàññ BH∞(Ýc) òàê, ÷òîáû îòðåçîê
[−
√
k,
√
k] ïåðåøåë â îòðåçîê [−1, 1]. Òîãäà áóäåì èìåòü
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Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ [a, b] = [−1, 1] è n = 1 îïòèìàëüíûé óçåë
ñ êðàòíîñòüþ µ åäèíñòâåíåí íà êëàññå BH∞(Ýc) äëÿ ëþáîé âåñî-
âîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c ≥ exp

(
πK ′0
4K0

)
, (3.4)

ãäå K0 è K
′
0 � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ

ìîäóëåé

k0 =
ν − 1

ν + 1
, k′0 =

√
1− k2

0,

ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, ïðè µ ≤ 2 k0 = 1/3, à óñëîâèå (3.4) îçíà÷àåò, ÷òî
c ≥ 3.4140 . . ..

Çàôèêñèðóåì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [−1.1], à â êà÷åñòâå îáëà-
ñòè àíàëèòè÷íîñòè (èëè ãàðìîíè÷íîñòè) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðóã
D := {z ∈ C : ‖z‖ < 1/

√
k}, k ∈ (0, 1). Èç òåîðåì 2.2 è 2.3 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü [a, b] = [−1, 1] è äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè p
(áûòü ìîæåò, çàâèñÿùåé îò k) ïðè âñåõ k ∈ (0, k0), 0 < k0 ≤ 1,
âûïîëíåíî óñëîâèå

inf
tj

∫ 1

−1

N∏
j=1

(t− tj)2p(t) dt∫ 1

−1

p(t) dt

≥ γN > 0.

Òîãäà äëÿ âñåõ µ = (µ1, . . . , µn) òàêèõ, ÷òî
n∑
j=1

[(µj + 1)/2] ≤ N è

âñåõ

0 < k ≤ min

{
k0,

2r − 1

18r − 7 +N4N+1γ−1
N

}
,

ãäå r := min
1≤j≤n

[(µj +1)/2], îïòèìàëüíûå óçëû äëÿ êëàññîâ BH∞(Dk)

è BH∞(Dk) åäèíñòâåííû.

Äàëüíåéøåé íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðÿäà òî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, îñ-
íîâàííûõ íà ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ïðèâåäåííûõ â òåîðå-
ìàõ 4.2 è 4.3 ãë. II.

Ïîëîæèì

Iq2(λ) :=

∫ 1

0

arctan(
√
λt)q dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü [a, b] = [−1, 1], q � ÷åòíîå ÷èñëî è po(t) :=
1√

1− t2
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c > 1 ïðè âñåõ q − 1 ≤ νj ≤ q èìåþò
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ìåñòî ðàâåíñòâà

e(ν,BH∞(Ýc), p0) =
π

Λ
λq/2Iq0(λ) = 2q/2π

(q − 1)!!

(q/2)!
c−qn +O

(
c−(q+4)n

)
,

e(ν,Bh∞(Ýc), p0) =
4

Λ
Iq2(λ) = 2q/2+2 (q − 1)!!

(q/2)!
c−qn +O

(
c−(q+4)n

)
,

ãäå λ = κ(c−4n), à åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíûìè óçëàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ÷åáûøåâñêèå óçëû (2.4.18).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îá-
ëàñòè Ýc íà åäèíè÷íûé êðóã, çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâàìè (2.4.17), èñ-
õîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë íà êëàññàõ BH∞ è Bh∞ äëÿ èíòåãðàëà∫ √k

−
√
k

f(z)pk(z) dz, pk(z) =
π

2K

1√
(k − z2)(1− kz2)

(ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4.7 ãë. II). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó
òåîðåì 3.1 è 2.4.3 èìååì

e(ν,BH∞(Ýc), p0) = e(ν,BH∞, pk) = inf
B∈B0

n

‖B‖qLqk =
π

Λ
λq/2Iq0(λ),

e(ν,Bh∞(Ýc), p0) = e(ν,Bh∞, pk) =
4

π
inf
B∈B0

n

‖ arctgB‖qLqk =
4

Λ
Iq2(λ).

Åäèíñòâåííûìè îïòèìàëüíûìè óçëàìè äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññàõ BH∞ è Bh∞ ÿâëÿþòñÿ óçëû, îïðåäå-
ëåííûå ðàâåíñòâîì (2.4.5), êîòîðûå ïðè îòîáðàæåíèè, îáðàòíîì ê
(2.4.17), ïåðåõîäÿò â ÷åáûøåâñêèå óçëû. Àñèìïòîòèêà íàõîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (2.4.26). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Â ñëó÷àå, êîãäà νj ≤ 2, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíûå êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû èìåþò âèä∫ 1

−1

f(t)
dt√

1− t2
≈ A

n∑
j=1

f

(
cos

2j − 1

2n
π

)
,

ãäå êîýôôèöèåíò A (ðàçëè÷íûé äëÿ êëàññîâ BH∞(Ýc) è Bh∞(Ýc))
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Ìû èçó÷èì áîëåå îá-
ùóþ çàäà÷ó, èç êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, áóäåò ñëåäîâàòü ýòîò ðåçóëü-
òàò äëÿ êëàññà BH∞(Ýc).

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó e(L, Iτ ,W, δ), êîãäà W ⊂ BH∞(Ω),

Lf =

∫ b

a

f(t)p(t) dt,
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(a, b) ⊂ Ω, p � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, τ = (t1, . . . , tn),
tj ∈ (a, b) � ðàçëè÷íûå òî÷êè, Iτf = {f(t1), . . . , f(tn)}, à ïîãðåø-
íîñòü èçìåðÿåòñÿ â íîðìå lnq , 1 ≤ q ≤ ∞. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

enq(W, δ) := inf
tj∈(a,b)

e(L, Iτ ,W, δ). (3.5)

Óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü áóäåì íàçûâàòü îï-
òèìàëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (3.5) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î íàõîæäåíèè îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè f ∈ W , èñïîëüçóþùå-
ãî n ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé f̃(t1), . . . , f̃(tn) òàêèõ, ÷òî( n∑

j=1

f̃(tj)− f(tj)|q
)1/q

≤ δ ïðè 1 ≤ q <∞

èëè
max
1≤j≤n

|f̃(tj)− f(tj)| ≤ δ ïðè q =∞.

Èç òåîðåìû 4.2 ãë. I âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî è óðàâíîâåøåí-
íîãî êëàññà ôóíêöèé W èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(L, Iτ ,W, δ) = sup
f∈W
‖Iτf‖q≤δ

∣∣∣∣∫ b

a

f(t)p(t) dt

∣∣∣∣. (3.6)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.5) äëÿ W = BH̃(DH) è

Lf =

∫ 2π

0

f(t) dt.

Â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà δ ≥ n1/q (âñå âûðàæåíèÿ ñ q ïðè q =
∞ ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè q →∞), èç ðàâåíñòâà
(3.6) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óçëîâ e(L, Iτ , BH̃(DH), δ) =
2π, f(t) ≡ 1 � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à Lf ≈ 0 � îïòèìàëüíûé
ìåòîä (òåì ñàìûì ëþáîé íàáîð óçëîâ � îïòèìàëüíûé).

Ïîëîæèì

Jr(λ,∆) :=

∫ 1

0

(
λt2 + ∆

1 + ∆λt2

)r/2
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞ è 0 ≤ δ < n1/q. Òîãäà
1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∫ 2π

0

f(t) dt ≈ 2π

n
(1−∆2)−1

(
1− Λ−1J4(λ,∆)

) n−1∑
j=0

f̃

(
j

2π

n

)
, (3.7)

â êîòîðîé ∆ = δn−1/q, à λ = κ(e−2Hn), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì, çà-
äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå lnq ;
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2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

enq(BH̃∞(DH), δ) = 2πΛ−1J2(λ, δn−1/q) = 2πδn−1/q

+ 4π(1− δ2n−2/q)e−Hn + 4πδ(4− 3δ2n−2/q)n−1/qe−2Hn +O
(
e−3Hn

)
;

3) óçëû t∗j = (j − 1)
2π

n
, j = 1, . . . , n, � åäèíñòâåííûå ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûå óçëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ t1 < . . . < tn < 2π. Ïîëîæèì

äëÿ k, îïðåäåëåííîãî èç óñëîâèÿ
πK ′

2K
= H,

W (z) := kn/2
n∏
j=1

sn

(
K

π
(z − tj), k

)
.

Äàëåå ìû ñíîâà áóäåì îòìå÷àòü çàâèñèìîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé îò ìîäóëÿ ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îí îòëè÷åí îò k. Íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî W 2(z) ∈ BH̃∞(DH), ïðè÷åì ïðè âñåõ x ∈ R
|W (x) ± iH)| = 1. Äëÿ t ∈ [0, 2π) è f ∈ BH̃∞(DH) ðàññìîòðèì
èíòåãðàë

Jf :=
1

2π

∫
Γ

K

π

W 2(t)(1 + ∆W 2(ξ))2

W 2(ξ)(1 + ∆W 2(t))2
ctn

(
K

π
(ξ − t)

)
f(ξ) dξ,

ãäå Γ � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà: −ε ≤ Re z ≤ 2π−ε, | Im z| ≤ H, â
êîòîðîì ε > 0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ, ÷òîáû òî÷êè t, t1, . . . , tn ëåæàëè
âíóòðè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ áóäåì èìåòü

Jf = f(t)−
n∑
j=1

(aj0(t)f(tj) + aj1(t)f ′(tj)) , (3.8)

ãäå

aj1(t) =
K

π

W 2(t)

W ′2(tj)(1 + ∆W 2(t))2
ctn

(
K

π
(t− tj)

)
,

aj0(t) =
K2

π2

W 2(t)

W ′2(tj)(1 + ∆W 2(t))2

1− k2 sn4

(
K

π
(t− tj)

)
sn2

(
K

π
(t− tj)

)
− W ′′(tj)

W ′(tj)
aj1(t).

Ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, 2π) ôóíêöèþ

F (ξ) :=
K

π

W 2(t)

W 2(ξ)(1 + ∆W 2(t))2
ctn

(
K

π
(ξ − t)

)
.

Ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäàìè 2π è
i2πK ′/K. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðèîäîâ âñå ïîëþñû F íàõîäÿòñÿ â
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òî÷êàõ t, t1, . . . , tn è t + iπK ′/K. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóììà âû÷å-
òîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî âñåõ ïîëþñîâ, ëåæàùèõ
âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ïåðèîäîâ ðàâíà íóëþ (ñì. [5, ñòð. 16]),
ïîëó÷àåì

(1 + ∆W 2(t))−2 −
n∑
j=1

aj0(t)−W 4(t)(1 + ∆W 2(t))−2 = 0. (3.9)

Â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé W 2(z) è ctn

(
K

π
z

)
â èíòå-

ãðàëå Jf Γ ìîæíî çàìåíèòü íà Γ0 := [2π+ iH, iH]∪ [−iH, 2π− iH].
Èç ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé âûòåêàþò ðàâåíñòâà

ctn

(
K

π
(x± iH)

)
= ctn

(
K

π
x± iK

′

2

)
= ∓i(1 + k)

1− k sn2

(
K

π
x

)
1 + k sn2

(
K

π
x

) .
Òåì ñàìûì èíòåãðàë Jf ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Jf = α

∫
Γ1

g(ξ)χ(ξ, t)f(ξ) dµ(ξ), (3.10)

ãäå

α :=
K(1 + k)W 2(t)

2π2(1 + ∆W 2(t))2
, g(ξ) :=

W 2(ξ) + ∆

1 + ∆W 2(ξ)
,

χ(ξ, t) :=
(1 + ∆W 2(ξ))(W 2(ξ) + ∆)

W 2(ξ)

1− k sn2

(
K

π
(Re ξ − t)

)
1 + k sn2

(
K

π
(Re ξ − t)

) ,
à Γ1 := [iH, 2π + iH] ∪ [−iH, 2π − iH] ñ ìåðîé dµ(x ± iH) = dx.
Ïîñêîëüêó |W (ξ)| = 1 ïðè ξ ∈ Γ1, òî |g(ξ)| = 1 è χ(ξ, t) > 0 ïðè
âñåõ ξ ∈ Γ1 è t ∈ [0, 2π). Èç ðàâåíñòâ (3.8) è (3.10) ïîëó÷àåì ïðåä-
ñòàâëåíèå∫ 2π

0

f(t) dt−
n∑
j=1

(Aj0f(tj) + Aj1f
′(tj)) = α

∫
Γ1

g(ξ)ψ(ξ)f(ξ) dµ(ξ),

â êîòîðîì

ψ(ξ) :=

∫ 2π

0

χ(ξ, t) dt, Ajm :=

∫ 2π

0

ajm(t) dt, m = 0, 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W0 ôóíêöèþ W äëÿ óçëîâ t∗j (ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ôóíêöèþ g â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç g0). Ñ ïîìîùüþ
ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé n-îé ñòå-
ïåíè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

W0(t) = (−1)n+1
√
λ sn

(
nΛ

π
t, λ

)
, (3.11)
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ãäå λ = κ
(
e−2Hn

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, W 2

0 (t + t∗j) = W 2
0 (t) è â ñèëó

íå÷åòíîñòè ctn z èìååì∫ 2π

0

W 2
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

ctn

(
K

π
(t− t∗j)

)
dt

=

∫ π

−π

W 2
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

ctn

(
K

π
t

)
dt = 0.

Òåì ñàìûì Aj1 = 0, j = 1, . . . , n. Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ñîîáðà-
æåíèÿ, íàõîäèì

Aj0 =
K2

π2W ′2
0 (tj)

∫ 2π

0

W 2
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

1− k2 sn4

(
K

π
t

)
sn2

(
K

π
t

) dt.

Èç (3.11) ìîæíî íàéòè W ′
0(tj) è óáåäèòüñÿ, ÷òî A10 = . . . = An0 =:

A.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû A âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (3.9),

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì

nA =
n∑
j=1

Aj0 =

∫ 2π

0

1−W 4
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

dt = (1−∆2)−1

∫ 2π

0

(1− g2
0(t)) dt.

Äåëàÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
nΛ

π
t = z, x =

sn(λ, t), íàõîäèì

A =
2π

n
(1−∆2)−1(1− Λ−1J4(λ,∆)).

Èòàê, äîêàçàíî ðàâåíñòâî∫ 2π

0

f(t) dt− A
n∑
j=1

f(t∗j) = α

∫
Γ1

g0(ξ)ψ(ξ)f(ξ) dµ(ξ).

Ïîëîæèì äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ lnq 〈y∗0, z〉 := A
n∑
j=1

zj. Òîãäà äëÿ

τ ∗ := (t∗1, . . . , t
∗
n)

〈y∗0, Iτ∗g0〉 = A
n∑
j=1

g0(t∗j) = Aδn1−1/p = δ‖y∗0‖.

Êðîìå òîãî, ‖Iτ∗g0‖q = δ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5.3 ãë. I, ïîëó÷àåì,
÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.7) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èí-
òåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì â ñèñòåìå óçëîâ
τ ∗, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå lnq , ïðè÷åì ôóíêöèÿ g0

ýêñòðåìàëüíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

enq(BH̃∞(DH), δ) ≤
∫ 2π

0

g0(t) dt. (3.12)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óçëîâ τ ôóíêöèÿ
g ∈ BH̃∞(DH) è ‖Iτg‖q = δ, òî èç ðàâåíñòâà (3.6) è òåîðåìû 4.2
ãë. II, ïîëîæèâ

ϕ(x) := ϕ1

(
tg
π

4
x
)
, ϕ1(y) :=

y2 + ∆

1 + ∆y2
,

èìååì

enq(BH̃∞(DH), δ) ≥ inf
τ∈Λn

∫ 2π

0

g(t) dt =

∫ 2π

0

ϕ1(|W0(t)|) dt. (3.13)

Ïîñêîëüêó ϕ1(|W0(t)|) = g0(t), òî èç (3.12) è (3.13) ïîëó÷àåì

enq(BH̃∞(DH), δ) =

∫ 2π

0

g0(t) dt.

Âûðàæåíèå äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ÷åðåç ôóíêöèþ J2 ïîëó÷àåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ A, à àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî íà-
õîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (2.4.26).

Óòâåðæäåíèå 3) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî èíôèìóì â (3.13) äîñòè-
ãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ñèñòåìû òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ
øàãîì 2π/n. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.5) äëÿ W = BH∞(Ýc) è

Lf =

∫ 1

−1

f(t)
dt√

1− t2
.

Ïðè δ ≥ n1/q ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òðèâèàëüíî è ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå
äëÿ êëàññà BH̃∞(DH).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü 1 ≤ q ≤ ∞ è 0 ≤ δ < n1/q. Òîãäà
1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∫ 1

−1

f(t)
dt√

1− t2
≈ π

n
(1−∆2)−1(1−Λ−1J4(λ,∆))

n∑
j=1

f̃

(
cos

2j − 1

2n
π

)
,

(3.14)
â êîòîðîé ∆ = δn−1/q, à λ = κ(c−4n), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH∞(Ýc) ïî çíà÷åíèÿì, çà-
äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå Y = lnq ;

2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

enq(BH∞(Ýc), δ) = πΛ−1J2(λ, δn−1/q) = πδn−1/q

+ 2π(1− δ2n−2/q)c−2n + 2πδ(4− 3δ2n−2/q)n−1/qc−4n +O
(
c−6n

)
;

3) óçëû

{
cos

2j − 1

2n
π

}n
j=1

� åäèíñòâåííûå îïòèìàëüíûå óçëû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(t) ∈ BH∞(Ýc), òî f(cos t) ∈
BH̃∞(DH) ïðè H = log c. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.4, ïîëó÷èì, ÷òî
ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (3.14), à ñëåäîâàòåëüíî, è îï-
òèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

1

2
e2n,q(BH̃∞(DH), 21/qδ) = πΛ−1J2(λ, δn−1/q).

Äëÿ îöåíêè ñíèçó âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (3.6). Ñ ïîìî-
ùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè Ýc íà åäèíè÷íûé êðóã (ñì.
(2.4.17)), íàõîäèì

enq(BH∞(Ýc), δ) = inf
τ∈[−

√
k,
√
k]n

sup
f∈BH∞
‖Iτf‖q≤δ

‖f‖L1k

≥ inf
B∈B0

n

‖ϕ1(B)‖L1k
= inf

B∈B0
n

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctgB

)∥∥∥∥
L1k

, (3.15)

ãäå ϕ è ϕ1 îïðåäåëåíû â òåîðåìå 3.4. Èç òåîðåìû 4.3 ãë. II èìååì

enq(BH∞(Ýc), δ) ≥ πΛ−1J2(λ, δn−1/q).

Åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíûõ óçëîâ âûòåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè
íóëåé ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì â
(3.15). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïðè âñåõ c > 1 è νj ≤ 2
1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà∫ 1

−1

f(t)
dt√

1− t2
≈ π

n

(
1− Λ−1λ2I40(λ)

) n∑
j=1

f

(
cos

2j − 1

2n
π

)
,

â êîòîðîé λ = κ(e−4n), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì èíòå-
ãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH∞(Ýc) ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì;

2) óçëû

{
cos

2j − 1

2n
π

}n
j=1

� åäèíñòâåííûå îïòèìàëüíûå óçëû;

3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e(ν,BH∞(Ýc), p0) =
π

Λ
I20(λ) = 2πc−2n +O

(
e−6n

)
.

Ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ àñèìïòîòèêè ïîãðåøíîñòè îïòè-
ìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, èñïîëüçóþùèõ òî÷íûå çíà÷åíèÿ, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [6],
[79].
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Ìíîæåñòâà, ïðîñòðàíñòâà è êëàññû ôóíêöèé

gr Φ 31 Φ(W,E), Fn(δ) 121
X ′ 32 Bn, B0

n 122
X⊥0 32, 42 NCVD, SSC2l+1 123
coA, bcoA 32 Λn 123
bcoaA 32 DH , AH 124
intA 33 Lqk 126
Aff X 34 H∞(G), h∞(g) 128
∂ϕ(y) 39 H̃∞(DH) 128
X∗, Aff∗X 41, 42 ∆h 129
riA 42 Ýc 131
∂∗ϕ(y) 43 A0(Ýc) 132
clM 44 Sn, SLn , Xn 133
Lp(S, σ, µ), Lp(S) 54 BR

n 134
lp(µ), lnp (µ) 54 B2n(∆h) 138
lp, l

n
p , BX 54, 55 H̃R

∞(DH), Sρ, Cρ 139
H2 71 L(X, Y ) 139
A2 73 HRr

2(Bn), ARr
2(Bn) 145

Hp, D 80 Un, T n 148
B, Bn, S, Sn 91 T nρ , H2(Un) 148
Hp(B), Ap(B) 91 A2(Un) 148
∆nk(p) 94 Hr

2 , A
r
2 152

∆nk(p, c) 100 Θ̃τ 165
∆̃nk(p), ∆̃nk(p, c) 102 A∞H 166
hp 105 Dk 168
a2 119

Ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è äðóãèå

àïïðîêñèìàòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè

E(Φ, ϕ), E(Φ) 31 e(f, F, ϕ), e(f, F ) 46 e(f, I,W, δ) 49
R(Φ) 31 r(f, F ) 47 e∗(f, F ) 51
E∗(Φ), Ea(Φ) 42 e(f, I,W,Uϕ) 61 e∗(f, I,W,U) 52
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e(x′, I,W, δ) 52 en(E,W, δ) 121 δpm 196
e∗(x′, I,W, δ) 52 dn(f, F ), λn(f, F ) 132 δn(E) 198
eN(x′, I,W ) 53 dn(W,X, I, δ) 132 δn(l) 202
ep(f, S, E, δ) 59 λn(W,X, I, δ) 132 ∆n(l) 204
e(ξ,H2, δ) 72 dn(W,X), λn(W,X) 132 en(z0, E, δ) 206
e(ξ, λ, I, BHp) 84 dn(W,X) 132 en(E, δ) 212
e(a, IrA, BXp) 91 e(τ,W ) 165 e∗n([α, beta], δ) 213
e(x, λ, I, Bh∞) 108 eq(t, τ, k, δ) 169 e(k)(z0, E, δ,W ) 218
e(z, I,W ) 110 Eq(τ, k, δ) 169 e(τν ,W, p) 231
e′(z, I,W ) 110 e(z0, E, δ) 179 γm(p, q, k) 235
e)x, λ, I, Bh2) 118 In(z0, E, δ) 180 e(ν,W, p) 242
e(f, F,S) 121 e(z0, E, δ, S0) 193 enq(W, δ) 246
e(Φ,F ,S) 121

Ôóíêöèè, ìåðû è ÿäðà

f(x,Φ) 39 κ(x) 122 Zn(z, l) 202
σ(z), σn(z) 91 hξ(t), hn(t) 123 scn(t, k) 205
ν(z), νn(z) 91 KH(z) 124 B2(z, δ2) 210
Φn(ρ, u) 92 dνk 125 B3(z, δ2) 218
Krk(z, w) 92 P (z, ζ), F (z, ζ) 129 Iq2(λ) 244
Ks(z, w) 92 Iqj(λ, j = 0, 1 136 pk(z) 245
Qn(ρ, u) 94 B0(z, k), B1(z, k) 160, 161 Jr(λ,∆) 246
ϕc(z) 100 ctnx 172

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ

ì. î. 31 Dj, D
α, IrAf 91 card Γ 151

co Φ, bcoξ Φ 32 z′k, z
′′
k 92 Ln(τ, p, k) 170

Φξ 32 〈z, w〉, sk(z, w) 92 Λn(τ, p) 170
cl Φ 44 Paz 93 c(E) 198
(x, y)S, a(p) 54 λn(p) 94 ρ(E) 202
x|E 59 K, K ′ 122 ρ(u, v) 212
a+ 65 Sc(f), K ∗ f 122, 123 τν 231
Lλξf 83 Rrf(z), Nm 145
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