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Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïî-
ñòðîåíèåì íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé èç íåêîòî-
ðûõ êëàññîâ, èñïîëüçóþùèõ èíôîðìàöèþ î êîíå÷íîì ÷èñëå çíà÷å-
íèé ôóíêöèé. Â áîëåå îáùåì âèäå ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü, êàê çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-
ëà L(x) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X
ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x).

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ÷àñòî ôîðìóëèðóåòñÿ, êàê çàäà÷à íàõîæäå-
íèÿ òàêèõ ÷èñåë C0

1 , . . . , C
0
n, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

rn(C1, . . . , Cn) = sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Cjlj(x)

∣∣∣∣
ìèíèìàëüíà. Áîëüøèíñòâî çàäà÷ î ïîñòðîåíèè íàèëó÷øåé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû íà êëàññå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èìåííî â òàêîì
âèäå.

Æåëàíèå íàèáîëåå ïîëíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ î çíà÷åíè-
ÿõ ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïîñòàíîâ-
êå. Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ S(l1(x), . . . , ln(x))
(íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî l1(x), . . . , ln(x)) íàéòè ìå-
òîä, íàçûâàåìûé íàèëó÷øèì, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó

rn(S) = sup
x∈W
|L(x)− S(l1(x), . . . , ln(x))|.

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è áûëà ïðåäëîæåíà Ñ.À. Ñìîëÿêîì [19] è
ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áàõâàëîâà [2] è Á.Ä. Áîÿíî-
âà [6,7]. Â ÷àñòíîñòè, áûëî äîêàçàíî ( [19], ñì. òàêæå [2]), ÷òî åñëè
ìíîæåñòâî W èç ëèíåéíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì, òî ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòî-
äîâ ïðèáëèæåíèÿ íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëîâ
l1(x), . . . , ln(x), è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
{Cj}

rn(C1, . . . , Cn) = inf
S
rn(S) = sup

x∈W
l1(x)=...=ln(x)=0

|L(x)|.
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Òîò ôàêò, ÷òî ðåàëüíî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x) âî
ìíîãèõ çàäà÷àõ áûâàþò èçâåñòíû ïðèáëèæåííî, ïðèâîäèò ê ñëåäó-
þùåé ïîñòàíîâêå. Ïðèáëèçèòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë L(x) íà ìíî-
æåñòâå W èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X (âåùåñòâåííîãî èëè êîì-
ïëåêñíîãî) ïî çíà÷åíèÿì l̃1(x), . . . , l̃n(x), ãäå l̃j(x) = lj(x) + ρj(x),
j = 1, . . . , n, à âåêòîð ρ(x) = (ρ1(x), . . . , ρn(x)) ïðè âñåõ x ∈ W óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖ρ(x)‖ ≤ δ; çäåñü ‖ · ‖ � êàêàÿ-ëèáî íîðìà
â ïðîñòðàíñòâå n-ìåðíûõ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ âåêòî-
ðîâ, à δ � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå ïîãðåøíîñòü
çàäàíèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x).

Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ S(δ, l̃1(x), . . . ,

l̃n(x)) ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L(x) íàçîâåì âåëè÷èíó

rn(δ, S) = sup
x∈W

sup
‖ρ(x)‖≤δ

|L(x)− S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x))|.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì òàêî-
ãî ìåòîäà S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)), íàçûâàåìîãî íàèëó÷øèì ìåòîäîì
ïðèáëèæåíèÿ ïðè äàííîì δ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rn(δ, S0) = inf
S
rn(δ, S).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå δ = 0 ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ñîâïàäàåò ñ ïîñòàíîâêîé Ñ.À. Ñìîëÿêà.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå
èññëåäóþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì è åäèíñòâåí-
íîñòüþ ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ. Â � 1 óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X â
ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî W âûïóêëîå è êðóãîâîå, ïðè âñåõ δ ≥ 0
ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ íàéäåòñÿ ëèíåéíûé è äëÿ
åãî ïîãðåøíîñòè áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rn(δ, S0) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|, l(x) = (l1(x), . . . , ln(x)).

Äàëåå, ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè â íóëå ïî ε ôóíêöèé

ϕj(ε, δ) = sup
x∈Aj(ε,δ)

ReL(x), ψj(ε, δ) = sup
x∈Aj(iε,δ)

ReL(x), j = 1, . . . , n,

ãäå Aj(ε, δ) = {x ∈ W | ImL(x) = 0, ‖l(x) − εej‖ ≤ δ}, {ej} = δkj,
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ

L(x) ≈
n∑
j=1

[
∂ϕj(0, δ)

∂ε
− i∂ψj(0, δ)

∂ε

]
l̃j(x)

áóäåò åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèîíàëà L(x) ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x), çà-
äàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.
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B � 2 óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû L(x), l1(x), . . . , ln(x) îïðåäåëåíû íà âå-
ùåñòâåííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ ïîñòðîåíèåì íàè-
ëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçó-
þùèõ èíôîðìàöèþ î êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ad(G) êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòè G ôóíêöèé f(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå f(z) = d(z)g(z), ãäå d(z)
ôèêñèðîâàííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè G ôóíêöèÿ, íå îáðàùàþ-
ùàÿñÿ â íóëü, à g(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó àíàëèòè÷åñêèõ è íå ïðå-
âîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ åäèíèöû â îáëàñòè G ôóíêöèé. Ïðîñòåé-
øèì ïðèìåðîì êëàññà òèïà Ad(G) ÿâëÿåòñÿ êëàññ ôóíêöèé AM(G),
àíàëèòè÷åñêèõ è íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ êîíñòàíòû M . B � 3
ñòðîèòñÿ íàèëó÷øèé íà êëàññå Ad(G) ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷è-
íû f(z), z ∈ G ïî çíà÷åíèÿì

f(z1), . . . , f (k1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (kn)(zn), ãäå z1, . . . , zn

ðàçëè÷íûå òî÷êè èç îáëàñòè G, è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ïî-
ñòðîåííîãî ìåòîäà ñðåäè ëèíåéíûõ íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ. Äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà r(z, z1, . . . , z1︸ ︷︷ ︸

k1+1

, . . . , zn, . . . , zn︸ ︷︷ ︸
kn+1

) äîêàçû-

âàåòñÿ ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = |d(z)|
n∏
j=1

∣∣∣∣∣ W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)

∣∣∣∣∣
kj+1

,

ãäå W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G íà
âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà (îáëàñòü G ñ÷èòàåòñÿ íå ñîâïàäà-
þùåé ñî âñåé ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòüþ èëè ñ ðàñøèðåííîé ïëîñ-
êîñòüþ ñ îäíîé âûêîëîòîé òî÷êîé, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êëàññ
Ad(G) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ
ðàâíûõ d(z), è çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ ðåøàåòñÿ òî÷íî).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hp, p > 0, êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â |z| < 1 ôóíê-

öèé f(z) òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ èíòåãðàë
∫ 2π

0

|f(reiϕ)|p dϕ

îãðàíè÷åí ïðè 0 < r < 1. Èçâåñòíî (ñì. [18], [8]), ÷òî êàæäàÿ
ôóíêöèÿ èç êëàññà Hp èìååò ïî÷òè âñþäó íà |z| = 1 îïðåäåëåí-
íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî íåêàñàòåëüíûì ïóòÿì, êîòîðûå îáî-
çíà÷àþòñÿ ÷åðåç f(eiϕ). Ïóñòü ρ(ϕ) íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ ïåðèîäîì
2π ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ln ρ(ϕ) è [ln ρ(ϕ)]p, p > 0, ñóììèðóåìû
íà [0, 2π]. ×åðåç Hρ

p îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé f(z) ∈ Hp, äëÿ
êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(eiϕ)| ≤ ρ(ϕ).
B � 4 ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ Hρ

p ÿâëÿåòñÿ êëàññîì òèïà Ad(G), ãäå
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G = {z : |z| < 1}, à d(z) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) e

iϕ+z
eiϕ−z dϕ, è ñ ïîìî-

ùüþ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â � 3, ñòðîèòñÿ åäèíñòâåííûé ëè-
íåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà
Hρ
p . Äëÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè îáëàñòè

G è àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè d(z), âåùåñòâåííîé è ïîëîæèòåëüíîé
íà âåùåñòâåííîé îñè, îáîçíà÷èì ÷åðåç A0

d(G) ìíîæåñòâî ôóíêöèé
èç Ad(G), âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Äëÿ ïðèáëèæåí-

íîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
∫ b

a

f(x)p(x) dx íà ôóíêöèÿõ èç êëàññà

A0
d(G) â � 3 ñòðîèòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, èñïîëüçóþùàÿ çíà-

÷åíèÿ f(z1), . . . , f (k1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (kn)(zn). Äëÿ ïîãðåøíîñòè
ïîñòðîåííîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äîêàçàíà îöåíêà

r(z1, . . . , z1︸ ︷︷ ︸
k1+1

, . . . , zn, . . . , zn︸ ︷︷ ︸
kn+1

) ≤
∫ b

a

d(x)
l∏

j=1

∣∣∣∣ W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)

∣∣∣∣kj+1

×
n∏

j=l+1

∣∣∣∣∣ W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)

∣∣∣∣∣
2(kj+1)

p(x) dx, (0.1)

ãäå W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G íà
âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé
îñè â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, à òî÷êè z1, . . . , zn òàêîâû, ÷òî

Im zj = 0, j = 1, . . . , l, zi 6= zj, l + 1 ≤ i, j ≤ n.

Â ñëó÷àå, êîãäà kj = 2k′j +1, j = 1, . . . , l, äîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðî-
âàíèÿ íà êëàññå A0

d(G) è íåðàâåíñòâî (0.1) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.
Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íà êëàñ-
ñå A0

M(G), ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå Í.Ñ. Áàõâàëîâûì â ðàáîòå [1].
Â � 5 èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øå-

ãî íà êëàññå Ad(G) ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ r(z1, . . . , zn) íà íåêîòîðîì
çàìêíóòîì ìíîæåñòâå E ⊂ G ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì çà ñ÷åò âû-
áîðà óçëîâ z1, . . . , zn. Ïîëîæèì

Rn(G,E) = inf
{zj}∈G

max
z∈E

r(z1, . . . , zn), (0.2)

R∗n(G,E) = inf
{zj}∈E

max
z∈E

r(z1, . . . , zn). (0.3)

Òî÷êè z0
1 , . . . , z

0
n, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåí-

ñòâàõ (0.2) èëè (0.3), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè óçëàìè äëÿ
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ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Äëÿ âåëè÷èí Rn(G,E) è R∗n(G,E) äîêà-
çûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R∗n(G,E) ≥ Rn(G,E) ≥ min
z∈E
|d(z)|e−nh(E,CG), n ≥ 1,

lim
n→∞

n
√
R∗n(G,E) = lim

n→∞
n
√
Rn(G,E) = e−h(E,CG);

çäåñü h(E,CG) � ìîäóëü êîíäåíñàòîðà, îáðàçîâàííîãî ìíîæåñòâîì
E è äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà G.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ êëàññà AM(G) çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âå-
ëè÷èí Rn(G,E), R∗n(G,E) è ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ óçëîâ
ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî. Ðàññìîòðåíèþ òàêèõ ñëó÷àåâ ïîñâÿùåí
� 6. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýëëèï-
ñà Ýc ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

R∗n(Ýc, [−1, 1]) = Rn(Ýc, [−1, 1]) = 2Mc−n

∞∑
m=0

c−4nm(m+1)

1 +
∞∑
m=1

c−4nm2

,

à îïòèìàëüíûìè óçëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû ×åáûøåâà z0
j =

cos
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Â ãëàâå 3 èññëåäóþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì íàèëó÷-
øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ, èñïîëüçóþùèõ èíôîðìàöèþ î çíà÷åíè-
ÿõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ìå-
òîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ïî åå çíà÷åíèÿì f(x1), . . . , f (k−1)(x1),
. . . , f(xn), . . . , f (k−1)(xn) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ýð-

ìèòà f(x) =
n∑
i=1

k−1∑
j=0

Pij(x)f (j)(xi), ïîãðåøíîñòü êîòîðîé îáû÷íî

îöåíèâàåòñÿ íà êëàññå ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîä-
íóþ f (nk)(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] óñëî-
âèþ max

x∈[a,b]
|f (nk)(x)| ≤ M (áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé êëàññ ÷åðåç

W (nk)(M ; a, b)). Â � 7 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîð-
ìóëà Ýðìèòà, â êîòîðîé âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ f̃ (j)(xi) = f (j)(xi) + ρij(f), i = 1, . . . , n,
j = 0, . . . , k − 1, ãäå âåêòîðû ρj(f) = (ρ1j(f), . . . , ρnj(f)) ïðè âñåõ
f ∈ W (nk)(M ; a, b) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

‖ρj(f)‖pj ≤ δj

(
‖ρ‖p =

( n∑
i=1

|ρi|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖ρ‖∞ = max
1≤i≤n

|ρi|
)
,
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äëÿ ëþáûõ δ1, . . . , δk−1 ≥ 0 áóäåò åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷-
øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(x) íà êëàññåW (nk)(M ; a, b).
Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êå x äî-
êàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

r(x, δ1, . . . , δk−1 x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
k

) =
M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k

+
k−1∑
j=0

δj‖Pj(x)‖qj ,

ãäå Pj(x) = (P1j(x), . . . , Pnj(x)),
1

pj
+

1

qj
= 1.

×åðåç r(δ, x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåãî ìåòî-
äà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòå-

ãðàëà
∫ b

a

f(x)p(x) dx íà êëàññå W (2n)(M ; a, b) ïî çíà÷åíèÿì f̃(xi) =

f(xi) + ρi(f), i = 1, . . . , n, ãäå ïðè âñåõ f ∈ W (2n)(M ; a, b) âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî max

1≤i≤n
|ρi(f)| ≤ δ. Íàèëó÷øèé ìåòîä èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ f̃(x0
1), . . . , f̃(x0

n), áóäåì íàçûâàòü
îïòèìàëüíûì, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(δ, x0
1, . . . , x

0
n) = inf

{xi}
r(δ, x1, . . . , xn).

Â � 3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì ìåòîäîì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íà êëàññå W (2n)(M ; a, b) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
Ãàóññà, â êîòîðîé âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ
f̃(x0

1), . . . , f̃(x0
n), à äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(δ, x0
1, . . . , x

0
n) =

M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx+ δ

∫ b

a

p(x) dx;

çäåñü x0
1, . . . , x

0
n � óçëû êâàäðàòóðû Ãàóññà äëÿ âåñà p(x) íà îòðåçêå

[a, b].
Çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå

A0
d(G), èñïîëüçóþùåãî çíà÷åíèÿ f̃(xi) = f(xi) + ρi(f), i = 1, . . . , n,

ãäå ïðè âñåõ f ∈ A0
d(G) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî max

1≤i≤n
|ρi(f)| ≤ δ,

ïîñâÿùåí � 8. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ìàëîñòü δ â ýòîì ïà-
ðàãðàôå ñòðîèòñÿ íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(x)

ïî çíà÷åíèÿì f̃(x1), . . . , f̃(xn), x, x1, . . . , xn ∈ G∩R, è äîêàçûâàåòñÿ
åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî ìåòîäà ñðåäè ëèíåéíûõ íàèëó÷øèõ
ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[14�16] è äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ è
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Í.Ñ. ÁÀÕÂÀËÎÂÓ çà ïîñòîÿííîå âíèìà-
íèå ê ðàáîòå.



Ãëàâà 1

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÏÎ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌ

ÄÐÓÃÈÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ, ÇÀÄÀÍÍÛÕ Ñ
ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÜÞ

�1. Ñóùåñòâîâàíèå è óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ëèíåéíîãî

íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå

Ïóñòü L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà êîìïëåêñíîì
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåX. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèîíàëà L(x) íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå W ïðîñòðàíñòâà X ïî
çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x), èçâåñòíûì ñ íåêîòîðîé
ïîãðåøíîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ l̃k(x) =
lk(x) + ρk(x), k = 1, . . . , n, ïðè÷åì ïðè âñåõ x ∈ W âåêòîð
ρ(x) = (ρ1(x), . . . , ρn(x)) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖ρ(x)‖ ≤ δ,
ãäå ‖ · ‖ � êàêàÿ-ëèáî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ âåêòî-
ðîâ ρ = (ρ1, . . . , ρn), à δ ≥ 0 � ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x).

Âñÿêèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) íà ìíîæåñòâå
W , èñïîëüçóþùèé èíôîðìàöèþ òîëüêî î çíà÷åíèÿõ l̃1, . . . , l̃n è
δ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå íåêîòîðîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé
ôóíêöèè

L(x) ≈ S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)), x ∈ W.

Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

rn(δ, S) = sup
x∈W

sup
‖ρ(x)‖≤δ

|L(x)− S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x))|.

Ìåòîä S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øèì ìåòî-
äîì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) íà ìíîæåñòâå W ïî çíà÷å-
íèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x), çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ δ,
åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rn(δ, S0) = inf
S
rn(δ, S),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ôóíêöèÿì
S(δ, z1, . . . , zn). Ìåòîä S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) â äàëüíåéøåì áóäåì íà-
çûâàòü ïðîñòî íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ.

8
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Ëèíåéíûìè ìåòîäàìè ïðèáëèæåíèÿ íàçîâåì ìåòîäû, èìåþùèå
âèä

S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Cj(δ)l̃l(x).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâW ⊂
X ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
ìåòîä.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü L(x), l1(x), . . . , ln(x) � ëèíåéíûå ôóíêöè-

îíàëû íà êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X. Åñëè ìíîæå-

ñòâî W ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) W � âûïóêëî,

2) W � êðóãîâîå ìíîæåñòâî, òî åñòü èç x ∈ W ñëåäóåò, ÷òî

eiϕ ∈ W ïðè âñåõ ϕ ∈ R, òî äëÿ ëþáîãî δ ≥ 0 ñóùåñòâóþò òàêèå

êîìïëåêñíûå ÷èñëà Cj(δ), j = 1, . . . , n, ÷òî ìåòîä

S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Cj(δ)l̃l(x)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì, è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî

rn(δ, S0) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|,

ãäå l(x) = (l1(x), . . . , ln(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê â (2n + 2)-
ìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

(x0, y0, x1, y1, . . . , xn, yn) = (ReL(x), ImL(x),

Re l̃1(x), Im l̃1(x), . . . ,Re l̃n(x), Im l̃n(x))

ïðè âñåõ x ∈ W è âñåõ òàêèõ ρ(x), ÷òî ‖ρ(x)‖ ≤ δ, x ∈ W , êîòîðîå
îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn(δ).

Ïîêàæåì, ÷òî Wn(δ) âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì ξ = λξ1 +
(1−λ)ξ2, ãäå ξ1, ξ2 ∈ Wn(δ), a λ ∈ (0, 1). Èç ïðèíàäëåæíîñòè âåêòî-
ðîâ ξ1, ξ2 ìíîæåñòâóWn(δ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ x1, x2 ∈ W
è òàêèõ âåêòîðîâ ρ1 = (ρ1

1, . . . , ρ
1
n), ρ2 = (ρ2

1, . . . , ρ
2
n), óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ íåðàâåíñòâàì ‖ρ1‖ ≤ δ, ‖ρ2‖ ≤ δ, ÷òî

ξ1 = (ReL(x1), ImL(x1),Re[l1(x1) + ρ1
1], Im[l1(x1) + ρ1

1], . . . ,

Re[ln(x1) + ρ1
n], Im[ln(x1) + ρ1

n]),

ξ2 = (ReL(x2), ImL(x2),Re[l1(x2) + ρ2
1], Im[l1(x2) + ρ2

1], . . . ,

Re[ln(x2) + ρ2
n], Im[ln(x2) + ρ2

n]).
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Òàêèì îáðàçîì,

ξ = (ReL(x), ImL(x),Re[l1(x) + ρ1], Im[l1(x) + ρ1], . . . ,

Re[ln(x) + ρn], Im[ln(x) + ρn]),

ãäå x = λx1 + (1− λ)x2, a ρ = (ρ1, . . . , ρn) = λρ1 + (1− λ)ρ2. Â ñèëó
íåðàâåíñòâà ‖ρ‖ ≤ λ‖ρ1‖+(1−λ)‖ρ2‖ ≤ δ è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà
W ïîëó÷àåì, ÷òî ξ ∈ Wn(δ) ïðè ëþáîì λ ∈ (0, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
äîêàçàíà âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà Wn(δ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wϕ
n (δ) ìíîæåñòâî òî÷åê, ïîëó÷àþùèõñÿ èç

òî÷åê ìíîæåñòâà Wn(δ) ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè Pϕ, êî-
òîðîå âåêòîðó (x0, y0, . . . , xn, yn) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð
(x′0, y

′
0, . . . , x

′
n, y

′
n) ïî ôîðìóëàì

x′k = xk cosϕ− yk sinϕ,

y′k = xk sinϕ+ yk cosϕ,
k = 0, . . . , n.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê Wϕ
n (δ) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

Wn(δ). Ïóñòü ξ′ ∈ Wϕ
n (δ), òî åñòü ξ′ = Pϕξ, ãäå ξ ∈ Wn(δ). Ñó-

ùåñòâóåò x ∈ W è âåêòîð ρ = (ρ1, . . . , ρn), ‖ρ‖ ≤ δ, ÷òî

ξ = (ReL(x), ImL(x),Re[l1(x) + ρ1], Im[l1(x) + ρ1], . . . ,

Re[ln(x) + ρn], Im[ln(x) + ρn]),

Äëÿ âåêòîðà ξ′ = Pϕξ èìååì

ξ′ = (ReL(eiϕx), ImL(eiϕx),Re[l1(eiϕx) + eiϕρ1], Im[l1(eiϕx) + eiϕρ1],

. . . ,Re[ln(eiϕx) + eiϕρn], Im[ln(eiϕx) + eiϕρn]),

Â ñèëó ñâîéñòâà 2) ìíîæåñòâà W è òîãî, ÷òî ‖eiϕρ‖ = ‖ρ‖ ≤ δ,
âåêòîð ξ′ ∈ Wn(δ).

Îáðàòíî, åñëè ξ ∈ Wn(δ), òî ξ′ = P−1
ϕ ξ ∈ Wn(δ), òàê êàê P−1

ϕ =
P−ϕ, à èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ Pϕη ∈ Wn(δ) äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ R
è η ∈ Wn(δ). Òàêèì îáðàçîì, ξ = PϕP

−1
ϕ ξ = Pϕξ

′ ∈ Wϕ
n (δ).

Ïîëîæèì

R(δ) = sup
(x0,y0,0,...,0)∈Wn(δ)

√
x2

0 + y2
0

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(δ) < ∞. Âñëåäñòâèå âûïóêëîñòè è èíâàðè-
àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Pϕ ìíîæåñòâàWn(δ) âìåñòå
ñ êàæäîé òî÷êîé (x0, y0, 0, . . . , 0) ∈ Wn(δ) âñå òî÷êè (x′0, y

′
0, 0, . . . , 0),

êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (x′0)2 + (y′0)2 ≤
x2

0 + y2
0, áóäóò òàêæå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó Wn(δ). Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî òî÷êè (x0, y0, 0, . . . , 0), ãäå x2
0 + y2

0 = R2(δ) ÿâëÿþòñÿ ãðà-
íè÷íûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà Wn(δ).

Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó âûïóêëîãî ìíî-
æåñòâà ìîæíî ïðîâåñòè ê íåìó îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Óðàâíå-
íèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè êWn(δ), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíè÷íóþ
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òî÷êó (R(δ), 0, . . . , 0), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x0 =
n∑
j=1

(aj(δ)xj + bj(δ)yj) +R(δ). (1.1)

Ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè Pϕ ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ïåðåéäåò â
îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ê Wϕ

n = Wn, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ãðàíè÷-
íóþ òî÷êó (R(δ) cosϕ,R(δ) sinϕ, 0, . . . , 0) è èìåþùóþ âèä

x0 cosϕ+ y0 sinϕ =
n∑
j=1

[aj(δ) cosϕ− bj(δ) sinϕ]xj

+
n∑
j=1

[aj(δ) sinϕ+ bj(δ) cosϕ]yj +R(δ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ϕ ∈ R òî÷êè ìíîæåñòâà Wn(δ)
ëåæàò â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå[

x0−
n∑
j=1

(aj(δ)xj+bj(δ)yj)

]
cosϕ+

[
y0−

n∑
j=1

(−bj(δ)xj+aj(δ)yj)
]

sinϕ

≤ R(δ).

Ìíîæåñòâî òî÷åê (A,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó A cosϕ +
B sinϕ ≤ R ïðè ëþáîì ϕ ∈ R, ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà R. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ âñåõ òî÷åê èç Wn(δ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî[
x0−

n∑
j=1

(aj(δ)xj+bj(δ)yj)

]2

+

[
y0−

n∑
j=1

(−bj(δ)xj+aj(δ)yj)
]2

≤ R2(δ).

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Wn(δ), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî â âèäå∣∣∣∣L(x)−

n∑
j=1

(aj(δ)− ibj(δ))l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ R(δ).

Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ W è âñåõ
ρ(x) = (ρ1(x), . . . , ρn(x)), ‖ρ(x)‖ ≤ δ, ïîëó÷àåì

sup
x∈W

sup
‖ρ(x)‖≤δ

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Cj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ R(δ), (1.2)

ãäå Cj(δ) = aj(δ)− ibj(δ).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà S(δ, l̃1(x), . . . ,

l̃n(x)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

rn(δ, S) ≥ R(δ).
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Èç îïðåäåëåíèÿ R(δ) è ìíîæåñòâà Wn(δ) èìååì

R(δ) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò xε ∈ W , äëÿ êîòîðîãî
‖l(xε)‖ ≤ δ è |L(xε)| > R(δ) − ε. Ýòèì æå íåðàâåíñòâàì áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü −xε ∈ W . Ïîëîæèì ρ(xε) = −l(xε), ρ(−xε) = l(xε).
Òîãäà l̃1(±xε) = . . . = l̃n(±xε) = 0 è S(δ, l̃1(±xε), . . . , l̃n(±xε)) =
S(δ, 0, . . . , 0). Èç íåðàâåíñòâ

|L(xε)− S(δ, 0, . . . , 0)|+ |L(−xε)− S(δ, 0, . . . , 0)|
≥ 2|L(xε)| > 2[R(δ)− ε]

âûòåêàåò, ÷òî ëèáî äëÿ xε, ëèáî äëÿ −xε, ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæå-
íèÿ ôóíêöèîíàëà L áîëüøå R(δ)− ε. Îòñþäà

rn(δ, S) = sup
x∈W

sup
‖ρ(x)‖≤δ

|L(x)− S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x))| > R(δ)− ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 è ïðîèçâîëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
ìåòîäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

inf
S
rn(δ, S) ≥ R(δ) = sup

x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|. (1.3)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (1.2) èìååì

inf
S
rn(δ, S) ≥ sup

x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)| ≥ rn(δ, S0), (1.4)

ãäå

S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Cj(δ)l̃j(x).

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå
ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ìåòîäîâ, ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (1.4) îáðàùà-
þòñÿ â ðàâåíñòâà.

Â ñëó÷àå, êîãäà R(δ) = ∞, äëÿ ëþáîãî N > 0 ñóùåñòâóåò xN ∈
W , äëÿ êîòîðîãî ‖l(xN)‖ ≤ δ è |L(xN)| > N . Ïîëîæèì ρ(xN) =

−l(xN), òîãäà l̃1(xN) = . . . = l̃n(xN) = 0. Èç íåðàâåíñòâà

|L(xN)− S(δ, 0, . . . , 0)| ≥ N − |S(δ, 0, . . . , 0)|

âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî rn(δ, S) = ∞. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âñÿêèé
ìåòîä, à çíà÷èò, è âñÿêèé ëèíåéíûé ìåòîä, áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàèëó÷-
øèì. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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Â îáùåì ñëó÷àå íàèëó÷øèé ìåòîä íå åäèíñòâåíåí. Áîëåå òîãî,
ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, êîãäà âåëè÷èíà inf

S
rn(δ, S) êîíå÷íà, à ìíî-

æåñòâî ëèíåéíûõ íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ èìååò ìîùíîñòü êîíòèíó-
óì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç òàêèõ ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì êëàññ
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé LM(G), îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå òî÷åê G èç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |f(ξ1) − f(ξ2)| ≤ M |ξ1 − ξ2| ïðè âñåõ ξ1, ξ2 ∈ G. Ïóñòü
z1, z2 íåêîòîðûå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå G, òàêèå, ÷òî

z1 + z2

2
∈

G. Ïîëîæèì L(f) = f

(
z1 + z2

2

)
, l1(f) = f(z1), l2(f) = f(z2),

‖ρ‖ = max
1≤i≤2

|ρi|. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ f(z1), f(z2) çàäàþòñÿ

ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ò.å. èçâåñòíû çíà÷åíèÿ f̃(z1) = f(z1) + ρ1(f),
f̃(z2) = f(z2) + ρ2(f), è ïðè âñåõ f ∈ LM(G) ρ(f) = (ρ1(f), ρ2(f))
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖ρ(f)‖ ≤ δ. Òîãäà ïðè âñåõ λ ∈ [0, 1]
ìåòîä

Sλ(δ, f̃(z1), f̃(z2)) = λf̃(z1) + (1− λ)f̃(z2)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f

(
z1 + z2

2

)
íà êëàññå LM(G) äëÿ ëþáîãî δ ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà∣∣∣∣f (z1 + z2

2

)
− λf̃(z1)− (1− λ)f̃(z2)

∣∣∣∣ ≤ M

2
|z1 − z2|+ δ,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç êëàññà LM(G), ñëåäóåò, ÷òî

r2(δ, Sλ) ≤
M

2
|z1 − z2|+ δ.

Â ñèëó ðàâåíñòâà

sup
f∈LM (G)

|f(z1)|,|f(z2)|≤δ

∣∣∣∣f (z1 + z2

2

)∣∣∣∣ =
M

2
|z1 − z2|+ δ,

êîòîðîå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èìååì

r2(δ, Sλ) = inf
S
r2(δ, S) =

M

2
|z1 − z2|+ δ.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû L(x), l1(x), . . . , ln(x)
óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, äëÿ ëèíåé-
íîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà ìîæåò áûòü äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåí-
íîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè íàì ïîòðåáó-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî òî÷åê V ëåæèò â

çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè y = ax+b, ãäå y = ax+b óðàâíåíèå îïîð-
íîé ãèïåðïëîñêîñòè ê ìíîæåñòâó V , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíè÷íóþ
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òî÷êó (0, b) ìíîæåñòâà V . Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ ϕ(ε) = sup
(ε,y)∈V

y

äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå, òî a = ϕ′(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ òî÷åê âèäà (ε, y) ∈ V èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî y ≤ aε + b. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(ε) ≤ aε + b. Òî÷êà (0, b)
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà V , ïîýòîìó b = ϕ(0). Òàêèì

îáðàçîì,
ϕ(ε)− ϕ(0)

ε
≤ a ïðè ε > 0 è

ϕ(ε)− ϕ(0)

ε
≥ a ïðè ε < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ′(0) = a. �

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàW âûïîëíåíû

ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1.1. Òîãäà, åñëè ôóíêöèè

ϕj(ε, δ) = sup
x∈Aj(ε,δ)

ReL(x) è ψj(ε, δ) = sup
x∈Aj(iε,δ)

ReL(x), ε ∈ R,

ãäå

Aj(ε, δ) = {x ∈ W | ImL(x) = 0, ‖l(x)− εej‖ ≤ δ }, {ej}k = δkj,

äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå ïî ε ïðè âñåõ j = 1, . . . , n äëÿ íåêîòîðîãî

δ ≥ 0, òî ìåòîä

S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

[
∂ϕj(0, δ)

∂ε
− i∂ψj(0, δ)

∂ε

]
l̃j(x)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) no çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . ,
ln(x), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 1.1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä

S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

[aj(δ)− ibj(δ)]l̃j(x)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì, åñëè ãèïåðïëîñêîñòü

x0 =
n∑
j=1

[aj(δ)xj + bj(δ)yj] +R(δ) (1.5)

áóäåò îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê ìíîæåñòâó òî÷åê Wn(δ). Âåðíî
è îáðàòíîå: åñëè ìåòîä

S0(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Cj(δ)l̃j(x)

åñòü íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ, òî ãèïåðïëîñêîñòü

x0 =
n∑
j=1

[ReCj(δ)xj − ImCj(δ)yj] +R(δ) (1.6)
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áóäåò îïîðíîé ê ìíîæåñòâó Wn(δ). Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ
íàèëó÷øåãî ìåòîäà èìååì∣∣∣∣L(x)−

n∑
j=1

Cj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ R(δ) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|

ïðè âñåõ x ∈ W è âñåõ ρ(x), ‖ρ(x)‖ ≤ δ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ReL(x)−
n∑
j=1

[
ReCj(δ) Re l̃j(x)− ImCj(δ) Im l̃j(x)

]
≤ R(δ).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Wn(δ)
ñîäåðæàòñÿ â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå

x0 −
n∑
j=1

[ReCj(δ)xj − ImCj(δ)yj] ≤ R(δ).

Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðïëîñêîñòü (1.6) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ìíîæå-
ñòâó Wn(δ).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îïîðíîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè (1.5) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

aj(δ) =
∂ϕj(0, δ)

∂ε
, bj(δ) =

∂ψj(0, δ)

∂ε
, j = 1, . . . , n. (1.7)

Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü (1.5) åñòü íåêîòîðàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü ê ìíîæåñòâó Wn(δ), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãðàíè÷íóþ òî÷êó
(R(δ), . . . , 0). Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà òî÷åê èç Wn(δ), ëåæàùèõ â
ïëîñêîñòÿõ (xj, x0), (yj, y0) ÷åðåç Xj

n(δ) è Y j
n (δ). Ìíîæåñòâà Xj

n(δ)
è Y j

n (δ) áóäóò âûïóêëûìè è áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â çàìêíóòûõ ïîëó-
ïëîñêîñòÿõ x0 ≤ aj(δ)xj +R(δ), x0 ≤ bj(δ)yj +R(δ), ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ôóíêöèé ϕj(ε, δ) è ψj(ε, δ) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ϕj(ε, δ) = sup
(ε,x0)∈Xj

n(δ)

x0, (1.8)

ψj(ε, δ) = sup
(ε,x0)∈Y j

n (δ)

x0. (1.9)

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (1.8). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè ϕj(ε, δ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî η > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëå-
ìåíò xη ∈ W , äëÿ êîòîðîãî ImL(xη) = 0, ‖l(xη) − εej‖ ≤ δ è
ReL(xη) > ϕj(ε, δ) − η. Ïîëîæèì ρ(xη) = −l(xη) + εej, òîãäà
l̃(xη) = l(xη) + ρ(xη) = εej. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà

(ReL(xη), ImL(xη),Re l̃1(xη), Im l̃1(xη), . . . ,Re l̃n(xη), Im l̃n(xη))

ëåæèò â ïëîñêîñòè (xj, x0) è xj = Re l̃j(xη) = ε. Îòñþäà

sup
(ε,x0)∈Xj

n(δ)

x0 ≥ ReL(xη) > ϕj(ε, δ)− η.
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Âñëåäñòâèå ïðîèçâîëüíîñòè η > 0 èìååì

sup
(ε,x0)∈Xj

n(δ)

x0 ≥ ϕj(ε, δ). (1.10)

Ïóñòü òåïåðü xη0 òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî (ε, xη0) ∈ Xj
n(δ) è

xη0 > sup
(ε,x0)∈Xj

n(δ)

x0 − η. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Xj
n(δ) ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà xη ∈ Xj
n(δ) è ôóíêöèè ρ(x), ‖ρ(x)‖ ≤ δ,

äëÿ êîòîðûõ ReL(xη) = xη0, ImL(xη) = 0, lk(xη) + ρk(xη) = εδkj,
k = 1, . . . , n. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî xη ∈ Aj(ε, δ) è

ϕj(ε, δ) ≥ ReL(xη) > sup
(ε,x0)∈Xj

n(δ)

x0 − η.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè η > 0 è íåðàâåíñòâà (1.10) ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî (1.8). Ðàâåíñòâî (1.9) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñîîòíîøåíèÿ
(1.7) òåïåðü ñëåäóþò èç ëåììû 1.1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

�2. Ñóùåñòâîâàíèå è óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ëèíåéíîãî

íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå

Çàäà÷ó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) ïî ïðè-
áëèæåííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x) íà ìíîæåñòâå
W èç âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñôîðìóëèðóåì â
íåñêîëüêî îòëè÷íîé îò êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ ôîðìå. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ l̃k(x) = lk(x) + ρk(x), k = 1, . . . , n, ãäå
ïðè âñåõ x ∈ W âåêòîðû

ρ1(x)=(ρ1(x), . . . , ρk1(x)),
ρ2(x)=(ρk1+1(x), . . . , ρk1+k2(x)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ρp(x)=(ρk1+...+kp−1+1(x), . . . , ρn(x))

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì ‖ρ1(x)‖k1 ≤ δ1, . . . , ‖ρp(x)‖kp ≤ δp;
çäåñü ‖ · ‖k1 , . . . , ‖ · ‖kp � êàêèå-ëèáî íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ
Rk1 , . . . ,Rkp .

Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ S(δ1, . . . , δp, l̃1(x),

. . . , l̃n(x)) íàçîâåì âåëè÷èíó

rn(δ1, . . . , δp, S) = sup
x∈W

sup
‖ρs(x)‖ks≤δs, s=1,...,p

|L(x)

− S(δ1, . . . , δp, l̃1(x), . . . , l̃n(x))|.

Ìåòîä S0(δ1, . . . , δp, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øèì
ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äàííûõ δ1, . . . , δp, åñëè èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî

rn(δ1, . . . , δp, S0) = inf
S
rn(δ1, . . . , δp, S).

Àíàëîãîì òåîðåìû 1.1 â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü L(x), l1(x), . . . , ln(x) � ëèíåéíûå ôóíêöè-

îíàëû, îïðåäåëåííûå íà âåùåñòâåííîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X.

Åñëè ìíîæåñòâî W ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) W � âûïóêëî,

2) W � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì

ñèììåòðèè â íóëå, òî äëÿ ëþáûõ δ1, . . . , δp ≥ 0 ñóùåñòâóþò òà-

êèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà Dj(δ1, . . . , δp), j = 1, . . . , n, ÷òî ìåòîä

S0(δ1, . . . , δp, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)l̃j(x)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ, è äëÿ åãî ïîãðåøíî-

ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rn(δ1, . . . , δp, S0) = sup
x∈W

‖ls(x)‖ks≤δs, s=1,...,p

|L(x)|,

ãäå ls(x) = (lk0+...+ks−1+1(x), . . . , lk0+...+ks(x)), k0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê â (n + 1)-
ìåðíîì âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

(x0, x1, . . . , xn) = (L(x), l̃1(x), . . . , l̃n(x))

ïðè âñåõ x ∈ W è âñåõ òàêèõ ρ1(x), . . . , ρp(x), ÷òî ‖ρ1(x)‖k1 ≤
δ1, . . . , ‖ρp(x)‖kp ≤ δp, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn(δ1, . . . , δp). Èç
ðàâåíñòâ

λ(L(x1), l1(x1) + α1, . . . , ln(x1) + αn)

+ (1− λ)(L(x2), l1(x2) + β1, . . . , ln(x2) + βn)

= (L(x), l1(x) + ρ1, . . . , ln(x) + ρn),

ãäå x = λx1 + (1− λ)x2, ρ = λα + (1− λ)β,

− (L(x), l1(x) + ρ1, . . . , ln(x) + ρn)

= (L(−x), l1(−x)− ρ1, . . . , ln(−x)− ρn)

è íåðàâåíñòâ

‖ρs‖ks ≤ λ‖αs‖ks + (1− λ)‖βs‖ks ≤ δs, ‖ − ρs‖ks = ‖ρs‖ks ≤ δs

ñëåäóåò, ÷òî Wn(δ1, . . . , δp) âûïóêëîå è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå
ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì ñèììåòðèè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëîæèì

R(δ1, . . . , δp) = sup
(x0,0,...,0)∈Wn(δ1,...,δp)

|x0|

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R(δ1, . . . , δp) < ∞. Âñëåäñòâèå öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèè ìíîæåñòâà Wn(δ1, . . . , δp) òî÷êà (R(δ1, . . . , δp), 0, . . . , 0)
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðîâåäåì ÷åðåç íåå
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îïîðíóþ ê Wn(δ1, . . . , δp) ãèïåðïëîñêîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé çàïè-
øåì â âèäå

x0 −
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)xj = R(δ1, . . . , δp).

Ìíîæåñòâî òî÷åê Wn(δ1, . . . , δp) áóäåò ëåæàòü â çàìêíóòîì ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå

x0 −
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)xj ≤ R(δ1, . . . , δp). (2.1)

Â ñèëó öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
ìíîæåñòâà Wn(δ1, . . . , δp) äëÿ âñåõ åãî òî÷åê áóäåò òàêæå ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

x0 −
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)xj ≥ −R(δ1, . . . , δp).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (2.1) èìååì∣∣∣∣x0 −
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)xj

∣∣∣∣ ≤ R(δ1, . . . , δp)

ïðè âñåõ (x0, . . . , xn) ∈ Wn(δ1, . . . , δp). Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìíî-
æåñòâà Wn(δ1, . . . , δp), ïîëó÷àåì∣∣∣∣L(x)−

n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ R(δ1, . . . , δp)

äëÿ âñåõ x ∈ W è âñåõ ρ1(x), . . . , ρp(x) òàêèõ, ÷òî ‖ρ1(x)‖k1 ≤
δ1, . . . , ‖ρp(x)‖kp ≤ δp. Îòñþäà

sup
x∈W

sup
‖ρs(x)‖ks≤δs, s=1,...,p

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ R(δ1, . . . , δp).

(2.2)
Èç îïðåäåëåíèÿ R(δ1, . . . , δp) è ìíîæåñòâàWn(δ1, . . . , δp) ñëåäóåò,

÷òî
R(δ1, . . . , δp) = sup

x∈W
‖ls(x)‖ks≤δs, s=1,...,p

|L(x)|.

Ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî íåðà-
âåíñòâà (1.3), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

inf
S
rn(δ1, . . . , δp, S) ≥ sup

x∈W
‖ls(x)‖ks≤δs, s=1,...,p

|L(x)|.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (2.2) äàåò

inf
S
rn(δ1, . . . , δp, S) = rn(δ1, . . . , δp, S0) = sup

x∈W
‖ls(x)‖ks≤δs, s=1,...,p

|L(x)|,
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ãäå

S0(δ1, . . . , δp, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)l̃j(x).

Â ñëó÷àå, êîãäà R(δ1, . . . , δp) = ∞, âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà
inf
S
rn(δ1, . . . , δp, S) = ∞ âñÿêèé ìåòîä, à çíà÷èò, è âñÿêèé ëèíåé-

íûé ìåòîä, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàW âûïîëíåíû

ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà, åñëè ôóíêöèè

ϕj(ε, δ1, . . . , δp) = sup
x∈Bj(ε,δ1,...,δp)

L(x),

ãäå Bj(ε, δ1, . . . , δp) = {x ∈ W |‖ls(x) − εesj‖ks ≤ δs s = 1, . . . , n},
{esj}k = δj,k0+...+ks−1+k, s = 1, . . . , p, k = 1, . . . , kp, äèôôåðåíöèðóåìû
â íóëå ïî ε ïðè âñåõ j = 1, . . . , n äëÿ íåêîòîðûõ δ1, . . . , δp ≥ 0, òî
ìåòîä

S0(δ1, . . . , δp, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

∂ϕj(0, δ1, . . . , δp)

∂ε
l̃j(x)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) no çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . ,
ln(x), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ1, . . . , δp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 2.1 äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä

S0(δ1, . . . , δp, l̃1(x), . . . , l̃n(x)) =
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)l̃j(x)

áóäåò íàèëó÷øèì ìåòîäîì, åñëè ãèïåðïëîñêîñòü

x0 −
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)xj = R(δ1, . . . , δp) (2.3)

åñòü îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê ìíîæåñòâó òî÷åêWn(δ1, . . . , δp). Îá-
ðàòíîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà∣∣∣∣L(x)−

n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ R(δ1, . . . , δp),

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðè âñåõ x ∈ W è âñåõ
ρ1(x), . . . , ρp(x) òàêèõ, ÷òî ‖ρs(x)‖ks ≤ δs, s = 1, . . . , p. Èç ýòîãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Wn(δ1, . . . , δp) ëåæàò
â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå

x0 −
n∑
j=1

Dj(δ1, . . . , δp)xj ≤ R(δ1, . . . , δp),

ò.å. ãèïåðïëîñêîñòü (2.3) ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ìíîæåñòâó
Wn(δ1, . . . , δp).
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Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îïîðíîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè (2.3) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Dj(δ1, . . . , δp) =
∂ϕj(0, δ1, . . . , δp)

∂ε
, j = 1, . . . , n, (2.4)

èç êîòîðûõ áóäåò ñëåäîâàòü åäèíñòâåííîñòü òàêîé ãèïåðïëîñêîñòè,
à ñëåäîâàòåëüíî, è ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà. Îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî òî÷åê èç Wn(δ1, . . . , δp), ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè (xj, x0), ÷åðåç
Xj
n(δ1, . . . , δp). Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è ñîäåðæèòñÿ â

çàìêíóòîé ïîëóïëîñêîñòè

x0 ≤ Dj(δ1, . . . , δp)xj +R(δ1, . . . , δp).

Ðàâåíñòâà (2.4) òåïåðü âûòåêàþò èç ëåììû 1.1 è ñîîòíîøåíèé

ϕj(ε, δ1, . . . , δp) = sup
(ε,x0)∈Xj

n(δ1,...,δp)

x0,

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ðàâåíñòâ (1.8),
(1.9). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðè δ = δ1 = . . . = δp = 0 èç òåîðåì 1.1, 1.2 è òåîðåì 2.1, 2.2 ïî-
ëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ
íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) ïî òî÷íûì
çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . , ln(x). Òåîðåìû 2.1 è 2.2 (áåç
äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè) áûëè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äîêàçàíû
â ðàáîòàõ [19], [2].



Ãëàâà 2

ÍÀÈËÓ×ØÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎ ÈÕ
ÒÎ×ÍÛÌ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌ Â ÊÎÍÅ×ÍÎÌ

×ÈÑËÅ ÒÎ×ÅÊ

�3. Íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé èç

êëàññà Ad(G)

Ðàññìîòðèì â êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ â íåêîòîðîé îáëàñòè G êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âû-
ïóêëûé è êðóãîâîé êëàññ ôóíêöèé W (G). Ïóñòü z1, . . . , zn � íåêî-
òîðûå îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà òî÷êè èç îáëàñòè G. Ñòàâèòñÿ çàäà-
÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíû f(z), f ∈ W (G), ïî çíà÷å-
íèÿì f(z1), . . . , f (k1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (kn)(zn) íà êëàññåW (G) ïðè
ëþáîì z ∈ G.

Ìåòîä S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn)) íàçîâåì íàèëó÷øèì ìåòîäîì
ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå W (G), åñëè ïðè âñåõ z ∈ G èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

sup
f∈W (G)

|f(z)− S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn))|

= inf
S

sup
f∈W (G)

|f(z)− S(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn))|.

Âåëè÷èíó

r(z, z1, . . . , z1︸ ︷︷ ︸
k1+1

, . . . , zn, . . . , zn︸ ︷︷ ︸
kn+1

)

= inf
S

sup
f∈W (G)

|f(z)− S(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn))|

áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êå
z ∈ G.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà L(f) çíà÷åíèå ôóíêöèè
f ∈ W (G) â òî÷êå z ∈ G, à â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëîâ l(f) çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà kj âêëþ÷èòåëüíî â òî÷êå
zj. Èç òåîðåìû 1.1 ïðè δ = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ G ñóùå-
ñòâóþò òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà Cjk(z), j = 1, . . . , n, k = 0. . . . , kj,

21
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÷òî ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn)) =
n∑
j=1

kj∑
k=0

Cjk(z)f (k)(zj)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì, è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = sup
f∈W (G)

f(z1)=...=f(zn)=0

|f(z)|. (3.1)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëè-
æåíèÿ è íàõîæäåíèÿ åãî ïîãðåøíîñòè äëÿ êëàññà Ad(G) ôóíêöèé,
èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = d(z)g(z),

ãäå d(z) íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè G ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî |d(z)| > 0, z ∈ G, a g(z) ∈ A1(G).
×åðåç A1(G) áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ è íå
ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ìîäóëþ åäèíèöû â îáëàñòè G.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G íå ÿâëÿåòñÿ âñåé ðàñ-
øèðåííîé ïëîñêîñòüþ èëè ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòüþ ñ îäíîé âû-
êîëîòîé òî÷êîé, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ êëàññ Ad(G) ñîñòîèò èç
ôóíêöèé, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíîãî
åäèíèöå, ðàâíû d(z).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî ìåòîäà íà êëàññå Ad(G) è íàõîæäå-
íèÿ åãî ïîãðåøíîñòè äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-
æäåíèé.

Ëåììà 3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) ∈ A1(G) óäîâëå-

òâîðÿëà óñëîâèÿì f(z1) = . . . = f (k1)(z1) = . . . = f(zn) = . . . =
f (kn)(zn) = 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà ïðåä-

ñòàâëåíèå

f(z) =
n∏
j=1

W
kj+1
j (z)g(z),

ãäå Wj(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé

êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó zj â íóëü, à g(z) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç

êëàññà A1(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(z) ∈ A1(G) è
f(z1) = . . . = f (k1)(z1) = . . . = f(zn) = . . . = f (kn)(zn) = 0. Ôóíêöèÿ

g(z) =
f(z)

n∏
j=1

W
kj+1
j (z)

,

ãäåWj(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé êðóã,
ïåðåâîäÿùåå òî÷êó zj â íóëü, àíàëèòè÷íà âíóòðè G ïðè íàäëåæà-
ùåì îïðåäåëåíèè â òî÷êàõ zj. Ïðè ñòðåìëåíèè èçíóòðè ê ãðàíèöå
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G ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ
n∏
j=1

W
kj+1
j (z) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, à ìîäóëü

g(z) íå ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëó, ïðåâîñõîäÿùåìó åäèíèöó. Ïî
ïðèíöèïó ìàêñèìóìà èìååì |g(z)| ≤ 1, z ∈ G, îòêóäà

f(z) =
n∏
j=1

W
kj+1
j (z)g(z), g(z) ∈ A1(G).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ôóíêöèÿ

f(z) =
n∏
j=1

W
kj+1
j (z)g(z), g(z) ∈ A1(G),

àíàëèòè÷íà â îáëàñòè G è |f(z)| ≤ |g(z)| ≤ 1 ïðè z ∈ G. Ñëåäî-
âàòåëüíî, f(z) ∈ A1(G). Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
óáåæäàåìñÿ, ÷òî

f(z1) = . . . = f (k1)(z1) = . . . = f(zn) = . . . = f (kn)(zn) = 0.

�

Ëåììà 3.2. Ïóñòü f 0
0 , . . . , f

0
n êîìïëåêñíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî

|f 0
0 | < 1. Ïîëîæèì ïðè n > 0

 f 1
0
...

f 1
n−1

 = A−1
n



d

dz

[
f0(z)− f 0

0

1− f 0
0 f0(z)

]
∣∣z=w

...

dn

dzn

[
f0(z)− f 0

0

1− f 0
0 f0(z)

]
∣∣z=w


, (3.2)

ãäå f0(z) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé f
(k)
0 (w) = f 0

k , k =
0, . . . , n, An êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè

apq =

{
Cq−1
p W (p−q+1)(w), q ≤ p,

0, q > p,
(1 ≤ p, q ≤ n),

a W (z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G êðóã â åäèíè÷-

íûé, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó w â íóëü. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ

g0(z) ∈ A1(G) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì

g0(w) = f 0
0 , g

′
0(w) = f 0

1 , . . . , g
(n)
0 (w) = f 0

n, (3.3)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà âèä

g0(z) =
W (z)g1(z) + f 0

0

1 + f 0
0 g1(z)

, (3.4)

ãäå g1(z) ∈ A1(G) è ïðè n > 0 g
(k)
1 = f 1

k , k = 0, . . . , n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g0(z) ∈ A1(G) è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (3.3). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(z) =
g0(z)− f 0

0

1− f 0
0 g0(z)

.

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó A1(G) ïðè |f 0
0 | < 1 è îáðàùàåòñÿ

â íóëü â òî÷êå w. Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(z) = W (z)g1(z), (3.5)

ãäåW (z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé êðóã,
ïåðåâîäÿùåå òî÷êó w â íóëü, à g1(z) ∈ A1(G). Îòñþäà âûòåêàåò
ðàâåíñòâî (3.4). Ïóñòü n > 0. Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (3.5),
ïîëó÷àåì ñèñòåìó

dp

dzp

[
f0(z)− f 0

0

1− f 0
0 f0(z)

]
∣∣z=w =

p∑
q=1

Cq−1
p W (p−q+1)(w)g

(q−1)
1 (w),

p = 1, . . . , n. (3.6)

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû An ñèñòåìû (3.6) èìååì

detAn = n![W ′(w)]n 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà An îáðàòèìà è äëÿ ôóíêöèè g1(z) ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà g(k)

1 (w) = f 1
k , k = 0, . . . , n− 1.

Ïóñòü g1(z) ∈ A1(G). Ïîëîæèì

g0(z) =
W (z)g1(z) + f 0

0

1 + f 0
0W (z)g1(z)

.

Â ñèëó òîãî,÷òî |W (z)g1(z)| ≤ 1 è |f 0
0 | < 1, ôóíêöèÿ g0(z) ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó A1(G) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå f 0
0 â òî÷êå w. Äîêàæåì

âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (3.3) äëÿ g0(z) ïðè n > 0 è g
(k)
1 (w) = f 1

k ,
k = 0, . . . , n − 1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f0(z) òàêàÿ, ÷òî f (k)

0 (w) = f 0
k ,

k = 0, . . . , n, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f0(z) =
g̃1(z) + f 0

0

1 + f 0
0 g̃1(z)

,

ãäå g̃1(z) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé g̃1(w) = 0 è g̃1
1(w)
...

g̃
(n)
1 (w)

 = An

 f 1
0
...

f 1
n−1

 .

(Äîñòàòî÷íî âçÿòü g̃1(z) =
f0(z)− f 0

0

1− f 0
0 f0(z)

). Èç ðàâåíñòâà

g0(z)− f0(z) = [W (z)g1(z)− g̃1(z)]
1− |f 0

0 |2

[1 + f 0
0W (z)g1(z)][1 + f 0

0 g̃1(z)]
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ñëåäóåò, ÷òî g(k)
0 (w) = f

(k)
0 (w) = f 0

k , k = 0, . . . , n, òàê êàê

dk

dzk
[W (z)g1(z)]|z=w = g̃

(k)
1 (w), k = 0, . . . , n.

�

Ëåììà 3.3. Ïóñòü çàäàíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà f 0
0 , . . . , f

0
n. Îïðå-

äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë fm0 , . . . , f
m
n−m, m = 1, . . . , n, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

 fm0
...

fmn−m

 = A−1
n−m+1



d

dz

[
fm−1(z)− fm−1

0

1− fm−1
0 fm−1(z)

]
∣∣z=w

...

dn−m+1

dzn−m+1

[
fm−1(z)− fm−1

0

1− fm−1
0 fm−1(z)

]
∣∣z=w


, (3.7)

ãäå An−m+1 êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n − m + 1 ñ ýëåìåíòà-

ìè, îïðåäåëåííûìè â ëåììå 3.2, à fm−1(z) íåêîòîðûå ôóíêöèè,

äëÿ êîòîðûõ f
(k)
m−1(w) = fm−1

k , k = 0, . . . , n − m + 1. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî |fm0 | < 1, m = 0, . . . , n. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ

g0(z) ∈ A1(G) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì (3.3), íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû äëÿ íåå èìåëî ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

g0(z) =
a0(z)gn+1(z) + b0(z)

c0(z) + d0(z)gn+1(z)
, (3.8)

ãäå gn+1(z) ∈ A1(G), a a0(z), b0(z), c0(z) è d0(z) íàõîäÿòñÿ èç ðå-

êóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

am(z) = W (z)am+1(z) + fm0 dm+1(z),

bm(z) = W (z)bm+1(z) + fm0 cm+1(z),

cm(z) = cm+1(z) + fm0 W (z)bm+1(z),

dm(z) = dm+1(z) + fm0 W (z)am+1(z),

m = n, . . . , 0; (3.9)

çäåñü an+1(z) = cn+1(z) = 1, bn+1(z) = dn+1(z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g0(z) ∈ A1(G) è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì (3.3). Ïî ëåììå 3.2

g0(z) =
W (z)g1(z) + f 0

0

1 + f 0
0W (z)g1(z)

,

ãäå g1(z) ∈ A1(G) è g(k)
1 (w) = f 1

k , k = 0, . . . , n − 1. Ïðèìåíÿÿ ëåì-
ìó 3.2 ê ôóíêöèè g1(z), ïîëó÷èì

g1(z) =
W (z)g2(z) + f 1

0

1 + f 1
0W (z)g2(z)

,
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ãäå g2(z) ∈ A1(G) è g(k)
2 (w) = f 2

k , k = 0, . . . , n− 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò
ïðîöåññ, áóäåì èìåòü

gm(z) =
W (z)gm+1(z) + fm0
1 + fm0 W (z)gm+1(z)

, m = 0, . . . , n, (3.10)

çäåñü gn+1(z) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà A1(G), à gm+1(z) ïðè
0 ≤ m ≤ n− 1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì gm+1(z) ∈ A1(G) è gm+1(w)

...
g

(n−m−1)
m+1 (w)

 =

 fm+1
0
...

fm+1
n−m−1



= A−1
n−m



d

dz

[
gm(z)− fm0
1− fm0 gm(z)

]∣∣z=w
...

dn−m

dzn−m

[
gm(z)− fm0
1− fm0 gm(z)

]∣∣z=w

 .

Äîêàæåì òåïåðü ðàâåíñòâî (3.8) è ñîîòíîøåíèÿ (3.9). Äëÿ ôóíêöèè
gn+1(z) èìååì

gn+1(z) =
an+1(z)gn+1(z) + bn+1(z)

cn+1(z) + dn+1(z)gn+1(z)

ïðè an+1(z) = cn+1(z) = 1 è bn+1(z) = dn+1(z) = 0. Ïóñòü

gm+1(z) =
am+1(z)gn+1(z) + bm+1(z)

cm+1(z) + dm+1(z)gn+1(z)
.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè gm+1(z) â ðàâåíñòâî (3.10),
ïîëó÷àåì

gm(z)

=
[W (z)am+1(z) + fm0 dm+1(z)]gn+1(z)

cm+1(z) + fm0 W (z)bm+1(z) + [dm+1(z) + fm0 W (z)am+1(z)]gn+1(z)

+
W (z)bm+1(z) + fm0 cm+1(z)

cm+1(z) + fm0 W (z)bm+1(z) + [dm+1(z) + fm0 W (z)am+1(z)]gn+1(z)
,

÷òî äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèÿ (3.9) è ðàâåíñòâî (3.8).
Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ëåììû 3.2 ê ôóíêöèÿì gm(z) äî-

êàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé gn+1(z) ∈ A1(G) ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
ðàâåíñòâîì (3.8), áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó A1(G) è óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèÿì (3.3). �

Ëåììà 3.4. Ïóñòü f 0
0 (ε), . . . , f 0

n(ε) êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíê-

öèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî ε, äèôôåðåíöèðóåìûå â íóëå,

äëÿ êîòîðûõ f 0
0 (0) = . . . = f 0

n(0) = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(z, ε) =
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sup
g∈A(ε)

Re g(z), ãäå A(ε) = {g ∈ A1(G)| Im g(z) = 0, g(s)(w) =

f 0
s (ε), s = 0, . . . , n}, äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå ïî ε è èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

∂ϕ(z, 0)

∂ε
= Re

n∑
m=0

Wm(z)
[
1− |W (z)|2(n−m+1)

] m∑
s=0

am+1,s+1
d

dε
f 0
s (0);

(3.11)
çäåñü W (z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé

êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó w â íóëü, am+1,s+1 � ýëåìåíòû ìàòðèöû

(B1B2 . . . Bn+1)−1, à ìàòðèöû Bl îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

{Bl}pq =

{
Cq−l−1
p−l W (p−q+1)(w) ïðè p ≥ q > l,

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

1 ≤ p, q ≤ n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
fm0 (ε), . . . , fmn−m(ε) ïî ôîðìóëàì

 fm0 (ε)
...

fmn−m(ε)

 = A−1
n−m+1



∂

∂z

[
fm−1(z, ε)− fm−1

0 (ε)

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

]
∣∣z=w

...

∂n−m+1

∂zn−m+1

[
fm−1(z, ε)− fm−1

0 (ε)

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

]
∣∣z=w


,

ãäå An−m+1 êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n −m + 1 ñ ýëåìåíòàìè,
îïðåäåëåííûìè â ëåììå 3.2, à fm−1(z, ε) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
∂s

∂zs
fm−1(w, ε) = fm−1

s (ε), s = 0, . . . , n−m+

1. Èç ðàâåíñòâà

∂s

∂zs

[
fm−1(z, ε)− fm−1

0 (ε)

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

]
∣∣z=w

=
s∑

p=0

Cp
sf

m−1
s−p (ε)

∂p

∂zp

[
1

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

]
∣∣z=w
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ñëåäóåò, ÷òî fm0 (0) = . . . = fmn−m(0) = 0 ïðè m = 1, . . . , n. Òàê êàê
ïðè p > 1

∂p

∂zp

[
1

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

]
∣∣z=w

= fm−1
0 (ε)

p−1∑
q=0

Cq
p−1f

m−1
q+1 (ε)

∂p−q−1

∂zp−q−1

[
1

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

]2

∣∣z=w ,
òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂

∂ε

 ∂s

∂zs

(
fm−1(z, ε)− fm−1

0 (ε)

1− fm−1
0 (ε)fm−1(z, ε)

)
∣∣z=w

∣∣ε=0

=
d

dε
fm−1
s (0).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè fm0 (ε), . . . , fmn−m(ε) äèôôåðåíöèðóåìû â
íóëå, è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

d

dε
fm0 (0)

...
d

dε
fmn−m(0)

 = A−1
n−m+1


d

dε
fm−1

1 (0)

...
d

dε
fm−1
n−m+1(0)

 .

Ââåäÿ âåêòîðû

Fm =

(
d

dε
f 0

0 (0), . . . ,
d

dε
fm0 (0),

d

dε
fm1 (0), . . . ,

d

dε
fmn−m(0)

)
,

m = 0, . . . , n,

ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Fm = B−1
m Fm−1, ãäå Bm êâàä-

ðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n+ 1, èìåþùàÿ âèä

Bm =

(
E 0

0 An−m+1

)
.

Îòñþäà
Fn = (B1B2 . . . Bn+1)−1F0 (Bn+1 = E).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç am+1,s+1 ýëåìåíòû ìàòðèöû (B1B2 . . .
Bn+1)−1, ïîëó÷èì

d

dε
fm0 (0) =

n∑
s=0

am+1,s+1
d

dε
f 0
s (0).

Â ñèëó òîãî, ÷òî Bm òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, ìàòðèöà (B1B2 . . .
Bn+1)−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé, è îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

d

dε
fm0 (0) =

m∑
s=0

am+1,s+1
d

dε
f 0
s (0). (3.12)
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Â ñèëó òîãî, ÷òî f 0
0 (ε), . . . , fn0 (ε) îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ε = 0 è

íåïðåðûâíû â íóëå, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| |fm0 (ε)| < 1 ïðè âñåõ
m = 0, . . . , n. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.3, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) èç
êëàññà A1(G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì g(w) = f 0

0 (ε), . . . , g(n)(w) =
f 0
n(ε) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε|, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
èìååò âèä

g(z) =
a0(z, ε)ω(z) + b0(z, ε)

c0(z, ε) + d0(z, ε)ω(z)
,

ãäå ω(z) ∈ A1(G), a a0(z, ε), b0(z, ε), c0(z, ε) è d0(z, ε) íàõîäÿòñÿ èç
ñîîòíîøåíèé
am(z, ε) = W (z)am+1(z, ε) + fm0 (ε)dm+1(z, ε),

bm(z, ε) = W (z)bm+1(z, ε) + fm0 (ε)cm+1(z, ε),

cm(z, ε) = cm+1(z, ε) + fm0 (ε)W (z)bm+1(z, ε),

dm(z, ε) = dm+1(z, ε) + fm0 (ε)W (z)am+1(z, ε),

m = n, . . . , 0; (3.13)

çäåñü an+1(z, ε) = cn+1(z, ε) = 1, bn+1(z, ε) = dn+1(z, ε) = 0. Òàêèì
îáðàçîì,

ϕ(z, ε) = sup Re
a0(z, ε)u+ b0(z, ε)

c0(z, ε) + d0(z, ε)u
,

à âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó òàêèõ u, ÷òî

Im
a0(z, ε)u+ b0(z, ε)

c0(z, ε) + d0(z, ε)u
= 0, |u| ≤ 1. (3.14)

Ïðè z = w ϕ(z, ε) = Re f 0
0 (ε) è ðàâåíñòâî (3.11) âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü z 6= w. Èç ñîîòíîøåíèé (3.13) èìååì

am(z, ε)cm(z, ε)− bm(z, ε)dm(z, ε)

= W (z)(1− |fm0 (ε)|2)(am+1(z, ε)cm+1(z, ε)− bm+1(z, ε)dm+1(z, ε).

Îòñþäà

a0(z, ε)c0(z, ε)− b0(z, ε)d0(z, ε) = W (z)n+1

n∏
m=0

(1− |fm0 (ε)|2) 6= 0.

Èç ñâîéñòâ äðîáíî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé [12] ñëåäóåò, ÷òî ïðè
|c0(z, ε)| 6= |d0(z, ε)| ôóíêöèÿ

v =
a0(z, ε)u+ b0(z, ε)

c0(z, ε) + d0(z, ε)u

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò îêðóæíîñòü |u| = 1 íà îêðóæíîñòü
|v − v0(ε)| = ρ(ε), ãäå

v0(ε) =
b0(z, ε)c0(z, ε)− a0(z, ε)d0(z, ε)

|c0(z, ε)|2 − |d0(z, ε)|2
,

ρ(ε) =
|a0(z, ε)c0(z, ε)− b0(z, ε)d0(z, ε)|

||c0(z, ε)|2 − |d0(z, ε)|2|
.
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Ïðè ρ(ε) ≥ | Im v0(ε)| ñóùåñòâóþò òî÷êè u, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ (3.14), è â ýòîì ñëó÷àå

ϕ(z, ε) = Re v0(ε) +
√
ρ2(ε)− [Im v0(ε)]2. (3.15)

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| |c0(z, ε)| 6= |d0(z, ε)| è
ρ(ε) ≥ | Im v0(ε)|. Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè f 0

0 (ε), . . . , fn0 (ε) â íó-
ëå, ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (3.13), ïîëó÷èì, ÷òî a0(z, ε), b0(z, ε),
c0(z, ε) è d0(z, ε) íåïðåðûâíû ïî ε â íóëå è

a0(z, 0) = W n+1(z), c0(z, 0) = 1,

b0(z, 0) = d0(z, 0) = 0.
(3.16)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| |c0(z, ε)| > |d0(z, ε)|. Â
ñèëó ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ôóíêöèè ρ(ε) è v0(ε) íåïðåðûâíû â
íóëå è v0(0) = 0, ρ(0) = W n+1(z). Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
îêðåñòíîñòè íóëÿ, â êîòîðîé ρ(ε) ≥ | Im v0(ε)|. Äîêàæåì òåïåðü
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ϕ(z, ε) ïî ε â íóëå. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé a0(z, ε), b0(z, ε),
c0(z, ε) è d0(z, ε). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.13), ïîëó÷àåì

∂

∂ε
a0(z, 0) =

∂

∂ε
c0(z, 0) = 0,

∂

∂ε
b0(z, 0) =

n∑
m=0

Wm(z)
d

dε
fm0 (0),

∂

∂ε
d0(z, 0) =

n∑
m=0

W n−m+1(z)
d

dε
fm0 (0).

(3.17)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôóíêöèè ρ(ε) è v0(ε), áóäåì èìåòü

v′0(0) =
∂

∂ε
b0(z, 0)− a0(z, 0)

∂

∂ε
d0(z, 0), ρ′(0) = 0.

Èç ðàâåíñòâ (3.13), (3.16) è (3.12) ñëåäóåò, ÷òî

v′0(0) =
n∑

m=0

Wm(z)
[
1− |W (z)|2(n−m+1)

] m∑
s=0

am+1,s+1
d

dε
f 0
s (0).

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (3.15), ïîëó÷èì

∂ϕ(z, 0)

∂ε
= Re v′0(0)

= Re
n∑

m=0

Wm(z)
[
1− |W (z)|2(n−m+1)

] m∑
s=0

am+1,s+1
d

dε
f 0
s (0).

�
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Òåîðåìà 3.1. Ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn))

=
n∑
j=1

ωj(z)

kj∑
m=0

Wm
j (z)

[
1− |Wj(z)|2(kj−m+1)

] m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèÿ âåëè÷èíû f(z) ïî çíà÷åíèÿì f(z1), . . . , f (k1)(z1), . . . , f(zn),
. . . , f (kn)(zn) íà êëàññå Ad(G), è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè â òî÷êå z
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = |d(z)|
n∏
j=1

|Wj(z)|kj+1;

çäåñü Wj(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé

êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó zj â íóëü, ωj(z) = d(z)
∏
l 6=j

W kl+1
l (z), à

Cj
m+1,k+1 ýëåìåíòû ìàòðèöû (ΩjB

j
1B

j
2 . . . B

j
kj+1)−1, ãäå

{Ωj}pq =

{
Cq−1
p−1ω

(p−q)
j (zj) ïðè p ≥ q,

0 ïðè p < q,
1 ≤ p, q ≤ kj + 1;

{Bj
l }pq =

{
Cq−l−1
p−l W

(p−q+1)
j (zj) ïðè p ≥ q > l,

δpq â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

1 ≤ p, q ≤ kj + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ ôóíêöèé Ad(G) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
è êðóãîâûì, òàê êàê ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò êëàññ A1(G). Ñëå-
äîâàòåëüíî, êëàññ Ad(G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1 è
äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3.1). Ïóñòü f(z) ∈ Ad(G) è
f(z1) = . . . = f (kn)(zn) = 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî f(z) = d(z)g(z),
ãäå g(z) ∈ A1(G) è |d(z)| > 0, z ∈ G, äëÿ ôóíêöèè g(z) äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà g(z1) = . . . = g(kn)(zn) = 0. Èç ëåììû 3.1
èìååì

g(z) =
n∏
j=1

W
kj+1
j (z)g1(z), g1(z) ∈ A1(G).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(z) = d(z)
n∏
j=1

W
kj+1
j (z)g1(z), g1(z) ∈ A1(G). (3.18)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.1) âìåñòå ñ ïðåäñòàâëåíèåì (3.18) äà-
þò

r(z, z1, . . . , zn) = |d(z)|
n∏
j=1

|Wj(z)|kj+1.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ è äî-
êàçàòåëüñòâà åãî åäèíñòâåííîñòè ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕjk(z, ε) = sup
f∈Fjk(ε)

Re f(z), ψjk(z, ε) = sup
f∈Fjk(iε)

Re f(z),

ãäå

Fjk(ε) = { f ∈ Ad(G)| Im f(z) = 0, f (s)(zl) = εδjlδks,

l = 1, . . . , n, s = 0, . . . , kl }.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ G è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(ξ) ∈ Ad(G)
òàêóþ, ÷òî f (s)(zl) = εδjlδks, l = 1, . . . , n, s = 0, . . . , kl. Èç (3.18)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(ξ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(ξ) = ωj(ξ)g1(ξ), g1(ξ) ∈ A1(G).

Óìíîæèâ è ðàçäåëèâ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà
ei argωj(z) áóäåì èìåòü ïðåäñòàâëåíèå

f(ξ) = e−i argωj(z)ωj(ξ)g(ξ), g(ξ) ∈ A1(G). (3.19)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (3.19) â òî÷êå zj, ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ
íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé g(zj), . . . , g

(kj)(zj)

f (p−1)(zj) = εδk+1,p = e−i argωj(z)

p−1∑
q=1

Cq−1
p−1ω

(p−q)
j (zj)g

(q−1)(zj),

p = 1, . . . , kj + 1. (3.20)

Ââåäåì ìàòðèöó Ωj ñ ýëåìåíòàìè

{Ωj}pq =

{
Cq−1
p−1ω

(p−q)
j (zj) ïðè p ≥ q,

0 ïðè p < q,
1 ≤ p, q ≤ kj + 1.

Òîãäà ñèñòåìà (3.20) çàïèøåòñÿ â âèäå

εei argωj(z)ejk+1 = Ωj

 g(zj)
...

g(kj)(zj)

 ,

ãäå {ejk+1}p = δk+1,p, p = 1, . . . , kj + 1. Ìàòðèöà Ωj îáðàòèìà, òàê
êàê det Ωj = [ωj(zj)]

kj+1 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè f(ξ)
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(ξ) = e−i argωj(z)ωj(ξ)g(ξ),

ãäå g(ξ) ∈ A1(G) è g(zj)
...

g(kj)(zj)

 = εei argωj(z)Ω−1
j ejk+1. (3.21)



33

Îòñþäà

ϕjk(z, ε) = |ωj(z)| sup
g∈F ′jk(ε)

Re g(z), ψjk(z, ε) = |ωj(z)| sup
g∈F ′jk(iε)

Re g(z);

F ′jk(ε) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç A1(G), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (3.21) è, êðîìå òîãî, Im g(z) = 0. Èç ëåììû 3.4 ñëåäóåò,
÷òî

∂ϕjk(z, 0)

∂ε
= |ωj(z)|Re ei argωj(z)

kj∑
m=0

Wm
j (z)

[
1− |Wj(z)|2(kj−m+1)

]
×

m∑
s=0

ajm+1,s+1{Ω−1
j }s+1,k+1,

∂ψjk(z, 0)

∂ε
= |ωj(z)|Re iei argωj(z)

kj∑
m=0

Wm
j (z)

[
1− |Wj(z)|2(kj−m+1)

]
×

m∑
s=0

ajm+1,s+1{Ω−1
j }s+1,k+1;

çäåñü ajm+1,s+1 � ýëåìåíòû ìàòðèöû (Bj
1B

j
2 . . . B

j
kj+1)−1, à

{Bj
l }pq =

{
Cq−l−1
p−l W

(p−q+1)
j (zj) ïðè p ≥ q > l,

δpq â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

1 ≤ p, q ≤ kj + 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cj
m+1,k+1 ýëåìåíòû ìàòðèöû (Bj

1B
j
2 . . . B

j
kj+1)−1Ω−1

j

= (ΩjB
j
1 . . . B

j
kj+1)−1. Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöû Ωj, B

j
1, . . . , B

j
kj+1

òðåóãîëüíûå, áóäåì èìåòü
m∑
s=0

ajm+1,s+1{Ω−1
j }s+1,k+1 = Cj

m+1,k+1 è Cj
m+1,k+1 = 0 ïðè k > m.

Ïî òåîðåìå 1.2 ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn))

=
n∑
j=1

[
∂ϕjk(z, 0)

∂ε
− i∂ψjk(z, 0)

∂ε

]
f (k)(zj)

=
n∑
j=1

kj∑
k=0

ωj(z)

kj∑
m=0

Wm
j (z)

[
1− |Wj(z)|2(kj−m+1)

]
Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

=
n∑
j=1

ωj(z)

kj∑
m=0

Wm
j (z)

[
1− |Wj(z)|2(kj−m+1)

] m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)
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ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæå-
íèÿ çíà÷åíèÿ f(z) ïî çíà÷åíèÿì f(z1), . . . , f (k1)(z1), . . . , f(zn), . . . ,
f (kn)(zn) íà êëàññå Ad(G). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìåòèì, ÷òî êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ Wj(z) îïðåäåëåíû ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíîãî åäèíèöå, îäíàêî, â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Cj

m+1,k+1 âåëè÷èíà

ωj(z)Wm
j (z)Cj

m+1,k+1

áóäåò îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ G. Òåì ñàìûì
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ìåòîä S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn)).

Åñëè èçâåñòíî êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå W (z) îáëà-
ñòè G â åäèíè÷íûé êðóã, òî ôóíêöèèWj(z) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
ðàâåíñòâàìè

Wj(z) =
W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)
, j = 1, . . . , n.

Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ è òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1. Ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f(zn))

= d(z)[1− |W (z)|2]
n∑
j=1

tj(z)
1− |W (zj)|2

tj(zj)d(zj)|1−W (zj)W (z)|2
f(zj)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèÿ âåëè÷èíû f(z) ïî çíà÷åíèÿì f(z1), . . . , f(zn) íà êëàññå

Ad(G), è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = |d(z)|
n∏
j=1

∣∣∣∣∣ W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)

∣∣∣∣∣ ;
çäåñü tj(z) =

∏
l 6=j

W (z)−W (zl)

1−W (zl)W (z)
, à W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå

îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé êðóã.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü f(z) ∈ Ad(G) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì

|f (k)(zj)| ≤ εjk, zj ∈ G, j = 1, . . . , n, k = 0, . . . , kj.
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Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ G èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f(z)| ≤ |d(z)|
n∏
j=1

|Wj(z)|kj+1

+
n∑
j=1

|ωj(z)|
kj∑
m=0

|Wj(z)|m
[
1− |Wj(z)|2(kj−m+1)

] m∑
k=0

|Cj
m+1,k+1|εjk,

(3.22)

ãäå Wj(z), ωj(z) è Cj
m+1,k+1 îïðåäåëåíû â òåîðåìå 3.1.

Íåðàâåíñòâî (3.22) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà d(z) = 1, G = {z : |z| < 1},
k1 = . . . = kn = 0 áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [22] (òåîðåìà 11.1).

Ïðè d(z) ≡ M êëàññ Ad(G) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôóíêöèé, àíà-
ëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîéM â îáëàñòè G.
Äðóãèå ïðèìåðû êëàññîâ òèïà Ad(G) áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþ-
ùåì ïàðàãðàôå.

�4. Íàèëó÷øèå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññàõ Hρ
p .

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ êëàññîâ A0
d(G) è Hρ,0

p

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hp, p > 0, êëàññ ôóíêöèé f(z), àíàëèòè÷åñêèõ
â |z| < 1 è òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ èíòåãðàë∫ 2π

0

|f(reiϕ)|p dϕ

îãðàíè÷åí ïðè 0 < r < 1. Èçâåñòíî (ñì. [18], [8]), ÷òî êàæäàÿ
ôóíêöèÿ èç êëàññà Hp èìååò ïî÷òè âñþäó íà |z| = 1 îïðåäåëåííûå
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî íåêàñàòåëüíûì ïóòÿì, êîòîðûå îáîçíà÷à-
þòñÿ ÷åðåç f(eiϕ).

Ïóñòü ρ(ϕ) íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ ïåðèîäîì 2π ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî
ln ρ(ϕ) è [ρ(ϕ)]p, p > 0, ñóììèðóåìû íà [0, 2π]. ×åðåç Hρ

p îáîçíà÷èì
êëàññ ôóíêöèé f(z) òàêèõ, ÷òî f(z) ∈ Hp è ïî÷òè âñþäó |f(eiϕ)| ≤
ρ(ϕ).

Òåîðåìà 4.1. Ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f (kn)(zn)) =
n∑
j=1

ωj(z)

kj∑
m=0

(
z − zj
1− zjz

)m

×

[
1−

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣2(kj−m+1)
]

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèÿ âåëè÷èíû f(z) ïî çíà÷åíèÿì f(z1), . . . , f (k1)(z1), . . . , f(zn),
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. . . , f (kn)(zn) íà êëàññå Hρ
p , è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè â òî÷êå z ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ
n∏
j=1

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣kj+1

;

çäåñü

ωj(z) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ
∏
l 6=j

(
z − zl
1− zlz

)kl+1

,

Cj
m+1,k+1 ýëåìåíòû ìàòðèöû (ΩjB

j
1B

j
2 . . . B

j
kj+1)−1, ãäå

{Ωj}pq =

{
Cq−1
p−1ω

(p−q)
j (zj) ïðè p ≥ q,

0 ïðè p < q,
1 ≤ p, q ≤ kj + 1;

{Bj
l }pq =


(p− l)!(zj)p−q

(q − l − 1)!(1− |zj|2)p−q+1
ïðè p ≥ q > l,

δpq â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

1 ≤ p, q ≤ kj + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû Ñåãå [24] (ñì. òàêæå [18]) ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ êëàññàHρ

p ñóùåñòâóåò, òàê íàçûâàåìàÿ, ìàêñèìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ

d(z) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó Hρ
p , ïî÷òè âñþäó |d(eiϕ)| = ρ(ϕ), è

äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(z) ∈ Hρ
p âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(z)| ≤ d(z)

ïðè |z| < 1. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëàññà ôóíêöèé Hρ
p ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå
f(z) = d(z)g(z),

ãäå g(z) àíàëèòè÷åñêàÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ôóíêöèÿ, íå ïðå-
âîñõîäÿùàÿ ïî ìîäóëþ åäèíèöû. Ïðèìåíÿÿ ê êëàññó Hρ

p òåîðå-
ìó 3.1, çàìåòèâ, ÷òî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà
íà ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó zj â íóëü, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ,
ïî ìîäóëþ ðàâíîãî åäèíèöå, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Wj(z) =
z − zj
1− zjz

,

à äëÿ W (k)
j (zj), èìååò ìåñòî ðàâåíñòî

W
(k)
j (zj) =

k!(zj)
k−1

(1− |zj|2)k
,

ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Èç òåîðåìû 4.1 è ñëåäñòâèÿ 3.1 âûòåêàåò
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Ñëåäñòâèå 4.1.

S0(z, f(z1), . . . , f(zn)) = (1− |z|2)

×
n∑
j=1

e
z−zj
π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) eiϕ

(eiϕ−z)(eiϕ−zj)
dϕ
tj(z)

1− |zj|2

tj(zj)|1− zjz|2
f(zj),

ãäå tj(z) =
∏
l 6=j

z − zl
1− zlz

, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàè-

ëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(z) ïî çíà÷åíèÿì

f(z1), . . . , f(zn) íà êëàññå Hρ
p , è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ
n∏
j=1

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ .
Ïóñòü ôóíêöèÿ d(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé è ñèììåòðè÷íîé

îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè îáëàñòè G, ïîëîæèòåëüíà ïðè âå-
ùåñòâåííûõ z è |d(z)| > 0, z ∈ G. ×åðåç A0

d(G) îáîçíà÷èì êëàññ
ôóíêöèé f(z), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f(z) = d(z)g(z),

ãäå g(z) âåùåñòâåííà ïðè âåùåñòâåííûõ z è ïðèíàäëåæèò êëàññó
A1(G).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I(f) =

∫ b

a

f(x)p(x) dx

ïðè íåîòðèöàòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè p(x) è [a, b] ⊂ G íà
ôóíêöèÿõ èç êëàññà A0

d(G), èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î çíà÷å-
íèÿõ f(z1), . . . , f (kn)(zn). Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ
S(f(z1), . . . , f (kn)(zn)) íàçîâåì âåëè÷èíó

r(z1, . . . , z1︸ ︷︷ ︸
k1+1

, . . . , zn, . . . , zn︸ ︷︷ ︸
kn+1

) = sup
f∈A0

d(G)

|I(f)− S(f(z1), . . . , f (kn)(zn))|.

Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ S0(f(z1), . . . , f (kn)(zn)) áóäåì íàçûâàòü íàè-
ëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rS0(z1, . . . , zn) = inf
S
rS(z1, . . . , zn).

Ðàññìîòðèì òî÷êè z1, . . . , zn èç îáëàñòè G òàêèå, ÷òî

Im zj = 0, j = 1, . . . , l, zi 6= zj, l + 1 ≤ i, j ≤ n. (4.1)
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü òî÷êè z1, . . . , zn èç îáëàñòè G óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèþ (4.1). Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëû

S(f(z1), . . . , f (kn)(zn)) =
l∑

j=1

kj∑
m=0

Djm

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

+ 2 Re
n∑

j=l+1

kj∑
m=0

Djm

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj), (4.2)

ãäå

Djm =

∫ b

a

ωj(x)Wm
j (x)[1− |Wj(x)|2(kj−m+1)]p(x) dx,

íà êëàññå A0
d(G) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

rS(z1, . . . , zn) ≤
∫ b

a

d(x)
l∏

j=1

|Wj(x)|kj+1

n∏
j=l+1

|Wj(x)|2(kj+1)]p(x) dx;

(4.3)
çäåñü

ωj(z) =



d(z)
l∏

p=1
p 6=j

W kp+1
p (z)

n∏
p=l+1

[Wp(z)W̃p(z)]kp+1, j = 1, . . . , l,

d(z)W̃
kj+1
j

l∏
p=1

W kp+1
p (z)

n∏
p=l+1
p 6=j

[Wp(z)W̃p(z)]kp+1,

j = l + 1, . . . , n,

Wj(z) =
W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)
, W̃j(z) =

W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)
, (4.4)

a W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäè-

íè÷íûé êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âåùå-

ñòâåííîé îñè. Êîýôôèöèåíòû Cj
m+1,k+1 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôóíê-

öèè Wj(z) è ωj(z) òàê æå, êàê â òåîðåìå 3.1.
Ïðè kj = 2k′j + 1, j = l, . . . , l, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (4.2) ÿâ-

ëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå A0
d(G), è

íåðàâåíñòâî (4.3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà A0
d(G) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî f(z) = f(z), z ∈ G. Îòñþäà èìååì f (k)(zj) = f (k)(zj),
j = l + 1, . . . , n, k = 0, . . . , kj. Â ñèëó òåîðåìû 3.1 è òîãî, ÷òî êëàññ
A0
d(G) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå Ad(G), äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà A0

d(G)
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áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣f(z)−
n∑
j=1

ωj(z)

kj∑
m=0

Wm
j (z)[1−|Wj(z)|2(kj−m+1)]

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

−
n∑

j=l+1

ω̃j(z)

kj∑
m=0

W̃m
j (z)[1− |W̃j(z)|2(kj−m+1)]

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

∣∣∣∣
≤ |d(z)|

l∏
j=1

|Wj(z)|kj+1

n∏
j=l+1

|Wj(z)W̃j(z)|kj+1, (4.5)

ãäå Wj(z), W̃j(z) è ωj(z) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4.4), a ω̃(z) =

ωj(z)W
kj+1
j (z)

W̃
kj+1
j (z)

, j = l + 1, . . . , n. Èç òîãî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé W (z)

è d(z) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà W (z) = W (z), d(z) = d(z), ñëåäóþò
ñîîòíîøåíèÿ

W̃ (k)(zj) = W
(k)
j (z), ω̃(k)(zj) = ω

(k)
j (z).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö Ωj, B
j
l , Ω̃j è B̃

j
l , ÷åðåç êîòî-

ðûå îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû Cj
m+1,k+1 è C̃

j
m+1,k+1, áóäåì èìåòü

{Ω̃j}pq = {Ωj}pq, {B̃j
l }pq = {Bj

l }pq.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

C̃j
m+1,k+1 = Cj

m+1,k+1.

Äëÿ âåùåñòâåííûõ x âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî W̃j(x) = Wj(x) è ω̃j(x) =

ωj(x), íåðàâåíñòâî (4.5) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∣∣∣∣f(x)−
l∑

j=1

ωj(x)

kj∑
m=0

Wm
j (x)[1−|Wj(x)|2(kj−m+1)]

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

−2 Re
n∑

j=l+1

ωj(x)

kj∑
m=0

Wm
j (x)[1−|Wj(x)|2(kj−m+1)]

m∑
k=0

Cj
m+1,k+1f

(k)(zj)

∣∣∣∣
≤ d(x)

l∏
j=1

|Wj(x)|kj+1

n∏
j=l+1

|Wj(x)|2(kj+1).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò îöåíêà (4.3).
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè kj = 2k′j + 1, j = 1, . . . , l, êâàäðà-

òóðíàÿ ôîðìóëà (4.2) áóäåò íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f0(z) = d(z)
l∏

j=1

W
2(k′j+1)

j (z)
n∏

j=l+1

[Wj(z)W̃j(z)]kj+1,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó A0
d(G), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

f0(z1) = . . . = f
(k1)
0 (z1) = . . . = f0(zn) = . . . = f

(kn)
0 (zn) = 0

è, êðîìå òîãî, íåîòðèöàòåëüíà ïðè âåùåñòâåííûõ z. Ïî òåîðåìå 2.1

ïðè δ1 = . . . = δp = 0 è L(f) =

∫ b

a

f(x)p(x) dx äëÿ ïîãðåøíîñòè

íàèëó÷øåãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì

rS0(z1, . . . , zn) = sup
f∈A0

d(G)

f(z1)=...=f (kn)(zn)=0

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)p(x) dx

∣∣∣∣
≥
∫ b

a

f0(x)p(x) dx. (4.6)

Èç íåðàâåíñòâ

rS0(z1, . . . , zn) ≤ rS(z1, . . . , zn) ≤
∫ b

a

f0(x)p(x) dx

è íåðàâåíñòâà (4.6) ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (4.2) ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ, è ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

rS(z1, . . . , zn) =

∫ b

a

d(x)
l∏

j=1

W
2(k′j+1)

j (x)
n∏

j=l+1

|Wj(x)|2(kj+1)p(x) dx.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü òî÷êè z1, . . . , zn èç îáëàñòè G óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ (4.1). Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

S0(f(z1), f ′(z1), . . . , f(zl), f
′(zl), f(zl+1), . . . , f(zn))

=
l∑

j=1

(Dj − 2CjD
1
j )f(zj) +

l∑
j=1

D1
jf
′(zj) + 2

n∑
j=l+1

ReDj Re f(zj)

− 2
n∑

j=l+1

ImDj Im f(zj), (4.7)
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ãäå

Dj =


1

ωj(zj)

∫ b

a

ωj(x)[1−W 4
j (x)]p(x) dx, j = 1, . . . , l,

1

ωj(zj)

∫ b

a

ωj(x)[1− |Wj(x)|2]p(x) dx, j = l + 1, . . . , n,

D1
j =

1−W 2(zj)

W ′(zj)ωj(zj)

∫ b

a

ωj(x)Wj(x)[1−W 2
j (x)]p(x) dx,

Cj =
d′(zj)

2d(zj)
+W ′(zj)

n∑
p=1
p 6=j

1− |W (zp)|2

[W (zj)−W (zp)][1−W (zp)W (zj)]
,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå A0
d(G),

è äëÿ åå ïîãðåøíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rS0(z1, . . . , zn) =

∫ b

a

d(x)
n∏
j=1

|Wj(x)|2p(x) dx.

Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ωj(z) =



d(z)
n∏
p=1
p 6=j

Wp(z)W̃p(z), j = 1, . . . , l,

d(z)W̃j(z)
n∏
p=1
p 6=j

Wp(z)W̃p(z), j = l + 1, . . . , n,

(4.8)

Wj(z) =
W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)
, W̃j(z) =

W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)
,

à W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäè-

íè÷íûé êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âåùå-

ñòâåííîé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4.2 ïðè kj = 1, j = 1, . . . , l, è
kj = 0, j = l + 1, . . . , n, ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

S0(f(z1), f ′(z1), . . . , f(zl), f
′(zl), f(zl+1), . . . , f(zn))

=
l∑

j=1

Dj0C
j
11f(zj) +

l∑
j=1

Dj1[Cj
21f(zj) + Cj

22f
′(zj)]

+ 2 Re
n∑

j=l+1

Dj0C
j
11f(zj),
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ãäå

Dj0 =


∫ b

a

ωj(x)[1−W 4
j (x)]p(x) dx, j = 1, . . . , l,∫ b

a

ωj(x)[1− |Wj(x)|2]p(x) dx, j = l + 1, . . . , n,

Dj1 =

∫ b

a

ωj(x)Wj(x)[1−W 2
j (x)]p(x) dx,

ωj(x) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (4.8), à Cj
11, C

j
21 è C

j
22 � ýëåìåíòû

ìàòðèöû (
ωj(zj) 0
ω′j(zj) W ′

j(zj)ωj(zj)

)−1

,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ è äëÿ åå ïîãðåøíî-
ñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rS0(z1, . . . , zn) =

∫ b

a

d(x)
n∏
j=1

|Wj(x)|2p(x) dx.

Ïîëîæèì

Dj = Cj
11Dj0, D1

j = Cj
22Dj1, Cj = − Cj

21

2Cj
22

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

Cj
11Dj0 =

1

ωj(zj)
Dj0 è C

j
22Dj1 =

1

ωj(zj)W ′
j(zj)

Dj1 =
1−W 2(zj)

W ′(zj)ωj(zj)
Dj1,

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî

Cj =
d′(zj)

2d(zj)
+W ′(zj) Re

n∑
p=1
p 6=j

1− |W (zp)|2

[W (zj)−W (zp)][1−W (zp)W (zj)]
,

j = 1, . . . , l.

Äåéñòâèòåëüíî,

− Cj
21

2Cj
22

=
ω′j(zj)

2ωj(zj)
=
d′(zj)

2d(zj)
+

1

2

n∑
p=1
p6=j

W ′
p(zj)W̃p(zj) +Wp(zj)W̃

′
p(zj)

Wp(zj)W̃p(zj)

=
d′(zj)

2d(zj)
+W ′(zj) Re

n∑
p=1
p 6=j

1− |W (zp)|2

[W (zj)−W (zp)][1−W (zp)W (zj)]
,

j = 1, . . . , l.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
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Ïóñòü ρ(ϕ) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ ïåðèîäîì 2π ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî ln ρ(ϕ) è [ρ(ϕ)]p, p > 0, ñóììèðóåìû íà [0, 2π] è ρ(ϕ) = ρ(2π−ϕ).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hρ,0

p êëàññ ôóíêöèé, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåí-
íîé îñè è ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó Hρ

p . Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ âåùå-
ñòâåííûõ x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1

2π

∫ 2π

0

ln ρ(ϕ) Im
eiϕ + x

eiϕ − x
dϕ = 0,

äëÿ ôóíêöèé f(z) ∈ Hρ,0
p èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = d(z)g(z),

ãäå ôóíêöèÿ d(z) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) e

iϕ+z
eiϕ−z dϕ ïîëîæèòåëüíà íà âåùå-

ñòâåííîé îñè, à g(z) � àíàëèòè÷íà, íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû ïðè
|z| < 1 è âåùåñòâåííà íà âåùåñòâåííîé îñè. Èç òåîðåìû 4.2 ïîëó-
÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïóñòü òî÷êè z1, . . . , zn ëåæàò âíóòðè åäè-

íè÷íîãî êðóãà, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4.1) è [a, b] ⊂ (−1, 1).
Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (4.2), ãäå

Djm =

∫ b

a

ωj(x)

(
z − zj
1− zjz

)m [
1−

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣2(kj−m+1)
]
p(x) dx,

ωj(z) =



e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ
l∏

p=1
p6=j

(
z − zp
1− zpz

)kp+1

×
n∏

p=l+1

[
(z − zp)(z − zp)

(1− zpz)(1− zpz)

]kp+1

, j = 1, . . . , l,

e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ
(
z − zj
1− zjz

)kj+1

×
l∏

p=1

(
z − zp
1− zpz

)kp+1 n∏
p=l+1
p 6=j

[
(z − zp)(z − zp)

(1− zpz)(1− zpz)

]kp+1

,

j = l + 1, . . . , n,

à Cj
m+1,k+1 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ωj(z) òàê æå, êàê â òåî-

ðåìå 4.1, íà êëàññå Hρ,0
p ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

rS(z1, . . . , zn) ≤
∫ b

a

e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+x

eiϕ−x dϕ
l∏

j=1

∣∣∣∣ x− zj1− zjx

∣∣∣∣kj+1

×
n∏

j=l+1

∣∣∣∣ x− zj1− zjx

∣∣∣∣2(kj+1)

p(x) dx. (4.9)
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Ïðè kj = 2k′j + 1, j = 1, . . . , l, îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì

êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà åñòü íàèëó÷øèé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ íà

êëàññå Hρ,0
p , è íåðàâåíñòâî (4.9) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà kj = 1, j = 1, . . . , l, kj = 0,
j = l+ 1, . . . , n. Èç ñëåäñòâèé 4.2 è 4.3 âûòåêàåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà (4.7), ãäå

Dj =


1

ωj(zj)

∫ b

a

ωj(x)

[
1−

(
x− zj
1− zjx

)4
]
p(x) dx, j = 1, . . . , l,

1

ωj(zj)

∫ b

a

ωj(x)

[
1−

∣∣∣∣ x− zj1− zjx

∣∣∣∣2
]
p(x) dx, j = l + 1, . . . , n,

D′j =
(1− z2

j )
2

ωj(zj)

∫ b

a

ωj(x)
(x− zj)(1− x2)

(1− xzj)3
p(x) dx, j = 1, . . . , l,

Cj =
1

2π

∫ 2π

0

ln ρ(ϕ)
eiϕ

(eiϕ − zj)2
dϕ+ Re

n∑
p=1
p 6=j

1− |zp|2

(zj − zp)(1− zpzj)
,

j = 1, . . . , l,

ωj(z) =



e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ
n∏
p=1
p6=j

(
z − zp
1− zpz

z − zp
1− zpz

)
,

j = 1, . . . , l,

e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ z − zj
1− zjz

n∏
p=1
p 6=j

(
z − zp
1− zpz

z − zp
1− zpz

)
,

j = l + 1, . . . , n,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå Hρ,0
p , è

äëÿ åå ïîãðåøíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rS0(z1, . . . , zn) =

∫ b

a

e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+x

eiϕ−x dϕ
n∏
j=1

∣∣∣∣ x− zj1− zjx

∣∣∣∣2 p(x) dx.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð êëàññîâ òèïà Ad(G) è A0
d(G).

Ïóñòü ρ(ϕ) íåîòðèöàòåëüíàÿ ñ ïåðèîäîì 2π ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ
ñâåðõó è òàêàÿ, ÷òî ln ρ(ϕ) ñóììèðóåìà íà [0, 2π]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Bρ êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ îãðàíè÷åííûõ âíóòðè êðóãà |z| < 1 ôóíê-
öèé, ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ (îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èìååò
ïî òåîðåìå Ôàòó [23] óãëîâûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïî÷òè âåçäå íà
|z| = 1) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

|f(eiϕ)| ≤ ρ(ϕ)

ïî÷òè âåçäå íà [0, 2π].



45

Êëàññ Bρ ñîäåðæèòñÿ â êëàññå Hρ
p ïðè ëþáîì p â ñèëó òîãî, ÷òî

ôóíêöèÿ [ρ(ϕ)]p ñóììèðóåìà è êëàññ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñîäåðæèòñÿ â Hp ïðè ëþáîì p. Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ
ôóíêöèþ f(z) èç Bρ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕg(z), (4.10)

ãäå g(z) àíàëèòè÷íà è îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ åäèíèöåé âíóòðè êðó-
ãà |z| < 1. Èç îãðàíè÷åííîñòè ρ(ϕ) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíê-
öèè

d(z) = e
1

2π

∫ 2π

0
ln ρ(ϕ) Re eiϕ+z

eiϕ−z dϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé g(z) àíàëèòè÷åñêîé è îãðàíè÷åííîé ïî
ìîäóëþ åäèíèöåé âíóòðè êðóãà |z| < 1 ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðà-
âåíñòâîì (4.10), áóäåò îãðàíè÷åííîé è ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó

|f(eiϕ)| ≤ |d(eiϕ)| = ρ(ϕ).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ρ(ϕ)
êëàññ Bρ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Hρ

p ïðè âñåõ p.
Ïðè ρ(ϕ) = ρ(2π−ϕ) ÷åðåç B0

ρ îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé èç Bρ,
âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ρ(ϕ) êëàññ B0

p ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
Hρ,0
p ïðè âñåõ p.

�5. Ìèíèìèçàöèÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

íà êëàññå Ad(G) çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ

Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî E ñî ñâÿçíûì
äîïîëíåíèåì CE. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå Ad(G) â òî÷êàõ ìíîæåñòâà E
çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ z1, . . . , zn. Ïîëîæèì

Rn(G,E) = inf
z1,...,zn∈G

max
z∈E

r(z, z1, . . . , zn), (5.1)

R∗n(G,E) = inf
z1,...,zn∈E

max
z∈E

r(z, z1, . . . , zn). (5.2)

Òî÷êè z0
1 , . . . , z

0
n, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðà-

âåíñòâå (5.1) èëè (5.2), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè óçëàìè äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

Àññèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ (5.1) è (5.2) äàåòñÿ â
òåðìèíàõ åìêîñòè (èëè ìîäóëÿ) êîíäåíñàòîðà (E,CG). Êîíäåíñà-
òîðîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (E,F ), ãäå E è F � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çà-
ìêíóòûå ìíîæåñòâà èç ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ èìååò ñâÿçíîå äîïîëíåíèå. Ïîíÿòèå åìêîñòè êîí-
äåíñàòîðà áûëî ââåäåíî è ïîäðîáíî èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ Ïîéà è
Ñåãå (ñì. [17]).
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Îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé åìêîñòè êîíäåíñàòîðà
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå (ñì. [9], à òàêæå [13]). Ïóñòü H � îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè D = C(E ∪F ), ïîñòðîåííîå
ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì, ðàâíûì 0 íà ìíîæåñòâå ∂E è 1 íà ìíî-
æåñòâå ∂F , à Γ � ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî
÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ, ïðèíàäëåæàùèõ D è â
ñîâîêóïíîñòè ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà E è F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∂

∂n
ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè ê êîíòóðó Γ, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ

ê ìíîæåñòâó, îãðàíè÷åííîìó Γ è ñîäåðæàùåìó E. Åìêîñòüþ êîí-
äåíñàòîðà (E,F ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

c(E,F ) =
1

2π

∫
Γ

∂H

∂n
ds.

Âåëè÷èíà h(E,F ) = c−1(E,F ) íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîíäåíñàòî-
ðà (E,F ) (ïðè c = 0 h = +∞).

Åñëè E è F � êîíòèíóóìû, òî ðèìàíîâ ìîäóëü ρ êîëüöà D =
C(E ∪F ) ñâÿçàí ñ ìîäóëåì êîíäåíñàòîðà (E,F ) ñëåäóþùèì ðàâåí-
ñòâîì:

ρ = eh(E,F ). (5.3)

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ âåëè÷èí Rn(G,E) è R∗n(G,E) èìåþò ìåñòî

ñîîòíîøåíèÿ:

R∗n(G,E) ≥ Rn(G,E) ≥ min
z∈E
|d(z)|e−nh(E,CG), n ≥ 1, (5.4)

lim
n→∞

n
√
R∗n(G,E) = lim

n→∞
n
√
Rn(G,E) = e−h(E,CG), (5.5)

ãäå h(E,CG) � ìîäóëü êîíäåíñàòîðà (E,CG).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 äëÿ âåëè÷èí Rn(G,E) è
R∗n(G,E) èìååì

Rn(G,E) = inf
z1,...,zn∈G

max
z∈E

∣∣∣∣d(z)
n∏
j=1

W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)

∣∣∣∣, (5.6)

R∗n(G,E) = inf
z1,...,zn∈E

max
z∈E

∣∣∣∣d(z)
n∏
j=1

W (z)−W (zj)

1−W (zj)W (z)

∣∣∣∣, (5.7)

ãäå W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäè-
íè÷íûé êðóã. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ẽ îáðàç ìíîæåñòâà E ïðè îòîáðà-
æåíèè ξ = W (z), è ïîëîæèì d̃(ξ) = d(W−1(ξ)). Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

Rn(G,E) = inf
|ξj |<1

max
ξ∈Ẽ

∣∣∣∣d̃(ξ)
n∏
j=1

ξ − ξj
1− ξjξ

∣∣∣∣,
R∗n(G,E) = inf

{ξj}∈Ẽ
max
ξ∈Ẽ

∣∣∣∣d̃(ξ)
n∏
j=1

ξ − ξj
1− ξjξ

∣∣∣∣.
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Â ñèëó ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ, èíâàðèàíòíîñòè ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðà
(E,CG) îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè G \ E è
òîãî, ÷òî min

ξ∈Ẽ
|d̃(ξ)| = min

z∈E
|d(z)|, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà G � âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà.
Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâà (5.4). Â ñëó÷àå, êîãäà G � âíóò-

ðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ïðè W (z) ≡ z èç ðàâåíñòâ (5.6), (5.7)
èìååì

R∗n(G,E) ≥ Rn(G,E) ≥ min
z∈E
|d(z)| inf

|zj |<1
max
z∈E

∣∣∣∣ n∏
j=1

z − zj
1− zjz

∣∣∣∣. (5.8)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F , ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâó E îòíîñèòåëü-
íî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è ïîëîæèì

σn(E,F ) = sup
rn

min
z∈F
|rn(z)|

max
z∈E
|rn(z)|

,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
ïîðÿäêà íå âûøå n. Î÷åâèäíî, ÷òî

σn(E,F ) ≥ sup
Bn

min
z∈F
|Bn(z)|

max
z∈E
|Bn(z)|

,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âè-

äà Bn(z) =
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

, |zj| < 1, j = 1, . . . , n. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà∣∣∣∣Bn

(
1

z

)∣∣∣∣ = |Bn(z)|−1 ïîëó÷àåì, ÷òî

min
z∈F
|Bn(z)| =

[
max
z∈E
|Bn(z)|

]−1

.

Òàêèì îáðàçîì,

σn(E,F ) ≥ sup
Bn

[
max
z∈E
|Bn(z)|

]−2

,

èëè
inf
Bn

max
z∈E
|Bn(z)| ≥ σn(E,F )−1/2.

Ïîëüçóÿñü îöåíêîé

σn(E,F ) ≤ enh(E,F ), n ≥ 0,

ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [9], è çàìå÷àÿ, ÷òî h(E,F ) = 2h(E,CG), ïî-
ëó÷èì

inf
|zj |<1

max
z∈E

∣∣∣∣ n∏
j=1

z − zj
1− zjz

∣∣∣∣ ≥ e−nh(E,CG).
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (5.8) äîêàçûâàþò ñî-
îòíîøåíèå (5.4).

Èç äîêàçàòåëüñòâà îäíîé òåîðåìû Óîëøà ( [21], � 8.7, òåîðåìà 9)
âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò. Ïóñòü E0 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñî
ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì, ëåæàùåå âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà è îãðà-
íè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ êðè-
âûõ, F0 � ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîå E0 îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, D0 = C(E0 ∪ F0) è H0(z) íåïðåðûâíà â D0, ãàðìîíè÷-
íà â D0, H0(z) = 0, z ∈ ∂E0, H0(z) = 1, z ∈ ∂F0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî òî÷êè z1, . . . , zn ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ∂E0 îòíîñèòåëüíî

ïàðàìåòðà σ, dσ =
∂H0

∂n
ds. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

n

√√√√√√√
∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n

z − 1

zj,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = eh(E0,F0)H0(z), z ∈ D0, (5.9)

ðàâíîìåðíî âíóòðè D0.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì, ëåæàùåå âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N(ε), ÷òî äëÿ âñåõ

n > N(ε) íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè z1n(ε), . . . , znn(ε), äëÿ êîòîðûõ

min
z∈F
|Bn(z)|

max
z∈E
|Bn(z)|

> en[h(E,F )−ε], (5.10)

ãäå Bn(z) =
n∏
j=1

z − zjn(ε)

1− zjn(ε)z
, à F � ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîå E

îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (5.9) è ñó-
ùåñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 èç ðàáîòû [9].
Â ñèëó ðàâåíñòâ∣∣∣∣Bn

(
1

z

)∣∣∣∣ = |Bn(z)|−1, h(E,F ) = 2h(E,CG) (5.11)

èç íåðàâåíñòâà (5.10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè z1n(ε), . . . , znn(ε), ÷òî

max
z∈E

∣∣∣∣ n∏
j=1

z − zjn(ε)

1− zjn(ε)z

∣∣∣∣ < e−n[h(E,CG)−ε].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Rn(G,E) ≤ R∗n(G,E) ≤ max
z∈E
|d(z)|e−n[h(E,CG)−ε].
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lim
n→∞

n
√
Rn(G,E) ≤ lim

n→∞
n
√
R∗n(G,E) ≤ e−h(E,CG). (5.12)

Èç íåðàâåíñòâ (5.4) èìååì

lim
n→∞

n
√
R∗n(G,E) ≥ lim

n→∞

n
√
Rn(G,E) ≥ xe−h(E,CG).

Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè (5.12) äàþò

lim
n→∞

n
√
R∗n(G,E) = lim

n→∞
n
√
Rn(G,E) = e−h(E,CG).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü E � êîíòèíóóì. Òîãäà èìåþò ìåñòî

ñîîòíîøåíèÿ

R∗n(G,E) ≥ Rn(G,E) ≥ min
z∈E
|d(z)| 1

ρn
, n ≥ 1,

lim
n→∞

n
√
R∗n(G,E) = lim

n→∞
n
√
Rn(G,E) =

1

ρ
,

ãäå ρ � ðèìàíîâ ìîäóëü êîëüöà G \ E.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.1 è ðàâåíñòâà
(5.3).

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü E ⊂ G � ìíîæåñòâî ñî ñâÿçíûì äî-

ïîëíåíèåì, îãðàíè÷åííîå êîíå÷íûì ÷èñëîì íåïåðåñåêàþùèõñÿ àíà-

ëèòè÷åñêèõ êðèâûõ, è H(z) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðè-

õëå â îáëàñòè G \ E, ïîñòðîåííîå ïî ãðàíè÷íûì äàííûì, ðàâ-

íûì 0 íà ìíîæåñòâå ∂E è 1 íà ìíîæåñòâå ∂G. Òîãäà òî÷êè

z1n, . . . , znn, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà ∂E îòíîñèòåëüíî ïà-

ðàìåòðà σ, dσ =
∂H

∂n
ds, áóäóò îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó äëÿ

çàäà÷ (5.1) è (5.2), ò.å. áóäóò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

lim
n→∞

n
√
Rn(G,E) = lim

n→∞
n
√
R∗n(G,E) = lim

n→∞
n

√
max
z∈E

r(z, z1n, . . . , znn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ ξ = W (z) êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò îáëàñòü G â åäèíè÷íûé êðóã è Ẽ = W (E). Òîãäà, åñëè
òî÷êè ξ1n, . . . , ξnn ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó äëÿ çàäà-
÷è íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí Rn(G̃, Ẽ) è R∗n(G̃, Ẽ) íà êëàññå Ad̃(G̃) (ãäå
d̃(ξ) = d(W−1(ξ)), G̃ = {ξ : |ξ| < 1}), òî òî÷êè zjn = W−1(ξjn),
j = 1, . . . , n, áóäóò îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó äëÿ çàäà÷ (5.1) è
(5.2). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî òî÷êè z1n, . . . , znn, ðàâíîìåð-

íî ðàñïðåäåëåííûå íà ∂E îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà σ, dσ =
∂H

∂n
ds,

ïåðåéäóò ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè â òî÷êè, ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííûå íà ∂Ẽ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà σ′, dσ′ =
∂H ′

∂n
ds (H ′(ξ)
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� ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè G̃\Ẽ, ïîñòðîåííîå ïî ãðàíè÷-
íûì çíà÷åíèÿì 0 íà ∂Ẽ è 1 íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè), äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 5.2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G � âíóò-
ðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(z) ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè G\E,
ïîñòðîåííîå ïî ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì 0 íà ìíîæåñòâå ∂E è 1 íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂G, à ÷åðåç F � ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷-
íîå E îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî
F ñèììåòðè÷íî E, ôóíêöèþ H(z) ìîæíî ãàðìîíè÷åñêè ïðîäîë-
æèòü â îáëàñòü C(F ∪ G), ïðè ýòîì H(z) = 2, z ∈ ∂F . Ïîëîæèì
U(z) = 1

2
H(z). Òîãäà äëÿ òî÷åê z1n, . . . , znn, ðàñïðåäåëåííûõ ðàâ-

íîìåðíî íà ∂E îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà σ, dσ =
∂H

∂n
ds (à ñëåäîâà-

òåëüíî, è îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà τ , dτ =
∂U

∂n
ds), áóäåò ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

n

√√√√√√√
∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n

z − 1

zj,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ = eh(E,F )U(z)

ðàâíîìåðíî âíóòðè C(E∪F ) (ñì. (5.9)). Ïîëîæèì Γρ = {z ∈ C(E∪
F ) : U(z) = ρ}. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n

z − 1

zj,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < enh(E,F )2ε, z ∈ Γε,

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n

z − 1

zj,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ > enh(E,F )(1−2ε), z ∈ Γ1−ε.

Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

max
z∈E

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n

z − 1

zj,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < enh(E,F )2ε, min
z∈F

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n

z − 1

zj,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ > enh(E,F )(1−2ε).
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min
z∈F

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n
1− zj,nz

∣∣∣∣∣
max
z∈E

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n
1− zj,nz

∣∣∣∣∣
> enh(E,F )(1−4ε).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ðàâåíñòâ (5.4) âûòåêàåò, ÷òî ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ n

max
z∈E

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

z − zj,n
1− zj,nz

∣∣∣∣∣ < e−nh(E,CG)(1−4ε).

Òàêèì îáðàçîì,

lim
n→∞

n

√
max
z∈E

r(z, z1n, . . . , znn) ≤ e−h(E,CG). (5.13)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

max
z∈E

r(z, z1n, . . . , znn) ≥ R∗n(G,E) ≥ Rn(G,E) ≥ min
z∈E
|d(z)|e−nh(E,CG),

ïîëó÷àåì
lim
n→∞

n

√
max
z∈E

r(z, z1n, . . . , znn) ≥ e−h(E,CG),

÷òî âìåñòå ñ (5.13) è (5.5) äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 5.2. �

�6. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AM(G) êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â îäíîñâÿçíîé îá-
ëàñòè G ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé M . Äëÿ
íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ E çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íà êëàññå AM(G) âå-
ëè÷èí Rn(G,E), R∗n(G,E), îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (5.1), (5.2),
è îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ óçëîâ ìîæåò áûòü
ðåøåíà òî÷íî.

Ïðèâåäåì òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà G �
âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, à ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ êðóãîì
ðàäèóñà r, r < 1, èëè îòðåçêîì âåùåñòâåííîé îñè [−

√
k,
√
k], k < 1.

Èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèÿì, ïðîâîäèâøèìñÿ â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, âûòåêàåò, ÷òî òåì ñàìûì áóäóò ðåøåíû
ïîñòàâëåííûå âûøå çàäà÷è äëÿ âñåõ ïàð G, E òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå G âî âíóòðåí-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, à ìíîæåñòâî E ëèáî â êðóã ðàäèóñà r, ëèáî
â îòðåçîê [−

√
k,
√
k].

Òåîðåìà 6.1. Ïðè G = {z : |z| < 1} è E = {z : |z| ≤ r, r < 1}
äëÿ âåëè÷èí Rn(G,E), R∗n(G,E) íà êëàññå AM(G) èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

Rn(G,E) = R∗n(G,E) = Mrn,
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à îïòèìàëüíûìè óçëàìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ

òî÷êè z0
1 = . . . = z0

n = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ðèìàíîâà ìîäóëÿ îá-

ëàñòè G \ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ρ =
1

r
, èç ñëåäñòâèÿ 5.1 èìååì

R∗n(G,E) ≥ Rn(G,E) ≥Mrn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Rn(G,E) ≤ R∗n(G,E) ≤ max
z∈E

r(z, 0, . . . , 0) = Mrn.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6.2. Ïðè G = {z : |z| < 1} è E = {z : z ∈ [−
√
k,
√
k],

k < 1} äëÿ âåëè÷èí Rn(G,E), R∗n(G,E) íà êëàññå AM(G) èìåþò

ìåñòî ðàâåíñòâà

R∗n(G,E) = Rn(G,E) = Mk
n
2 sn2

[
K

n
, k

]
sn2

[
3K

n
, k

]
. . .

× sn2

[
µK

n
, k

]
= 2Mhn

∞∑
m=0

h4nm(m+1)

1 + 2
∞∑
m=1

h4nm2

, (6.1)

ãäå h = e−
πK′

4K , K, K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî

ðîäà äëÿ ìîäóëåé k è k′ =
√

1− k2 ñîîòâåòñòâåííî, à µ � íàè-

áîëüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî, ìåíüøåå, ÷åì n; îïòèìàëüíûìè óçëàìè

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè

z0
j =
√
k sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

]
, j = 1, . . . , n. (6.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âåëè÷èíû
Rn(G,E) è R∗n(G,E) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

Rn(G,E) = M inf
|zj |<1

max
z∈[−

√
k,
√
k]

∣∣∣∣ n∏
j=1

z − zj
1− zjz

∣∣∣∣,
R∗n(G,E) = M inf

zj∈[−
√
k,
√
k]

max
z∈[−

√
k,
√
k]

∣∣∣∣ n∏
j=1

z − zj
1− zjz

∣∣∣∣.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ n ≥ 1 Rn(G,E) = R∗n(G,E). Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Bn(z) =
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

,

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ B∗n(z) =
n∏
j=1

z − z∗j
1− z∗j z

òàêàÿ, ÷òî z∗j ∈ [−
√
k,
√
k],
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j = 1, . . . , n, è äëÿ âñåõ z ∈ [−
√
k,
√
k] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|B∗n(z)| ≤ |Bn(z)|. (6.3)

Ïóñòü zj = αj + iβj. Ïîëîæèì

z∗j =


αj, αj ∈ [−

√
k,
√
k],

−
√
k, αj < −

√
k,√

k, αj >
√
k.

Òîãäà ïðè z ∈ [−
√
k,
√
k]∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣2 =
(z − αj)2 + β2

j

(1− αjz)2 + β2
j z

2
≥
(
z − αj
1− αjz

)2

.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî(
z − αj
1− αjz

)2

≥
(
z − z∗j
1− z∗j z

)2

, z ∈ [−
√
k,
√
k].

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ z − z∗j1− z∗j z

∣∣∣∣ .
Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (6.3).

Ïðè íàõîæäåíèè îïòèìàëüíûõ óçëîâ áóäåò ñóùåñòâåííî èñïîëü-
çîâàòüñÿ ðåøåíèå III çàäà÷è èç êëàññè÷åñêîãî ìåìóàðà Å.È. Çîëîòà-
ðåâà �Ïðèëîæåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ê âîïðîñàì î ôóíêöè-
ÿõ, íàèìåíåå è íàèáîëåå îòêëîíÿþùèõñÿ îò íóëÿ� (ñì. [10, ñòð. 1�
59]). Ýòà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàéòè âå-
ùåñòâåííóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ r0

n(x) ïîðÿäêà íå âûøå n, äëÿ
êîòîðîé

min
|x|≥ 1

k

|r0
n(x)| = sup

rn

min
|x|≥ 1

k

|rn(x)|, k < 1,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ âåùåñòâåííûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà íå âûøå n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
max
|x|≤1
|rn(x)| ≤ 1. Íàì óäîáíî âûïèñàòü ðåøåíèå äëÿ íåñêîëüêî èçìå-

íåííîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ëåãêî ñâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ê ïðåäûäóùåé. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ r0

n(x) òàêóþ,
÷òî

min
|x|≥ 1√

k

|r0
n(x)| = sup

rn

min
|x|≥ 1√

k

|rn(x)|, k < 1,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ âåùåñòâåííûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé ïîðÿäêà íå âûøå n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
max
|x|≤
√
k
|rn(x)| ≤ 1. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è:

r0
n(x) = C(k, n)

n∏
j=1

x− z0
j

1− z0
jx
,
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ãäå

z0
j =
√
k sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

]
,

K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ k,
à C(k, n) � êîíñòàíòà, íåñóùåñòâåííàÿ â äàëüíåéøåì. Êðîìå òîãî,
äëÿ ôóíêöèè r0

n(x) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

max
|x|≤
√
k
|r0
n(x)| = 1, min

|x|≥ 1√
k

|r0
n(x)|

= k−n
(

sn

[
K

n
, k

]
sn

[
3K

n
, k

]
. . . sn

[
µK

n
, k

])−4

,

ãäå µ � íàèáîëüøåå íå÷åòíîå ÷èñëî, ìåíüøåå, ÷åì n. Ïîëîæèì

σn(k) = sup
rn

min
|x|≥ 1√

k

|rn(x)|

max
|x|≤
√
k
|rn(x)|

,

çäåñü âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ âåùåñòâåííûõ ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé rn(x) (rn(x) 6≡ 0) ïîðÿäêà íå âûøå n. Âñëåäñòâèå
ðàâåíñòâà

σn(k) = sup
rn

min
|x|≥ 1

k

∣∣∣∣∣∣ rn(x)

max
|x|≤
√
k
|rn(x)|

∣∣∣∣∣∣
èìååì

σn(k) = min
|x|≥ 1√

k

|r0
n(x)|

= k−n
(

sn

[
K

n
, k

]
sn

[
3K

n
, k

]
. . . sn

[
µK

n
, k

])−4

. (6.4)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

1

x
− zj

1− zj
x

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∏
j=1

x− zj
1− zjx

∣∣∣∣−1

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R∗n(G,E) = M

 sup
zj∈[−

√
k,
√
k]

min
|x|≥ 1√

k

∣∣∣∣ n∏
j=1

x− zj
1− zjx

∣∣∣∣
max
|x|≤
√
k

∣∣∣∣ n∏
j=1

x− zj
1− zjx

∣∣∣∣


− 1

2

.

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

R∗n(G,E) ≥Mσ
− 1

2
n (k). (6.5)
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

r̃n(x) =
r0
n(x)

C(k, n)
=

n∏
j=1

x− z0
j

1− z0
jx
.

Èç ðàâåíñòâ

σn(k) =

min
|x|≥ 1√

k

|r0
n(x)|

max
|x|≤
√
k
|r0
n(x)|

=

min
|x|≥ 1√

k

|r̃n(x)|

max
|x|≤
√
k
|r̃n(x)|

=

[
max
|x|≤
√
k
|r̃n(x)|

]−2

ñëåäóåò, ÷òî

R∗n(G,E) ≤M max
|x|≤
√
k

∣∣∣∣ n∏
j=1

x− z0
j

1− z0
jx

∣∣∣∣ = Mσ
− 1

2
n (k).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (6.5), (6.4) äîêà-
çûâàåò, ÷òî òî÷êè, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (6.2) ÿâëÿþòñÿ îïòè-
ìàëüíûìè óçëàìè, è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Rn(G,E) = R∗n(G,E) = Mk
n
2 sn2

[
K

n
, k

]
sn2

[
3K

n
, k

]
. . . sn2

[
µK

n
, k

]
.

Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêæå èç
ðàáîòû [25], â êîòîðîé íàéäåíû òî÷êè x0

1, . . . , x
0
n, óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ

max
x∈

[
a,

1
a

]
∣∣∣∣ n∏
j=1

x− x0
j

x+ x0
j

∣∣∣∣ = inf
xj∈

[
a,

1
a

] max
x∈

[
a,

1
a

]
∣∣∣∣ n∏
j=1

x− xj
x+ xj

∣∣∣∣, a < 1,

è ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå

max
x∈

[
a,

1
a

]
∣∣∣∣ n∏
j=1

x− x0
j

x+ x0
j

∣∣∣∣ = 2hn

∞∑
m=0

h4nm(m+1)

1 + 2
∞∑
m=1

h4nm2

; (6.6)

çäåñü h = e−
πL′

L , L è L′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåð-
âîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé l =

√
1− a4 è l′ =

√
1− l2, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñäåëàâ çàìåíó x =
1 + z

1− z
â ðàâåíñòâå (6.6) è ïîëîæèâ a =

1−
√
k

1 +
√
k
,
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ïîëó÷èì

R∗n(G,E) = Rn(G,E) = M inf
zj∈[
√
k,
√
k]

max
z∈[
√
k,
√
k]

∣∣∣∣ n∏
j=1

x− zj
1− zjx

∣∣∣∣

= 2Mhn

∞∑
m=0

h4nm(m+1)

1 + 2
∞∑
m=1

h4nm2

,

ãäå h = e−
πL′

L , à ìîäóëè l, l′ ðàâíû

√√√√1−

(
1−
√
k

1 +
√
k

)4

è

(
1−
√
k

1 +
√
k

)2

,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì p =
2
√
k

1 + k
, òîãäà l =

2
√
p

1 + p
. Èñïîëüçóÿ

èçâåñòíûå ôîðìóëû

L

(
2
√
p

1 + p

)
= (1 + p)L(p),

L′
(

2
√
p

1 + p

)
=

1 + p

2
L′(p)

(6.7)

(ñì. [4], [20], áóäåì èìåòü h = e
−πL′(p)

2L(p) = e
−πK′(k)

4K(k) . Òåîðåìà äîêà-
çàíà. �

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü ìíîæåñòâà G è E òàêîâû, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ξ = W (z) îáëàñòè G â ýëëèïñ

Ýc ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c, ïåðåâîäÿùåå ìíî-
æåñòâî E â îòðåçîê [−

√
k,
√
k]. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Rn(G,E) = R∗n(G,E) = 2Mc−n

∞∑
m=0

c−4nm(m+1)

1 + 2
∞∑
m=1

c−4nm2

,

è òî÷êè

z0
j = W−1

(
cos

2j − 1

2n
π

)
, j = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè óçëàìè äëÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí

Rn(G,E) è R∗n(G,E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6.2 âûòåêàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü ðàâåíñòâà c = e
πK′

4K è

Φ

(√
k sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

])
= cos

2j − 1

2n
π, (6.8)
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ãäå ξ = Φ(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè åäèíè÷íîãî
êðóãà â ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c, ïðè
êîòîðîì îòðåçîê [−

√
k,
√
k] ïåðåõîäèò â îòðåçîê [−1, 1]. Ðàññìîò-

ðèì ôóíêöèþ

Φ(z) = sin

[
π

2L
ϕ

(
2z

l(1 + z2)

)]
,

çäåñü

ϕ(ξ) =

∫ ξ

0

dt√
(1− t2)(1− l2t2)

,

à l îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ c = exp
πL′

2L
. Ïðè l =

2
√
k

1 + k
ôóíê-

öèÿ Φ(z) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà
íà âíóòðåííîñòü ýëëèïñà Ýc, ïðè÷åì îòðåçîê [−

√
k,
√
k] ïåðåõîäèò

â îòðåçîê [−1, 1]. Èç ðàâåíñòâ (6.7) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî c = e
πK′

4K .
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ðàâåíñòâà (6.8). Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

sn

[
(1 + k)u,

2
√
k

1 + k

]
= (1 + k)

sn[u, k]

1 + k sn2[u, k]

(ñì. [4], [20]), à òàêæå ðàâåíñòâàìè (6.7), áóäåì èìåòü

Φ

(√
k sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

])
= sin

[
π

2L
ϕ

(
sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
L, l

])]
= sin

(
2j − 1

2n
π − π

2

)
= cos

2j − 1

2n
π.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6.3 îñíîâàíà ôàêòè÷åñêè íà òîì èíòåðåñíîì ôàêòå, ÷òî
óçëû Çîëîòàðåâà â ïðîìåæóòêå [−

√
k,
√
k] ïðè êîíôîðìíîì îòîá-

ðàæåíèè âíóòðåííîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíóòðåííîñòü ýëëèïñà
ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1, ïåðåâîäÿùèì îòðåçîê [−

√
k,
√
k] â îòðåçîê

[−1, 1], ïåðåõîäÿò â óçëû ×åáûøåâà.
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�7. Íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå

W (nk)(M ; a, b). Îïòèìàëüíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ íà

êëàññå W (2n)(M ; a, b)

Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ïî èõ
çíà÷åíèÿì f(x1), . . . , f (k−1)(x1), . . . , f(xn), . . . , f (k−1)(xn) â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ èç îòðåçêà [a, b] ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà
Ýðìèòà

f(x) ≈
n∑
i=1

k−1∑
j=0

Pij(x)f (j)(xi), (7.1)

ãäå Pij(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè nk−1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

P
(l)
ij (xm) = δimδjl, m = 1, . . . , n, l = 0, . . . , k − 1. (7.2)

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [3], [5]), ÷òî äëÿ ôóíêöèé, èìåþùèõ
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (nk)(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
max
x∈[a,b]

|f (nk)(x)| ≤M (â äàëüíåéøåì êëàññ âñåõ òàêèõ ôóíêöèé áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç W (nk)(M ; a, b)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣f(x)−
n∑
i=1

k−1∑
j=0

Pij(x)f (j)(xi)

∣∣∣∣ ≤ M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k. (7.3)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ýðìèòà áóäåò
íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå W (nk)(M ; a, b), åñëè
âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ, çàäàí-
íûå ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ f̃ (j)(xi) =
f (j)(xi)+ρij, i = 1, . . . , n, j = 0, . . . , k−1, è ïóñòü äëÿ âñåõ ôóíêöèé
èç êëàññàW (nk)(M ; a, b) âåêòîðû ρj(f) = (ρ1j(f), . . . , ρnj(f)) óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó ‖ρj(f)‖pj ≤ δj, j = 0, . . . , k − 1; çäåñü ‖ρ‖p =( n∑
i=1

|ρi|p
)1/p

, 1 ≤ p < ∞, è ‖ρ‖∞ = max
1≤i≤n

|ρi|. ×åðåç q0, . . . , qk−1

58
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îáîçíà÷èì ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì
1

pj
+

1

qj
= 1, j =

0, . . . , k − 1 (qj =∞ ïðè pj = 1 è qj = 1 ïðè pj =∞).

Òåîðåìà 7.1. Ìåòîä

Sδ(x, f̃(x1), . . . , f̃ (k−1)(x1), . . . , f̃(xn), . . . , f̃ (k−1)(xn))

=
n∑
i=1

k−1∑
j=0

Pij(x)f̃ (j)(xi), (7.4)

ãäå Pij(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè nk − 1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì (7.2), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòî-

äîì ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå W (nk)(M ; a, b) âåëè÷èíû f(x) ïî çíà÷å-
íèÿì f(x1), . . . , f (k−1)(x1), . . . , f(xn), . . . , f (k−1)(xn), çàäàííûì ñ ïî-

ãðåøíîñòÿìè δ0, . . . , δk−1 â íîðìàõ ‖ · ‖p0 , . . . , ‖ · ‖pk−1
, ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè âñåõ δ0, . . . , δk−1 ≥ 0 è âñåõ 1 ≤ p0, . . . , pk−1 ≤ ∞. Äëÿ

ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rn(x, δ0, . . . , δk−1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
k

) =
M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k

+
k−1∑
j=0

δj

∥∥∥Pj(x)
∥∥∥
qj
,

ãäå Pj(x) = (P1j(x), . . . , Pnj(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1) = sup
f∈Wij(ε)

f(x),

ãäå

Wij(ε) =
{
f ∈ W (nk)(M ; a, b)|‖fl − εδljei‖pl ≤ δl, l = 0, . . . , k − 1

}
;

çäåñü

fl =
(
f (l)(x1), . . . , f (l)(xn)

)
, {ei}m = δmi, m, i = 1, . . . , n.

Èç íåðàâåíñòâà (7.3) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèé ϕij(x, ε, δ0, . . . ,
δk−1) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1) ≤ M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k

+
n∑

m=1

k−1∑
l=0

Pml(x)
[
f (l)(xm)− εδmiδlj

]
+ εPij(x). (7.5)
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Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì |(a, b)| ≤ ‖a‖p‖b‖q
(

1

p
+

1

q
= 1

)
è òåì, ÷òî

ôóíêöèÿ f(x) â íåðàâåíñòâå (7.5) ïðèíàäëåæèò êëàññó Wij(ε), ïî-
ëó÷àåì

ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1) ≤ M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k +
k−1∑
j=0

δj‖Pj(x)‖qj + εPij(x).

Çàôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ [a, b] è ïîëîæèì

αml =

δl
|Pml(x)|ql−1

‖Pl(x)‖ql−1
ql

signPml(x) ïðè 1 < pl <∞,

δl signPml(x) ïðè pl =∞,

ïðè pl = 1 ïîëîæèì

αml =

0, åñëè |Pml(x)| 6= max
1≤s≤n

|Psl(x)|,

δl signPml(x), åñëè |Pml(x)| = max
1≤s≤n

|Psl(x)|.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(y) =
M

(nk)!

n∏
i=1

(y−xi)k sign
n∏
i=1

(x−xi)k+
n∑

m=1

k−1∑
l=0

αmlPml(y)+εPij(y).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí αml ôóíêöèè f(y) ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó Wij(ε) è â òî÷êå x ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

f(x) =
M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k +
k−1∑
j=0

δj‖Pj(x)‖qj + εPij(x).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1) =
M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k +
k−1∑
j=0

δj‖Pj(x)‖qj + εPij(x).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äàåò

∂ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1)

∂ε
= Pij(x).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2, ïîëó÷èì, ÷òî ìåòîä (7.4) ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ. Âñëåä-
ñòâèå ðàâåíñòâà

sup
f∈W (nk)(M ;a,b)

‖fl‖pl≤δl, l=0,...,k−1

|f(x)| = sup
f∈W (nk)(M ;a,b)

‖fl‖pl≤δl, l=0,...,k−1

f(x) = ϕij(x, ε, δ0, . . . , δk−1)
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è òåîðåìû 2.1 èìååì

r(x, δ0, . . . , δk−1, x1, . . . , xn) =
M

(nk)!

n∏
i=1

|x− xi|k +
k−1∑
j=0

δj‖Pj(x)‖qj .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 7.1. Ìåòîä

S0(x, f̃(x1), . . . , f̃(xn)) =
n∑
j=1

Pj(x)f̃(xj), Pj(x) =
n∏
i=1
i 6=j

x− xi
xj − xi

,

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðè-

áëèæåíèÿ íà êëàññå W (n)(M ; a, b) âåëè÷èíû f(x) ïî çíà÷åíèÿì

f(x1), . . . , f(xn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ‖·‖p ïðè âñåõ
δ ≥ 0 è âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞. Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(x, δ, x1, . . . , xn) =
M

n!

n∏
i=1

|x− xi|+ δ‖P (x)‖q,

ãäå P (x) = (P1(x), . . . , Pn(x)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëà

I(f) =

∫ b

a

f(x)p(x) dx ñ íåîòðèöàòåëüíîé âåñîâîé ôóíêöèåé p(x)

íà êëàññåW (2n)(M ; a, b) ïî çíà÷åíèÿì f(x1), f ′(x1), . . . , f(xn), f ′(xn),
çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ

f̃(xi) = f(xi) + ρ0
i (f), f̃ ′(xi) = f ′(xi) + ρ′i(f), i = 1, . . . , n,

è ïðè âñåõ f ∈ W (2n)(M ; a, b) âåêòîðû ρ0(f) = (ρ0
1(f), . . . , ρ0

n(f)),
ρ′(f) = (ρ′1(f), . . . , ρ′n(f)) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì ‖ρ0(f)‖p ≤
δ0, ‖ρ′(f)‖p ≤ δ1.

Òåîðåìà 7.2. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

S0(f̃(x1), f̃ ′(x1), . . . , f̃(xn), f̃ ′(xn)) =
n∑
i=1

[
Ci − 2

ω′i(xi)

ωi(xi)
Di

]
f̃(xi)

+
n∑
i=1

Dif̃
′(xi),

ãäå ωi(x) =
n∏
j=1
j 6=i

(x− xj),

Ci =
1

ω2
i (xi)

∫ b

a

ω2
i (x)p(x) dx, Di =

1

ω2
i (xi)

∫ b

a

(x− xi)ω2
i (x)p(x) dx,

(7.6)
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ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòå-

ãðèðîâàíèÿ íà êëàññå W (2n)(M,a, b) ïî çíà÷åíèÿì f(x1), f ′(x1), . . . ,
f(xn), f ′(xn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòÿìè δ0, δ1 â íîðìàõ ‖ · ‖p,
‖ · ‖q ñîîòâåòñòâåííî, ïðè âñåõ δ0, δ1 ≥ 0 è âñåõ 1 ≤ p, q ≤ ∞. Äëÿ

ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

r(δ0, δ1, x1, . . . , xn) =
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x−xi)2p(x) dx+δ0‖E0‖q0+δ1‖E1‖q1 ;

çäåñü

E0 =

(
C1 − 2

ω′1(x1)

ω1(x1)
D1, . . . , Cn − 2

ω′n(xn)

ωn(xn)
Dn

)
,

E1 = (D1, . . . , Dn),
1

p0

+
1

q0

= 1,
1

p1

+
1

q1

= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕij(ε, δ0, δ1) = sup
f∈Ωi,j(ε)

∫ b

a

f(x)p(x) dx,

ãäå Ωi,j(ε) = {f ∈ W (2n)(M,a, b)|‖fk − εδjkei‖pk ≤ δk, k = 0, 1},

fk = (f (k)(x1), . . . , f (k)(xn)), {ei}m = δim, i,m = 1, . . . , n.

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (7.3), ïîëó÷èì∫ b

a

f(x)p(x) dx ≤ M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx

+
n∑
i=1

∫ b

a

Pi0(x)p(x) dxf(xi) +
n∑
i=1

∫ b

a

Pi1(x)p(x) dxf ′(xi).

Îòñþäà

ϕij(ε, δ0, δ1) ≤ M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx+ δ0‖E0‖q0 + δ1‖E1‖q1

+ ε

∫ b

a

Pij(x)p(x) dx, (7.7)

ãäå E0 = (E10, . . . , En0), E1 = (E11, . . . , En1),

Eij =

∫ b

a

Pij(x)p(x) dx.

Ïîëîæèì

αml =

δl
|Eml|ql−1

‖Eml‖ql−1
ql

signEml ïðè 1 < pl <∞,

δl signEml ïðè pl =∞,
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ïðè pl = 1 ïîëîæèì

αml =

0, åñëè |Eml| 6= max
1≤s≤n

|Esl|,

δl signEml, åñëè |Eml| = max
1≤s≤n

|Esl|.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =
M

(2n)!

n∏
i=1

(x− xi)2 +
n∑

m=1

[αm0Pm0(x) + αm1Pm1(x)] + εPij(x).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí αm0 è αm1 ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò
êëàññó Ωij(ε). Èìååì∫ b

a

f(x)p(x) dx =
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x−xi)2p(x) dx+δ0‖E0‖q0 +δ1‖E1‖q1

+ ε

∫ b

a

Pij(x)p(x) dx.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (7.7) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèé
ϕij(ε, δ0, δ1) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ϕij(ε, δ0, δ1) =
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx+ δ0‖E0‖q0 + δ1‖E1‖q1

+ ε

∫ b

a

Pij(x)p(x) dx.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

S0(f̃(x1), f̃ ′(x1), . . . , f̃(xn), f̃ ′(xn))

=
n∑
i=1

[
∂ϕi0(0, δ0, δ1)

∂ε
f̃(xi) +

∂ϕi1(0, δ0, δ1)

∂ε
f̃ ′(xi)

]

=
n∑
i=1

[∫ b

a

Pi0(x)p(x) dxf̃(xi) +

∫ b

a

Pi1(x)p(x) dxf̃ ′(xi)

]
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâ

Pi0(x) =
ω2
i (x)

ω2
i (xi)

[
1− 2

ω′i(xi)

ωi(xi)
(x− xi)

]
, Pi1(x) =

ω2
i (x)(x− xi)
ω2
i (xi)

(ñì. [5]) èìååì∫ b

a

Pi0(x)p(x) dx = Ci −
2ω′i(xi)

ωi(xi)
Di,

∫ b

a

Pi1(x)p(x) dx = Di,

i = 1, . . . , n,
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ãäå Ci è Di îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (7.6). Èç òåîðåìû 2.1 áóäåì
èìåòü

r(δ0, δ1, x1, . . . , xn) =
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x−xi)2p(x) dx+δ0‖E0‖q0+δ1‖E1‖q1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íàçîâåì íàèëó÷øèé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèé çíà-
÷åíèÿ f(x0

1), . . . , f(x0
n), çàäàííûå ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íåêîòîðîé íîð-

ìå, îïòèìàëüíûì, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

r(δ, x0
1, . . . , x

0
n) = inf

x1,...,xn∈[a,b]
r(δ, x1, . . . , xn).

Òî÷êè x0
1, . . . , x

0
n â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè óç-

ëàìè.

Ñëåäñòâèå 7.2. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

S0(f̃(x0
1), . . . , f̃(x0

n)) =
n∑
i=1

1

ω′i(x
0
i )

∫ b

a

ω2
i (x)p(x) dxf̃(x0

i ),

ãäå x0
1, . . . , x

0
n � óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà íà îòðåçêå

[a, b] ïðè âåñîâîé ôóíêöèè p(x), à ωi(x) =
n∏
j=1
j 6=i

(x − x0
j), ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå

W (2n)(M ; a, b) ñðåäè ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùèõ çíà-

÷åíèÿ f(x1), . . . , f(xn), çàäàííûå ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ‖ · ‖∞.
Äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(δ, x0
1, . . . , x

0
n) =

M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− x0
i )

2p(x) dx+ δ

∫ b

a

p(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàèëó÷øèé ìåòîä èíòåãðèðî-
âàíèÿ, èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ f(x1), f ′(x1), . . . , f(xn), f ′(xn), ãäå
âåëè÷èíû f ′(x1), . . . , f ′(xn) èçâåñòíû òî÷íî, à f(x1), . . . , f(xn) çàäà-
íû ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ‖ · ‖∞. Èç òåîðåìû 7.2 ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(δ, 0, x1, x1 . . . , xn, xn) =
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx

+ δ

n∑
i=1

∣∣∣∣∫ b

a

ω2
i (x)

ω2
i (xi)

[
1− 2

ω′i(xi)

ωi(xi)
(x− xi)

]
p(x) dx

∣∣∣∣.
Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ýðìèòà (7.1) òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ
ñòåïåíè íå âûøå nk − 1, ñëåäîâàòåëüíî,

n∑
i=1

Pi0(x) =
n∑
i=1

ω2
i (x)

ω2
i (xi)

[
1− 2

ω′i(xi)

ωi(xi)
(x− xi)

]
= 1,
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òàêèì îáðàçîì,

r(δ, x1, . . . , xn) ≥ r(δ, 0, x1, x1, . . . , xn, xn)

≥ M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx+ δ

∫ b

a

p(x) dx.

Â ñèëó ñâîéñòâ óçëîâ êâàäðàòóðû Ãàóññà äëÿ âåñà p(x) íà îòðåçêå
[a, b] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫ b

a

n∏
i=1

(x− xi)2p(x) dx ≥
∫ b

a

n∏
i=1

(x− x0
i )

2p(x) dx.

Îòñþäà

r(δ, x1, . . . , xn) ≥ M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− x0
i )

2p(x) dx+ δ

∫ b

a

p(x) dx.

Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâ∫ b

a

(x− x0
i )

n∏
j=1
j 6=i

(x− x0
j)

2p(x) dx = 0, i = 1, . . . , n,

èìååì

r(δ, x0
1, . . . , x

0
n) = r(δ, 0, x0

1, x
0
1, . . . , x

0
n, x

0
n)

=
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
i=1

(x− x0
i )

2p(x) dx+ δ

∫ b

a

p(x) dx.

Åäèíñòâåííîñòü ëèíåéíîãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ
ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùåãî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ f̃(x0

1), f̃ ′(x0
1), . . . ,

f̃(x0
n), f̃ ′(x0

n). �

Ñëåäñòâèå 7.2 ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî íà êëàññå W (2n)(M ;
a, b) îïòèìàëüíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóñ-
ñà, â êîòîðîé âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ èõ
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ.

�8. Íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå A0
d(G)

Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî âåùå-
ñòâåííîé îñè îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ÿâëÿþùàÿñÿ âñåé
ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòüþ èëè ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòüþ ñ îäíîé âû-
êîëîòîé òî÷êîé. Ïîëîæèì GR = G∩R. Òîãäà, åñëè d(z) � àíàëèòè-
÷åñêàÿ â G ôóíêöèÿ, âåùåñòâåííàÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ íà ìíîæåñòâå
GR, òî ÷åðåç A0

d(G) (ñì. � 2) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ ôóíêöèé èç
Ad(G), âåùåñòâåííûõ íà ìíîæåñòâå GR.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(x), f ∈ A0
d(G),

x ∈ GR, ïî çíà÷åíèÿì f(x1), . . . , f(xn), xi 6= xj, i 6= j, xi ∈ GR,
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çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ
f̃(xi) = f(xi) + ρi(f), i = 1, . . . , n, è ïðè âñåõ f ∈ A0

d(G) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî max

1≤i≤n
|ρi(f)| ≤ δ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå
A0
d(G) âåëè÷èíû f(x) ïî çíà÷åíèÿì f(x1), . . . , f(xn), çàäàííûì ñ

ïîãðåøíîñòüþ δ, äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäå-
íèé.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü δ1, . . . , δn òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóþò õîòÿ

áû äâå ôóíêöèè èç êëàññà A0
d(G), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

f(xi) = δi, i = 1, . . . , n. (8.1)

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

s(x, δ1, . . . , δn) ≡ sup
f∈A0

d(G)
f(xi)=δi, i=1,...,n

f(x) =
p0(x, δ1, . . . , δn)

q0(x, δ1, . . . , δn)
, (8.2)

ãäå p0(x, δ1, . . . , δn) è q0(x, δ1, . . . , δn) íàõîäèòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ

ñîîòíîøåíèé

pν−1(x, δ1, . . . , δn) = Wν(x)pν(x, δ1, . . . , δn) + δ(ν−1)
ν qν(x, δ1, . . . , δn),

qν−1(x, δ1, . . . , δn) = qν(x, δ1, . . . , δn) + δ(ν−1)
ν Wν(x)pν(x, δ1, . . . , δn),

ν = 1, . . . , n,

pn(x, δ1, . . . , δn) = sign
n∏
ν=1

Wν(x), qn(x, δ1, . . . , δn) = 1.

(8.3)

Çäåñü Wν(x) =
W (x)−W (xν)

1−W (xν)W (x)
, W (x) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå

îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âå-

ùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, à δ
(ν)
k îïðåäåëÿþòñÿ

ðàâåíñòâàìè

δ
(ν)
k =

1

Wk(xν)

δ
(ν−1)
k − δ(ν−1)

ν

1− δ(ν−1)
ν δ

(ν−1)
k

, k = ν, . . . , n, k = 1, . . . , n,

δ
(0)
k = δk, k = 1, . . . , n.

(8.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ð. Íåâàíëèííîé áûëè èññëåäîâàíû óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþ-
ùèõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ â çàäàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè è ïîëó÷åí îá-
ùèé âèä òàêèõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(z) èç êëàññà
A0

1(G), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (8.1), íå åäèíñòâåííà, îáùèé
âèä òàêèõ ôóíêöèé çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

gν−1(z) =
Wν(z)gν(z) + δ

(ν−1)
ν

1 + δ
(ν−1)
ν Wν(z)gν(z)

, ν = 1, . . . , n, (8.5)
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ãäå g0(z) ≡ f(z), gn(z) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé èç êëàñ-
ñà A0

1(G), à δ(ν−1)
ν îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (8.4) (ñì. [21]). Èç

ðàâåíñòâ (8.5) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z) =
a0(z, δ1, . . . , δn)qn(z) + b0(z, δ1, . . . , δn)

c0(z, δ1, . . . , δn) + d0(z, δ1, . . . , δn)qn(z)
, (8.6)

ãäå a0(z, δ1, . . . , δn), b0(z, δ1, . . . , δn), c0(z, δ1, . . . , δn) è d0(z, δ1, . . . , δn)
îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

aν−1(z, δ1, . . . , δn) = Wν(z)aν(z, δ1, . . . , δn) + δ(ν−1)
ν dν(z, δ1, . . . , δn),

bν−1(z, δ1, . . . , δn) = Wν(z)bν(z, δ1, . . . , δn) + δ(ν−1)
ν cν(z, δ1, . . . , δn),

cν−1(z, δ1, . . . , δn) = cν(z, δ1, . . . , δn) + δ(ν−1)
ν Wν(z)bν(z, δ1, . . . , δn),

dν−1(z, δ1, . . . , δn) = dν(z, δ1, . . . , δn) + δ(ν−1)
ν Wν(z)aν(z, δ1, . . . , δn),

ν = 1, . . . , n,

aν(z, δ1, . . . , δn) ≡ cν(z, δ1, . . . , δn) ≡ 1, bν(z, δ1, . . . , δn)

≡ dν(z, δ1, . . . , δn) ≡ 0.
(8.7)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (8.6) è òîãî, ÷òî ôóíêöèè a0(z, δ1, . . . , δn),
b0(z, δ1, . . . , δn), c0(z, δ1, . . . , δn) è d0(z, δ1, . . . , δn) � âåùåñòâåííû ïðè
z ∈ GR, èìååì

s(x, δ1, . . . , δn) = sup
y∈[−1,1]

a0(x, δ1, . . . , δn)y + b0(x, δ1, . . . , δn)

c0(x, δ1, . . . , δn) + d0(x, δ1, . . . , δn)y
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

α(y) =
a0(x, δ1, . . . , δn)y + b0(x, δ1, . . . , δn)

c0(x, δ1, . . . , δn) + d0(x, δ1, . . . , δn)y
.

Äëÿ åå ïðîèçâîäíîé áóäåì èìåòü ðàâåíñòâî

α′(y)

=
a0(x, δ1, . . . , δn)c0(x, δ1, . . . , δn)− b0(x, δ1, . . . , δn)d0(x, δ1, . . . , δn)

[c0(x, δ1, . . . , δn) + d0(x, δ1, . . . , δn)y]2
.

Èç ñîîòíîøåíèé (8.7) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

aν−1(x, δ1, . . . , δn)cν−1(z, δ1, . . . , δn)

− bν−1(x, δ1, . . . , δn)dν−1(z, δ1, . . . , δn) = Wν(x)
[
1− (δ(ν−1)

ν )2
]

× [aν(x, δ1, . . . , δn)cν(x, δ1, . . . , δn)

−bν(x, δ1, . . . , δn)dν(x, δ1, . . . , δn)] .
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Òàêèì îáðàçîì,

α′(y) =
n∏
ν=1

Wν(x)

n∏
ν=1

[
1− (δ(ν−1)

ν )2
]

[c0(x, δ1, . . . , δn) + d0(x, δ1, . . . , δn)y]2
.

Îòñþäà

s(x, δ1, . . . , δn) =

a0(x, δ1, . . . , δn) sign
n∏
ν=1

Wν(x) + b0(x, δ1, . . . , δn)

c0(x, δ1, . . . , δn) + d0(x, δ1, . . . , δn) sign
n∏
ν=1

Wν(x)

.

Ïîëîæèâ

pν(x, δ1, . . . , δn) = aν(x, δ1, . . . , δn) sign
n∏
ν=1

Wν(x) + bν(x, δ1, . . . , δn),

qν(x, δ1, . . . , δn) = cν(x, δ1, . . . , δn) + dν(x, δ1, . . . , δn) sign
n∏
ν=1

Wν(x),

ν = 0, . . . , n,

è çàìåòèâ, ÷òî âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (8.7) äëÿ pν(x, δ1, . . . , δn),
qν(x, δ1, . . . , δn) áóäóò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (8.3), ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî (8.2). �

Ëåììà 8.2. Ïóñòü δ0
1, . . . , δ

0
n òàêîâû, ÷òî ìàòðèöà

{
A(δ0

1, . . . , δ
0
n)
}
ij

=
1− δ0

i δ
0
j

1−W (xi)W (xj)
,

ãäå W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäè-

íè÷íûé êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âå-

ùåñòâåííîé îñè, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

s(x, δ1, . . . , δn), îïðåäåëåííîé â ëåììå 8.1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂s(x, δ0
1, . . . , δ

0
n)

∂δj
=

ωj(x)

ωj(xj)

[
1−W 2

j (x)
] q2

j0(xj, δ
0
1, . . . , δ

0
n)

q2
j0(x, δ0

1, . . . , δ
0
n)
,
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ãäå ωj(x) =
n∏
ν=1
ν 6=j

Wν(x), Wν(x) =
W (x)−W (xν)

1−W (xν)W (x)
, à qj0(x, δ1, . . . , δn)

îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

pj,ν−1(x, δ1, . . . , δn) = Wjν(x)pj,ν(x, δ1, . . . , δn)

+δ
(ν−1)
jν qjν(x, δ1, . . . , δn),

qj,ν−1(x, δ1, . . . , δn) = qjν(x, δ1, . . . , δn) + δ
(ν−1)
jν Wjν(x)pjν(x, δ1, . . . , δn),

ν = 1, . . . , n,

pjn(x, δ1, . . . , δn) = sign
n∏
ν=1

Wν(x), qjn(x, δ1, . . . , δn) = 1, j = 1, . . . , n;

çäåñü

Wjν(x) =


Wν(x), ν 6= j, n,

Wn(x), ν = j,

Wj(x), ν = n,

à δ
(ν)
jk îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

δ
(ν)
jk =

1

Wjk(xjν)

δ
(ν−1)
jk − δ(ν−1)

jν

1− δ(ν−1)
jν δ

(ν−1)
jk

, k = ν + 1, . . . , n, ν = 1, . . . , n,

δ
(0)
jk =


δk, k 6= j, n,

δn, k = j,

δj, k = n,

xjk =


xk, k 6= j, n,

xn, k = j,

xj, k = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ
s(x, δ1, . . . , δn) áóäåò îïðåäåëåíà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè (δ0

1, . . . , δ
0
n). Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû

A(δ0
1, . . . , δ

0
n) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñó-

ùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû äâóõ ôóíêöèé èç êëàññà A0
1(G), óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèÿì f(xi) = δ0
i , i = 1, . . . , n (ñì. [11, ñòð. 273]). Â ñè-

ëó ñóùåñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè (δ0
1, . . . , δ

0
n) òàêîé,

÷òî ìàòðèöà A(δ1, . . . , δn) â íåé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ôóíêöèÿ
s(x, δ1, . . . , δn) áóäåò îïðåäåëåíà â ýòîé îêðåñòíîñòè è äëÿ íåå áóäåò
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, äîêàçàííîå â ëåììå 8.1

s(x, δ1, . . . , δn) =
p0(x, δ1, . . . , δn)

q0(x, δ1, . . . , δn)
.

Âåëè÷èíû δ
(ν)
k , ÷åðåç êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ p0(x, δ1, . . . , δn) è

q0(x, δ1, . . . , δn), çàâèñÿò ëèøü îò δ1, . . . , δk, k = ν + 1, . . . , n. Ñëå-
äîâàòåëüíî, δ(ν−1)

ν ïðè ν < n íå çàâèñÿò îò δn, à δ
(n−1)
n äèôôåðåíöè-

ðóåìûì îáðàçîì çàâèñèò îò δn (ïîñëåäíåå ëåãêî äîêàçàòü, äîêàçàâ
äèôôåðåíöèðóåìîñòü δ(ν)

n â ïðåäïîëîæåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè
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δ
(ν−1)
n ïî δn). Òàêèì îáðàçîì, èç (8.3) ïîëó÷àåì

∂pν−1(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
= Wν(x)

∂pν(x, δ1, . . . , δn)

∂δn

+δ(ν−1)
ν

∂qν(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
,

∂qν−1(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
=
∂qν(x, δ1, . . . , δn)

∂δn

+δ(ν−1)
ν Wν(x)

∂pν(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
,

∂pn−1(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
=
∂δ

(n−1)
n

∂δn
,

∂qn−1(x, δ1, . . . , δn)

∂δn

= Wn(x)
∂δ

(n−1)
n

∂δn
sign

n∏
ν=1

Wν(x).

Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé èìååì

∂pν−1(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
qν−1(x, δ1, . . . , δn)

− ∂qν−1(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
pν−1(x, δ1, . . . , δn)

= Wν(x)
[
1− (δ(ν−1)

ν )2
] [∂pν(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
qν(x, δ1, . . . , δn)

−∂qν(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
pν(x, δ1, . . . , δn)

]
, ν = 1, . . . , n− 1.

Îòñþäà

∂s(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
=

∂p0(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
q0(x, δ1, . . . , δn)

q2
0(x, δ1, . . . , δn)

−

∂q0(x, δ1, . . . , δn)

∂δn
p0(x, δ1, . . . , δn)

q2
0(x, δ1, . . . , δn)

= ωn(x)
[
1−W 2

n(x)
] ∂δ(n−1)

n

∂δn

n∏
ν=1

[
1− (δ(ν−1)

ν )2
]

q2
0(x, δ1, . . . , δn)

= ωn(x)
[
1−W 2

n(x)
] α(δ1, . . . , δn)

q2
0(x, δ1, . . . , δn)

.

Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà s(xn, δ1, . . . , δn) ≡ δn íàõîäèì

α(δ1, . . . , δn) =
q2

0(xn, δ1, . . . , δn)

ωn(xn)
.
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Îêîí÷àòåëüíî èìååì ðàâåíñòâî

∂s(x, δ0
1, . . . , δ

0
n)

∂δn
=

ωn(x)

ωn(xn)

[
1−W 2

n(x)
] q2

0(xn, δ
0
1, . . . , δ

0
n)

q2
0(x, δ0

1, . . . , δ
0
n)
.

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè δj, xj è δn, xn è ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíê-
öèè δ(ν)

jk , pjν(x, δ1, . . . , δn) è qjν(x, δ1, . . . , δn), ïîëó÷èì

∂s(x, δ0
1, . . . , δ

0
n)

∂δj
=

ωj(x)

ωj(xj)

[
1−W 2

j (x)
] q2

j0(xj, δ
0
1, . . . , δ

0
n)

q2
j0(x, δ0

1, . . . , δ
0
n)
.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü δ0 > 0 òàêîâî, ÷òî ìàòðèöà

{A(δ1, . . . , δn)}ij =

1− δiδj
d(xi)d(xj)

1−W (xi)W (xj)
,

ãäå W (z) � êàêîå-ëèáî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â

åäèíè÷íûé êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè

âåùåñòâåííîé îñè, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â n- ìåðíîì êóáå

|δi| ≤ δ0, i = 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ âñåõ 0 ≤ δ ≤ δ0 åäèíñòâåííûì

ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå A0
d(G) âå-

ëè÷èíû f(x) ïî çíà÷åíèÿì f(x1), . . . , f(xn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíî-

ñòüþ δ, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

S0(x, δ, f̃(x1), . . . , f̃(xn))

=
n∑
j=1

d(x)ωj(x)

d(xj)ωj(xj)

[
1−W 2

j (x)
] q2

j,0(xj, δ)

q2
j,0(x, δ)

f̃(xj), (8.8)

è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(x, δ, x1, . . . , xn) =
p1,0(x, δ)

q1,0(x, δ)
= . . . =

pn,0(x, δ)

qn,0(x, δ)
. (8.9)

Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ωj(x) =
n∏
ν=1
ν 6=j

Wν(x), Wν(x) =
W (x)−W (xν)

1−W (xν)W (x)
,

âåëè÷èíû pj,0(x, δ) è qj,0(x, δ) íàõîäÿòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-

øåíèé:

pj,ν−1(x, δ) = Wj,ν(x)pj,ν(x, δ) + δ
(ν−1)
jν qj,ν(x, δ),

qj,ν−1(x, δ) = qj,ν(x, δ) + δ
(ν−1)
jν Wj,ν(x)pj,ν(x, δ), ν = 1, . . . , n,

pj,n(x, δ) = sign
n∏
ν=1

Wν(x), qj,n(x, δ) = 1,
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ãäå

δ
(ν)
jk =

1

Wjk(xjν)

δ
(ν−1)
jk − δ(ν−1)

jν

1− δ(ν−1)
jν δ

(ν−1)
jk

, k = ν + 1, . . . , n, ν = 1, . . . , n,

δ
(0)
jk =



δ

d(xk)
sign

ωk(x)

ωk(xk)
, k 6= j, n,

δ

d(xn)
sign

ωn(x)

ωn(xn)
, k = j,

δ

d(xj)
sign

ωj(x)

ωj(xj)
, k = n,

Wjν(x) =


Wν(x), ν 6= j, n,

Wn(x), ν = j,

Wj(x), ν = n,

xjk =


xk, k 6= j, n,

xn, k = j,

xj, k = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìå-
òîäà è äîêàçàòåëüñòâà åãî åäèíñòâåííîñòè ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕj(x, ε, δ) = sup
f∈A0

d(G)
|f(xi)−εδij |≤δ, i=1,...,n

f(x).

Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A(δ1, . . . , δn) â êóáå
|δi| ≤ δ0, i = 1, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè èç ýòîãî êóáà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

s

(
x,

δ1

d(x1)
, . . . ,

δn
d(xn)

)
= sup

f∈A0
d(G)

f(xi)=
δi

d(xi)
, i = 1, . . . , n

f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ϕj(x, ε, δ) = d(x) sup
|δi|≤δ, i 6=j
−δ+ε≤δj≤δ+ε

s

(
x,

δ1

d(x1)
, . . . ,

δn
d(xn)

)
.

Èç ëåììû 8.2 èìååì

∂s

(
x,

δ1

d(x1)
, . . . ,

δn
d(xn)

)
∂δj

sign
ωj(x)

ωj(xj)
≥ 0.
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Îòñþäà

sup
|δi|≤δ, i 6=j
−δ+ε≤δj≤δ+ε

s

(
x,

δ1

d(x1)
, . . . ,

δn
d(xn)

)

= s

x, δ

d(x1)
sign

ω1(x)

ω1(x1)
, . . . ,

ε+ δ sign
ωj(x)

ωj(xj)

d(xj)
, . . . ,

δn
d(xn)

sign
ωn(x)

ωn(xn)

 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ϕj(x, ε, δ) äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå ïî ε
è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂ϕj(x, 0, δ)

∂ε
=

d(x)

d(xj)

∂s

(
x,

δ

d(x1)
sign

ω1(x)

ω1(x1)
, . . . ,

δ

d(xn)
sign

ωn(x)

ωn(xn)

)
∂δj

.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2 è ëåììó 8.2, îáîçíà÷èâ ÷åðåç

pjν(x, δ) = pjν

(
x,

δ

d(x1)
sign

ω1(x)

ω1(x1)
, . . . ,

δ

d(xn)
sign

ωn(x)

ωn(xn)

)
è ÷åðåç

qjν(x, δ) = qjν

(
x,

δ

d(x1)
sign

ω1(x)

ω1(x1)
, . . . ,

δ

d(xn)
sign

ωn(x)

ωn(xn)

)
,

ïîëó÷èì, ÷òî ìåòîä ïîëó÷èì, ÷òî ìåòîä (8.8) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(x)
íà êëàññå A0

d(G). Ðàâåíñòâî (8.9) âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.1 è ñîîò-
íîøåíèé

sup
f∈A0

d(G)
|f(xi)|≤δ, i=1,...,n

|f(x)| = sup
f∈A0

d(G)
|f(xi)|≤δ, i=1,...,n

f(x) = ϕ1(x, 0, δ) = . . .

= ϕn(x, 0, δ).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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