
Ñòåïåííûå ðÿäû

Â ñòàòüå Ðÿäû ðàññìàòðèâàëèñü ÷èñëîâûå ðÿäû

a0 + a1 + . . .+ an + . . . .

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðÿäû, ó êîòîðûõ ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè

a0(x) + a1(x) + . . .+ an(x) + . . . .

Òàêèå ðÿäû íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-
íîì x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé a0(x), a1(x), . . . , an(x), . . .ôóíê-
öèîíàëüíûé ðÿä ñòàíîâèòñÿ ÷èñëîâûì è ìîæåò ëèáî ñõîäèòüñÿ, ëèáî
ðàñõîäèòüñÿ. Ìíîæåñòâî òåõ x, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëî-
âîé ðÿä ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà.
Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä, â êîòîðîì an(x) = cnx

n, ãäå cn � ôèêñèðî-
âàííûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ñòåïåíí�ûì ðÿäîì. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì
ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì x, |x| < 1,

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . . . (1)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà óñòðîåíà
âåñüìà ïðîñòûì îáðàçîì � ýòî âñåãäà íåêîòîðûé èíòåðâàë (−R,R),
áûòü ìîæåò, âêëþ÷àþùèé îäèí èëè îáà èç åãî êîíöîâ. ×èñëî R íàçûâà-
åòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà
ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

c0 + c1x+ . . .+ cnx
n + . . .

ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

R = lim
n→∞

|cn|
|cn+1|

,

R = lim
n→∞

1
n
√
|cn|

(åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò).
Ñòåïåííûå ðÿäû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòå-

ìàòèêè è, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ôóíêöèé. Åñëè
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f(x) óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà
(ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä)

f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n,

1
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òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ f(x) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ

f(x) ≈ c0 + c1x+ . . .+ cnx
n.

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèþ â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàìåíèòü íà ìíîãî-
÷ëåí ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè, ïðåèìóùåñòâî êîòîðîãî � ïðîñòîòà âû÷èñ-
ëåíèÿ.
Ïðè êàêèõ æå óñëîâèÿõ ìîæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ â ñòåïåííîé

ðÿä? Ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òàêîãî ðàçëî-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü âñåõ ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ,
ò. å. ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñòîÿííîé M , ÷òî äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ è âñåõ n = 0, 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f (n)(x)| ≤M.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn + . . . ,

íàçûâàåìûé ðÿäîì Òåéëîðà (èëè ðÿäîì Ìàêëîðåíà) ýòîé ôóíêöèè.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè âñåõ ïðî-

èçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ â ýòîé
îêðåñòíîñòè ïî çíà÷åíèÿì âñåõ ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ â íóëå (ñàìà ýòà
îêðåñòíîñòü, ãäå îãðàíè÷åíû ïðîèçâîäíûå, ìîæåò áûòü è âåñüìà áîëü-
øîé, íàïðèìåð, ñîâïàäàòü ñî âñåé ÷èñëîâîé îñüþ).
Äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ f(x) = ex. Ïîñêîëü-
êó ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ñíîâà ex, òî f (n)(0) = e0 = 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî (óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ), ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè ex èìååò âèä

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . ,

ïðè÷åì îí ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x. Îòñþäà, ïîëîæèâ x = 1, ïîëó÷àåì

e = 1 + 1 +
1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
+ . . . .

Ïðîñóììèðîâàâ øåñòü ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ýòîãî ðÿäà, ïîëó÷èì ïðè-
áëèæåííîå çíà÷åíèå ÷èñëà e ñ ïåðâûìè òðåìÿ âåðíûìè öèôðàìè:
2, 71666 . . . .
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Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé sinx è cosx â íóëå, ïî-
ëó÷àåì èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . ,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+ (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . .

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòî
äëÿ óïðîùåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ïðè ìàëûõ x, ïîëüçóÿñü ýòèìè ðàçëî-
æåíèÿìè, ïîëàãàþò

sinx ≈ x,

cosx ≈ 1− x2

2
.

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ èëè èíòåãðàë îò êîíå÷íîé ñóììû ôóíêöèé åñòü
ñóììà ïðîèçâîäíûõ èëè èíòåãðàëîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ, òî
äëÿ �áåñêîíå÷íûõ� ñóìì (ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ) ýòî óæå íå âñåãäà
òàê. Îäíàêî ñòåïåííûå ðÿäû â ýòîì îòíøåíèè óñòðîåíû õîðîøî �
âíóòðè îáëàñòè ñõîäèìîñòè èõ ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü è
èíòåãðèðîâàòü. Íàïðèìåð, åñëè ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðÿä
(1), òî ïîëó÷èòñÿ ðÿä, ñóììà êîòîðîãî áóäåò ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò
ñóììû èñõîäíîãî ðÿäà

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1 + . . . .

Ðàññìîòðèì ñíîâà ðÿä (1), â êîòîðîì ïåðåìåííóþ x çàìåíèì íà −t
1

1 + t
= 1− t+ t2 − . . .+ (−1)ntn + . . . .

Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòîò ðÿä â ïðîìåæóòêå îò 0 äî x (|x| < 1),
ïîëó÷èòñÿ ñòåïåííîé ðÿä

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .+ (−1)n x

n+1

n+ 1
+ . . . .

À ñäåëàâ òî æå ñàìîå ñ ðÿäîì

1

1 + t2
= 1− t2 + t4 − . . .+ (−1)nt2n + . . . ,

ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− . . .+ (−1)n x

2n+1

2n+ 1
+ . . . .
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Íå òîëüêî ÷èñëî e, íî è ÷èñëî π ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü ñ
ïîìîùüþ ðÿäîâ. Ïîëîæèâ â ðàçëîæåíèè äëÿ arctg x x = 1, ïîëó÷èì

π

4
= arctg 1 = 1− 1

3
+

1

5
− . . .+ (−1)n 1

2n+ 1
+ . . . .

(Íà ñàìîì äåëå ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ äîâîëüíî ìåäëåííî è äëÿ õîðîøèõ
ïðèáëèæåíèé íàäî áðàòü ñëèøêîì ìíîãî ñëàãàåìûõ).
Ïîëó÷åííûå íàìè ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííûå ðÿäû ôóíêöèé ln(1 + x)

è arctg x ÿâëÿþòñÿ â òî æå âðåìÿ ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ýòèõ ôóíêöèé,
òàê êàê îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêèé ñòåïåííîé ðÿä åñòü ðÿä Òåéëîðà äëÿ
ñâîåé ñóììû.
Ðàññìàòðèâàþò ñòåïåííûå ðÿäû è áîëåå îáùåãî âèäà

c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)2 + . . .+ cn(x− x0)n + . . . .

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñòåïåííîì ðÿäå ñ öåíòðîì â òî÷êå x0. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) ñ öåíòðîì â òî÷êå
x0

f(x) = f(x0)+
f ′(x0)

1!
(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+. . .+

f (n)(x0)

n!
(x−x0)n+. . . .

Ýòè ðÿäû ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííîé x − x0 = y ñâîäÿòñÿ ê ðÿäàì,
ðàññìîòðåííûì ðàíåå.


