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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà÷íåì ñ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâ-
ëåíèè. Ïóñòü C � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (êëàññ) â âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Ïðî êàæäûé ýëåìåíò x ∈ C ìû ðàñïîëàãàåì èíôîð-
ìàöèåé I(x), ãäå I � îòîáðàæåíèå (íàçûâàåìîå èíôîðìàöèîííûì)
èç C â äðóãîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Y . Èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåí-
òàõ èç C ìîæåò áûòü çàäàíà íåòî÷íî è ïîýòîìó I, âîîáùå ãîâîðÿ,
� ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü, äàëåå, Z � íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî è Λ: X → Z � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Çàäà÷à çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü (ïî âîçìîæíîñòè íàèëó÷øèì îáðà-
çîì) îïåðàòîð Λ íà êëàññå C â ìåòðèêå Z ïî èìåþùåéñÿ èíôîðìà-
öèè I. Â ýòî âêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñìûñë. Ëþáîå îòîáðàæåíèå
ϕ : Y → Z áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ (îïåðàòîðà Λ
íà êëàññå C ïî èíôîðìàöèè I). Ïîãðåøíîñòüþ ýòîãî ìåòîäà íàçû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà

e(Λ, C, I, ϕ) = sup
x∈C, y∈I(x)

‖Λx− ϕ(y)‖Z .

Âåëè÷èíà

(1) E(Λ, C, I) = inf
ϕ : Y→Z

e(Λ, C, I, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : Y → Z, íîñèò
íàçâàíèå ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä, íà
êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Âïåðâûå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà

Ñ. À. Ñìîëÿêîì [1] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Z = R, I � ëèíåéíûé îïåðà-
òîð è dimY < ∞. Âïîñëåäñòâèè âñÿ ýòà ïðîáëåìàòèêà èíòåíñèâíî
ðàçâèâàëàñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì. [2]�[5]). Ïîäõîä ê çàäà÷àì
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âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà îáùèõ ïðèíöèïàõ òåîðèè ýêñòðå-
ìóìà, ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ [6]�[8]. Ýòîò ïîäõîä ìû èñïîëüçóåì è â
äàííîé ñòàòüå.
Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ

â ðàáîòå. Ïóñòü S � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà áûñòðî óáûâàþùèõ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R, S ′ � ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé, F : S ′ → S ′ � ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå, 1 ≤ p ≤ ∞ è n ∈ N. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà X â çàäà÷å (1)
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî

Xn
p = {x ∈ S ′ : Fx(·) ∈ Lp(R), x(n)(·) ∈ L2(R) },

à â êà÷åñòâå êëàññà C � ìíîæåñòâî

Cn
p = {x(·) ∈ Xn

p : ‖x(n)(·)‖L2(R) ≤ 1 }.
Îïèøåì èíôîðìàöèîííûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå çäåñü èçó÷à-

þòñÿ. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, 0 < σ ≤ ∞, ∆σ = (−σ, σ) è δ > 0.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòå x(·) ∈ Cn

p ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(∆σ), òàêàÿ, ÷òî
‖Fx(·)−y(·)‖Lp(∆σ) ≤ δ. Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèîííîå îòîáðàæå-
íèå I = Iδ,σp : Cn

p → Lp(∆σ) òàêîâî: Iδ,σp x(·) = Fx(·)∣∣∆σ
+ δBLp(∆σ),

ãäå BLp(∆σ) � åäèíè÷íûé øàð â Lp(∆σ).
Åñëè p = ∞, òî ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ ñè-

òóàöèþ. Ïóñòü δ(·) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L∞(∆σ). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòå x(·) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L∞(∆σ) òàêàÿ, ÷òî |Fx(t) − y(t)| ≤ δ(t)
äëÿ ï. â. t ∈ ∆σ. Åñëè ïîëîæèòü

B(δ(·)) = { y(·) ∈ L∞(∆σ) : |y(t)| ≤ δ(t) ï. â. },

òî èíôîðìàöèîííîå îòîáðàæåíèå I = I
δ(·),σ
∞ : Cn

∞ → L∞(∆σ) â ýòîì

ñëó÷àå èìååò âèä I
δ(·),σ
∞ x(·) = Fx(·)∣∣∆σ

+B(δ(·)).
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà Λ, Λx(·) = x(k)(·), 0 ≤ k ≤ n − 1 íà êëàññå Cn
p â ìåòðèêå

L2(R) ïî îïèñàííûì âûøå èíôîðìàöèîííûì îòîáðàæåíèÿì (äàëåå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî Λ: Xn

p → L2(R) ïðè 2 ≤ p ≤ ∞).
Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷à (1) ïðè p < ∞ ïðèîáðå-

òàåò âèä

(2) E(x(k)(·), Cn
p , I

δ,σ
p ) = inf

ϕ
sup

x(·)∈Cnp , y(·)∈Lp(∆σ)

‖Fx(·)−y(·)‖Lp(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ϕ : Lp(∆σ)→ L2(R). Åñëè p =∞,
òî åå âèä òàêîâ
(3)
E(x(k)(·), Cn

∞, I
δ(·),σ
∞ ) = inf

ϕ
sup

x(·)∈Cn∞, y(·)∈L∞(∆σ)
|Fx(t)−y(t)|≤δ(t) ï. â.

‖x(k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),
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ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ϕ : L∞(∆σ)→ L2(R).
Â çàäà÷å (2) ïðè p = 2 è â çàäà÷å (3) ìû íàõîäèì òî÷íûå çíà÷å-

íèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
íàáëþäàåòñÿ ñëåäóþùåå ÿâëåíèå: äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòè
ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå σ̂ > 0, ÷òî çíàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
íà èíòåðâàëå áîëüøåì, ÷åì (−σ̂, σ̂), íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïî-
ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ýòîò âûâîä ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íàì âàæíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõ çäåñü
ðåçóëüòàòîâ.
Â çàäà÷å (2) ïðè p = 2 è σ =∞ èíôîðìàöèÿ ðàâíîñèëüíà (â ñèëó

òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ) òîìó, ÷òî èçâåñòíà ñàìà ôóíêöèÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî δ â ìåòðèêå L2(R). Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ðåøåíà â
[9]. Ïåðèîäè÷åñêèå àíàëîãè çàäà÷è (2) ïðè p = 2 è çàäà÷è (3), à
òàêæå èõ îáîáùåíèÿ íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ôóíêöèé èçó÷àëèñü
â ðàáîòå [10].
Ïðè 2 < p < ∞ ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû (2). Ïðè ýòîì

äîêàçàíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ k-îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â L2-
íîðìå, äàþùåå åå îöåíêó ÷åðåç L2-íîðìó n-îé ïðîèçâîäíîé è Lp-
íîðìó åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

2. Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n ∈ N, 0 ≤ k ≤ n−1, 0 < σ ≤ ∞, ∆σ = (−σ, σ),
δ(·) ∈ L∞(∆σ), δ(·) ≥ 0 è

σ0 = sup

{
a : 0 < a < σ,

1

2π

∫ a

−a
t2nδ2(t) dt ≤ 1

}
.

Òîãäà, åñëè σ0 <∞, òî

(4)

E(x(k)(·), Cn
∞, I

δ(·),σ
∞ ) =

√
σ
−2(n−k)
0 +

1

2π

∫ σ0

−σ0

(t2k − σ−2(n−k)
0 t2n)δ2(t) dt,

è

(5) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iτ)k
(

1−
(
τ

σ0

)2(n−k))
y(τ)eiτt dτ

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Åñëè σ0 =∞, òî

(6) E(x(k)(·), Cn
∞, I

δ(·),σ
∞ ) =

√
1

2π

∫ ∞
−∞

t2kδ2(t) dt,

è

(7) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

(iτ)ky(τ)eiτt dτ

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü δ(t) ≡ δ > 0 è

σ̂ = (π(2n+ 1))
1

2n+1 δ−
2

2n+1 .

Òîãäà

E(x(k)(·), Cn
∞, I

δ,σ
∞ ) =



√
σ−2(n−k) +

2δ2(n− k)

π(2k + 1)(2n+ 1)
σ2k+1, σ < σ̂,

√
2n+ 1

2k + 1

(
1

π(2n+ 1)

) n−k
2n+1

δ
2(n−k)
2n+1 , σ ≥ σ̂,

è ìåòîä (5) ïðè σ0 = min(σ, σ̂) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì δ, íà÷èíàÿ
ñ σ̂, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå èíòåðâàëà, íà êîòîðîì èçâåñòíî ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç Cn

∞, çàäàííîå ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â
ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, íå âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè âîññòà-
íîâëåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íàðóøàåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(8) δ2σ2n+1 ≤ π(2n+ 1),

ñâÿçûâàþùåå èñõîäíûå äàííûå ñ âåëè÷èíîé èíòåðâàëà, íà êîòîðîì
ýòè äàííûå èçìåðÿþòñÿ, òî ïîëó÷àåìàÿ èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ
óæå èçáûòî÷íîé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n ∈ N, 0 < k ≤ n− 1, 0 < σ ≤ ∞, δ > 0 è

σ̂ =
(n
k

) 1
2(n−k)

(
2π

δ2

) 1
2n

.

Òîãäà

E(x(k)(·), Cn
2 , I

δ,σ
2 ) =


σk

√
n− k
2πn

(
k

n

) k
n−k

δ2 +
1

σ2n
, σ < σ̂,

(
δ2

2π

)n−k
2n

, σ ≥ σ̂,

è

ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
(iτ)k

(
1 +

n

n− k

(n
k

) k
n−k
(
τ

σ0

)2n
)−1

y(τ)eiτt dτ,

ãäå σ0 = min(σ, σ̂), � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Åñëè k = 0 è 0 < σ <∞, òî

E(x(·), Cn
2 , I

δ,σ
2 ) =

√
δ2

2π
+

1

σ2n

è

(9) ϕ̂(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ

(
1 +

( τ
σ

)2n
)−1

y(τ)eiτt dτ

� îïòèìàëüíûé ìåòîä.
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Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å (2) ïðè p = 2 òàêæå íà-
áëþäàåòñÿ ýôôåêò �íàñûùåíèÿ". Çäåñü àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ (8)
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

δ2σ2n ≤ 2π
(n
k

) n
n−k

,

ïðè íàðóøåíèè êîòîðîãî èìåþùàÿñÿ èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ èç-
áûòî÷íîé.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä

ϕ̃(y)(t) =
1

2π

∫ σ

−σ
(iτ)ky(τ)eiτt dτ,

ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè y(·) k-óþ ïðîèçâîäíóþ åå îáðàòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðè k = 0 òàêæå îïòèìàëåí (íàðÿäó ñ ìåòîäîì
(9)) â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ èç òåîðåìû 2. Ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü
íåïîñðåäñòâåííîé îöåíêîé. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè k > 0
ýòîò, íà ïåðâûé âçãëÿä, åñòåñòâåííûé ìåòîä óæå íå îïòèìàëåí è,
áîëåå òîãî, åãî ïîãðåøíîñòü ðàâíà ∞.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n ∈ N, 0 ≤ k ≤ n − 1 è 2 ≤ p ≤ ∞. Èìååò

ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(10) ‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ K(k, n, p)‖Fx(·)‖
n−k

n+1/2−1/p

Lp(R) ‖x(n)(·)‖
k+1/2−1/p
n+1/2−1/p

L2(R) ,

ãäå ïðè 2 < p <∞

K(k, n, p) =

√
n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p

(√
k + 1/2− 1/pB1/2−1/p

(2π)1/2(n− k)1−1/p

) n−k
n+1/2−1/p

,

B = B

(
k + 1/2− 1/p

(n− k)(1− 2/p)
, 2

1− 1/p

1− 2/p

)
(11)

è B(·, ·) � B-ôóíêöèÿ Ýéëåðà;

(12)

K(k, n,∞) =

√
2n+ 1

2k + 1

(
1

π(2n+ 1)

) n−k
2n+1

, K(k, n, 2) =

(
1

2π

)n−k
2n

.

Ïðè p = 2 íåðàâåíñòâî (10) (â ñèëó òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ) ñîâ-
ïàäàåò ñ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà. Íåðà-
âåíñòâà âèäà (10) ñ ðàçíûìè ìåòðèêàìè, ãäå âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ôóíêöèè ñòîèò ñàìà ôóíêöèÿ, îáû÷íî íàçûâàþò íåðàâåí-
ñòâàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîëìîãîðîâñêîãî òèïà. Îíè èãðàþò âàæ-
íóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ âîïðîñàõ àíàëèçà è òåîðèþ ïðèáëèæåíèé.
Èì ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]).

3. Äîêàçàòåëüñòâà

Íà÷íåì ñ îäíîãî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùåãîñÿ îöåíêè
ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
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Ëåììà 1. Ïóñòü â çàäà÷å (1) ìíîæåñòâî

gr I = { (x, y) ∈ X × Y : x ∈ C, y ∈ I(x) }
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî, à ìíîæåñòâî

I−1(0) = {x ∈ C : 0 ∈ I(x)}
íå ïóñòî. Òîãäà

E(Λ, C, I) ≥ sup
x∈C, x∈I−1(0)

‖Λx‖Z .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ ïðè âñåõ x ∈ C òàêèõ, ÷òî
x ∈ I−1(0), èìååì

2‖Λx‖Z ≤ ‖Λx− ϕ(0)‖Z + ‖Λ(−x)− ϕ(0)‖Z ≤ 2e(Λ, C, I, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(Λ, C, I, ϕ) ≥ sup
x∈C, x∈I−1(0)

‖Λx‖Z ,

îòêóäà ñðàçó æå âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà. �

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 ïðîâîäÿòñÿ ïî åäèíîé ñõåìå. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ìû ñíà÷àëà äîêàçûâàåì îäèí îáùèé ðåçóëüòàò (ñîäåðæà-
ùèé â ñåáå ñîîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà
ïðèíöèïàõ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè), à çàòåì, îïèðàÿñü íà íåãî, ïî-
ëó÷àåì óïîìÿíóòûå òåîðåìû. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ äàííûé ðåçóëüòàò, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé
äåòàëèçàöèåé îáùåé ïîñòàíîâêè, ïðèâåäåííîé â íà÷àëå ñòàòüè.
Ïóñòü T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé ìåðîé èëè èíòåð-

âàë ïðÿìîé (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) ñ ìåðîé Ëåáåãà, X, Yt,
t ∈ T , � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëóñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíè-
ÿìè (·, ·)X , (·, ·)Yt è ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëóíîðìàìè ‖·‖X , ‖·‖Yt , Z �
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è δ(·) � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ íà T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé y(·) íà T ñî çíà÷åíèÿìè â ∪t∈TYt, òàêèõ, ÷òî y(t) ∈ Yt è
t → ‖y(t)‖Yt � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà T . Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-
÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà Λ: X → Z íà êëàññå
BX = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ 1} ïî èíôîðìàöèè î ëèíåéíîì îïåðàòî-
ðå I : X → Y , çàäàííîì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ(·). Òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ
êàæäîãî x ∈ BX èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Y òàêàÿ, ÷òî äëÿ ï. â.
t ∈ T

‖Ix(t)− y(t)‖Yt ≤ δ(t).

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ýòîì
ñëó÷àå â âèäå

(13) E(Λ, BX, I, δ(·)) = inf
ϕ : Y→Z

sup
x∈BX, y(·)∈Y

‖Ix(t)−y(t)‖Yt≤δ(t) ï. â.

‖Λx− ϕ(y)‖Z .

Íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû è îïòèìàëüíûé ìåòîä.
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Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

(14) E(Λ, BX, I, δ(·)) ≥ sup
x∈BX

‖Ix(t)‖Yt≤δ(t) ï. â.

‖Λx‖Z .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (çíà÷åíèå êîòîðîé
ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì âåëè÷èíû, ñòîÿùåé â ïðàâîé ÷àñòè (14)):
(15)
‖Λx‖2

Z → max, ‖Ix(t)‖2
Yt ≤ δ2(t) äëÿ ï. â. t ∈ T, ‖x‖2

X ≤ 1.

Ïîëîæèì

L(x, λ1(·), λ2) = −‖Λx‖2
Z +

∫
T

λ1(t)‖Ix(t)‖2
Yt dµ+ λ2‖x‖2

X ,

ãäå λ1(·) � èçìåðèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, λ2 ≥ 0, à dµ �
ìåðà Ëåáåãà, åñëè T � èíòåðâàë ïðÿìîé è äèñêðåòíàÿ ìåðà, åñëè
T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èçìåðèìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ λ̂1(·) è λ̂2 ≥ 0 òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ λ̂1(·)δ2(·) è ôóíêöèè

t→ λ̂1(t)(y1(t), y2(t))Yt ïðè âñåõ y1(·), y2(·) ∈ Y ñóììèðóåìû íà T è

(a) L(x, λ̂1(·), λ̂2) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm}
äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ â (15), ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(b) lim
m→∞

L(xm, λ̂1(·), λ̂2) = 0,

(c) lim
m→∞

(∫
T

λ̂1(t)
(
‖Ixm(t)‖2

Yt − δ
2(t)
)
dµ+ λ̂2

(
‖xm‖2

X − 1
))

= 0.

Òîãäà, åñëè xy � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(16)

∫
T

λ̂1(t)‖Ix(t)− y(t)‖2
Yt dµ+ λ̂2‖x‖2

X → min, x ∈ X,

òî

(17) ϕ(y) = Λxy

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è

(18)

E(Λ, BX, I, δ(·)) = sup
x∈BX

‖Ix(t)‖Yt≤δ(t) ï. â.

‖Λx‖Z =

√∫
T

λ̂1(t)δ2(t) dµ+ λ̂2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷è (15) è çàäà÷è

(19) ‖Λx‖2
Z → max,

∫
T

λ̂1(t)‖Ix(t)‖2
Yt dµ+ λ̂2‖x‖2

X ≤ S,

ãäå

S =

∫
T

λ̂1(t)δ2(t) dµ+ λ̂2,
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ñîâïàäàþò è ðàâíû S. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â
(15) ýëåìåíòà x ∈ X èìååì ñ ó÷åòîì (a)

− ‖Λx‖2
Z ≥ −‖Λx‖2

Z +

∫
T

λ̂1(t)
(
‖Ix(t)‖2

Yt − δ
2(t)
)
dµ

+ λ̂2

(
‖x‖2

X − 1
)
≥ −S.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (c) è (b), ïîëó÷àåì,
÷òî

− lim
m→∞

‖Λxm‖2 = lim
m→∞

(
− ‖Λxm‖2

Z

+

∫
T

λ̂1(t)
(
‖Ixm(t)‖2

Yt − δ
2(t)
)
dµ+ λ̂2

(
‖xm‖2

X − 1
))

= −S,

ò. å. S � çíà÷åíèå çàäà÷è (15). Íî, î÷åâèäíî, ýòè æå ðàññóæäåíèÿ
äîêàçûâàþò, ÷òî S è çíà÷åíèå çàäà÷è (19).
2. Îöåíêà ñâåðõó. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâîH = X×Y

ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

((x1, y1(·)), (x2, y2(·)))H =

∫
T

λ̂1(t)(y1(t), y2(t))Yt dµ+ λ̂2(x1, x2)X .

Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (16) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

‖(x, Ix(·))− (0, y(·))‖2
H → min, x ∈ X.

Åñëè xy � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

((xy, Ixy(·))− (0, y(·)), (x, Ix(·)))H = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖(x, Ix(·))− (0, y(·))‖2
H = ‖(x, Ix(·))− (xy, Ixy(·))‖2

H

+ ‖(xy, Ixy(·))− (0, y(·))‖2
H .

Åñëè ‖x‖X ≤ 1 è ‖Ix(t) − y(t)‖Yt ≤ δ(t), t ∈ T , òî èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

‖(x, Ix(·))− (xy, Ixy(·))‖2
H ≤ ‖(x, Ix(·))− (0, y(·))‖2

H

=

∫
T

λ̂1(t)‖Ix(t)− y(t)‖2
Yt dµ+ λ̂2‖x‖2

X ≤ S.

Ïîëàãàÿ z = x− xy, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó∫
T

λ̂1(t)‖Iz(t)‖2
Yt dµ+ λ̂2‖z‖2

X ≤ S

è çíà÷èò,

‖Λx− Λxy‖Z = ‖Λz‖Z ≤ sup∫
T λ̂1(t)‖Ixt‖2Yt dµ+λ̂2‖x‖2X≤S

‖Λx‖Z =
√
S.
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Ó÷èòûâàÿ (14), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (18) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà
(17). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü ñíà÷àëà σ0 <∞. Çàïèøåì ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ òåîðåìû 4. Çäåñü T = ∆σ, X =
Xn
∞ � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x1(·), x2(·))Xn
∞

=

∫
R
x

(n)
1 (t)x

(n)
2 (t) dt,

Yt = C ïðè âñåõ t ∈ ∆σ, Z = L2(R), Y = L∞(∆σ), Λx(·) = x(k)(·),
BX = Cn

∞ è îïåðàòîð I : Xn
∞ → L∞(∆σ) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

Ix(·) = Fx(·). Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷à (3) ñîâïàäàåò ñ çà-
äà÷åé (13). Ôóíêöèÿ L(x(·), λ1(·), λ2) èç òåîðåìû 4 èìååò â ýòîì
ñëó÷àå âèä

L(x(·), λ1(·), λ2) = −‖x(k)(·)‖2
L2(R) +

∫
∆σ

λ1(t)|Fx(t)|2 dt

+ λ2‖x(n)(·)‖2
L2(R).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå è îáîçíà÷àÿ (2π)−1|Fx(·)|2 = u(·), ïîëó-
÷èì (â ñèëó òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ)

L(x(·), λ1(·), λ2) =

∫
R

(
−t2k + λ2t

2n
)
u(t) dt+ 2π

∫
∆σ

λ1(t)u(t) dt.

Ïîëîæèì λ̂2 = σ
−2(n−k)
0 è

λ̂1(t) =

(2π)−1
(
t2k − λ̂2t

2n
)
, |t| < σ0,

0, |t| ≥ σ0.

Òîãäà ïðè âñåõ x(·) ∈ Xn
∞

L(x(·), λ̂1(·), λ̂2) =

∫
|t|≥σ0

(
−t2k + λ̂2t

2n
)
u(t) dt ≥ 0.

Ïîëîæèì

γ = 1− 1

2π

∫ σ0

−σ0

t2nδ2(t) dt.

Åñëè γ = 0, òî îáîçíà÷èâ ÷åðåç x̂(·) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùåé ñ δ(·) â èíòåðâàëå (−σ0, σ0) è ðàâíîé
íóëþ âíå íåãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (b) è (c) òåîðåìû 4
âûïîëíåíû äëÿ ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xm(·) = x̂(·).
Åñëè γ > 0 (â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, σ0 = σ), òî ïîëîæèì äëÿ

m > γ−2

um(t) =


δ2(t)/(2π), |t| < σ,

σ−2n(mγ −
√
m)/2, σ ≤ |t| ≤ σ + 1/m,

0, |t| > σ + 1/m
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(÷åðåç xm(·) áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ôóíêöèé
√

2πum(·)). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

lim
m→∞

L(xm(·), λ̂1(·), λ̂2) = 0.

Êðîìå òîãî, ∫ σ

−σ
λ̂1(t)(2πum(t)− δ2(t)) dt = 0

è

‖x(n)
m (·)‖2

L2(R) =

∫
R
t2num(t) dt

=
1

2π

∫ σ

−σ
t2nδ2(t) dt+

mγ −
√
m

σ2n

∫ σ+1/m

σ

t2n dt

= 1− γ +
(mγ −

√
m) ((σ + 1/m)2n+1 − σ2n+1)

σ2n(2n+ 1)

m→∞→ 1.

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
m

‖x(n)
m (·)‖2

L2(R) < 1− 1

2
√
m
,

ò. å. ôóíêöèè xm(·) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (15).
Çàäà÷à (16) äëÿ y(·) ∈ L∞(∆σ) èìååò âèä∫

∆σ

λ̂1(t)|Fx(t)− y(t)|2 dt+ λ̂2‖x(n)(·)‖L2(R) → min, x(·) ∈ Xn
∞.

Ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê∫
∆σ

λ̂1(t)|Fx(t)− y(t)|2 dt+
λ̂2

2π

∫
R
t2n|Fx(t)|2 dt→ min, x(·) ∈ Xn

∞.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x̂y(·) òà-
êàÿ, ÷òî

Fx̂y(t) =


2πλ̂1(t)

2πλ̂1(t) + λ̂2t2n
y(t), |t| < σ0,

0, |t| ≥ σ0,

ò. å.

Fx̂y(t) =

{(
1− σ−2(n−k)

0 t2(n−k)
)
y(t), |t| < σ0,

0, |t| ≥ σ0.

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä (5), à
äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (4).
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Åñëè σ0 =∞ (ïðè ýòîì î÷åâèäíî σ =∞), òî èç ëåììû 1, îáîçíà-
÷èâ ÷åðåç x̂(·) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè δ(·), áóäåì èìåòü

E(x(k)(·), Cn
∞, I

δ(·),∞) ≥ sup
x(·)∈Cn∞

|Fx(t)|≤δ(t) ï. â.

‖x(k)(·)‖L2(R)

≥ ‖x̂(k)(·)‖L2(R) =

√
1

2π

∫ ∞
−∞

t2kδ2(t) dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ìåòîäà (7) èìååì

e(x(k)(·), Cn
∞, I

δ(·),∞, ϕ̂) = sup
x(·)∈Cn∞, y(·)∈L∞(R)
|Fx(t)−y(t)|≤δ(t) ï. â.

‖x(k)(·)− ϕ̂(y)(·)‖L2(R)

= sup
x(·)∈Cn∞, y(·)∈L∞(R)
|Fx(t)−y(t)|≤δ(t) ï. â.

(
1

2π

∫ ∞
−∞

t2k|Fx(t)− y(t)|2 dt
)1/2

≤

√
1

2π

∫ ∞
−∞

t2kδ2(t) dt.

�

Èç òåîðåìû 1, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî åñëè δ(t) ≡ δ > 0 è
σ =∞ (ñì. ñëåäñòâèå 1), òî

sup
x(·)∈Cn∞

|Fx(t)|≤δ(t) ï. â.

‖x(k)(·)‖L2(R) = K(k, n,∞)δ
2(n−k)
2n+1 ,

ãäå êîíñòàíòàK(k, n,∞) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè (12). Îòñþäà ñëå-
äóåò òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ K(k, n,∞)‖Fx(·)‖
2(n−k)
2n+1

L∞(R)‖x
(n)(·)‖

2k+1
2n+1

L2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ñíîâà çàïèøåì ðàññìàòðèâàåìóþ çà-
äà÷ó â òåðìèíàõ òåîðåìû 4. Çäåñü T ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, ñêà-
æåì, t = 1. Äàëåå X = Xn

2 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x1(·), x2(·))Xn
2

=

∫
R
x

(n)
1 (t)x

(n)
2 (t) dt,

Y1 = Y = L2(∆σ), Z = L2(R), Λx(·) = x(k)(·), BX = Cn
2 , èí-

ôîðìàöèîííûé îïåðàòîð I : Xn
2 → L2(∆σ) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

Ix(·) = Fx(·) è δ(1) = δ > 0. Ôóíêöèÿ L(x(·), λ1, λ2) èç òåîðåìû 4
èìååò çäåñü âèä

L(x(·), λ1, λ2) = −‖x(k)(·)‖2
L2(R) + λ1

∫
∆σ

|Fx(t)|2 dt+ λ2‖x(n)(·)‖2
L2(R).
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Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå è îáîçíà÷àÿ (2π)−1|Fx(·)|2 = u(·), ïîëó-
÷èì

L(x(·), λ1, λ2) =

∫
R

(
−t2k + 2πλ1χσ(t) + λ2t

2n
)
u(t) dt,

ãäå χσ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà ∆σ.
Ïîëîæèì

λ̂1 =


1

2π

(
k

n

) k
n−k n− k

n
σ2k

0 , k > 0,

1

2π
, k = 0,

λ̂2 =

{
σ
−2(n−k)
0 , k > 0,

σ−2n, k = 0,

t̂ =


(
k

n

) 1
2(n−k)

σ0, k > 0,

0, k = 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âñåõ x(·) ∈ Xn
2

L(x(·), λ̂1, λ̂2) ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî k > 0 è σ < σ̂ (â ýòîì ñëó÷àå σ0 = σ).
Ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé

um(t) =



m
δ2

4π
, t̂ ≤ |t| ≤ t̂+ 1/m,

m−
√
m

2σ2n

(
1− δ2

2π
t̂2n
)
, σ ≤ |t| ≤ σ + 1/m,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òîãäà

2π

∫
∆σ

um(t) dt = δ2,

∫
R
t2num(t) dt =

mδ2

2π

(t̂+ 1/m)2n+1 − t̂2n+1

2n+ 1

+
m−

√
m

2σ2n

(
1− δ2

2π
t̂2n
)

(σ + 1/m)2n+1 − σ2n+1

2n+ 1

m→∞→ 1.

Êðîìå òîãî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m∫
R
t2num(t) dt < 1−

(
1− δ2

2π
t̂2n
)

1

2
√
m
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèé xm(·), ÿâëÿþùèõñÿ îáðàòíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèé
√

2πum(·), óñëîâèå (c) òåîðåìû 4
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âûïîëíåíî. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
óñëîâèå (b) òîé æå òåîðåìû òàêæå âûïîëíåíî.
Åñëè k > 0 è σ ≥ σ̂ èëè k = 0, òî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ôóíêöèè

um(t) =

{
(m−

√
m)δ2/(4π), t̂ ≤ |t| ≤ t̂+ 1/m,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Çàäà÷à (16) äëÿ y(·) ∈ L2(R) èìååò âèä

λ̂1‖Fx(·)− y(·)‖2
L2(∆σ) + λ̂2‖x(n)(·)‖L2(R) → min, x(·) ∈ Xn

2 .

Ñ ó÷åòîì òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

λ̂1

∫
∆σ

|Fx(t)− y(t)|2 dt+
λ̂2

2π

∫
R
t2n|Fx(t)|2 dt→ min, x(·) ∈ Xn

2 .

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x̂y(·) òàêàÿ, ÷òî ïðè k > 0

Fx̂y(t) =


(

1 +
n

n− k

(n
k

) k
n−k
(
t

σ0

)2n
)−1

y(t), |t| < σ,

0, |t| ≥ σ,

à ïðè k = 0 �

Fx̂y(t) =


(

1 +

(
t

σ

)2n
)−1

y(t), |t| < σ,

0, |t| ≥ σ.

Òåïåðü äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç òåîðåìû 4. �

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî

sup
x(·)∈Cn2

‖Fx(·)‖L2(R)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R) =

(
δ2

2π

)n−k
2n

,

îòêóäà ñëåäóåò òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖x(k)(·)‖L2(R) ≤
(

1

2π

)n−k
2n

‖Fx(·)‖
n−k
n

L2(R)‖x
(n)(·)‖

k
n

L2(R).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ñëó÷àè p = ∞, 2 âûòåêàþò èç òåî-
ðåì 1, 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 2 < p < ∞. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëü-
íóþ çàäà÷ó

‖x(k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖Fx(·)‖2

Lp(R) ≤ δ2, ‖x(n)(·)‖2
L2(R) ≤ 1.
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Â îáðàçàõ Ôóðüå, îáîçíà÷èâ ÷åðåç u(·) = (2π)−1|Fx(·)|2, ýòó çàäà÷ó
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(20)

∫
R
t2ku(t) dt→ max,

∫
R
up/2(t) dt ≤ δp

(2π)p/2
,∫

R
t2nu(t) dt ≤ 1, u(t) ≥ 0.

Ñâÿæåì ñ çàäà÷åé (20) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(u(·), λ1, λ2) =

∫
R
(−t2ku(t) + λ1u

p/2(t) + λ2t
2nu(t)) dt.

Åñëè ìû íàéäåì òàêóþ äîïóñòèìóþ â (20) ôóíêöèÿ û(·) è òàêèå

ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ̂1, λ̂2 ≥ 0, ÷òî

(a) min
u(t)≥0

L(u(·), λ̂1, λ̂2) = L(û(·), λ̂1, λ̂2),

(b) λ̂1

(∫
R
u(t)p/2 dt− δp

(2π)p/2

)
= 0,

(c) λ̂2

(∫
R
t2nu(t) dt− 1

)
= 0,

òî û(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (20). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé äîïóñòè-
ìîé ôóíêöèè u(·) èìååì

−
∫
R
t2ku(t) dt ≥ −

∫
R
t2ku(t) dt+ λ̂1

(∫
R
u(t)p/2 dt− δp

(2π)p/2

)
+ λ̂2

(∫
R
t2nu(t) dt−1

)
≥ −

∫
R
t2kû(t) dt+ λ̂1

(∫
R
û(t)p/2 dt− δp

(2π)p/2

)
+ λ̂2

(∫
R
t2nû(t) dt− 1

)
= −

∫
R
t2kû(t) dt.

Ïîëîæèì λ̂2 = σ−2(n−k), ãäå ïàðàìåòð σ > 0 îïðåäåëèì ïîçæå.

Òîãäà äëÿ âñåõ u(t) ≥ 0 è ëþáîãî λ̂1 > 0

−t2ku(t) +λ1u
p/2(t) +

t2n

σ2(n−k)
u(t) ≥ −t2kû(t) +λ1û

p/2(t) +
t2n

σ2(n−k)
û(t),

ãäå

û(t) =


(

2

pλ̂1

(
t2k − t2n

σ2(n−k)

)) 1
p/2−1

, |t| ≤ σ,

0, |t| > σ.
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Òåì ñàìûì âûïîëíåíî óñëîâèå (a). Âûáåðåì σ è λ̂1 òàê, ÷òîáû óäî-
âëåòâîðèòü óñëîâèÿì (b) è (c):(

2

pλ̂1

) p/2
p/2−1

∫ σ

−σ

(
t2k − t2n

σ2(n−k)

) p/2
p/2−1

dt =
δp

(2π)p/2
,(

2

pλ̂1

) 1
p/2−1

∫ σ

−σ
t2n
(
t2k − t2n

σ2(n−k)

) 1
p/2−1

dt = 1.

Ñäåëàâ çàìåíó t = σy è âûðàçèâ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû ÷åðåç çíà-
÷åíèå áåòà-ôóíêöèè B, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (11), ïîëó÷èì

σ
pk

p/2−1
+1

(
2

pλ̂1

) p/2
p/2−1 B

n− k
=

δp

(2π)p/2
,

σ
2k

p/2−1
+2n+1

(
2

pλ̂1

) 1
p/2−1 (k + 1/2− 1/p)B

(n− k)2
= 1.

Îòñþäà

(21)

(
2

pλ̂1

) 1
p/2−1

=
(n− k)2

(k + 1/2− 1/p)B
σ−

2k
p/2−1

−2n−1

è

(22) σ =

(
(2π)1/2(n− k)1−1/p

δ(k + 1/2− 1/p)1/2B1/2−1/p

) 1
n+1/2−1/p

.

Ó÷èòûâàÿ (21), áóäåì èìåòü∫
R
t2kû(t) dt =

n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p
σ−2(n−k).

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå σ èç (22), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ 2 < p <∞

sup
x(·)∈Fnp

‖Fx(·)‖Lp(R)≤δ

‖x(k)(·)‖L2(R) = Kδ
n−k

n+1/2−1/p .

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå òî÷íîå
íåðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîäíûõ. �
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