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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëå-
íèÿ îïåðàòîðîâ ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè â íååâêëèäî-
âûõ ìåòðèêàõ. Äîêàçàí ðÿä îáùèõ òåîðåì, êîòîðûå ïðèìåíÿ-
þòñÿ ê çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî
íåòî÷íî çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ íàõîäèòñÿ ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ, èç êîòîðîãî âû-
áèðàþòñÿ ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ìèíèìàëüíûé îáúåì èñõîä-
íîé èíôîðìàöèè.

Ââåäåíèå

Îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà Λ, äåéñòâóþùåãî èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ëèíåéíîå
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Z, íà ìíîæåñòâå W ⊂ X ïî íåòî÷-
íî çàäàííûì çíà÷åíèÿì äðóãîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà I : X → Y ,
ãäå Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæåò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíà, êàê çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïðè ôèêñèðîâàííîì δ ≥ 0,
õàðàêòåðèçóþùåì ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè, âå-
ëè÷èíû

(1) E(Λ,W, I, δ) = inf
m : Y→Z

sup
x∈W, y∈Y
‖Ix−y‖Y ≤δ

‖Λx−m(y)‖Z ,

íàçûâàåìîé ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à òàê-
æå îòîáðàæåíèÿ (ìåòîäà), íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â
(1), íàçûâàåìûì îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà Λ � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, Y �

êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è δ = 0, ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà
Ñ. À. Ñìîëÿêîì [1]. Èì æå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî è
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ìíîæåñòâà W ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìå-
òîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé. Ýòîò ðåçóëüòàò è ñàìà
ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îïóáëèêîâàííûå ëèøü â äèññåðòàöèè, íå áûëè
øèðîêî äîñòóïíû. Âíèìàíèå ê íèì ïðèâëåê Í. C. Áàõâàëîâ [2], êî-
òîðûé èíèöèèðîâàë äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îïòèìàëüíûå ìåòîäû

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò �13-01-12447).
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âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷, à òàêæå îáîáùåíà èñõîä-
íàÿ ïîñòàíîâêà íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé è ñëó÷àé çàäàíèÿ èñõîäíîé
èíôîðìàöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ (ñì. [3]�[5]).
Â äàëüíåéøåì îáîáùåíèåì èñõîäíîé ïîñòàíîâêè áûëî ïîñâÿùåíî

ìíîãî ðàáîò (ñì. [6]�[13], à òàêæå áèáèáëèîãðàôèþ â ýòèõ ðàáîòàõ).
Îêîí÷àòåëüíûé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ðåçóëüòàò äëÿ ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, à èìåííî, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ëèíåéíîãî ìåòîäà, áûë ïîëó÷åí â ðàáî-
òå [8].
Äîâîëüíî ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñàìî ìíîæå-

ñòâî W , íà êîòîðîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ îïåðàòîð Λ òàêæå çàäàåòñÿ
íåêîòîðûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì

W = {x ∈ X : ‖I1x‖Y1 ≤ δ1 },

ãäå I1 : X → Y1, à Y1 � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îá-
ùèé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëüíî-
ãî ìåòîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Y , Y1 è Z � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà,
áûë äîêàçàí â ðàáîòå [14] è òàì æå ïîëó÷åíû ïåðâûå êîíêðåòíûå
ðåçóëüòàòû î âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå ýòà òåìàòèêà ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ [15]�[17], ãäå èñïîëüçî-
âàëèñü ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà îáùèõ ïðèíöèïàõ òåîðèè ýêñòðå-
ìóìà. Îäíàêî âî âñåõ ýòèõ ðàáîòàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü
åâêëèäîâîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ â íååâêëèäîâîì ñëó÷àå. Ïåðâûé ïðèìåð (è åäèíñòâåí-
íûé äî íåäàâíåãî âðåìåíè) ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ äëÿ òàêîé ñèòóàöèè áûë ïðèâåäåí â ðàáîòå [6, òåîðåìà
12] (äàëåå, ìû ïîäðîáíåå ðàçáåðåì ýòîò ïðèìåð è êàê ñëåäñòâèå
îáùèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷èì äëÿ íåãî öåëîå ñåìåéñòâî îïòèìàëü-
íûõ ìåòîäîâ). Äðóãîé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà â
íååâêëèäîâîì ñëó÷àå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [18]. Â äàííîé ðàáîòå
äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïîëó÷åíèÿ ðÿäà îáùèõ ðåçóëüòàòîâ î âîññòàíîâ-
ëåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â íååâêëèäîâîì ñëó÷àå.

1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Ïóñòü T � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîä-
ìíîæåñòâ T è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà Σ. ×åðåç
Lp(T,Σ, µ) (èëè êîðî÷å Lp(T, µ)) îáîçíà÷àåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ Σ-
èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖Lp(T,µ) =


(∫

T

|x(t)|p dµ
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

vraisup
t∈T

|x(t)| <∞, p =∞.
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Ïîëîæèì

W = {x(·) ∈ Lp(T, µ) : ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ) <∞},
W = {x(·) ∈ W : ‖ϕ(·)x(·)‖Lr(T,µ) ≤ 1 },

ãäå 1 ≤ p, r ≤ ∞, à ϕ(·) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà T .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà Λ: W → Lq(T, µ),

1 ≤ q ≤ ∞, çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì Λx(·) = ψ(·)x(·), ãäå ψ(·) �
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà T , íà êëàññå W ïî ôóíêöèè x(·) ∈ W , èç-
âåñòíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå T (íåñëîæíî
íàïèñàòü óñëîâèÿ íà ôóíêöèè ϕ(·) è ψ(·), ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð Λ
áóäåò îòîáðàæàòü ïðîñòðàíñòâî W â Lq(T, µ), íî ìû íå áóäåì íà
ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ âû-
ïîëíåíû).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W èçâåñòíà

ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(T0, µ), T0 ⊂ T , òàêàÿ, ÷òî ‖x(·)− y(·)‖Lp(T0,µ) ≤ δ,
δ ≥ 0. Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèè y(·) âîññòàíîâèòü Λx(·). Â êà÷åñòâå ìå-
òîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæå-
íèÿ m : Lp(T0, µ) → Lq(T, µ). Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

epqr(m) = sup
x(·)∈W, y(·)∈Lp(T0,µ)
‖x(·)−y(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖Λx(·)−m(y)(·)‖Lq(T,µ).

Âåëè÷èíà

Epqr = inf
m : Lp(T0,µ)→Lq(T,µ)

epqr(m)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, à ìåòîä,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(2) Epqr ≥ sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖Λx(·)‖Lq(T,µ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x(·) ∈ W , ‖x(·)‖Lp(T0,µ) ≤ δ, à m : Lp(T0, µ)→
Lq(T, µ) � ïðîèçâîëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ. Òîãäà â ñèëó òîãî,
÷òî x(·) ∈ W è −x(·) ∈ W èìååì

2‖Λx(·)‖Lq(T,µ) ≤ ‖Λx(·)−m(0)(·)‖Lq(T,µ)

+ ‖ − Λx(·)−m(0)(·)‖Lq(T,µ) ≤ 2e(p, q, r,m).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m

epqr(m) ≥ sup
x(·)∈W

‖x(·)‖Lp(T0,µ)≤δ

‖Λx(·)‖Lq(T,µ).

Ïåðåõîäÿ ê íèæíåé ãðàíè â ëåâîé ÷àñòè ïî âñåì ìåòîäàì, ïîëó÷àåì
íóæíîå íåðàâåíñòâî.
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Äëÿ îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ,
âûòåêàþùåé èç íåðàâåíñòâà (2), áóäåò ðåøàòüñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çà-
äà÷à, âîçíèêàþùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà. Ïðèâåäåì
îäèí ïðîñòîé ðåçóëüòàò (áëèçêèé ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì â òåî-
ðåìå Êóíà�Òàêêåðà), èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.
Ïóñòü fj : A → R, j = 0, 1, . . . , n, � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà

íåêîòîðîì ìíîæåñòâå A. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(3) f0(x)→ max, fj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , n, x ∈ A,

è åå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = −f0(x) +
n∑
j=1

λjfj(x), λ = (λ1, . . . , λn).

Ëåììà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , n, è äîïóñòèìûé
â çàäà÷å (3) ýëåìåíò x̂ ∈ A, äëÿ êîòîðûõ

(a) min
x∈A
L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂), λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂n),

(b)
n∑
j=1

λ̂jfj(x̂) = 0.

Òîãäà x̂ � ýêñòðåìàëüíûé ýëåìåíò â çàäà÷å (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â çàäà÷å (3) ýëåìåíòà
x ∈ A èìååì

−f0(x) ≥ L(x, λ̂) ≥ L(x̂, λ̂) = f0(x̂).

�

2. Ñëó÷àé r = q

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 ≤ q < p < ∞, r = q. Áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

a+ =

{
a, a ≥ 0,

0, a < 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 1 ≤ q < p < ∞ è δ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

λ̂2 > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(4)

(∫
T0

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) p
p−q

+
dµ(t)

)1/p

= δ

(∫
T0

|ϕ(t)|q
(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) q
p−q

+
dµ(t)

)1/q

> 0
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(îò ôóíêöèé ϕ(·) è ψ(·) áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû óêàçàííûå èíòå-

ãðàëû ñóùåñòâîâàëè) è äëÿ ïî÷òè âñåõ t /∈ T0 |ψ(t)|q−λ̂2|ϕ(t)|q ≤ 0.
Òîãäà

Epqq =

(
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2

)1/q

,

ãäå

λ̂1 =
q

p
δq−p

(∫
T0

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

) p
p−q

+
dµ(t)

) p−q
p

,

à ìåòîä

(5) m̂(y)(t) =

ψ(t)

(
1− λ̂2

|ϕ(t)|q

|ψ(t)|q

)
+

y(t), t ∈ T0,

0, t /∈ T0,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé
÷àñòè (2) (äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ìû âîçâîäèì åå â q-óþ ñòåïåíü)
èìååò âèä

(6)

∫
T

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,

∫
T0

|x(t)|p dµ(t) ≤ δp,∫
T

|ϕ(t)x(t)|q dµ(t) ≤ 1.

Íàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L(x(·), λ1, λ2) =

∫
T

L(x(t), λ1, λ2) dµ(t),

ãäå

L(x, λ1, λ2) =

{
−|ψ(t)x|q + λ1|x|p + λ2|ϕ(t)x|q, t ∈ T0,

−|ψ(t)x|q + λ2|ϕ(t)x|q, t /∈ T0.

Ïîëîæèì

x̂(t) =


(

q

pλ̂1

(
|ψ(t)|q − λ̂2|ϕ(t)|q

)
+

) 1
p−q

, t ∈ T0,

0, t /∈ T0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x(·)

L(x(t), λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Òåì ñàìûì

L(x(t), λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), λ̂1, λ̂2).



ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ Â ÍÅÅÂÊËÈÄÎÂÛÕ ÌÅÒÐÈÊÀÕ 6

Èç îïðåäåëåíèÿ λ̂1 è λ̂2 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

(7)

∫
T0

|x̂(t)|p dµ(t) = δp,∫
T

|ϕ(t)x̂(t)|q dµ(t) = 1.

Â ñèëó ëåììû 1 x̂(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (6). Òåì ñàìûì
çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ∫

T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t).

Èíòåãðèðóÿ ïî T ðàâåíñòâî

−q|ψ(t)x̂(t)|q + pλ̂1|x̂(t)|p + qλ̂2|ϕ(t)x̂(t)|q = 0,

êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ x̂(·), ïîëó÷àåì∫
T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t) =
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2.

Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

Epqq ≥
(
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2

)1/q

.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Ïîëîæèì

α(t) =


(

1− λ2
|ϕ(t)|q

|ψ(t)|q

)
+

, t ∈ T0,

0, t /∈ T0,

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (5) íàäî íàéòè çíà÷åíèå ñëåäóþ-
ùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(8)∫
T0

|ψ(t)|q|x(t)− α(t)y(t)|q dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|q dµ(t) ≤ 1.

Çàäà÷à (8), ïîëîæèâ z(·) = x(·)− y(·), ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(9)

∫
T0

|ψ(t)|q|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|q dµ(t)

+

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|z(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)|q|x(t)|q dµ(t) ≤ 1.
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Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è

(10)

∫
T

|ψ(t)|q((1− α(t))v(t) + α(t)u(t))q dµ(t)→ max,∫
T0

up(t) dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)|qvq(t) dµ(t) ≤ 1,

u(t), v(t) ≥ 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T.

Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L1(u(·), v(·), λ1, λ2) =

∫
T

L1(u(t), v(t), λ1, λ2) dµ(t),

ãäå

L1(u, v, λ1, λ2) =


−|ψ(t)|q((1− α(t))v + α(t)u)q

+λ1u
p + λ2|ϕ(t)|qvq, t ∈ T0,

−|ψ(t)|qvq + λ2|ϕ(t)|qvq, t /∈ T0.

Ïîëîæèì λ1 = λ̂1, λ2 = λ̂2. Òîãäà ïðè α(t) > 0

∂L1

∂v
= qλ̂2|ψ(t)|q(vq−1 − ((1− α(t))v + α(t)u)q−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè α(t) > 0 è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u > 0 ôóíê-

öèÿ L1(u, v, λ̂1, λ̂2) ïðè v ∈ (0,+∞) äîñòèãàåò ìèíèìóìà äëÿ v = u.

Åñëè æå α(t) = 0, òî L1(u, v, λ̂1, λ̂2) ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ
âñåõ u(t), v(t) ≥ 0

L1(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) ≥
∫
T0

L1(u(·), u(·), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

=

∫
T0

L(u(·), λ̂1, λ̂2) dµ(t) ≥
∫
T0

L(x̂(·), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

= L1(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè û(·) = v̂(·) = x̂(·) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (10). Ñëåäîâàòåëüíî,

eqpqq(m̂) =

∫
T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t) =
p

q
λ̂1δ

p + λ̂2 ≤ Eq
pqq.

Îòñþäà âûòåêàåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà m̂ è âûðàæåíèå äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. �

3. Ñëó÷àé q = p

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 ≤ p < r <∞, q = p è T0 = T .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ≤ p < r < ∞ è δ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

λ̂1 > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(11)

(∫
T

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

) p
r−p

+
dµ(t)

)1/p

= δ

(∫
T

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

) r
r−p

+
dµ(t)

)1/r

> 0

(îò ôóíêöèé ϕ(·) è ψ(·) áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû óêàçàííûå èí-

òåãðàëû ñóùåñòâîâàëè). Òîãäà

Eppr =

(
λ̂1δ

p +
r

p
λ̂2

)1/p

,

ãäå

λ̂2 =
p

r
δp−r

(∫
T

|ϕ(t)|
pr
p−r

(
|ψ(t)|p − λ̂1

) p
r−p

+
dµ(t)

) r−p
p

,

à ìåòîä

(12) m̂(y)(t) = ψ(t)α(t)y(t),

ãäå

α(t) = 1−
(

1− λ0

|ψ(t)|p

)
+

.

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà çäåñü âî ìíîãîì àíàëîãè÷-
íà äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
1. Îöåíêà ñíèçó. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè (2) (äëÿ

óäîáñòâà çàïèñè ìû âîçâîäèì åå â p-óþ ñòåïåíü) èìååò âèä

(13)

∫
T

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)→ max,

∫
T

|x(t)|p dµ(t) ≤ δp,∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1.

Íàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L(x(·), λ1, λ2) =

∫
T

L(x(t), λ1, λ2) dµ(t),

ãäå
L(x, λ1, λ2) = −|ψ(t)x|p + λ1|x|p + λ2|ϕ(t)x|r.

Ïîëîæèì

x̂(t) =

p
(
|ψ(t)|p − λ̂1

)
+

rλ̂2|ϕ(t)|r


1
r−p

.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x(·)

L(x(t), λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), λ̂1, λ̂2).
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Òåì ñàìûì

L(x(t), λ̂1, λ̂2) ≥ L(x̂(t), λ̂1, λ̂2).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ λ̂1 è λ̂2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(14)

∫
T

|x̂(t)|p dµ(t) = δp,∫
T

|ϕ(t)x̂(t)|r dµ(t) = 1.

Â ñèëó ëåììû 1 x̂(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (13). Òåì ñàìûì
çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ∫

T

|ψ(t)x̂(t)|p dµ(t).

Èíòåãðèðóÿ ïî T ðàâåíñòâî

−p|ψ(t)x̂(t)|q + pλ̂1|x̂(t)|p + rλ̂2|ϕ(t)x̂(t)|r = 0,

êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ x̂(·), ïîëó÷àåì∫
T

|ψ(t)x̂(t)|p dµ(t) = λ̂1δ
p +

r

p
λ̂2.

Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

Eppr ≥
(
λ̂1δ

p +
r

p
λ̂2

)1/p

.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (12) íàäî íàé-
òè çíà÷åíèå ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(15)

∫
T

|ψ(t)|p|x(t)− α(t)y(t)|p dµ(t)→ max,∫
T

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1.

Çàäà÷à (15), ïîëîæèâ z(·) = x(·)− y(·), ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

(16)

∫
T

|ψ(t)|p|(1− α(t))x(t) + α(t)z(t)|p dµ(t)→ max,∫
T

|z(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|r dµ(t) ≤ 1.

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è

(17)

∫
T

|ψ(t)|p((1− α(t))v(t) + α(t)u(t))p dµ(t)→ max,∫
T

up(t) dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)|rvr(t) dµ(t) ≤ 1,

u(t), v(t) ≥ 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T.
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Âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è

L1(u(·), v(·), λ1, λ2) =

∫
T

L1(u(t), v(t), λ1, λ2) dµ(t),

ãäå

L1(u, v, λ1, λ2) = −|ψ(t)|p((1− α(t))v + α(t)u)p + λ1u
p + λ2|ϕ(t)|rvr.

Ïîëîæèì λ1 = λ̂1, λ2 = λ̂2. Òîãäà ïðè |ψ(t)|p > λ̂1

∂L1

∂u
= pλ̂1(up−1 − ((1− α(t))v + α(t)u)p−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè |ψ(t)|p > λ̂1 è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì v > 0

ôóíêöèÿ L1(u, v, λ̂1, λ̂2) ïðè u ∈ (0,+∞) äîñòèãàåò ìèíèìóìà äëÿ

u = v. Åñëè æå |ψ(t)|p ≤ λ̂1, òî α(t) = 1 è L1(u, v) ≥ 0. Ïîëîæèì

T1 = {t ∈ T : |ψ(t)|p > λ̂1}. Òîãäà äëÿ âñåõ u(t), v(t) ≥ 0

L1(u(·), v(·), λ̂1, λ̂2) ≥
∫
T1

L1(u(·), u(·), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

=

∫
T1

L(u(·), λ̂1, λ̂2) dµ(t) ≥
∫
T1

L(x̂(·), λ̂1, λ̂2) dµ(t)

= L1(x̂(·), x̂(·), λ̂1, λ̂2).

Ó÷èòûâàÿ (14), ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè û(·) = v̂(·) = x̂(·) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è (17). Ñëåäîâàòåëüíî,

epppr(m̂) =

∫
T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t) = λ̂1δ
p +

r

p
λ̂2 ≤ Ep

ppr.

Îòñþäà âûòåêàåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà m̂ è âûðàæåíèå äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. �

4. Ñëó÷àé r = p

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 ≤ q < p = r < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
χ0(·) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà T0

χ0(t) =

{
1, t ∈ T0,

0, t /∈ T0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü 1 ≤ q < p < ∞ è δ > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

λ̂2 > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(18)

∫
T0

(
|ψ(t)|q

1 + λ̂2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t)

= δp
∫
T

|ϕ(t)|p
(

|ψ(t)|q

χ0(t) + λ̂2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t) > 0
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(îò ôóíêöèé ϕ(·) è ψ(·) áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû óêàçàííûå èí-

òåãðàëû ñóùåñòâîâàëè). Òîãäà

Epqp =
(
λ̂1δ

p + λ̂1λ̂2

)1/q

,

ãäå

λ1 = δq−p

∫
T0

(
|ψ(t)|q

1 + λ̂2|ϕ(t)|p

) p
p−q

dµ(t)


p−q
p

,

à ìåòîä

m̂(y)(t) =


ψ(t)

1 + λ̂2|ϕ(t)|p
y(t), t ∈ T0,

0, t /∈ T0,
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îöåíêà ñíèçó. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé
÷àñòè (2) (êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, äëÿ óäîáñòâà ìû âîçâîäèì
åå â q-óþ ñòåïåíü) èìååò âèä

(19)

∫
T

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,

∫
T0

|x(t)|p dµ(t) ≤ δp,∫
T

|ϕ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ 1.

Ïîëîæèì

x̂(t) = λ̂
− 1
p−q

1

(
|ψ(t)|q

χ0(t) + λ̂2|ϕ(t)|p

) 1
p−q

.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ λ̂1 è λ̂2 íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ x̂(·) ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà ∫

T0

|x̂(t)|p dµ(t) = δp,∫
T

|ϕ(t)x̂(t)|p dµ(t) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, x̂(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ôóíêöèåé â çàäà÷å (19).
Òåì ñàìûì çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è íå ìåíåå, ÷åì∫

T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t).

Èíòåãðèðóÿ ïî T ðàâåíñòâî

|ψ(t)x̂(t)|q = λ̂1|x̂(t)|pχ0(t) + λ̂1λ̂2|ϕ(t)x̂(t)|p,
êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ x̂(·), ïîëó÷àåì∫

T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t) = λ̂1δ
p + λ̂1λ̂2.
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Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî

Epqp ≥
(
λ̂1δ

p + λ̂1λ̂2

)1/q

.

2. Îöåíêà ñâåðõó. Áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ â âèäå

m̂(y)(·) = α(·)y(·).
Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè òàêîãî ìåòîäà íàäî íàéòè çíà÷åíèå ñëå-
äóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(20)

∫
T0

|ψ(t)x(t)− α(t)y(t)|q dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|q dµ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ 1.

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà èìååì

(21) |(ψ(t)− α(t))x(t) + α(t)(x(t)− y(t))|q

≤ h(t)
(
λ̂2|ϕ(t)x(t)|p + |x(t)− y(t)|p

)q/p
,

h(t) =

(
|ψ(t)− α(t)|p′

λ̂
p′/p
2 |ϕ(t)|p′

+ |α(t)|p′
)q/p′

,
1

p
+

1

p′
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå çàäà÷è (20) îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

(22)

∫
T

f(t)g(t) dµ(t),

ãäå

f(t) =


h(t), t ∈ T0,

|ψ(t)|q

λ̂
q/p
2 |ϕ(t)|q

, t ∈ T \ T0,

g(t) =


(
λ̂2|ϕ(t)x(t)|p + |z(t)|p

)q/p
, t ∈ T0,

λ̂
q/p
2 |ϕ(t)x(t)|q, t ∈ T \ T0,

.

Ïîëîæèì

α(t) =
ψ(t)

1 + λ̂2|ϕ(t)|p
.

Òîãäà

f(t) =
|ψ(t)|q

(χ0(t) + λ̂2|ϕ(t)|p)q/p
.
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Ïðèìåíÿÿ ê (22) íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ïîëó÷àåì îöåíêó(∫
T

|f(t)|s′ dµ(t)

)1/s′ (∫
T

|g(t)|s dµ(t)

)1/s

,

ãäå 1/s+ 1/s′ = 1. Âçÿâ s = p/q, áóäåì èìåòü äëÿ ýòîé îöåíêè(∫
T

|f(t)|
p
p−q dµ(t)

) p−q
p
(∫

T

|g(t)|p/q dµ(t)

)q/p
≤ (δp + λ̂2)q/p

(∫
T

|ψ(t)|
qp
p−q

(χ0(t) + λ̂2|ϕ(t)|p)
q
p−q

dµ(t)

) p−q
p

= (λ̂1δ
p + λ̂1λ2)q/p

(∫
T

|ψ(t)x̂(t)|q dµ(t)

) p−q
p

= λ̂1δ
p + λ̂1λ̂2.

Îòñþäà
eqpqp(m̂) ≤ λ̂1δ

p + λ̂1λ̂2 ≤ Eq
pqp.

�

5. Ñëó÷àé r = q = p

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 ≤ p <∞, r = q = p.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò

òàêèå λ1, λ2 ≥ 0, ÷òî çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(23)

∫
T

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)→ max,

∫
T0

|x(t)|p dµ(t) ≤ δp,∫
T

|ϕ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ 1,

íå ìåíüøå, ÷åì λ1δ
p + λ2, è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ T âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî

(24) −|ψ(t)|p + λ1χ0(t) + λ2|ϕ(t)|p ≥ 0,

ãäå χ0(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà T0. Òîãäà

Eppp = (λ1δ
p + λ2)1/p,

à âñå ìåòîäû

(25) m̂(y)(·) =

{
α(·)y(·), t ∈ T0,

0, t /∈ T0,

â êîòîðûõ α(·) ïî÷òè äëÿ âñåõ t ∈ T0 ïðè δ > 0, λ1, λ2 > 0, óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

(26)


|ψ(t)− α(t)|p′

λ
p′/p
2 |ϕ(t)|p′

+
|α(t)|p′

λ
p′/p
1

≤ 1, 1 < p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|ψ(t)− α(t)|
λ2|ϕ(t)|

≤ 1,
|α(t)|
λ1

≤ 1, p = 1,
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à ïðè 1 ≤ p <∞, δ = 0, � óñëîâèþ

(27) |ψ(t)− α(t)| ≤ λ
1/p
2 |ϕ(t)|,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïðè λ1 = 0 ìåòîä m̂(y)(·) = 0 � îïòè-

ìàëüíûé, à ïðè λ2 = 0 ìåòîä (25) ñ α(·) = ψ(·) � îïòèìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû è íåðàâåíñòâà (2) âûòåêàåò,
÷òî

Eppp ≥ (λ1δ
p + λ2)1/p.

Ïóñòü δ > 0 è λ1λ2 > 0. Äëÿ îöåíêè ìåòîäîâ âèäà (25) ðàññìîòðèì
ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(28)

∫
T0

|ψ(t)x(t)− α(t)y(t)|p dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)→ max,∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ δp,

∫
T

|ϕ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ 1.

Àíàëîãè÷íî (21) èìååì

|(ψ(t)− α(t)x(t) + α(t)(x(t)− y(t))|p

≤ hp(t) (λ2|ϕ(t)x(t)|p + λ1|x(t)− y(t)|p) ,

ãäå

hp(t) =



(
|ψ(t)− α(t)|p′

λ
p′/p
2 |ϕ(t)|p′

+
|α(t)|p′

λ
p′/p
1

)p/p′

, 1 < p <∞,

max

{
|ψ(t)− α(t)|
λ2|ϕ(t)|

,
|α(t)|
λ1

}
, p = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèâ

S(α(·)) = vraisup
t∈T0

hp(t),

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû S(α(·)) ≤ 1, à òàêæå òî, ÷òî
ïðè t ∈ T \ T0 íåðàâåíñòâî (24) èìååò âèä |ψ(t)|p ≤ λ2|ϕ(t)|p, ïîëó-
÷àåì∫

T0

|ψ(t)x(t)− α(t)y(t)|p dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)

≤ S(α(·))
∫
T0

(λ2|ϕ(t)x(t)|p + λ1|x(t)− y(t)|p) dµ(t)

+ λ2

∫
T\T0

|ϕ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ λ1δ
p + λ2.

Îòñþäà

eppp(m̂) ≤ (λ1δ
p + λ2)1/p ≤ Eppp.
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Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî α(·), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì (26) íå ïóñòî. Ïîëîæèì

(29) α̂(t) =
λ1ψ(t)

λ1 + λ2|ϕ(t)|p
.

Òîãäà

S(α̂)(t) = vraisup
t∈T0

(
|ψ(t)|p

λ1 + λ2|ϕ(t)|p

)
.

Èç íåðàâåíñòâà (24) âûòåêàåò, ÷òî S(α̂)(t) ≤ 1.
Ïðè δ = 0 ñëåäóåò îöåíèòü çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∫
T0

|ψ(t)x(t)− α(t)x(t)|p dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)→ max,∫
T

|ϕ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ 1.

Â ñèëó óñëîâèÿ (27) Èìååì

|ψ(t)x(t)− α(t)x(t)|p ≤ λ2|ϕ(t)x(t)|p.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |ψ(t)|p ≤ λ2|ϕ(t)|p ïðè t ∈ T \ T0, ïîëó÷àåì∫
T0

|ψ(t)x(t)− α(t)x(t)|p dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ λ2.

Åñëè λ1 = 0, òî |ψ(t)|p ≤ λ2|ϕ(t)|p äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T , è äëÿ
ìåòîäà m̂(y)(·) = 0 èìååì∫

T

|ψ(t)x(t)|p dµ(t) ≤ λ2.

Åñëè λ2 = 0, òî |ψ(t)|p ≤ λ1 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T0 è ψ(t) = 0 äëÿ
ïî÷òè âñåõ t ∈ T \ T0. Ïîýòîìó∫

T0

|ψ(t)x(t)− ψ(t)y(t)|p dµ(t) +

∫
T\T0

|ψ(t)x(t)|p dµ(t)

≤ λ1

∫
T0

|x(t)− y(t)|p dµ(t) ≤ λ1δ
p.

�

Äåéñòâèå ïîëó÷àåìûõ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê äåéñòâèå âîññòàíàâëèâàåìîãî îïåðàòîðà, óìíîæåííîå íà íåêî-
òîðóþ ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ôèëüòð èëè ñãëà-
æèâàþùèé ìíîæèòåëü. Íàïðèìåð, äëÿ (29) ìåòîä èìååò âèä

m̂(y)(t) =


λ1ψ(t)

λ1 + λ2|ϕ(t)|p
y(t), t ∈ T0,

0, t /∈ T0,
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è â êà÷åñòâå òàêîãî ôèëüòðà âûñòóïàåò ôóíêöèÿ

λ1

λ1 + λ2|ϕ(t)|p
.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî îáîéòèñü
áåç ôèëüòðîâàíèÿ, ò.å. ïîëîæèòü ýòîò ìíîæèòåëü ðàâíûì 1. È, êðî-
ìå òîãî, ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ íàñêîëüêî ìîæíî óìåíüøèòü
èñõîäíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ íåòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ
î ôóíêöèè, íå óâåëè÷èâàÿ ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì íàéòè ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ
ìîæíî ïîëîæèòü α(t) = ψ(t) è α(t) = 0.
Ïîëîæèì

T 0 = { t ∈ T0 : |ψ(t)| ≤ λ
1/p
2 |ϕ(t)| }, T 1 = { t ∈ T0 : |ψ(t)| ≤ λ

1/p
1 }.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè δ > 0, λ1, λ2 > 0, ìåòîäû

m̂(y)(t) =


ψ(t)y(t), t ∈ T 1,

α(t)y(t), t ∈ T0 \ (T 1 ∪ T 0),

0, t ∈ T 0 ∪ (T \ T0),

ãäå α(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (26) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ïðè δ = 0 ìåòîäû

m̂(y)(t) =

{
ψ(t)y(t), t ∈ T0 \ T 0,

0, t ∈ T 0 ∪ (T \ T0),

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ìåòî-
äû, êîòîðûå èñïîëüçóþò íåòî÷íî çàäàííóþ èíôîðìàöèþ òîëüêî íà
ìíîæåñòâå T0 \ T 0. Èíûìè ñëîâàìè, èíôîðìàöèÿ íà ìíîæåñòâå T 0

îêàçûâàåòñÿ ëèøíåé â òîì ñìûñëå, ÷òî íå óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòü
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèé ïî íåòî÷íî

çàäàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå

Ïóñòü S � ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà áûñòðî óáûâàþùèõ áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R, S ′ � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðî-
ñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé, F : S ′ → S ′ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fp ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç S ′,
äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖p =


(∫

R
|Fx(ξ)|p dξ

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

vraisup
ξ∈R

|Fx(ξ)|, p =∞.
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Ïîëîæèì

Fnp = {x(·) ∈ S ′ : ‖x(n)(·)‖p <∞},
F n
p = {x ∈ Fnp : ‖x(n)(·)‖p ≤ 1 }.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè x(·) ∈ F n
r ∩Fp èçâåñòíî íà èíòåðâàëå

∆σ = (−σ, σ), 0 < σ ≤ ∞, åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñ òî÷íîñòüþ äî
δ ≥ 0 â ìåòðèêå Lp(∆σ), ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(∆σ) òàêàÿ,
÷òî ‖Fx(·) − y(·)‖Lp(∆σ) ≤ δ. Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ýòîé èíôîðìàöèåé, ÷òîáû äëÿ 0 ≤ k < n âîññòàíîâèòü k-óþ
ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè â ìåòðèêå Fq? Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ
çäåñü ïîíèìàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ m : Lp(∆σ) → Fq.
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

epqr(m) = sup
x(·)∈Fnr ∩Fp, y(·)∈Lp(∆σ)
‖Fx(·)−y(·)‖Lp(∆σ)≤δ

‖x(k)(·)−m(y)(·)‖p.

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

Epqr = inf
m : Lp(∆σ)→Fq

epqr(m),

à ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ îï-
òèìàëüíûì.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îá-

ùåé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé âûøå, â êîòîðîé T = R, T0 = ∆σ,
ψ(ξ) = (iξ)k, ϕ(ξ) = (iξ)n. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå îáùèå ðåçóëü-
òàòû ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.
Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ 1 ≤ r = q < p <∞ è δ > 0. Ïîëîæèì

B = B

(
k + 1/q − 1/p

(n− k)(1− q/p)
,
2− q/p
1− q/p

)
,

ãäå B(·, ·) � B-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, è

σ̂δ =

(( q

2B

)1/q−1/p (n− k)2/q−1/p

δ(k + 1/q − 1/p)1/q

) 1
n+1/q−1/p

.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü k, n ∈ Z, 0 ≤ k < n, 1 ≤ q < p < ∞, δ > 0 è

σ ≥ σ̂δ. Òîãäà

Epqq =

(
n+ 1/q − 1/p

k + 1/q − 1/p

) 1
q

σ̂
−(n−k)
δ ,

à ìåòîä m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =

{
(iξ)k

(
1− (|ξ|/σ̂δ)q(n−k)

)
y(ξ), |ξ| < σ̂δ,

0, |ξ| ≥ σ̂δ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4), â êîòîðîì ïîëîæèì

λ̂2 = s−q(n−k), ãäå ïàðàìåòð s ≤ σ îïðåäåëèì ïîçæå. Èìååì(∫ s

−s

(
|ξ|kq − |ξ|nq

sq(n−k)

) p
p−q

dξ

)1/p

= δ

(∫ s

−s
|ξ|nq

(
|ξ|kq − |ξ|nq

sq(n−k)

) q
p−q

dξ

)1/q

.

Ñäåëàâ çàìåíó ξ = su, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2
1
p s

1
p

(∫ 1

0

u
kpq
p−q
(
1− uq(n−k)

) p
p−q du

)1/p

= 2
1
q s

1
q

+n

(∫ 1

0

unq+
kq2

p−q
(
1− uq(n−k)

) q
p−q du

)1/q

.

×òîáû ïåðåéòè ê B-ôóíêöèÿì, ñäåëàåì çàìåíó t = u(n−k)q. Ïîëó-
÷àåì(

2s

q(n− k)

) 1
p

B1/p

(
k + 1/q − 1/p

(n− k)(1− q/p)
,
2− q/p
1− q/p

)
= δsn

(
2s

q(n− k)

) 1
q

B1/q

(
k + 1/q − 1/p

(n− k)(1− q/p)
+ 1,

2− q/p
1− q/p

− 1

)
.

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

B(a+ 1, b− 1) =
a

b− 1
B(a, b),

íàõîäèì, ÷òî s = σ̂δ. Äàëåå ïðèìåíÿåì òåîðåìó 1. �

Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà σ < σ̂δ, òðåáóåò áîëåå òîíêîãî èññëå-
äîâàíèÿ. Ïðè q = 2 îíî áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [18], â êîòîðîé
òàêæå ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ q = 2.
Ïóñòü òåïåðü 1 ≤ p = q < r < ∞, 1 ≤ k < n, σ = +∞ è δ > 0.

Ïîëîæèì

ŝδ =

((
2B1

p

)1/p−1/r
(n− k − 1/p+ 1/r)1/p

δk2/p−1/r

) 1
n−1/p+1/r

,

ãäå

B1 = B

(
n− k − 1/p+ 1/r

k(1− p/r)
,
2− p/r
1− p/r

)
.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü k, n ∈ N, 1 ≤ k < n, 1 ≤ p < r <∞, σ = +∞ è

δ > 0. Òîãäà

Eppr =

(
n− 1/p+ 1/r

n− k − 1/p+ 1/r

) 1
p

ŝkδδ,
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à ìåòîä m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =

{
(iξ)ky(ξ), |ξ| < ŝδ,

(iξ)k (ŝδ/|ξ|)kp y(ξ), |ξ| ≥ ŝδ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (11), â êîòîðîì ïîëîæèì

λ̂1 = skp, ãäå ïàðàìåòð s îïðåäåëèì ïîçæå. Èìååì(∫
|ξ|≥s
|ξ|

npr
p−r
(
|ξ|kp − skp

) p
r−p dξ

)1/p

= δ

(∫
|ξ|≥s
|ξ|

npr
p−r
(
|ξ|kp − skp

) r
r−p dξ

)1/r

.

Ñäåëàâ çàìåíó ξ = s/u, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2
1
p s

1
p

(∫ 1

0

u
pr(n−k)
r−p +kp−2

(
1− ukp

) p
r−p du

)1/p

= 2
1
r s

1
r

+n

(∫ 1

0

u
pr(n−k)
r−p −2

(
1− ukp

) r
r−p du

)1/r

.

×òîáû ïåðåéòè ê B-ôóíêöèÿì, ñäåëàåì çàìåíó t = ukp. Ïîëó÷àåì(
2s

kp

) 1
p

B1/p

(
n− k − 1/p+ 1/r

k(1− p/r)
+ 1,

2− p/r
1− p/r

− 1

)
= δsn

(
2s

kp

) 1
r

B1/r

(
n− k − 1/p+ 1/r

k(1− p/r)
,
2− p/r
1− p/r

)
.

Îòñþäà s = ŝδ. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2. �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 1 ≤ q < p = r <∞.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü k, n ∈ Z, 0 ≤ k < n, 1 ≤ q < p < ∞, σ < +∞,

δ > 0 è â óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó∫ σ

0

(1− δpξnp)
(

ξkq

â+ ξnp

) p
p−q

dξ

=
δp(1/q − 1/p)

σ
n−k−1/q+1/p

1/q−1/p (n− k − 1/q + 1/p)
.

Òîãäà

Epqp =

(
2

∫ σ

0

ξ
kpq
p−q

(1 + âξnp)
p
p−q

dt

)1/q−1/p

(â+ δ−p)1/qδ,
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à ìåòîä m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =


â(iξ)k

â+ |ξ|np
y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (18) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ áó-
äåò èìåòü âèä∫ σ

0

(
ξkq

1 + λ̂2ξnp

) p
p−q

dξ = δp
∫ σ

0

ξnp
(

ξkq

1 + λ̂2ξnp

) p
p−q

dξ

+
δp(1/q − 1/p)

λ̂
p
p−q
2 σ

n−k−1/q+1/p
1/q−1/p (n− k − 1/q + 1/p)

.

Ïîëîæèâ a = λ̂−1
2 , ïîëó÷èì óðàâíåíèå f(a) = 0, ãäå

f(a) =

∫ σ

0

(1− δpξnp)
(

ξkq

a+ ξnp

) p
p−q

dξ

− δp(1/q − 1/p)

σ
n−k−1/q+1/p

1/q−1/p (n− k − 1/q + 1/p)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f(a)→ +∞ ïðè a→ 0 è

f(a)→ − δp(1/q − 1/p)

σ
n−k−1/q+1/p

1/q−1/p (n− k − 1/q + 1/p)

ïðè a→ +∞. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè (·) ñóùåñòâóåò çíà÷å-
íèå â > 0, äëÿ êîòîðîãî f(â) = 0. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà 3. �

Ïðè σ = +∞ ìîæíî ÿâíî ðåøèòü óðàâíåíèå (18). Â ýòîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü k, n ∈ Z, 0 ≤ k < n, 1 ≤ q < p < ∞, δ > 0 è

σ = +∞. Òîãäà

Epqp =

(
n

n−K

)1/q (
2B2

np

)1/q−1/p(
n−K
K

) K
np

δ1−K/n,

ãäå

K = k +
1

q
− 1

p
, B2 = B

 K

n
q/p

1− q/p
,
1− K

n
q/p

1− q/p

 ,

à ìåòîä m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =
(iξ)k

1 +
K

n−K
δp|ξ|np

y(ξ),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà 1 < p = q = r < ∞. Â
ñëó÷àå, êîãäà σ = +∞, à δ = 0, çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ
òðèâèàëüíîé, ò.ê. èçâåñòíà âñÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè. Ïîýòîìó
ýòîò ñëó÷àé â äàëüíåéøåì èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïîëîæèì
ïðè k ≥ 1

σ̂ =


(n
k

) 1
p(n−k)

δ−1/n, δ > 0,

+∞, δ = 0,

λ1 =


n− k
n

δ−pk/n, σ ≥ σ̂,

σkp
(
k

n

) k
n−k n− k

n
, σ < σ̂

λ2 =


k

n
δp(n−k)/n, σ ≥ σ̂,

σ−p(n−k), σ < σ̂.

Ïðè k = 0 ïîëîæèì λ1 = 1,

λ2 =

{
σ−pn, σ < +∞,
0, σ = +∞

.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü k, n ∈ Z, 0 ≤ k < n è 1 ≤ p <∞. Òîãäà

Eppp = (λ1δ
p + λ2)1/p.

Ïðè ýòîì ìåòîäû m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =

{
α(ξ)y(ξ), |ξ| < σ,

0, |ξ| ≥ σ,

à α(·) ïî÷òè äëÿ âñåõ ξ ∈ ∆σ ïðè δ > 0, λ2 > 0, óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

(30)
|(iξ)k − α(ξ)|p′

λ
p′/p
2 |ξ|p′n

+
|α(ξ)|p′

λ
p′/p
1

≤ 1, 1 < p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|(iξ)k − α(ξ)|
λ2|ξ|n

≤ 1,
|α(ξ)|
λ1

≤ 1, p = 1,

à ïðè 1 ≤ p <∞, δ = 0, � óñëîâèþ

|(iξ)k − α(ξ)| ≤ λ
1/p
2 |ξ|n,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïðè λ2 = 0 ìåòîä m̂(y)(·) = F−1y(·) �
îïòèìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (23) èìååò â ýòîì ñëó÷àå
âèä

(31)

∫
R
|ξ|kp|Fx(ξ)|p dξ → max,

∫
∆σ

|Fx(ξ)|p dξ ≤ δp,∫
R
|ξ|np|Fx(ξ)|p dξ ≤ 1.
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Çàäàäèì â ïëîñêîñòè (u, v) êðèâóþ v = uk/n â ïàðàìåòðè÷åñêîì
âèäå

(32)

{
u = |ξ|np,
v = |ξ|kp,

ξ ∈ R.

Ïóñòü k ≥ 1, δ > 0. Êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå u = δ−p

èìååò âèä v = λ1 + λ2u, ãäå

λ1 =
n− k
n

δ−pk/n, λ2 =
k

n
δp(n−k)/n.

Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé (32) äëÿ âñåõ ξ ∈ R

−|ξ|kp + λ1 + λ2|ξ|np ≥ 0.

Åñëè σ ≥ σ̂, òî äëÿ âñåõ ξ ∈ R

(33) −|ξ|kp + λ1χσ(ξ) + λ2|ξ|np ≥ 0,

ãäå χσ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ∆σ.
Ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ôóíêöèþ xε(·) òàêóþ,

÷òî

Fxε(ξ) =

{
δ/ε1/p, ξ ∈

(
δ−1/n − ε, δ−1/n

)
,

0, ξ /∈
(
δ−1/n − ε, δ−1/n

)
.

Òîãäà ∫
∆σ

|Fxε(ξ)|p dξ = δp,

à ∫
R
|ξ|np|Fxε(ξ)|p dξ =

δp

ε

∫ δ−1/n

δ−1/n−ε
ξnp dξ ≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ xε(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â (31) è, ñëå-
äîâàòåëüíî,

Ep
ppp ≥

∫
R
|ξ|kp|Fxε(ξ)|p dξ =

δp

ε

∫ δ−1/n

δ−1/n−ε
ξkp dξ.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì

Eppp ≥ δ1−k/n = (λ1δ
p + λ2)1/p.

Åñëè k ≥ 1, δ ≥ 0 è σ < σ̂, ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé (32)
â òî÷êå

u = σnp
(
k

n

) n
n−k

.

Îíà áóäåò èìåòü âèä v = λ1 + λ2v, ãäå

λ1 = σkp
(
k

n

) k
n−k n− k

n
, λ2 = σ−p(n−k).
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Â ñèëó âîãíóòîñòè êðèâîé (32) è òîãî, ÷òî ïðè |ξ| > σ λ2|ξ|pn >
λ2|ξ|pk, íåðàâåíñòâî (33) (ñ íîâûìè λ1 è λ2) âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε1, ε2 > 0 ôóíêöèþ xε1,ε2(·) òàêóþ, ÷òî

Fxε1,ε2(ξ) =


δ/ε

1/p
1 , ξ ∈ (ξ0, ξ0 + ε1),

c1/p, ξ ∈ (σ, σ + ε2),

0, ξ /∈ (ξ0, ξ0 + ε1) ∪ (σ, σ + ε2),

ãäå

ξ0 = σ

(
k

n

) 1
p(n−k)

,

à ÷èñëî c îïðåäåëèì ïîçæå. Òîãäà∫
∆σ

|Fxε1,ε2(ξ)|p dξ = δp,

à ∫
R
|ξ|np|Fxε1,ε2(ξ)|p dξ =

δp

ε1

∫ ξ0+ε1

ξ0

ξnp dξ + c

∫ σ+ε2

σ

ξnp dξ.

Ïðè ε1 → 0 è δ > 0

δp

ε1

∫ ξ0+ε1

ξ0

ξnp dξ → δpξnp0 = δpσnp
(
k

n

) n
n−k

< δpσ̂np
(
k

n

) n
n−k

= 1.

Ïîýòîìó ïðè δ ≥ 0, ïîëîæèâ

c =
1− δp

ε1

∫ ξ0+ε1
ξ0

ξnp dξ∫ σ+ε2
σ

ξnp dξ
,

ïîëó÷èì, ÷òî ∫
R
|ξ|np|Fxε1,ε2(ξ)|p dξ = 1.

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ xε1,ε2(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â (31) è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

Ep
ppp ≥

∫
R
|ξ|kp|Fxε1,ε2(ξ)|p dξ =

δp

ε1

∫ ξ0+ε1

ξ0

ξkp dξ

+

(
1− δp

ε1

∫ ξ0+ε1

ξ0

ξnp dξ

) ∫ σ+ε2
σ

ξkp dξ∫ σ+ε2
σ

ξnp dξ
.

Óñòðåìëÿÿ ε1 è ε2 ê íóëþ, ïîëó÷àåì

Eppp ≥ (λ1δ
p + λ2)1/p.

Ïóñòü k = 0 è σ < +∞. Òîãäà λ1 = 1, λ2 = σ−pn. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî íåðàâåíñòâî (33) âûïîëíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðåâ òó
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æå ôóíêöèþ xε1,ε2 (c ξ0 = 0), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà äîïóñòèìà
â çàäà÷å (31). Ïîýòîìó

Ep
ppp ≥

∫
R
|Fxε1,ε2(ξ)|p dξ = δp +

(
1− δp

ε1

∫ ε1

0

ξnp dξ

)
ε2∫ σ+ε2

σ
ξnp dξ

.

Óñòðåìëÿÿ ε1 è ε2 ê íóëþ, ïîëó÷àåì

Eppp ≥ (δp + σ−pn)1/p = (λ1δ
p + λ2)1/p.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà k = 0, è σ = +∞. Òîãäà
λ1 = 1, λ2 = 0. Íåðàâåíñòâî (33) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî.
Ðàññìîòðèì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ôóíêöèþ xε(·) òàêóþ, ÷òî

Fxε(ξ) =

{
δ/ε1/p, ξ ∈ (0, ε),

0, ξ /∈ (0, ε).

Òîãäà ∫
R
|Fxε(ξ)|p dξ = δp,

à ∫
R
|ξ|np|Fxε(ξ)|p dξ =

δp

ε

∫ ε

0

ξnp dξ → 0

ïðè ε → 0. Òåì ñàìûì äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ôóíêöèÿ xε(·)
äîïóñòèìà â çàäà÷å (31). Ïîýòîìó

Ep
ppp ≥

∫
R
|Fxε(ξ)|p dξ = δp = λ1δ

p + λ2.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðå-
ìû 4. �

Àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè k ≥ 1, δ > 0, ìåòîäû m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =


(iξ)ky(ξ), |ξ| ≤ θσ0,

(iξ)kα(ξ)y(ξ), θσ0 < |ξ| < σ0,

0, |ξ| ≥ σ0,

θ =

(
n− k
n

) 1
kp
(
k

n

) 1
p(n−k)

, σ0 = min{σ, σ̂},

à α(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (30) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ïðè δ = 0 èëè k = 0 ìåòîä m̂(y)(·) = F−1Yy(·), ãäå

Yy(ξ) =

{
(iξ)ky(ξ), |ξ| ≤ σ,

0, |ξ| ≥ σ,

� îïòèìàëüíûé.
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Ïðè p = 2 ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîä-
íîé íà ñîáîëåâñêîì êëàññå W n

2 = F n
2 èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå [16]

(ñì. òàêæå [19]).

7. Äèñêðåòíûé ñëó÷àé

Åñëè T = N è µ({j}) = 1, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî
Lp(T, µ), 1 ≤ p < ∞, ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì lp, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèì èç ñåáÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . .) òàêèõ, ÷òî

‖x‖lp =

( ∞∑
j=1

|xj|p
)1/p

<∞.

Ïîëîæèì

Wp =

{
x ∈ lp :

∞∑
j=1

|νjxj|p <∞
}
,

Wp =

{
x ∈ Wp :

∞∑
j=1

|νjxj|p ≤ 1

}
.

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð Λ: Wp → lp

Λx = (µ0x0, µ1x1, . . .),

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |µj|/|νj| äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j îãðàíè-
÷åíà (èç ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî Λx ∈ lp äëÿ âñåõ x ∈ Wp).
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷å-

íèé îïåðàòîðà T íà ìíîæåñòâå Wp ïî íåòî÷íî çàäàííûì êîîð-
äèíàòàì x1, . . . , xN . Òî÷íåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈
Wp èçâåñòåí âåêòîð y = (y1, . . . , yN), j = 1, . . . , N , òàêîé, ÷òî
‖INx− y‖lNp ≤ δ, ãäå INx = (x1, . . . , xN),à

‖x‖lNp =

( N∑
j=1

|xj|p
)1/p

.

Ïî âåêòîðó y íàäî âîññòàíîâèòü íàèáîëåå òî÷íî çíà÷åíèå Λx.
Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ çäåñü ïîíèìàþòñÿ âñåâîçìîæíûå

îòîáðàæåíèÿ m : lNp → lp. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé ïî-
ãðåøíîñòüþ ìåòîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ep(m) = sup
x∈Wp, y∈lNp
‖INx−y‖

lNp
≤δ

‖Λx−m(y)‖lp .

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

Ep = inf
m : lNp →lp

ep(m),

à ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ îï-
òèìàëüíûì.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî νj 6= 0 äëÿ âñåõ j ≥ N + 1. Ïîëîæèì

λ = sup
j≥N+1

|µj|p

|νj|p
,

M = co{(0, 0) ∪ {(|νj|p, |µj|p)}j∈N}+ {(t, tλ) | t ≥ 0},
ãäå co Ω � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Ω. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
θ(·) íà [0,∞) ïî ïðàâèëó: θ(t) = max{x | (t, x) ∈M}. ßñíî, ÷òî θ(·)
� âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ (ñì. ðèñ. 1).
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Òåîðåìà 10. Ïðè âñåõ δ > 0

Ep = δθ1/p(δ−p).

Ïóñòü δ > 0 è δ−p ïðèíàäëåæèò òîìó ïðîìåæóòêó íà R+, ãäå

θ(·) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì θ(t) = λ1 + λ2t. Åñëè λ1, λ2 > 0, òî äëÿ

âñåõ αj, 1 ≤ j ≤ N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(34)


|µj − αj|p

′

|νj|p′λp
′/p

2

+
|αj|p

′

λ
p′/p
1

≤ 1, 1 < p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|µj − αj|
|νj|λ2

≤ 1,
|αj|
λ1

≤ 1, p = 1,

ìåòîäû

(35) m̂(y) = (α1y1, . . . , αNyN , 0, . . .)

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Åñëè λ1 = 0, òî m̂(y) = 0 � îïòèìàëü-

íûé ìåòîä, à åñëè λ2 = 0, òî

m̂(y) = (y1, . . . , yN , 0, . . .)
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� îïòèìàëüíûé ìåòîä. Åñëè δ = 0, òî Ep = λ1/p è âñå ìåòîäû

(35), â êîòîðûõ

|µj − αj| ≤ |νj|λ1/p,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (23) â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå èìååò âèä

(36)
∞∑
j=1

|µjxj|p → max,
N∑
j=1

|xj|p ≤ δp,

∞∑
j=1

|νjxj|p ≤ 1.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M è ôóíêöèè θ(·), åñëè íà êàêîì-
íèáóäü èç ïðîìåæóòêîâ ëîìàíàÿ θ(·) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì θ(t) =
λ1 + λ2t, òî λ1 ≥ 0, 0 ≤ λ2 ≤ λ è ïðè âñåõ j ∈ N âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

−|µj|p + λ1χj + λ2|νj|p ≥ 0,

ãäå

χj =

{
1, 1 ≤ j ≤ N,

0, j > N.

Ïóñòü 0 < |νs1|p < . . . < |νsk |p � àðãóìåíòû òî÷åê èçëîìà ëîìàíîé
θ(·). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |νsl−1

| ≤ δ−1 < |νsl | ïðè íåêîòîðîì l, 1 < l ≤
k, à ôóíêöèÿ θ(·) ïðè |νsl−1

|p ≤ t ≤ |νsl |p èìååò âèä θ(t) = λ1 + λ2t.
Ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= sl−1, sl,

x̂sl−1
=

(
δp|νsl |p − 1

|νsl |p − |νsl−1
|p

)1/p

, x̂sl =

(
1− δp|νsl−1

|p

|νsl |p − |νsl−1
|p

)1/p

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

|x̂sl−1
|p + |x̂sl |p = δp,

|νsl−1
x̂sl−1
|p + |νslx̂sl |p = 1,

x̂ = (x̂1, x̂2, . . .) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì â çàäà÷å (36). Òåì
ñàìûì çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

(37) |µsl−1
|p|x̂sl−1

|p + |µsl |p|x̂sl |p = λ1δ
p + λ2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî δ−1 < νs1 . Åñëè ñóùåñòâóåò νj = 0,
j ∈ N, òî, âûáðàâ s0 èç óñëîâèÿ θ(0) = |µs0|p, νs0 = 0, òå æå ðàññóæ-
äåíèÿ, ÷òî è âûøå, ïðîâåäåííûå äëÿ l = 1, äîêàçûâàþò ðàâåíñòâî
(37), ãäå λ1 è λ2 òàêîâû, ÷òî ôóíêöèÿ θ(·) íà îòðåçêå [0, |νs1 |p] èìå-
åò âèä θ(t) = λ1 + λ2t. Åñëè νj > 0 ïðè âñåõ j ∈ N, òî λ1 = 0
è θ(t) = λ2t ïðè t ∈ [0, |νs1|p]. Òîãäà ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= s1,
à x̂s1 = 1/νs1 . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x̂ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
ýëåìåíòîì â çàäà÷å (36). Ñëåäîâàòåëüíî, åå çíà÷åíèå îöåíèâàåòñÿ
ñíèçó âåëè÷èíîé

|µs1|p|x̂s1|p = λ2.
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Ïóñòü òåïåðü δ ≤ |νsk |−1, à θ(·) íà ïðîìåæóòêå [|νsk |p,+∞) èìååò
âèä θ(t) = λ1 + λ2t. ßñíî, ÷òî λ2 = λ, ò.ê. |νsk |p � ïîñëåäíÿÿ òî÷êà
èçëîìà θ(·). Èç îïðåäåëåíèÿ λ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò sk+1 ≥ N + 1 òàêîå, ÷òî

(38)
|µsk+1

|p

|νsk+1
|p
> λ− ε.

Ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= sk, sk+1, à x̂sk è x̂sk+1
âûáåðåì òàê, ÷òîáû

óäîâëåòâîðÿëèñü ðàâåíñòâà

|x̂sk |p = δp,

|νsk x̂sk |p + |νsk+1
x̂sk+1

|p = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî x̂ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ýëåìåíòîì â çàäà÷å (36).
Ñëåäîâàòåëüíî, åå çíà÷åíèå îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

|µsk |p|x̂sk |p+|µsk+1
|p|x̂sk+1

|p = λ1δ
p+λ2−

(
λ−
|µsk+1

|p

|νsk+1
|p

)
(1−δp|νsk |p)

≥ λ1δ
p + λ2 − ε(1− δp|νsk |p).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (36)
îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé λ1δ

p + λ2.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èçëîìîâ íåò. Òîãäà θ(·) ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìîé θ(t) = λ1 + λ2t íà R+. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå λ2 = λ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà x̂ ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü ñíà÷àëà
ñóùåñòâóåò s0 òàêîå, ÷òî νs0 = 0 è θ(0) = |µs0|p. Òîãäà ïîëîæèì
x̂j = 0, j 6= s0, sk+1, à x̂s0 è x̂sk+1

âûáåðåì òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿ-
ëèñü ðàâåíñòâà

|x̂s0|p = δp,

|νsk+1
x̂sk+1

|p = 1

(çäåñü sk+1 òî æå, ÷òî è â (38)). Òîãäà çíà÷åíèå çàäà÷è (36) îöåíè-
âàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

|µs0|p|x̂s0 |p + |µsk+1
|p|x̂sk+1

|p =

λ1δ
p + λ2 −

(
λ−
|µsk+1

|p

|νsk+1
|p

)
> λ1δ

p + λ2 − ε.

Åñëè æå θ(0) = 0 (â ýòîì ñëó÷àå λ1 = 0), ïîëîæèì x̂j = 0, j 6= sk+1,
à x̂sk+1

= 1/νsk+1
. Òîãäà çíà÷åíèå îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

|µsk+1
|p|x̂sk+1

|p = λ2 +

(
λ−
|µsk+1

|p

|νsk+1
|p

)
> λ2 − ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç-çà ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 è â òîì, è â äðóãîì
ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà λ1δ

p + λ2.
Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �
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Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ èçëîìà ëîìàíîé θ(·) (|νsl |p, |µsl |p), l =
1, . . . , k, ñóùåñòâóåò ìíîãî îïîðíûõ ïðÿìûõ ê ìíîæåñòâó M . Ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè δ = |νsl |−1 äëÿ âñÿêîé òàêîé îïîðíîé ïðÿìîé
λ1 + λ2t, äëÿ êîòîðîé λ1, λ2 > 0, âñå ìåòîäû (35), â êîòîðûõ αj,
j = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (34) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíû-
ìè.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü δ−p ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó R+, íà êî-

òîðîì θ(t) = λ1 + λ2t, è λ1, λ2 > 0. Ïîëîæèì

D = { j : |µj|p > |νj|pλ2, 1 ≤ j ≤ N } , D0 = { j ∈ D : |µj|p ≤ λ1 }.

Òîãäà ìåòîäû

{m̂(y)}j =


µjyj, j ∈ D0,

αjyj, j ∈ D \D0,

0, N \D,

ãäå αj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (34), ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Èç ñëåäñòâèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ î íåòî÷íî çà-
äàííîì âåêòîðå x ñîäåðæàò êîîðäèíàòû x, íîìåðà êîòîðûõ âõîäÿò
â ìíîæåñòâî D. Ïðè ýòîì äëÿ íîìåðîâ èç ìíîæåñòâà D0 ìîæíî
ïðèìåíÿòü ìåòîä, êîòîðûé äåéñòâóåò íà êîîðäèíàòû òàê æå, êàê
è âîññòàíàâëèâàåìûé îïåðàòîð. Âèä ìíîæåñòâ D è D0 ïîêàçàí íà
ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2

Ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ â åâêëèäîâîì
ñëó÷àå ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà µj è νj áûëî
ïîëó÷åíî â ðàáîòå [15], à â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, íî ñíîâà â ðàìêàõ
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åâêëèäîâîãî ñëó÷àÿ â ðàáîòå [20] (è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àÿõ áåç
ïîëó÷åíèÿ ñåìåéñòâà ìåòîäîâ).
Ïðèìåíèì òåïåðü ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 10 ðåçóëüòàòû ê ïðè-

ìåðó èç ðàáîòû [6, òåîðåìà 12]. Â ýòîì ïðèìåðå µj = 1, j ∈ N (â
äåéñòâèòåëüíîñòè, â [6] ðàññìàòðèâàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà Z,
íî ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì). Ïîëîæèì

B = min
1≤j≤N

|νj|, A = inf
j>N
|νj|, C =

B

A

(áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A > 0, ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Ep = +∞). Äëÿ
ââåäåííîé ðàíåå âåëè÷èíû λ èìååì λ = 1/Ap.
Èç òåîðåìû 10 ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 11.
1. Ïðè δ = 0 Ep = 1/A è âñå ìåòîäû (35), â êîòîðûõ

|1− αj| ≤ |νj|/A, j = 1, . . . , N,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

2. Ïðè C = 0 θ(t) = 1 + t/Ap, Ep = (δp + A−p)1/p è âñå ìåòîäû

(35), â êîòîðûõ
Ap
′

|νj|p′
|1− αj|p

′
+ |αj|p

′ ≤ 1, 1 < p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|1− αj| ≤ |νj|/A, |αj| ≤ 1, p = 1,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

3. Ïðè 0 < C < 1 è δ−1 ≥ B θ(t) = 1− Cp + t/Ap,

Ep = (δp(1− Cp) + A−p)1/p

è âñå ìåòîäû (35), â êîòîðûõ
(39)

Ap
′

|νj|p′
|1− αj|p

′
+

|αj|p
′

(1− Cp)p′/p
≤ 1, 1 < p <∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|1− αj| ≤ |νj|/A, |αj| ≤ (1− C), p = 1,

ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

4. Ïðè C ≥ 1 θ(t) = t/Ap, Ep = 1/A, à ïðè 0 < C < 1 è δ−1 ≤ B
θ(t) = t/Bp, Ep = 1/B è ìåòîä m̂(y) = 0 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Â [6] íàéäåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ αj: 1, 2. αj =
1; 3. αj = 1− Cp; 4. αj = 0.
Âûÿñíèì òåïåðü ïðè êàêèõ j ìîæíî ïîëîæèòü αj = 0 è αj = 1.

Ïîëîæèì
N1 = { j ∈ {1, . . . , N} : |νj| < A }.

Ñëåäñòâèå 4. 1. Ïðè δ = 0 èëè C = 0 ìåòîä (35), â êîòîðîì

αj =

{
1, j ∈ N1,

0, j /∈ N1,
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� îïòèìàëüíûé.

2. Ïðè 0 < C < 1 è δ−1 ≥ B âñå ìåòîäû (35) â êîòîðûõ ïðè

j ∈ N1 αj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (39), à ïðè j /∈ N1 αj = 0,
ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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