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ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÈÇ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ

ÕÀÐÄÈ�ÑÎÁÎËÅÂÀ

Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåí ýêñòðåìóì íîðìû k-îé ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àíàëèòè÷åñêîé â
ïîëîñå, â ìåòðèêå L2(R) ïðè îãðàíè÷åíèè íà íîðìó ñàìîé
ôóíêöèè â L2(R) è íîðìó åå n-îé ïðîèçâîäíîé â ìåòðèêå ïðî-
ñòðàíñòâà Õàðäè�Ñîáîëåâà. Èçó÷àåòñÿ òàêæå òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ
ýòîé çàäà÷åé çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-îé ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè èç êëàññà Õàðäè�Ñîáîëåâà ïî íåòî÷íî çà-
äàííîìó ñëåäó ýòîé ôóíêöèè íà âåùåñòâåííîé îñè. Ïîëó÷åí
îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷

Â ìîíîãðàôèè [1] Õàðäè, Ëèòòëâóä è Ïîëèà äîêàçàëè, ÷òî äëÿ
âñåõ öåëûõ 0 < k < r èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

(1) ‖x(k)(·)‖L2(R) ≤ ‖x(·)‖1− k
r

L2(R)‖x
(r)(·)‖

k
r

L2(R),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (r − 1)-
àÿ ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà R è x(r)(·) ∈
L2(R). Íåðàâåíñòâà òèïà (1) íîñÿò íàçâàíèå íåðàâåíñòâ Ëàíäàó�

Êîëìîãîðîâà: Ëàíäàó [2] ïåðâûé ïîëó÷èë ðÿä òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ
â ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâàõ, à Êîëìîãîðîâ [3] â 1939 ã. ïîëó÷èë îäèí
èç ñàìûõ ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé ïðîáëåìàòèêå (èì áûëà íàé-
äåíà òî÷íàÿ êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå, ïîäîáíîì (1), êîãäà âñå íîð-
ìû çàäàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L∞(R)). Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î
íåðàâåíñòâàõ òèïà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâà äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíê-
öèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [4] è [5].
Íàäî îòìåòèòü, ÷òî óæå â ðàáîòå Êîëìîãîðîâà [3] áûë ïðîÿâëåí

èíòåðåñ ê íåðàâåíñòâàì òàêîãî âèäà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Àíàëîã íåðàâåíñòâà Êîëìîãîðîâà äëÿ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
ïîëîñå Sβ = {z ∈ C : | Im z| < β}, áûë ïîëó÷åí â [6]. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí àíàëîã íåðàâåíñòâà Õàðäè�Ëèòëâóäà-Ïîëèà
äëÿ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ, à òàêæå ðàññìîòðåí ðÿä
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ ýòèì íåðà-
âåíñòâîì. Íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �05-01-00275, �05-01-00261) è ïðîãðàììû
�Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè"(ÓÐ.03.01.130, ÓÐ.04.02.536).
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â ïîëîñå Sβ, èíòåðåñíû åùå è òåì, ÷òî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå,
êîãäà β → 0, ïîëó÷àþòñÿ òî÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ âåùåñòâåííîãî
ñëó÷àÿ.
Ïåðåéäåì ê òî÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Ïðîñòðàíñòâîì Õàðäè

Hβ
2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(·), àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå

Sβ, äëÿ êîòîðûõ

‖f(·)‖Hβ2 =

(
sup

0≤η<β

1

2

∫
R
(|f(t+ iη)|2 + |f(t− iη)|2) dt

)1/2

<∞.

×åðåç Hr,β
2 (ïðîñòðàíñòâî Õàðäè�Ñîáîëåâà) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-

æåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ f
(r)(·) ∈

Hβ
2 .
Ïîä òî÷íûì íåðàâåíñòâîì Õàðäè�Ëèòòëâóäà�Ïîëèà äëÿ ôóíê-

öèé èç Hr,β
2 áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(2) sup
f(·)∈Hr,β2 ∩L2(R)

‖f (r)(·)‖
Hβ2
≤γ1

‖f(·)‖L2(R)≤γ2

‖f (k)(·)‖L2(R)

äëÿ ëþáûõ γ1, γ2 > 0. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùóþ çàäà÷ó
(îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè k-îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(·) ∈
Hr,β

2 â ìåòðèêå L2(R) ïî íåòî÷íûì çíà÷åíèåì ñàìîé ôóíêöèè f(·)
íà R), ïðè ðåøåíèè êîòîðîé áóäåò íàéäåíà âåëè÷èíà (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr,β
2 ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(·) ∈ Hr,β

2 , äëÿ êîòî-
ðûõ ‖f (r)(·)‖Hβ2 ≤ 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-

ëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(·) ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R) ïî åå ñëåäó

íà R, çàäàííîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ â ìåòðèêå L2(R), ò.å. ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî âìåñòî ñëåäà íà R ôóíêöèè f(·) èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(R)
òàêàÿ, ÷òî

‖f(·)− y(·)‖L2(R) ≤ δ.

Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèè y(·) âîññòàíîâèòü íà R íàèëó÷øèì îáðàçîì
ôóíêöèþ f (k)(·).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðî-

èçâîëüíûå îïåðàòîðû ϕ : L2(R) → L2(R). Äëÿ äàííîãî ìåòîäà âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ϕ åãî ïîãðåøíîñòüþ íàçîâåì âåëè÷èíó

ek(H
r,β
2 , δ, ϕ) = sup

f(·)∈Hr,β
2 ∩L2(R), y(·)∈L2(R)
‖f(·)−y(·)‖L2(R)≤δ

‖f (k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R).

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-
íà

Ek(H
r,β
2 , δ) = inf

ϕ : L2(R)→L2(R)
ek(H

r,β
2 , δ, ϕ),

à îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ � ìåòîä, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.
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Ðàññìîòðèì åùå îäíó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó � îá îöåíêå L2(R)-

íîðìû ôóíêöèè f(·) ∈ Hβ
2 íà ïðÿìîé Im z = ρ, −β < ρ < β, ÷åðåç åå

L2(R)-íîðìû ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà ïðÿìûõ Im z = ±β (õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ó ôóíêöèé èçHβ
2 ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóþò ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ íà ïðÿìûõ Im z = ±β, ÿâëÿþùèåñÿ ôóíêöèÿìè èç L2(R)).
Òåì ñàìûì ðå÷ü èäåò îá ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

(3) ‖f(·+ iρ)‖L2(R) → max, ‖f(· − iβ)‖L2(R) ≤ δ1,

‖f(·+ iβ)‖L2(R) ≤ δ2.

Ðåçóëüòàò ïîäîáíîãî òèïà, êîãäà íîðìû áåðóòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ
L∞(R), à ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè è îãðàíè÷åííûìè â
ïîëîñå, èçâåñòåí êàê òåîðåìà î òðåõ ïðÿìûõ (ñì., íàïðèìåð, [7]).
Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ êðóãà � òåîðåìà Àäàìàðà î òðåõ
êðóãàõ [8].
Ñâÿæåì ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé (3) çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîñ-

ñòàíîâëåíèè ôóíêöèè f(·) ∈ Hβ
2 íà ïðÿìîé Im z = ρ ïî åå ïðèáëè-

æåííûì ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì íà ïðÿìûõ Im z = ±β. Áîëåå òî÷íî,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈ Hβ

2 èçâåñòíû ôóíê-
öèè y1(·), y2(·) ∈ L2(R) òàêèå, ÷òî

‖f(· − iβ)− y1(·)‖L2(R) ≤ δ1, ‖f(·+ iβ)− y2(·)‖L2(R) ≤ δ2.

Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèÿì y1(·), y2(·) âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f(·+ iρ).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæ-

íûå îïåðàòîðû ϕ : L2(R) × L2(R) → L2(R). Äëÿ äàííîãî ìåòîäà ϕ
åãî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

eρ(Hβ
2 , δ1, δ2, ϕ) = sup

f(·)∈Hβ2 , y1(·),y2(·)∈L2(R)
‖f(·+iβ)−y1(·)‖L2(R)≤δ1
‖f(·−iβ)−y2(·)‖L2(R)≤δ2

‖f(·+ iρ)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(R).

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Eρ(Hβ
2 , δ1, δ2) = inf

ϕ : L2(R)×L2(R)→L2(R)
eρ(Hβ

2 , δ1, δ2, ϕ).

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü r ∈ N è β � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ
tr
√

ch 2βt ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t ∈ R+ îò 0 äî +∞. Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî x ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

tr
√

ch 2βt = x,

ïðèíàäëåæàùåå èíòåðâàëó [0,+∞). Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç µrβ(x).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü r, k ∈ N è k ≤ r. Ïðè âñåõ γ1, γ2 > 0 èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
f(·)∈Hr,β2 ∩L2(R)

‖f (r)(·)‖
Hβ2
≤γ1

‖f(·)‖L2(R)≤γ2

‖f (k)(·)‖L2(R) = γ2µ
k
rβ

(
γ1

γ2

)
.

Èíûìè ñëîâàìè, òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç
ïðîñòðàíñòâà Hr,β

2 , îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, èìååò ìåñòî
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖f (k)(·)‖L2(R) ≤ ‖f(·)‖L2(R)µ
k
rβ

(
‖f (r)(·)‖Hβ2
‖f(·)‖L2(R)

)
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü r, k ∈ N, k ≤ r è δ > 0. Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî

Ek(H
r,β
2 , δ) = δµkrβ(δ−1),

à ìåòîä

ϕ0(y)(·) = (Kr,βk,δ ∗ y)(·),
ãäå

(4) Kr,βk,δ(x)

=
1

2π

∫
R
(it)k

(
1 +

kδ2t2r ch 2βt

r − k + βµrβ(δ−1) th(2βµrβ(δ−1))

)−1

eixt dt,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïðè âñåõ −β < ρ < β è δ1, δ2 > 0 èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

Eρ(Hβ
2 , δ1, δ2) = sup

f(·)∈Hβ2
‖f(·−iβ)‖L2(R)≤δ1
‖f(·+iβ)‖L2(R)≤δ2

‖f(·+ iρ)‖L2(R) = δ
β−ρ
2β

1 δ
β+ρ
2β

2 ,

à ìåòîä

ϕ0(y1, y2)(x) = δ2
2(β − ρ)(Kρ,βδ1,δ2 ∗ y1)(x− i(β − ρ))

+ δ2
1(β + ρ)(Kρ,βδ1,δ2 ∗ y2)(x+ i(β + ρ)),

ãäå

(5) Kρ,βδ1,δ2(x) =
1

2π

∫
R

eixt

δ2
2(β − ρ)e2βt + δ2

1(β + ρ)e−2βt
dt,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Èç òåîðåìû 3, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ïðè −β < ρ < β äëÿ
âñåõ f(·) ∈ Hβ

2 èìååò ìåñòî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖f(·+ iρ)‖L2(R) ≤ ‖f(· − iβ)‖
β−ρ
2β

L2(R)‖f(·+ iβ)‖
ρ+β
2β

L2(R).

3. Äîêàçàòåëüñòâà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 íàì ïîòðåáóåòñÿ îäèí îáùèé
ðåçóëüòàò îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
îñíîâàííûé íà ìåòîäå, ðàçðàáîòàííîì â [9], [10]. Íà÷íåì ñ ïîñòà-
íîâêè íåêîòîðîé îáùåé çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè.
Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y1, . . . , Yp � ëèíåéíûå ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ïîëóñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (·, ·)Yj , j = 1, . . . , p, è
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëóíîðìàìè ‖ · ‖Yj , j = 1, . . . , p, Ys = L∞(∆s),
∆s ⊆ R, s = p+ 1, . . . ,m, Ij : X → Yj, j = 1, . . . ,m, � ëèíåéíûå îïå-
ðàòîðû, à Z � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà T : X → Z íà ìíî-
æåñòâå

W = {x ∈ X : ‖Ijx‖Yj ≤ δj, j = 1, . . . , l, 0 ≤ l ≤ p }
ïî çíà÷åíèÿì îïåðàòîðîâ Il+1, . . . , Im, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ
(ïðè l = 0 ïîëàãàåì W = X). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x ∈ W íàì èçâåñòåí âåêòîð y = (yl+1, . . . , yp, yp+1(·), . . . , ym(·)) ∈
Yl+1 × . . . × Ym òàêîé, ÷òî ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj, j = l + 1, . . . , p, è
|Isx(t) − ys(t)| ≤ δs(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ ∆s, s = p + 1, . . . ,m (â
äàëüíåéøåì äëÿ ôóíêöèé èç L∞(∆s) íå áóäåì îòìå÷àòü êàæäûé
ðàç, ÷òî íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ âûïîëíåííûìè ïî÷òè âñþäó íà
∆s).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà T ðàññìàòðèâà-

þòñÿ âñåâîçìîæíûå îïåðàòîðû ϕ : Yl+1 × . . . × Ym → Z. Ïîãðåøíî-
ñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äàííîãî ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(T,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Yl+1×...×Ym

‖Ijx−yj‖Yj≤δj , j=l+1,...,p

|Isx(t)−ys(t)|≤δs(t), s=p+1,...,m

‖Tx− ϕ(y)‖Z

(çäåñü I = (Il+1, . . . , Im), δ = (δl+1, . . . , δp, δp+1(·), . . . , δm(·))). Ïî-
ãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E(T,W, I, δ) = inf
ϕ : Yl+1×...×Ym→Z

e(T,W, I, δ, ϕ),

à ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçûâàåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì.
Ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé âîññòàíîâëåíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ýêñòðå-

ìàëüíàÿ çàäà÷à

(6) ‖Tx‖2
Z → max, ‖Ijx‖2

Yj
≤ δ2

j , j = 1, . . . , p, |Isx(t)|2 ≤ δ2
s(t),

s = p+ 1, . . . ,m.



6 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(x, λ) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷è

L(x, λ) = −‖Tx‖2
Z +

p∑
j=1

λj‖Ijx‖2
Yj

+
m∑

s=p+1

∫
∆s

λs(t)|Isx(t)|2 dt,

ãäå λ = (λ1, . . . , λp, λp+1(·), . . . λm(·)), λj ≥ 0, j = 1, . . . , p, à λs(·) �
èçìåðèìûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè íà ∆s, s = p+ 1, . . . ,m.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå íåîòðèöàòåëüíûå íà

∆s ôóíêöèè λ̂s(·), s = p + 1, . . . ,m è λ̂j ≥ 0, j = 1, . . . , p, òàêèå,

÷òî äëÿ λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂p, λ̂p+1(·), . . . λ̂m(·))

(a) L(x, λ̂) ≥ 0 ∀x ∈ X.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ â (6), ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(b) lim
n→∞

L(xn, λ̂) = 0,

(c) lim
n→∞

(
p∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijxn‖2

Yj
− δ2

j

)
+

m∑
s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)
(
|Isxn(t)|2 − δ2

s(t)
)
dt

)
= 0.

Òîãäà çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (6) ðàâíî

p∑
j=1

λ̂jδ
2
j +

m∑
s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)δ
2
s(t) dt.

Åñëè ïðè ýòîì äëÿ âñåõ y = (yl+1, . . . , yp, yp+1(·), . . . , ym(·)) ∈ Yl+1×
. . .× Ym ñóùåñòâóåò xy � ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(7)
l∑

j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+

p∑
j=l+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj

+
m∑

s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)|Isx(t)− ys(t)|2 dt→ min, x ∈ X,

òî

(8) ϕ0(y) = Txy

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è

(9) E(T,W, I, δ) =

√√√√ p∑
j=1

λ̂jδ2
j +

m∑
s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)δ2
s(t) dt.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ çàäà÷è (6) è çàäà÷è

(10) ‖Tx‖2
Z → max,

p∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
m∑

s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)|Isx(t)|2 dt ≤ S,

ãäå

S =

p∑
j=1

λ̂jδ
2
j +

m∑
s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)δ
2
s(t) dt,

ñîâïàäàþò è ðàâíû S. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî â
(6) èëè â (10) ýëåìåíòà x ∈ X èìååì ñ ó÷åòîì (a)

− ‖Tx‖2
Z ≥ −‖Tx‖2

Z +

p∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijx‖2

Yj
− δ2

j

)
+

m∑
s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)
(
|Isx(t)|2 − δ2

s(t)
)
dt ≥ −S.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (c) è (b), ïîëó÷àåì,
÷òî

− lim
n→∞

‖Txn‖2 = lim
n→∞

(
− ‖Txn‖2

Z +

p∑
j=1

λ̂j

(
‖Ijxn‖2

Yj
− δ2

j

)
+

m∑
s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)
(
|Isxn(t)|2 − δ2

s(t)
)
dt

)
= −S,

ò. å. S � çíà÷åíèå çàäà÷ (6) è (10).
Îöåíêà ñíèçó. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ ïðè âñåõ x ∈ W òàêèõ, ÷òî
‖Ijx‖Yj ≤ δj, j = l+1, . . . , p è |Isx(t)| ≤ δs(t), s = p+1, . . . ,m, èìååì

2‖Tx‖Z ≤ ‖Tx− ϕ(0)‖Z + ‖T (−x)− ϕ(0)‖Z ≤ 2e(T,W, I, δ, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(T,W, I, δ, ϕ) ≥ sup
x∈W

‖Ijx‖Yj≤δj , j=l+1,...,p

|Isx(t)|≤δs(t), s=p+1,...,m

‖Tx‖Z =
√
S.

Òàêèì îáðàçîì,

(11) E(T,W, I, δ) ≥
√
S.

Îöåíêà ñâåðõó. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E = Y1×. . .×
Ym ñ ïîëóñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(y1, y2)E =

p∑
j=1

λ̂j(y
1
j , y

2
j )Yj +

m∑
s=p+1

∫
∆j

λ̂s(t)y
1
j (t)y

2
j (t) dt.

Òîãäà ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (7) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

‖Ĩx− ŷ‖2
E → min, x ∈ X,
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ãäå Ĩ = (I1, . . . , Im), à ŷ = (0, . . . , 0, yl+1, . . . , yp, yp+1(·), . . . , ym(·)).
Åñëè xy � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(Ĩxy − ŷ, Ĩx)E = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(12) ‖Ĩx− ŷ‖2
E = ‖Ĩx− Ĩxy‖2

E + ‖Ĩxy − ŷ‖2
E.

Åñëè x ∈ W , à ŷ òàêîâ, ÷òî ‖Ijx − yj‖Yj ≤ δj, j = l + 1, . . . , p,
|Isx(t) − ys(t)| ≤ δs(t) ïî÷òè âñþäó íà ∆s, s = p + 1, . . . ,m, òî èç
(12) âûòåêàåò, ÷òî

‖Ĩx− Ĩxy‖2
E ≤ ‖Ĩx− ŷ‖2

E =
l∑

j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+

p∑
j=l+1

λ̂j‖Ijx− yj‖2
Yj

+
m∑

s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)|Isx(t)− ys(t)|2 dt ≤ S.

Ïîëàãàÿ z = x− xy, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

p∑
j=1

λ̂j‖Ijz‖2
Yj

+
m∑

s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)|Isz(t)|2 dt ≤ S.

Òåì ñàìûì äëÿ ìåòîäà (8) èìååì

‖Tx− ϕ0(y)‖Z = ‖Tz‖Z

≤ sup

{
‖Tx‖Z :

p∑
j=1

λ̂j‖Ijx‖2
Yj

+
m∑

s=p+1

∫
∆s

λ̂s(t)|Isx(t)|2 dt ≤ S

}
=
√
S.

Ó÷èòûâàÿ (11), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (9) è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà
(8). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(13) ‖f (k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖f (r)(·)‖2

Hβ2
≤ γ2

1 , ‖f(·)‖2
L2(R) ≤ γ2

2 .

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

L(f(·), λ1, λ2) = −‖f (k)(·)‖2
L2(R) + λ1‖f (r)(·)‖2

Hβ2
+ λ2‖f(·)‖2

L2(R).

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ H2

íàä òðóá÷àòûìè îáëàñòÿìè (ñì. [7]) ñëåäóåò, ÷òî f(·) ∈ Hβ
2 â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èìååò âèä

(14) f(z) =
1

2π

∫
R
f̂(t)eizt dt,



ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÎ ÕÀÐÄÈ�ËÈÒÒËÂÓÄÀ�ÏÎËÈÀ 9

ãäå f̂(·) � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

sup
|y|<β

∫
R
|f̂(t)|2e−2yt dt <∞

(f̂(·) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x), x ∈ R). Èç òåîðåìû
Ïëàíøåðåëÿ âûòåêàåò òîãäà, ÷òî

‖f(·)‖2

Hβ2
=

1

2π
sup

0≤y<β

∫
R
|f̂(t)|2 ch 2yt dt =

1

2π

∫
R
|f̂(t)|2 ch 2βt dt.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå è îáîçíà÷àÿ (2π)−1|f̂(·)|2 = u(·), áóäåì
èìåòü

L(f(·), λ1, λ2) =

∫
R
(−t2k + λ1t

2r ch 2βt+ λ2)u(t) dt.

Ïîëîæèì

α(t) = −1 + λ1t
2(r−k) ch 2βt+ λ2t

−2k.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî α(t) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïðè t > 0. Ïî-
ýòîìó åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå t0 > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(15) α(t0) = α′(t0) = 0,

òî α(t) ≥ 0 ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïóñòü t0 � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

(16) γ2
2t

2r ch 2βt = γ2
1 ,

ò. å. t0 = µrβ(γ1/γ2). Âûáåðåì λ̂1 è λ̂2 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðà-
âåíñòâà (15). Èìååì

λ̂1 =
kt

2(k−r)
0

r ch 2βt0 + t0β sh 2βt0
,

λ̂2 =
(r − k)t2k0 ch 2βt0 + t2k+1

0 β sh 2βt0
r ch 2βt0 + t0β sh 2βt0

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàê âûáðàííûõ λ̂1 è λ̂2 äëÿ âñåõ t ∈ R

−t2k + λ̂1t
2r ch 2βt+ λ̂2 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ f(·) ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R)

L(f(·), λ̂1, λ̂2) ≥ 0.

Ïîëîæèì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (òàêèõ, ÷òî t0 − 1/n > 0)

un(t) =

{
γ2

2n, t ∈ (t0 − 1/n, t0),

0, t /∈ (t0 − 1/n, t0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(·) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ïîëó÷àåìóþ

ïî ôîðìóëå (14) äëÿ f̂(·) =
√

2πun(·). Èìååì
‖fn(·)‖2

L2(R) = ‖un(·)‖2
L2(R) = γ2

2 ,
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à

‖f (r)
n (·)‖2

L2(R) = γ2
2n

∫ t0

t0−1/n

t2r ch 2βt dt ≤ γ2
2t

2r
0 ch 2βt0 = γ2

1 ,

ò. e. ôóíêöèè fn(·) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (13). Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî

lim
n→∞

L(fn(·), λ̂1, λ̂2) = 0,(17)

lim
n→∞

‖f (r)
n (·)‖2

L2(R) = γ2
1 .(18)

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (13) ðàâ-
íî

λ̂1γ
2
1 + λ̂2γ

2
2 = γ2

2µ
2k
rβ

(
γ1

γ2

)
.

�

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïîëîæèì γ1 = 1, γ2 = δ è äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ λ̂1, λ̂2 ïðè íåêîòîðîì y(·) ∈ L2(R) ðàññìîòðèì ýêñ-
òðåìàëüíóþ çàäà÷ó

λ̂1‖f (r)(·)‖2

Hβ2
+ λ̂2‖f(·)− y(·)‖2

L2(R) → min, f(·) ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ìîæåì çàïèñàòü ýòó çàäà÷à â âèäå

1

2π

∫
R
(λ̂1t

2r|f̂(t)|2 ch 2βt+ λ̂2|f̂(·)− ŷ(·)|2) dt→ min,

f(·) ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R).

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f̂y(t) =
λ̂2

λ̂2 + λ̂1t2r ch 2βt
ŷ(t).

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä

ϕ0(y)(·) = f (k)
y (·)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

f
(k)
y (·) ðàâíî

(it)k
λ̂2

λ̂2 + λ̂1t2r ch 2βt
ŷ(t),

òî åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâåðòêè ôóíêöèè y(·) è ôóíêöèè

Kr,βk,δ(·), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâîì (4). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïåðåéäåì äëÿ óäîáñòâà ê êâàäðàòàì
â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (3)

(19) ‖f(·+ iρ)‖2
L2(R) → max, ‖f(· − iβ)‖2

L2(R) ≤ δ2
1,

‖f(·+ iβ)‖2
L2(R) ≤ δ2

2.
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è çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(f(·), λ1, λ2) = −‖f(·+ iρ)‖2
L2(R) + λ1‖f(· − iβ)‖2

L2(R)

+ λ2‖f(·+ iβ)‖2
L2(R).

Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (14), ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, ïî òåîðåìå
Ïëàíøåðåëÿ áóäåì èìåòü

L(f(·), λ1, λ2) =
1

2π

∫
R
(−e−2ρt + λ1e

2βt + λ2e
−2βt)|f̂(t)|2 dt.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

γ(t) = −1 + λ1e
2(β+ρ)t + λ2e

−2(β−ρ)t

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà R. Ïîýòîìó åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè t0 ∈ R

(20) γ(t0) = γ′(t0) = 0,

òî γ(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ R. Ïîëîæèì

t0 =
ln δ1 − ln δ2

2β

è âûáåðåì λ̂1 è λ̂2 èç óñëîâèÿ (20). Èìååì

λ̂1 =
β − ρ

2β
e−2(β+ρ)t0 , λ̂2 =

β + ρ

2β
e2(β−ρ)t0 .

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ f(·) ∈ Hβ
2

L(f(·), λ̂1, λ̂2) ≥ 0.

Îáîçíà÷èì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ÷åðåç fn(·) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé, ïîëó÷àåìóþ ïî ôîðìóëå (14) äëÿ

f̂n(t) =

{
An, t ∈ (t0 − 1/n, t0 + 1/n),

0, t /∈ (t0 − 1/n, t0 + 1/n),

ãäå

An = n

√
πδ1δ2

n+ 1
.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

‖fn(· − iβ)‖2
L2(R) =

1

2π

∫
R
|f̂n(t)|2e2βt dt = δ2

1

n

n+ 1

sh 2β/n

2β/n
,

‖fn(·+ iβ)‖2
L2(R) =

1

2π

∫
R
|f̂n(t)|2e−2βt dt = δ2

2

n

n+ 1

sh 2β/n

2β/n
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

sh 2β/n

2β/n
< 1 + 1/n,
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f̂n(·) ÿâëÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äî-
ïóñòèìîé â çàäà÷å (19), à êðîìå òîãî,

lim
n→∞

‖fn(· − iβ)‖2
L2(R) = δ2

1,

lim
n→∞

‖fn(·+ iβ)‖2
L2(R) = δ2

2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

lim
n→∞

L(fn(·), λ̂1, λ̂2) = 0.

Òåì ñàìûì èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è (19) ðàâíî

λ̂1δ
2
1 + λ̂2δ

2
2 = δ

β−ρ
β

1 δ
β+ρ
β

2 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

λ̂1‖f(·−iβ)−y1(·)‖2
L2(R)+λ̂2‖f(·+iβ)−y2(·)‖2

L2(R) → min, f(·) ∈ Hβ
2 .

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (14), ïåðåïèøåì
ýòó çàäà÷ó â âèäå

1

2π

∫
R

(
λ̂1|f̂(t)eβt − ŷ1(t)|2 + λ̂2|f̂(t)e−βt − ŷ2(t)|2

)
dt→ min,

f(·) ∈ Hβ
2 .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
fy1,y2(·) òàêàÿ, ÷òî

f̂y1,y2(t) =
λ̂1e

βtŷ1(t) + λ̂2e
−βtŷ2(t)

λ̂1e2βt + λ̂2e−2βt
.

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä

ϕ0(y1, y2)(·) = fy1,y2(·+ iρ)

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Èìååì

ϕ0(y1, y2)(x)

=
1

2π

∫
R

δ2
2(β − ρ)eβty1(t) + δ2

1(β + ρ)e−βty2(t)

δ2
2(β − ρ)e2βt + δ2

1(β + ρ)e−2βt
ei(x+iρ)t dt

= δ2
2(β−ρ)(Kρ,βδ1,δ2∗y1)(x−i(β−ρ))+δ2

1(β+ρ)(Kρ,βδ1,δ2∗y2)(x+i(β+ρ)),

ãäå ÿäðî Kρ,βδ1,δ2(·) îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (5). �
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4. Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû

4.1. Âîññòàíîâëåíèå k-îé ïðîèçâîäíîé íà âñåé ïîëîñå. Íåðà-
âåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñâÿçàííûå ñ
íèìè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðî-
ìåæóòî÷íûì ñëó÷àåì ìåæäó îäíîìåðíûìè è ìíîãîìåðíûìè çàäà-
÷àìè. Îäíàêî óæå çäåñü èìååòñÿ íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå, ñâÿçàí-
íîå, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåíî íà ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ (âïðî÷åì êàê è çàäàíèå
èñõîäíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
f(·) ∈ Hr,β

2 ∩ L2(R) íà âñåé ïîëîñå Sβ ïî åå ñëåäó íà R, çàäàííîìó
ñ ïîãðåøíîñòüþ â ìåòðèêå L2(R).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðî-

èçâîëüíûå îïåðàòîðû ϕ : L2(R)→ Hβ
2 . Äëÿ äàííîãî ìåòîäà âîññòà-

íîâëåíèÿ ϕ åãî ïîãðåøíîñòüþ íàçîâåì âåëè÷èíó

ek(H
r,β
2 , δ, Sβ, ϕ) = sup

f(·)∈Hr,β
2 ∩L2(R), y(·)∈L2(R)
‖f(·)−y(·)‖L2(R)≤δ

‖f (k)(·)− ϕ(y)(·)‖Hβ2 .

Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

Ek(H
r,β
2 , δ, Sβ) = inf

ϕ : L2(R)→Hβ2
ek(H

r,β
2 , δ, Sβ, ϕ),

à îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ � ìåòîä, íà êîòîðîì äî-
ñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à î òî÷íîì íåðàâåíñòâå áóäåò èìåòü âèä

(21) sup
f(·)∈Hr,β2 ∩L2(R)

‖f (r)(·)‖
Hβ2
≤γ1

‖f(·)‖L2(R)≤γ2

‖f (k)(·)‖Hβ2

ãäå γ1, γ2 > 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü r, k ∈ N, k < r è γ1, γ2, δ > 0. Òîãäà

sup
f(·)∈Hr,β2 ∩L2(R)

‖f (r)(·)‖
Hβ2
≤γ1

‖f(·)‖L2(R)≤γ2

‖f (k)(·)‖Hβ2 = γ1µ
k−r
rβ

(
γ1

γ2

)
,

Ek(H
r,β
2 , δ, Sβ) = µk−rrβ (δ−1),

à ìåòîä

ϕ0(y)(·) = (Mr,β
k,δ ∗ y)(·),
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ãäå

(22) Mr,β
k,δ(x)

=
1

2π

∫
R
(it)k

(
1 +

δ2t
2(r−k)
0

r − k
(k + βt0 th(2βt0))t2r ch 2βt

)−1

eixt dt,

t0 = µrβ(δ−1),

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(23) ‖f (k)(·)‖2

Hβ2
→ max, ‖f (r)(·)‖2

Hβ2
≤ γ2

1 , ‖f(·)‖2
L2(R) ≤ γ2

2 .

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

(24) L(f(·), λ1, λ2) = −‖f (k)(·)‖2

Hβ2
+ λ1‖f (r)(·)‖2

Hβ2
+ λ2‖f(·)‖2

L2(R).

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå (ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ïëàíøåðåëÿ è
ïðåäñòàâëåíèåì (14)), èìååì

L(f(·), λ1, λ2) =

∫
R
(−t2k ch 2βt+ λ1t

2r ch 2βt+ λ2)u(t) dt,

ãäå u(·) = (2π)−1|f̂(·)|2.
Ïîëîæèì

ω(t) = −1 + λ1t
2(r−k) + λ2t

−2k ch−1 2βt.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ω(t) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïðè t > 0. Ïî-
ýòîìó åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå t0 > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(25) ω(t0) = ω′(t0) = 0,

òî ω(t) ≥ 0 ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïóñòü t0 � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (16), ò. å. t0 = µrβ(γ1/γ2). Âûáåðåì λ̂1 è λ̂2 òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà (25). Èìååì

λ̂1 =
k ch 2βt0 + t0β sh 2βt0

t
2(r−k)
0 (k ch 2βt0 + t0β sh 2βt0) + (r − k) ch 2βt0

,

λ̂2 =
(r − k)t2k0 ch2 2βt0

t
2(r−k)
0 (k ch 2βt0 + t0β sh 2βt0) + (r − k) ch 2βt0

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàê âûáðàííûõ λ̂1 è λ̂2 äëÿ âñåõ t ∈ R

−t2k ch 2βt+ λ̂1t
2r ch 2βt+ λ̂2 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ f(·) ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R)

L(f(·), λ̂1, λ̂2) ≥ 0.

Ôóíêöèè fn(·), îïðåäåëåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ÿâëÿ-
þòñÿ äîïóñòèìûìè è â çàäà÷å (23). Èç ðàâåíñòâà (18) è ðàâåíñòâà
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(17), âûïîëíåíîãî äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (24), ñëåäóåò, ÷òî çíà÷å-
íèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (23) ðàâíî

λ̂1γ
2
1 + λ̂2γ

2
2 = γ1µ

2(k−r)
rβ

(
γ1

γ2

)
.

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è îïòèìàëüíûé ìå-
òîä íàõîäÿòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1. �

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ ôóíêöèé èç
ïðîñòðàíñòâà Hr,β

2 , îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, èìååò ìåñòî
òî÷íîå íåðàâåíñòâî

‖f (k)(·)‖Hβ2 ≤ ‖f
(r)(·)‖L2(R)µ

k−r
rβ

(
‖f (r)(·)‖Hβ2
‖f(·)‖L2(R)

)
.

4.2. Âîññòàíîâëåíèå k-îé ïðîèçâîäíîé ïî íåòî÷íî çàäàííî-
ìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr,β

2,∞ ìíîæåñòâî

ôóíêöèé f(·) ∈ Hr,β
2 ∩ L2(R), äëÿ êîòîðûõ f̂(·) ∈ L∞(R) (÷åðåç

f̂(·) ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x),

x ∈ R). ×åðåç Hr,β
2,∞ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé Hr,β

2,∞ ∩ H
r,β
2 .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ k-îé ïðîèçâîä-

íîé ôóíêöèè f(·) ∈ Hr,β
2,∞ ïî åå ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå f̂(·), çà-

äàííîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ â ìåòðèêå L∞(∆σ), ãäå ∆σ = (−σ, σ),

0 < σ ≤ ∞, ò.å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âìåñòî ôóíêöèè f̂(·) èçâåñòíà ôóíê-
öèÿ y(·) ∈ L∞(∆σ) òàêàÿ, ÷òî

‖f̂(·)− y(·)‖L∞(∆σ) ≤ δ.

Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèè y(·) âîññòàíîâèòü íà R íàèëó÷øèì îáðàçîì
ôóíêöèþ f (k)(·).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : L∞(∆σ)→ L2(R)
ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

ek(H
r,β
2,∞, δ, σ, ϕ) = sup

f(·)∈Hr,β
2,∞, y(·)∈L∞(∆σ)

‖f(·)−y(·)‖L∞(∆σ)≤δ

‖f (k)(·)− ϕ(y)(·)‖L2(R),

ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � âåëè÷èíà

Ek(H
r,β
2,∞, δ, σ) = inf

ϕ : L∞(∆σ)→L2(R)
ek(H

r,β
2,∞, δ, σ, ϕ),

à îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ � ìåòîä, íà êîòîðîì äî-
ñòèãàåòñÿ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü.
Ïîëîæèì

Ir,β(σ) =
1

2π

∫ σ

−σ
t2r ch 2βt dt.
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Èç ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè Ir,β(σ), σ ∈ (0,+∞), è òîãî,
÷òî Ir,β(0) = 0, à Ir,β(σ)→ +∞ ïðè σ → +∞, ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ
δ > 0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òàêîå σ̂ ∈ (0,+∞), äëÿ êîòîðîãî

(26) Ir,β(σ̂) = δ−2.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü r, k ∈ N, k ≤ r, δ > 0, à σ̂ îïðåäåëåíî ðàâåí-

ñòâîì (26). Òîãäà

Ek(H
r,β
2,∞, δ, σ) =



√
σ−2(r−k)

ch 2βσ

(
1− δ2Ir,β(σ)

)
+

δ2σ2k+1

π(2k + 1)
, σ < σ̂,

δσ̂k+1/2√
π(2k + 1)

, σ ≥ σ̂,

,

à ìåòîä

ϕ0(y)(·) =
1

2π

∫ σ0

−σ0

(iτ)k
(

1−
(
τ

σ0

)2(r−k)
ch 2βt

ch 2βσ0

)
y(τ)eiτt dτ,

ãäå σ0 = min{σ, σ̂}, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(27) ‖f (k)(·)‖2
L2(R) → max, ‖f (r)(·)‖2

Hβ2
≤ 1, ‖f̂(·)‖2

L∞(∆σ) ≤ δ2.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

L(f(·), λ1, λ2(·)) = −‖f (k)(·)‖2
L2(R) +λ1‖f (r)(·)‖2

Hβ2
+

∫
∆σ

λ2(t)|f̂(t)|2 dt.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå è îáîçíà÷àÿ (2π)−1|f̂(·)|2 = u(·), èìååì

L(f(·), λ1, λ2(·)) =

∫
R
(−t2k + λ1t

2r ch 2βt)u(t) dt+ 2π

∫
∆σ

λ2(t)u(t) dt.

Ïîëîæèì λ̂1 = σ
−2(r−k)
0 ch−1 2βσ0 è

λ̂2(t) =

(2π)−1
(
t2k − λ̂1t

2r ch 2βt
)
, |t| < σ0,

0, |t| ≥ σ0.

Òîãäà ïðè âñåõ f(·) ∈ Hr,β
2,∞

L(f(·), λ̂1, λ̂2(·)) =

∫
|t|≥σ0

(
−t2k + λ̂1t

2r ch 2βt
)
u(t) dt ≥ 0.

Åñëè σ ≥ σ̂, òî, îáîçíà÷èâ ÷åðåç g(·) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùåé ñ δ â èíòåðâàëå (−σ̂, σ̂) è ðàâíîé
íóëþ âíå íåãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (b) è (c) òåîðåìû 4
âûïîëíåíû äëÿ ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(·) = g(·).
Åñëè σ < σ̂, ïîëîæèì

γ = 1− δ2Ir,β(σ).
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

un(t) =


δ2

2π
, |t| < σ,

nγ

2(σ + 1/n)2r ch 2β(σ + 1/n)
, σ ≤ |t| ≤ σ + 1/n,

0, |t| > σ + 1/n

(÷åðåç gn(·) áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ôóíêöèé
√

2πun(·)). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

lim
n→∞

L(gn(·), λ̂1, λ̂2(·)) = 0.

Êðîìå òîãî,

(28) ‖g(r)
n (·)‖2

Hβ2
=

∫
R
t2run(t) ch 2βt dt

= 1− γ +
nγ

(σ + 1/n)2r ch 2β(σ + 1/n)

∫ σ+1/n

σ

t2r ch 2βt dt < 1,

ò. å. ôóíêöèè gn(·) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè â çàäà÷å (27). Èç (28)
âûòåêàåò òàêæå, ÷òî

lim
n→∞

‖g(r)
n (·)‖Hβ2 = 1.

Çàäà÷à (7) èìååò çäåñü âèä

λ̂1‖f (r)(·)‖Hβ2 +

∫
∆σ

λ̂2(t)|f̂(t)− y(t)|2 dt→ min, f(·) ∈ Hr,β
2,∞.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, åå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ̂1

2π

∫
R
t2r|f̂(t)|2 ch 2βt dt+

∫
∆σ

λ̂2(t)|f̂(t)− y(t)|2 dt→ min,

f(·) ∈ Hr,β
2,∞.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
fy(·) òàêàÿ, ÷òî

f̂y(t) =


2πλ̂2(t)

2πλ̂2(t) + λ̂2t2r ch 2βt
y(t), |t| < σ0,

0, |t| ≥ σ0,

ò. å.

f̂y(t) =


(

1−
(
t

σ0

)2(r−k)
ch 2βt

ch 2βσ0

)
y(t), |t| < σ0,

0, |t| ≥ σ0.

Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä

ϕ0(y)(·) = f (k)
y (·)
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, à äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

Ek(H
r,β
2,∞, δ, σ) =

√
λ̂1 + δ2

∫
∆σ

λ̂2(t) dt.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ λ̂1 è λ̂2(·), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû. �

Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì δ, íà÷èíàÿ ñ σ̂,
äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå èíòåðâàëà, íà êîòîðîì èçâåñòíî ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ôóíêöèè èç êëàññà Hr,β

2,∞, çàäàííîå ñ ïîãðåøíîñòüþ δ
â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå, íå âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íàðóøåíèè ñîîòíîøåíèÿ

(29)
δ2

2π

∫ σ

−σ
t2r ch 2βt dt ≤ 1,

ñâÿçûâàþùåãî ïîãðåøíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ ñ âåëè÷èíîé èíòåð-
âàëà, íà êîòîðîì ýòè äàííûå èçìåðÿþòñÿ, ïîëó÷àåìàÿ èíôîðìàöèÿ
îêàçûâàåòñÿ óæå èçáûòî÷íîé.

4.3. Òåîðåìà î òðåõ îêðóæíîñòÿõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2 ìíîæå-
ñòâî ôóíêöèé f(·), àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå D = {z ∈ C :
|z| < 1}, äëÿ êîòîðûõ

sup
0<r<1

∫
T
|f(reit)|2 dt <∞.

Ðàññìîòðèì àíàëîã òåîðåìû î òðåõ ïðÿìûõ (òåîðåìà 3) äëÿ ôóíê-
öèé èç H2. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à î íàõîæ-
äåíèè âåëè÷èíû

sup
f(·)∈H2

‖f(r1ei·)‖L2(T)≤δ1
‖f(r2ei·)‖L2(T)≤δ2

‖f(ρei·)‖L2(T),

ãäå 0 < r1 < ρ < r2 ≤ 1. Ñâÿæåì ýòó çàäà÷ó ñ çàäà÷åé âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèè f(·) ∈ H2 íà îêðóæíîñòè |z| = ρ ïî ïðèáëèæåííûì
çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòÿõ |z| = r1 è |z| = r2. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f(·) ∈ H2 èçâåñòíû ôóíêöèè
y1(·), y2(·) ∈ L2(T) òàêèå, ÷òî

‖f(rje
i·)− yj(·)‖L2(T) ≤ δj, j = 1, 2.

Òðåáóåòñÿ ïî ôóíêöèÿì y1(·), y2(·) íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíî-
âèòü ôóíêöèþ f(ρei·).
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ : L2(T)×L2(T)→ L2(T)

íàçîâåì âåëè÷èíó

eρ(H2, δ1, δ2, ϕ) = sup
f(·)∈H2, y1(·),y2(·)∈L2(T)

‖f(rje
i·)−yj(·)‖L2(T)≤δj , j=1,2

‖f(ρei·)− ϕ(y1, y2)(·)‖L2(T).
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Ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Eρ(H2, δ1, δ2) = inf
ϕ : L2(T)×L2(T)→L2(T)

eρ(H2, δ1, δ2, ϕ),

à îïòèìàëüíûì ìåòîäîì � ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà íèæíÿÿ ãðàíü
äîñòèãàåòñÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü 0 < r1 < ρ < r2 ≤ 1 è δ1, δ2 > 0. Ïîëîæèì

∆s = [(r1/r2)s+1, (r1/r2)s), s = 0, 1, . . . ,

µs1 =
r2

2 − ρ2

r2s
1

, µs2 =
ρ2 − r2

1

r2s
2

.(30)

Òîãäà

Eρ(H2, δ1, δ2) = sup
f(·)∈H2

‖f(r1ei·)‖L2(T)≤δ1
‖f(r2ei·)‖L2(T)≤δ2

‖f(ρei·)‖L2(T)

=


ρs√
r2

2 − r2
1

√
δ2

1µs1 + δ2
2µs2 δ1/δ2 ∈ ∆s, s = 0, 1, . . . ,

δ2, δ1 ≥ δ2.

Ïðè δ1/δ2 ∈ ∆s, s = 0, 1, . . . , ìåòîä

ϕ0(y1, y2)(·) = µs1Kρ,δ1,δ2(ρr1e
i·) ∗ y1(·) + µs2Kρ,δ1,δ2(ρr2e

i·) ∗ y2(·),
ãäå

(31) Kρ,δ1,δ2(z) =
∞∑
k=0

zk

µs1r2k
1 + µs2r2k

2

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè δ1 ≥ δ2, òî ìåòîä

ϕ0(y1, y2)(t) =
1

2π

∫
T

r2

r2 − ρeik(t−u)
y2(u) du

� îïòèìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(32) ‖f(ρei·)‖2
L2(T) → max, ‖f(rje

i·‖2
L2(T) ≤ δ2

j , j = 1, 2,

è çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(f(·), λ1, λ2) = −‖f(ρei·)‖2
L2(T) +λ1‖f(r1e

i·)‖2
L2(T) +λ2‖f(r2e

i·)‖2
L2(T).

Äëÿ ôóíêöèè f(·) ∈ H2, èìåþùèé âèä

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k,

ïðè âñåõ 0 < r ≤ 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

‖f(rei·)‖2
L2(T) =

∞∑
k=0

|ak|2r2k.
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Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

L(f(·), λ1, λ2) =
∞∑
k=0

(−ρ2k + λ1r
2k
1 + λ2r

2k
2 )|ak|2.

Ôóíêöèÿ

α(x) = −1 + λ1

(
r1

ρ

)2x

+ λ2

(
r2

ρ

)2x

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïðè âñåõ λ1, λ2 ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè
íåêîòîðîì s

(33) α(s) = α(s+ 1) = 0,

òî α(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ [0, s]∪[s+1,+∞). Òåì ñàìûì, åñëè âûáðàòü

λ̂1 è λ̂2 èç óñëîâèÿ (33), òî ïðè âñåõ k ∈ Z+

−ρ2k + λ̂1r
2k
1 + λ̂2r

2k
2 = ρ2kα(k) ≥ 0.

Äëÿ λ̂1 è λ̂2 èìååì

λ̂1 =
ρ2s

r2
2 − r2

1

µs1, λ̂2 =
ρ2s

r2
2 − r2

1

µs2,

ãäå µs1 è µs2 îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (30). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ
f(·) ∈ H2

L(f(·), λ̂1, λ̂2) ≥ 0.

Ïóñòü δ1/δ2 ∈ ∆s. Ïîëîæèì

g(z) = âsz
s + âs+1z

s+1,

ãäå

âs =

(
δ2

1r
2s+2
2 − δ2

2r
2s+2
1

(r1r2)2s(r2
2 − r2

1)

)1/2

, âs+1 =

(
δ2

2r
2s
1 − δ2

1r
2s
2

(r1r2)2s(r2
2 − r2

1)

)1/2

.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

‖g(r1e
i·)‖L2(T) = δ1, ‖g(r2e

i·)‖L2(T) = δ2,

à L(g(·), λ̂1, λ̂2) = 0. Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèå ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è (32) ðàâíî

λ̂1δ
2
1 + λ̂2δ

2
2 =

ρ2s

r2
2 − r2

1

(δ2
1µs1 + δ2

2µs2).

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (7) èìååò çäåñü âèä

‖f(r1e
i·)− y1(·)‖2

L2(T) + ‖f(r2e
i·)− y2(·)‖2

L2(T) → min, f(·) ∈ H2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

fy1,y2(z) =
∞∑
k=0

λ̂1r
k
1(y1)k + λ̂2r

k
2(y2)k

λ̂1r2k
1 + λ̂2r2k

2

zk,
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ãäå (y1)k, (y2)k, k = 0, 1, . . . , � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè y1(·)
è y2(·) ñîîòâåòñòâåííî. Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò, ÷òî ìåòîä

ϕ0(y1, y2)(·) = fy1,y2(ρei·)

= µs1Kρ,δ1,δ2(ρr1e
i·) ∗ y1(·) + µs2Kρ,δ1,δ2(ρr2e

i·) ∗ y2(·)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïðè δ1 ≥ δ2 ïîëîæèì λ̂1 = 0, λ̂2 = 1, g(·) = δ2. Â îñòàëüíîì ýòîò

ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. �
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