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ÇÀÄÀÍÍÛÕ Ñ ÎØÈÁÊÎÉ

ÎÑÈÏÅÍÊÎ Ê. Þ.

Ïóñòü B � êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå K = {z : |z| < 1}
ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ òàì ïî ìîäóëþ åäèíèöåé. Õåéíñîì â ðà-
áîòàõ [1], [2] áûëà ïîñòàâëåíà è èññëåäîâàíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè
âåëè÷èíû

(1) sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈[a,b]

|f(z0)|,

ãäå [a, b] ⊂ (−1, 1), z0 ∈ (b, 1), δ ∈ (0, 1).
Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â

çàäà÷å (1) íå çàâèñèò îò z0, åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
eiα, α ∈ R, è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ñ íóëÿìè
â èíòåðâàëå (−1, b)

f ∗(z) = eiα
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

.

Ýòè ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû òàêæå â ðàáîòå [3], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü
áîëåå îáùèå ïîñòàíîâêè. Òî÷íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áû-
ëî íàéäåíî Õåéíñîì ïðè δ = δn, n = 1, 1, . . ., ãäå

(2) δn = inf
|αj |<1

max
z∈[a,b]

n∏
j=1

∣∣∣∣ z − αj1− αjz

∣∣∣∣ .
Ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàëîñü ïðîèçâåäåíèå
Áëÿøêå, íà êîòîðîì äîñòèãàëàñü íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåíñòâå (2).
Âåëè÷èíà δn è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîãóò

áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ III çàäà÷è Å. È. Çîëîòàðåâà [4] àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê â ðàáîòå [5] èññëåäîâàëîñü íàèìåíåå óêëîíÿþùåå-
ñÿ îò íóëÿ ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå èç K ñ
ïîìîùüþ îáîáùåííîé III çàäà÷è Å. È. Çîëîòàðåâà [6] (Õåéíñ ïðè
ðåøåíèè èñïîëüçîâàë äðóãîé ìåòîä).
Èíòåðåñíî, ÷òî ñâîéñòâà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â çàäà÷å (1)

àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â òîé æå çàäà÷å,
êîãäà âìåñòî êëàññà B ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ôóíêöèé W r

∞(R,M),
èìåþùèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (r−1)(x) è óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó vrai sup

x∈R
|f (r)(x)| ≤ M (ñì. [7, � 2.5.5]).

Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì
1
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ìíîãî÷ëåíîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè ðåøåíèè I çàäà÷è Å. È. Çîëîòà-
ðåâà (ñì. [4], [8, ñ. 314]). Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ (ñì. [9], [10]) ýòè
ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè ñïëàéíàìè Çîëîòàðåâà. Îòìå-
òèì, ÷òî Õåéíñ [1] ðàññìàòðèâàë, â îñíîâíîì, äâîéñòâåííóþ ê (1)
çàäà÷ó, à èìåííî, çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(3) inf
f∈Bµ

max
x∈[a,b]

|f(x)|,

ãäå Bµ = {f ∈ B : f(z0) = µ}, à z0 ∈ (b, 1). Åñëè âìåñòî êëàññà
Bµ ðàññìîòðåòü êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ pn(x) = xn + a1x

n−1 + . . . + an,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó pn(x0) = µ, ãäå x0 /∈ [a, b], òî çàäà÷à
(3) ñîâïàäàåò ñî II çàäà÷åé Å. È. Çîëîòàðåâà [4].
Òåì ñàìûì íàáëþäàåòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè çàäà-

÷àìè íà êëàññàõ ãëàäêèõ è êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, îòìå-
÷àâøàÿñÿ ðàíåå â ðàáîòàõ [11], [12], à òàêæå òåñíàÿ ñâÿçü ðàññìàò-
ðèâàåìûõ çàäà÷ ñ çàäà÷àìè Å. È. Çîëîòàðåâà.

� 1. Çàäà÷à Õåéíñà è åå äèñêðåòíûé àíàëîã

Â äàëüíåéøåì óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1) äëÿ îòðåçêà
[−l, 0], 0 < l < 1. Ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â çàäà÷å (2) äëÿ ýòîãî
îòðåçêà (ñì. [13]) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

(4) Bn(z, l) =
n∏
j=1

z + l sn2

[
2j − 1

2n
L, l

]
1 + l sn2

[
2j − 1

2n
L, l

]
z

,

à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ δn, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç δn(l),
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(5) δn(l) = 2hn

∞∑
m=0

h4nm(m+1)

1 + 2
∞∑
m=1

h4nm
2

,

ãäå h = e−
πL′

2L ; çäåñü è äàëåå L, L′, L0, L1, K, K ′, � ïîëíûå ýëëèï-
òè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé l, l′ =

√
1− l2, l0, l1,

λ, λ′ =
√

1− λ2, ñîîòâåòñòâåííî.
Ôóíêöèÿ Bn(z, l) ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

n-é ñòåïåíè (ñì., íàïðèìåð, [14, ñ. 136, 284]) ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå

(6) Bn(z, l) =
√
λ sn [(2nu+ 1)K,λ] , z = −l sn2[uL, l],

ãäå λ = δ2n(l). Çíà÷åíèå λ ìîæåò áûòü òàêæå íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ

(7)
K ′

K
= 2n

L′

L
.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî îòíîøåíèå
K ′

K
ÿâëÿåòñÿ ïðè λ ∈ (0, 1) íåïðåðûâíîé

è ìîíîòîííî óáûâàþùåé îò +∞ äî 0 ôóíêöèåé, óðàâíåíèå (7) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè âñåõ l ∈ (0, 1). Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ δn(l) ïðè ôèêñèðîâàííîì n íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò îò 0 äî 1 ïðè l ∈ (0, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì
δ ∈ (0, 1) óðàâíåíèå

(8) δn(l) = δ

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïîëîæèì ∆1(l) ≡ 1, ∆n(l) = δn(l1), n > 1, ãäå l1 îïðåäåëÿåòñÿ èç

óðàâíåíèÿ

(9) l1 sn2

[
n− 1

n
L1, l1

]
= l.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [14, ñ. 212], ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9) åñòü íåïðåðûâíàÿ è ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùàÿ îò 0 äî 1 ôóíêöèÿ ïðè l ∈ (0, 1). Òåì ñàìûì
óðàâíåíèå (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì l ∈ (0, 1),
ïðè÷åì l1 > l. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî δn(l) < ∆n(l) ïðè âñåõ n ≥ 1. Â
äàëüíåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ∆n(l) < δn−1(l) ïðè âñåõ n > 1.
Íàçîâåì ïîðÿäêîì ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â çàäà÷å (1) ÷èñëî

ìíîæèòåëåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîèçâåäåíèè Áëÿøêå (áûëî îòìå-
÷åíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ
Áëÿøêå).

Òåîðåìà 1. Äëÿ çàäà÷è (1) ïðè −1 < a = −l < b = 0 ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè äëÿ δ ∈ (0, 1) ïðè íåêîòîðîì n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
δn(l) ≤ δ ≤ ∆n(l), òî ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé, íîðìèðîâàí-
íîé óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, ïðè âñåõ z0 ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
Bn(z, l0), ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8);

2) ïðè δn(l) ≤ δ < δn−1(l) (δ0(l) ≡ 1) ïîðÿäîê ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè ðàâåí n;

3) ïðè âñåõ δ ∈ (0, 1) äëÿ ïîðÿäêà ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè èìå-
þò ìåñòî íåðàâåíñòâà

(10)
2L

πL′
ln

1

δ
≤ n <

2L

πL′
ln

2

δ
+ 1,

êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ(ε) ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî
ïðè âñåõ δ ∈ (0, δ(ε)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(11) n >
2L

πL′
ln

2

δ
− ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ ∈ (0, 1) è n òàêîâî, ÷òî δn(l) ≤ δ ≤ ∆n(l).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Bn(z, l0), ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8).
Ïóñòü n > 1. Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè δn(l) è òîãî, ÷òî ∆n(l) =



4 ÇÀÄÀ×À ÕÅÉÍÑÀ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÝÊÑÒÐÀÏÎËßÖÈß

δn(l1), ãäå l1 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (9), ñëåäóþò íåðàâåíñòâà l ≤
l0 ≤ l1. Äëÿ òî÷åê

(12) zj = −l0 sn2

[
j − 1

n
L0, l0

]
, j = 1, . . . , n,

èìååì

(13) Bn(zj, l0) = (−1)j−1δ.

Â ñèëó ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9) è òîãî,
÷òî l0 ≤ l1, ïîëó÷àåì zn ≥ −l. Èòàê, íà îòðåçêå [−l, 0] èìååòñÿ n
òî÷åê z1, . . . , zn, â êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (13) è, êðîìå òîãî,
|Bn(z, l0)| ≤ δ, z ∈ [−l, 0] (ïðè n = 1 ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî).
Èç íåðàâåíñòâà

(14) sup
f∈B

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)| ≥ sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈[−l,0]

|f(z0)|

è òîãî, ÷òî ïî òåîðåìå 1.1 èç ðàáîòû [12] íà ôóíêöèè Bn(z, l0) äîñòè-
ãàåòñÿ âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (14), ñëåäóåò
ýêñòðåìàëüíîñòü Bn(z, l0).
Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå 2). Ïðè δ = δn(l) îíî âûòåêàåò èç

óòâåðæäåíèÿ 1), ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî δn(l) < δ < δn−1(l).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bk(z) ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ äàííîãî δ,
íîðìèðîâàííóþ óñëîâèåì Bk(z0) > 0, ãäå k � åå ïîðÿäîê. Èç ðàáîò
[1], [3], [12] ñëåäóåò, ÷òî íà îòðåçêå [−l, 0] íàéäóòñÿ k òî÷åê z1, . . . , zk,
â êîòîðûõ Bk(zj) = (−1)j−1δ, j = 1, . . . , k, êðîìå òîãî, â ñèëó íîð-
ìèðîâêè Bk(1) = 1. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ϕ1(z) = Bk(z)− Bn(z, l).
Ïðè z ∈ [−l, 0] èìååì Bn(z, l) ≤ δn(l) < δ, îòñþäà (−1)j−1ϕ1(zj) > 0,
j = 1, . . . , k. Òåì ñàìûì äëÿ ÷èñëà íóëåé m1 ôóíêöèè ϕ1(z) â êðóãå
K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(15) m1 ≥ k − 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ1(1) = 0, èç îöåíêè äëÿ ÷èñëà íóëåé ðàçíîñòè
ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå, ïîëó÷åííîé â ëåììå 1.1 èç ðàáîòû [12], ïî-
ëó÷àåì

(16) m1 ≤
k + n− 1

2
.

Èç íåðàâåíñòâ (15), (16) ñëåäóåò, ÷òî k ≤ n + 1. Îäíàêî, åñëè k =
n+1, òî ϕ1(−1) = (−1)n+1− (−1)n = 2(−1)n+1, à (−1)nϕ1(zn+1) > 0.
Òàêèì îáðàçîì, íà èíòåðâàëå (−1, zn+1) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí
íóëü ôóíêöèè ϕ1(z). Îòñþäà m1 ≥ n + 1, ÷òî ïðè k = n + 1
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (16). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî k ≤ n.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ðàçíîñòü ϕ2(z) = Bn−1(z, l) − Bk(z) â

òî÷êàõ uj = −l sn2

[
j − 1

n− 1
L, l

]
, j = 1, . . . , n, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

k ≥ n. Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùóþ îöåíêó, èìååì k = n. Çàìåòèì, ÷òî
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∆n(l) < δn−1(l), òàê êàê ïðè δn(l) ≤ δ ≤ ∆n(l) ïîðÿäîê ýêñòðåìàëü-
íîé ôóíêöèè ðàâåí n.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3) âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè

ðàáîòû [5] (ñì. òàêæå [6]), èç êîòîðîé ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(17) δn(l) ≥ e−
πL′

2L
n, n ≥ 0.

Èç ðàâåíñòâà (5) èìååì

(18) δn(l) < 2e−
πL′

2L
n, n ≥ 0.

Åñëè δ ∈ (0, 1), òî íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî δn(l) ≤ δ < δn−1(l). Èñ-
ïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (17), (18), ïîëó÷àåì

e−
πL′

2L
n ≤ δ < 2e−

πL′

2L
(n−1).

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (10).
Ïîëîæèì

Cn = δn(l)e
πL′

2L
n.

Èç (5) âûòåêàåò, ÷òî lim
n→∞

Cn = 2, êðîìå òîãî, èç (18) Cn < 2 ïðè

âñåõ n ≥ 0. Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N(ε) òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ n > N(ε) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(19) δn(l) > 2e−
πL′

2L
(n+ε).

Åñëè δ ∈ (0, δN(ε)(l)), òî íàéäåòñÿ òàêîå n > N(ε), ÷òî δ ≥ δn(l). Ïî-
ñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ (19) äàåò íåðàâåíñòâî (11). Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Óòâåðæäåíèå 2) îòìå÷àëîñü Õåéíñîì [1], îäíàêî îíî ïðèâîäèò-
ñÿ çäåñü äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñ äîêàçàòåëüñòâîì, îòëè÷íûì îò
èìåþùåãîñÿ ó Õåéíñà.
Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì δ ïîðÿäîê

ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ðàâåí ëèáî n, ëèáî n + 1, ãäå n � öåëàÿ

÷àñòü ÷èñëà
2L

πL′
ln

2

δ
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(20) rn(z0, δ, l) = inf
zj∈[−l,0]

sup
f∈B

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)|.

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê z01 , . . . , z
0
n, íà êîòîðûõ äî-

ñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (20). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ôóíêöèÿ

ϕ(z) = sup
f∈B

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)|
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ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïðè z = (z1, . . . , zn) ∈ [−l, 0]n. Ïîëîæèì

‖z‖ =

( n∑
j=1

|zj|2
)1/2

è ðàññìîòðèì z(1), z(2) ∈ [−l, 0]n òàêèå, ÷òî

‖z(1) − z(2)‖ ≤ εδ(1 − l). Ïóñòü f ∈ B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

|f(z
(1)
j )| ≤ δ, j = 1, . . . , n. Èç èçâåñòíîé ôîðìóëû Êîøè |f ′(z)| ≤

(1− l)−1 ïðè z ∈ [−l, 0]. Ñëåäîâàòåëüíî,

|f(z
(2)
j )| ≤ |f(z

(1)
j )|+ |f(z

(2)
j )− f(z

(1)
j )| ≤ δ + (1− l)−1‖z(1) − z(2)‖

≤ δ(1 + ε).

Ôóíêöèÿ g(z) = (1 + ε)−1f(z) î÷åâèäíî ïðèíàäëåæèò êëàññó B è

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì |g(z
(2)
j )| ≤ δ, j = 1, . . . , n. Òàêèì îáðà-

çîì,

|f(z0)| = (1 + ε)|g(z0)| ≤ (1 + ε)ϕ(z(2)).

Îòñþäà

ϕ(z(1)) ≤ (1 + ε)ϕ(z(2)) ≤ ϕ(z(2)) + ε.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

ϕ(z(2)) ≤ ϕ(z(1)) + ε.

Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |ϕ(z(1))−ϕ(z(2))| ≤ ε, èç êîòî-
ðîãî ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ϕ.
Íàçîâåì òî÷êè z01 , . . . , z

0
k ìèíèìàëüíîé ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìîé â

çàäà÷å (20), åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè äëÿ òîé æå çàäà÷è
ïðè n = k è k � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ rk(z0, δ, l) =
rn(z0, δ, l).

Òåîðåìà 2. Ïðè δk(l) ≤ δ < δk−1(l), k ≤ n, ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ â çàäà÷å (20) åñòü ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ïîðÿäêà k, ýêñòðå-
ìàëüíîå â çàäà÷å Õåéíñà äëÿ îòðåçêà [−l, 0]. Åäèíñòâåííîé ìèíè-
ìàëüíîé ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà èç k ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ýêñòðåìóìîâ (íà÷èíàÿ ñ íóëÿ) ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïðè 0 < δ < δn(l) ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå Áëÿøêå Bn(z, l0), ãäå l0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (8), à
åäèíñòâåííîé ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà òî÷åê
(12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü −l ≤ z01 ≤ . . . ≤ z0n ≤ 0 � ýêñòðåìàëü-
íàÿ ñèñòåìà â çàäà÷å (20). Èç ðàáîòû [12] ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å
î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû ϕ(z(0)) ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íîðìèðî-
âàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, èìååò âèä

f ∗(z) =
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 0), k ≤ n,
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è ñóùåñòâóþò òî÷êè z0i1 , . . . , z
0
ik
òàêèå, ÷òî

f ∗(z0im) = (−1)k+mδ, m = 1, . . . , k.

Ïðè ýòîì f ∗(z) = g0(z, z
0
i1
, . . . , z0ik), ãäå ôóíêöèÿ g0(z, u1, . . . , uk) =

g0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

(21) gm−1(z) =

[
z − um
1− umz

gm + δ(m−1)m

] [
1 + δ(m−1)m

z − um
1− umz

gm

]−1
,

m = 1, . . . , k;

çäåñü gk = 1, δ
(0)
p = (−1)k+pδ,

δ(m)
p =

1− umup
up − um

· δ
(m−1)
p − δ(m−1)m

1− δ(m−1)m δ
(m−1)
p

, p = m+ 1, . . . , k.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ (−1, 1) è òî÷êàõ u =
(u1, . . . , uk), äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå (z0i1 , . . . , z

0
ik

), ôóíêöèÿ
g0(z, u1, . . . , uk) äèôôåðåíöèðóåìà è ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â çà-
äà÷å î íàõîæäåíèè ϕ(u). Èç ýêñòðåìàëüíîñòè òî÷åê z01 , . . . , z

0
n ñëå-

äóåò, ÷òî â òî÷êå (z0, z
0
i1
, . . . , z0ik)

(22)
∂g0
∂uj

= 0, j = 1, . . . , k,

ïðè −l < z0i1 , z
0
ik
< 0. Åñëè z0i1 = −l èëè z0ik = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàâåíñòâà èç (22) çàìåíÿþòñÿ íà íåðàâåíñòâà

∂g0
∂u1
≥ 0,

∂g0
∂uk
≤ 0.

Èç ðàâåíñòâ g0(uj, u1, . . . , uk) = (−1)k+jδ âûòåêàåò, ÷òî â òî÷êàõ
(uj, u1, . . . , uk) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(23)
∂g0
∂z

+
∂g0
∂uj

= 0.

Ïîëüçóÿñü ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (21), ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî

∂g0
∂uj

= Φj(z, u1, . . . , uk)Pj(u1, . . . , uk)
k∏

m=1
m 6=j

(z − um),

ãäå Φj è Pj � íåêîòîðûå ôóíêöèè, ïðè÷åì Φj > 0, à Pj íå çàâèñèò
îò z. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ (22), (23), ïîëó÷àåì

f ∗′(z0ij) = 0, j = 1, . . . , k,

ïðè −l < z0i1 , z
0
ik
< 0. Åñëè z0i1 = −l èëè z0ik = 0, òî âìåñòî ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ðàâåíñòâ èìååì

(−1)kf ∗′(z0i1) ≥ 0, f ∗′(z0ik) ≥ 0.
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Ïðè z > z0ik f ∗(z) > δ, ïîýòîìó f ∗′(z0ik) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
z0ik = 0.

Â ñèëó òîãî, ÷òî f ∗(z0i1) = (−1)k+1δ, f ∗(−1) = (−1)k, a
(−1)kf ∗(z0i1) ≥ 0, íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ∈ (−1, z0i1 ], â êîòîðîé f

∗′(ξ) = 0.
Òàê êàê f ∗′(z) èìååò â êðóãå K ðîâíî k − 1 íóëü (ñì. [3, òåîðå-
ìà 7.2]), òî íà èíòåðâàëå (−1, 1) ôóíêöèÿ f ∗(z) èìååò ýêñòðåìóìû
òîëüêî â òî÷êàõ ξ, z0i2 , . . . , z

0
ik−1

. Îòñþäà |f ∗(z)| ≤ δ ïðè z ∈ [z0i1 , 0].
Â ñèëó î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé

f ∗(z0) = sup
f∈B

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)| ≥ sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈[z0i1 ,0]

|f(z0)| ≥ f ∗(z0)

ôóíêöèÿ f ∗(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Õåéíñà äëÿ îòðåçêà
[z0i1 , 0]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè z0i1 > −l f ∗′(z0i1) = 0 è ôóíêöèÿ f ∗(z)
ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå óêëîíÿþùèìñÿ îò íóëÿ ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå
ïîðÿäêà k íà îòðåçêå [−l0, 0], ãäå l0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (8).
Ïóñòü δk(l) ≤ δ < δk−1(l) ïðè íåêîòîðîì k ≤ n. Èç òåîðåìû 1 ñëå-

äóåò ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f ∗(z) â çàäà÷å Õåéíñà
ïîðÿäêà k. Ïóñòü z01 , . . . , z

0
k � åå k ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

(z0k = 0). Äëÿ ëþáûõ òî÷åê z1, . . . , zn ∈ [−l, 0] èìååì

f ∗(z0) = sup
f∈B

|f(z0j )|≤δ, j=1,...,k

|f(z0)| = sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈[−l,0]

|f(z0)|

≤ sup
f∈B

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)|.

Òåì ñàìûì z01 , . . . , z
0
k � ýêñòðåìàëüíàÿ ñèñòåìà. Ïîêàæåì, ÷òî îíà

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
z1, . . . , zm � ìèíèìàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ñèñòåìà, a g(z) � ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ñ íîðìèðîâêîé g(z0) > 0).
Êàê áûëî îòìå÷åíî, g(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Õåéíñà íà îò-
ðåçêå [z1, 0] ⊂ [−l, 0]. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Õåéí-
ñà f ∗(z) ≡ g(z), à ñèñòåìà z1, . . . , zm ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé z01 , . . . , z

0
k.

Ïóñòü òåïåðü 0 < δ < δn(l). Ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å
Õåéíñà â ýòîì ñëó÷àå èìååò ïîðÿäîê áîëüøå n. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ
ðàññìîòðåòü íàèìåíåå óêëîíÿþùèåñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [−l1, 0],
l1 < l, ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå f ∗k (z) ïîðÿäêà k ≤ n ñ óêëîíåíèåì
δ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f ∗k (z0) > f ∗n(z0) ïðè k < n. Òåì ñàìûì
åäèíñòâåííîé ýêñòðåìàëüíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà òî÷åê (12),
ãäå l0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåì 1, 2 ïðè δk(l) ≤ δ ≤ ∆k(l) ñëåäóåò, ÷òî
ìèíèìàëüíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

(24) zj = −l0 sn2

[
j − 1

k
L0, l0

]
, j = 1, . . . , k,
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ãäå l0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì δk(l0) = δ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç rn(z0, δ) âûðàæåíèå (20), â êîòîðîì íèæíÿÿ

ãðàíü áåðåòñÿ ïî òî÷êàì z1, . . . , zn ∈ (1, 0]. Èç òåîðåìû 2 íåïî-
ñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè âñåõ l ∈ [−zn, 1) è âñåõ z0 ∈ (0, 1) èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

rn(z0, δ) = rn(z0, δ, l) = Bn(z0, l0),

ãäå l0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (8). Ýêñòðåìàëüíàÿ ñèñòåìà óç-
ëîâ z1, . . . , zn åäèíñòâåííà è èìååò âèä (12).

� 2. Îïòèìàëüíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ îøèáêîé

Ðàññìîòðåííûå çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ çàäà÷åé ïðèáëèæåíèÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ îøèáêîé. Ïóñòü â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ z1, . . . , zn èç êðóãà K çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ∈ B ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ δ, ò. å. èçâåñòíû çíà÷åíèÿ f1, . . . , fn, óäîâëåòâîðÿþùèå
íåðàâåíñòâàì

|f(zj)− fj| ≤ δ, j = 1, . . . , n.

Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå z0 ∈
K. Ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó
(25)
r(z0, z1, . . . , zn, δ) = inf

S
sup
f∈B

sup
f1,...,fn

|f(zj)−fj |≤δ, j=1,...,n

|f(z0)− S(f1, . . . , fn)|,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì (ìåòîäàì
ïðèáëèæåíèÿ) S : Cn → C. Íàçîâåì ìåòîä S0 íàèëó÷øèì, åñëè íà
íåì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåíñòâå (25).
Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ z1, . . . , zn èç íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà E ⊂ K, ò.å. çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(26) Rn(z0, δ, E) = inf
z1,...,zn∈E

r(z0, z1, . . . , zn, δ).

Åñëè íà òî÷êàõ z01 , . . . , z
0
n äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåíñòâå

(26), òî íàçîâåì èõ îïòèìàëüíûìè óçëàìè äëÿ äàííîãî n íà ìíî-
æåñòâå E. Íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ïî îïòèìàëüíûì óçëàì
áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì äëÿ äàííîãî n.
Ïîëîæèì

(27) R(z0, δ, E) = inf
n
Rn(z0, δ, E).

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â ðàâåíñòâå (27), òî ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ ÷èñåë áóäåì íà-
çûâàòü ïîðÿäêîì èíôîðìàòèâíîñòè ìíîæåñòâà E äëÿ äàííûõ δ è
z0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè
ðàâíûì áåñêîíå÷íîñòè. Îïòèìàëüíûå óçëû è ìåòîä äëÿ êîíå÷íîãî
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ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè íàçîâåì îïòèìàëüíûìè óçëàìè è ìåòî-
äîì, ñîîòâåòñòâåííî, íà ìíîæåñòâå E.
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [12]), ÷òî

r(z0, z1, . . . , zn, δ) = sup
f∈B

|f(zj)|≤δ, j=1,...,n

|f(z0)|.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè z0 ∈ (0, 1) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Rn(z0, δ, [−l, 0]) = rn(z0, δ, l), Rn(z0, δ, (−1, 0]) = rn(z0, δ),

à èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì n δn(l) ≤ δ < δn−1(l). Òîãäà
1) ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè îòðåçêà [−l, 0] ðàâåí n ïðè âñåõ

z0 ∈ (0, 1), à îïòèìàëüíûìè óçëàìè îòðåçêà [−l, 0] ÿâëÿþòñÿ n
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýêñòðåìóìîâ (íà÷èíàÿ ñ íóëÿ) ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè f ∗(z) â çàäà÷å Õåéíñà äëÿ ýòîãî îòðåçêà. Ïðè ýòîì

R(z0, δ, l) = f ∗(z0);

2) ïðè k < n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Rk(z0, δ, l) = Bk(z0, l0),

ãäå l0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó δk(l0) = δ, à îïòèìàëüíûå óçëû
äëÿ äàííîãî k èìåþò âèä (24).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1, . . . , zk è u1, . . . , uk îïòèìàëüíûå óçëû è
íóëè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè â çàäà÷å î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû
Rk(z0, δ, l), ãäå k íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè îòðåçêà
[−l, 0]. Èç ðàáîòû [12] ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä ïðèáëèæå-
íèÿ äëÿ äàííîãî k èìååò âèä

f(z0) ≈
k∑
j=1

ωj(z0)

ωj(zj)
fj,

ãäå

ωj(z) =
k∏

m=1
m6=j

(z − zm)
k∏

m=1

1− zmz
(1− umz)2

.

Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü çàïèñàí òàêæå â âèäå

(28) f(z0) ≈
k∑
j=1

ω(z0)

(z0 − zj)ω′(zj)
fj,

ãäå

ω(z) =
k∏

m=1

(z − zm)(1− zmz)

(1− umz)2
.
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Åñëè δn(l) ≤ δ < δn−1(l) è k < n èëè k = n è δn(l) ≤ δ <
∆n(l), òî äëÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (24), à
íóëè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè

uj = −l0 sn2

[
2j − 1

2k
L0, l0

]
, j = 1, . . . , k;

çäåñü l0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ δk(l0) = δ. Ñàìà ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ èìååò âèä

f ∗(z) = Bk(z, l0).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

ω(z) = Czf ∗′(z),

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ íåñóùåñòâåííà, òàê êàê èç
âèäà îïòèìàëüíîãî ìåòîäà (28) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ ω(z) ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âåëè÷èíó R(z0, δ, (−1, 0]). Èç ñëåäñòâèÿ 1 âû-

òåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

Rn(z0, δ, (−1, 0]) > Rn+1(z0, δ, (−1, 0]), n = 1, 2, . . . .

Òåì ñàìûì

R(z0, δ, (−1, 0]) = lim
n→∞

Rn(z0, δ, (−1, 0]),

à ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè ïîëóèíòåðâàëà (−1, 0] ðàâåí áåñêîíå÷-
íîñòè.
Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 1 è ðàâåíñòâàìè (6), ïîëó÷àåì ïðè âñåõ

z ∈ (0, 1)

Rn(z0, δ, (−1, 0]) = δ sn

[
K ′

L′
v +K, δ2

]
,

ãäå

(29) z = −l sn2[v, l],

à l óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (8); çäåñü K, K ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷å-
ñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé δ2,

√
1− δ4 ñîîòâåòñòâåí-

íî. Åñëè n→∞, òî l→ 1 è ðàâåíñòâî (29) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî

(30) z = − th2 v,

êðîìå òîãî, lim
l→1

L′ = π/2 (ñì. [14, ñ. 116, 117]). Òàêèì îáðàçîì, ïðè

âñåõ z ∈ (0, 1)

(31) R(z0, δ, (−1, 0]) = δ sn

[
2

π
K ′v +K, δ2

]
,

ãäå v îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (30).
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ (31) ÿâëÿåòñÿ ïðè âñåõ z0 ∈ (0, 1)
ýêñòðåìàëüíîé â çàäà÷å Ìèþ î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈(−1,0]

|f(z0)|,

êîòîðàÿ áûëà ðåøåíà Õåéíñîì â ðàáîòå [2] (ñì. òàêæå [3]). Ýêñ-
òðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé çàäà÷å åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ eiα è ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ñ
íóëÿìè â òî÷êàõ

uj = − th2 πK

2K ′
(2j − 1), j = 1, 2, . . . .
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