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ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ Â ÏÎËÎÑÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â 1939 ã.
À.Í. Êîëìîãîðîâ [1] ïîñòàâèë è ðåøèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ñðåäè
âñåõ ôóíêöèé, èìåþùèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî
(r − 1)-ãî ïîðÿäêà è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖∞ ≤ A0, ‖f (r)‖∞ ≤ Ar,

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L∞(R), íàéòè

sup ‖f (k)‖∞, 1 ≤ k ≤ r − 1.

Îáçîð ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ýòîé çàäà÷è, ìîæíî íàéòè â [2]. Â
äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è
äëÿ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåìûõ â ïîëîñó Sβ := {z ∈ C :
| Im z| < β}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hr

∞,β êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå Sβ ôóíê-
öèé, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ

|f (r)(z)| ≤ 1, z ∈ Sβ
(ïðè r = 0 ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H∞,β).
Ïóñòü Λ è Λ′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ
ìîäóëåé λ ∈ (0, 1) è λ′ =

√
1− λ2:

Λ :=

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

, Λ′ :=

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− λ′2t2)

.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕλ(z) :=
√
λ sn

(
Λ′

2β
z, λ

)
.

Èç ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [3]) âûòåêàåò,
÷òî ïðè âñåõ x ∈ R |ϕλ(x+iβ)| = 1. Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî λ ∈ (0, 1)
ϕλ ∈ H∞,β.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 93-01-00237) è ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íîãî
ôîíäà (ãðàíò � MP 1000).
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Ïîëîæèì Φλ,0,β(z) = ϕλ(z),

Φλ,2j−1,β(z) =

∫ z

2Λβ/Λ′
Φλ,2j−2,β(u) du,

Φλ,2j,β(z) =

∫ z

0

Φλ,2j−1,β(u) du,

j = 1, 2, . . . .

Ñâîéñòâà ôóíêöèé Φλ,r,β àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì èäåàëüíûõ ñïëàé-
íîâ Ýéëåðà (ñì. [4, ñ. 104], [5, ñ. 104]). Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ýë-
ëèïòè÷åñêîãî ñèíóñà â ðÿä Ôóðüå [3, ñ. 266]

sn

(
Λ′

2β
z, λ

)
=

π

λΛ

∞∑
n=0

sin

(
(2n+ 1)

πΛ′

4Λβ
z

)
sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) ,

íàõîäèì

(1)

Φλ,r,β(z) =
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r ∞∑
n=0

sin

(
(2n+ 1)

πΛ′

4Λβ
z − πr

2

)
(2n+ 1)r sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) ,
‖Φλ,r,β‖∞ =

π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r ∞∑
n=0

(−1)n(r+1)

(2n+ 1)r sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) .
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü δ ∈ (0,∞) ïðè r ≥ 1 è δ ∈ (0, 1) ïðè r = 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ r + 1

(2) sup
f∈Hr

∞,β
‖f‖∞≤δ

‖f (k)‖∞ = ‖Φ(k)
λ,r,β‖∞

=
π√
λΛ

(
4Λβ

πΛ′

)r−k ∞∑
n=0

(−1)n(r−k+1)

(2n+ 1)r−k sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

) ,
ãäå λ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

(3) ‖Φλ,r,β‖∞ = δ.

Îäíîé èç îòëè÷èòåëüíûõ ÷åðò ðàññìàòðèâàåìîé ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷è íà êëàññå Hr

∞,β ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû ìîæåì ñòàâèòü çàäà-
÷ó îá îöåíêå íîðìû íå òîëüêî ïðîìåæóòî÷íîé ïðîèçâîäíîé (êàê â
ãëàäêîì ñëó÷àå), íî è ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî óæå ïðè k = r + 2 ðàâåíñòâî (2) ñïðàâåäëèâî ëèøü ïðè ìàëûõ
δ. Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ýòîì ñëó÷àå.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(4)
1− 5λ2

2

(
Λ′

π

)2

= 1.

Èç ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ Λ′ ïðè λ ∈ (0, 1) ñëåäóåò, ÷òî ýòî óðàâ-
íåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå λ0 ∈ (0, 1) (âû÷èñëåíèÿ ïîêàçû-
âàþò, ÷òî λ0 = 0,0460 . . .). Ïîëîæèì

δr := ‖Φλ0,r,1‖∞.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü r ≥ 0, à δ ∈ (0, δrβ
r]. Òîãäà

sup
f∈Hr

∞,β
‖f‖∞≤δ

‖f (r+2)‖∞ = ‖Φ′′λ,0,β‖∞ =

(
Λ′

2β

)2√
λ(1− λ2),

ãäå λ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (3).

Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ δr äëÿ r = 0, 1. Â ñèëó òîãî, ÷òî

(5) ‖Φλ,0,β‖∞ =
√
λ,

èìååì

δ0 =
√
λ0 = 0,2145 . . . .

Äëÿ r = 1 íàõîäèì

‖Φλ,1,1‖∞ =

∫ 2Λ/Λ′

0

√
λ sn

(
Λ′

2
z, λ

)
dz

=
2
√
λ

Λ′

∫ Λ

0

sn(t, λ) dt =
1√
λΛ′

ln
1 + λ

1− λ
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (4), ïîëó÷àåì

δ1 =
1

π

(
1− 5λ2

0

2λ0

)1/2

ln
1 + λ0

1− λ0

= 0,0961 . . . .

2. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1 áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäóêòèâíóþ ñõåìó, ïðèìåíÿåìóþ â
òåîðåìå ñðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [4, ñ. 115]). Îäíà-
êî, â îòëè÷èå îò ãëàäêîãî ñëó÷àÿ çäåñü íàèáîëåå òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûé øàã èíäóêöèè. Äîêàæåì ñíà÷àëà ðÿä ïðåäâàðèòåëüíûõ ðå-
çóëüòàòîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç HR

∞ ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì
êðóãå D := {z ∈ C : |z| < 1} ôóíêöèé, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåí-
íîé îñè, äëÿ êîòîðûõ |f(z)| < 1, z ∈ D. Ïîëîæèì äëÿ çàäàííîãî
λ ∈ (0, 1)

βn := th

(
n
πΛ

Λ′

)
, n = 1, 2, . . . , B1(z) := z

∞∏
n=1

β2
n − z2

1− β2
nz

2
.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f ∈ HR
∞ è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

(6) ‖f‖C(−1,1) ≤ ‖B1‖C(−1,1),

ãäå ‖x‖C(−1,1) := supt∈(−1,1) |x(t)|. Åñëè ξ ∈ (−1, 1) è f(ξ) = B1(ξ),
òî

|f ′(ξ)| ≤ |B′1(ξ)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

αn := th

(
(2n− 1)

πΛ

2Λ′

)
, n = 1, 2, . . . ,

B2(z) :=
∞∏
n=1

α2
n − z2

1− α2
nz

2
,

h(z) :=
∞∏
n=1

(
1− β2

nz
2

1− α2
nz

2

)2

.

Â ðàáîòå [6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(7)

B1(z) =
√
λ sn

(
2Λ′

π
arth z, λ

)
,

B2(z) =
√
λ sn

(
2Λ′

π
arth z + Λ, λ

)
,

h(z) =(1− z2) dn−2

(
2Λ′

π
arth z, λ

)
.

Â ñèëó ðàâåíñòâ

(8) ‖B1‖C(−1,1) =
√
λ, B1(±αn) = ±(−1)n+1

√
λ.

óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ î÷åâèäíî äëÿ ξ = ±αn, n = 1, 2, . . . .
Äëÿ f ∈ HR

∞ è ξ 6= ±αn, n = 1, 2, . . . , ïîëîæèì

Jf :=
1

2πi

∫
|z|=1

h(z)f(z) dz

B2(z)(z − ξ)2(1− ξz)2
.

Èç ëåììû 1 ðàáîòû [7] (ñì. òàêæå [6]) ïîëó÷àåì

Jf =

[
h(z)f(z)

B2(z)(1− ξz)2

]′∣∣z=ξ
+
∞∑
n=1

h(αn)

B
′
2(αn)

[
f(αn)

(αn − ξ)2(1− ξαn)2
− f(−αn)

(αn + ξ)2(1 + ξαn)2

]
.

Â ñèëó (7)

h(αn) =
1− α2

n

1− λ2
, B′2(αn) = (−1)n

√
λ

2Λ′

π(1− α2
n)
.



ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ 5

Òåì ñàìûì èìååì

(9) f ′(ξ) = −C(ξ)

[
h(z)

B2(z)(1− ξz)2

]′∣∣z=ξ f(ξ) +
πC(ξ)

2
√
λΛ′(1− λ2)

×
∞∑
n=1

(−1)n+1(1− α2
n)2

[
f(αn)

(αn − ξ)2(1− ξαn)2
− f(−αn)

(αn + ξ)2(1 + ξαn)2

]
+ C(ξ)Jf,

ãäå

C(ξ) :=
B2(ξ)(1− ξ2)2

h(ξ)
.

Ïîëîæèâ

ψ(z) :=
B1(z)h(z)

zB2(z)
, ψ1(z) :=

z2

(z − ξ)2(1− ξz)2

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |B1(eiθ)| = 1 ïî÷òè âñþäó, áóäåì èìåòü

Jf =
1

2π

∫ 2π

0

B1(eiθ)ψ(eiθ)ψ1(eiθ)f(eiθ) dθ.

Â ëåììå 2 ðàáîòû [6] äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(eiθ) îãðàíè÷åíà è
ïî÷òè âñþäó ïîëîæèòåëüíà. Î÷åâèäíî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò
ôóíêöèÿ ψ(eiθ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ f ∈ HR

∞

(10) |Jf | ≤ 1

2π

∫ 2π

0

ψ(eiθ)ψ1(eiθ) dθ = JB1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C(ξ) > 0. Òîãäà â ñèëó (8), (9) è (10) èìååì

(11) f ′(ξ) ≤ −C(ξ)

[
h(z)

B2(z)(1− ξz)2

]′∣∣z=ξ f(ξ) +
πC(ξ)

2Λ′(1− λ2)

×
∞∑
n=1

(1− α2
n)2

[
1

(αn − ξ)2(1− ξαn)2
+

1

(αn + ξ)2(1 + ξαn)2

]
+ C(ξ)JB1.

Åñëè f(ξ) = B1(ξ), òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâå ñîâïà-
äàåò ñ B′1(ξ) (ñì. (9)). Òàêèì îáðàçîì,

(12) f ′(ξ) ≤ B′1(ξ).

Ïîëîæèì

g(z) := f

(
α− z
1− αz

)
, α :=

2ξ

1 + ξ2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî g ∈ HR
∞ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (6). Êðîìå òîãî,

g(ξ) = f(ξ) è g′(ξ) = −f ′(ξ). Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (12) ê
ôóíêöèè g, ïîëó÷àåì

−f ′(ξ) ≤ B′1(ξ).



6 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ñëó÷àé C(ξ) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, çàìåíÿÿ íåðàâåí-
ñòâî (11) íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü f ∈ H∞,β è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

‖f‖∞ ≤ ‖ϕλ‖∞.

Åñëè a, b ∈ R è f(a) = ϕλ(b), òî

|f ′(a)| ≤ |ϕ′λ(b)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

a = b. Ïîëîæèì w(z) :=
4β

π
arth z. Ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîá-

ðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã D íà ïîëîñó Sβ. Òåì ñàìûì f(w(z)) ∈ HR
∞.

Òàê êàê ϕλ(w(z)) = B1(z) (ñì. (7)), òî ïîëîæèâ ξ = th
πa

4β
, èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 1 ïîëó÷àåì

|f ′(w(ξ))w′(ξ)| ≤ |ϕ′λ(w(ξ))w′(ξ)|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |f ′(a)| ≤ |ϕ′λ(a)|. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2, ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû ñðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ∈ Hr
∞,β, r ≥ 0 è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

(13) ‖f‖∞ ≤ ‖Φλ,r,β‖∞.

Åñëè a, b ∈ R è f(a) = Φλ,r,β(b), òî

|f ′(a)| ≤ |Φ′λ,r,β(b)|.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

Φ
(k)
λ,r,β(z) = Φλ,r−k,β(z), k = 1, . . . , r.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f ∈ Hr
∞,β, r ≥ 0, è ïðè íåêîòîðîì λ ∈ (0, 1)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (13). Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ r + 1

‖f (k)‖∞ ≤ ‖Φ(k)
λ,r,β‖∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîëîæèì Φλ,−1,β(z) := Φ′λ,0,β(z). Íå-
òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàâåíñòâà (1) èìåþò ìåñòî è äëÿ r = −1.
Òåì ñàìûì, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâî-
âàíèå λ ∈ (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàâåíñòâó (3). Ïðè r = 0 èç (5)
âûòåêàåò, ÷òî λ = δ2. Ïóñòü r ≥ 1. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ‖Φλ,r,β‖∞
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ. Ïðè λ → 0 Λ′ → ∞, Λ → π/2 è, êðîìå
òîãî,

lim
λ→0

√
λ exp

(
πΛ′

4Λ

)
=

1

2
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(ñì. [3, ñ. 116]). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 0

√
λ sh

(
(2n+ 1)

πΛ′

2Λ

)
→∞.

Òåì ñàìûì ‖Φλ,r,β‖∞ → 0 ïðè λ → 0. Åñëè λ → 1, òî Λ′ → π/2, à
Λ→∞. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ‖Φλ,r,β‖∞ →∞. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Â ðàáîòå [7] ïðè 0 < λ ≤ λ0 äîêàçàíî
ðàâåíñòâî

(14) sup
f∈H∞,β
‖f‖∞≤

√
λ

‖f ′′‖∞ = ‖Φ′′λ,0,β‖∞ =

(
Λ′

2β

)2√
λ(1− λ2).

(òàì æå íàéäåíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðè λ0 < λ < 1, êîòîðîå ìû
íå ïðèâîäèì èç-çà åãî ñëîæíîãî âèäà). Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

‖Φλ0,r,β‖∞ = δrβ
r.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
δ ∈ (0, δrβ

r] ñóùåñòâóåò λ ∈ (0, λ0], óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó (3).
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è ðàâåíñòâà
(14). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

3. Ñâÿçü ñ çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ. Èçó÷àåìàÿ ýêñòðå-
ìàëüíàÿ çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ïî íåòî÷íî çàäàííîé èíôîðìàöèè î
ñàìîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb(R) ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà R è ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè
âåëè÷èíû

ek(H
r
∞,β, δ) := inf

A : Cb(R)→R
sup

f∈Hr
∞,β

sup
y∈Cb(R)
‖f−y‖∞≤δ

|f (k)(0)− Ay|.

Ýòà âåëè÷èíà åñòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà-
÷åíèÿ f (k)(0) ïî ñëåäó f|R, èçâåñòíîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ðàâíî-
ìåðíîé íîðìå. Èç îáùèõ óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ çàäà÷ âîññòà-
íîâëåíèÿ (ñì. [8], [9]), è èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà èìååì

ek(H
r
∞,β, δ) = sup

f∈Hr
∞,β

‖f‖∞≤δ

|f (k)(0)| = sup
f∈Hr

∞,β
‖f‖∞≤δ

‖f (k)‖∞.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, â îáùåì ñëó÷àå ïî-
ñòàâëåííóþ Ñ. Á. Ñòå÷êèíûì [10]. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó

Ek(H
r
∞,β, N) := inf

A∈Cb(R)∗

‖A‖≤N

sup
f∈Hr

∞,β

|f (k)(0)− Af|R|.
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Èç ðåçóëüòàòîâ Â. Í. Ãàáóøèíà [11] (ñì. òàêæå [8]) ñëåäóåò, ÷òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ek(H
r
∞,β, N) = sup

δ≥0

(
ek(H

r
∞,β, δ)−Nδ

)
.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé Ïîñòóïèëî
àâèàöèîííûé òåõíîëîãè÷åñêèé 18.11.93
óíèâåðñèòåò èì. Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî
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