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Îáñóæäàåòñÿ îäèí ïîäõîä ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ôóíêöèé â óñëîâè-
ÿõ íåîïðåäåëåííîñòè çíàíèÿ î ñàìèõ ôóíêöèÿõ. Âîçìîæíîñòè
äàííîãî ïîäõîäà äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ðÿäå ïðèìåðîâ. Â êîí-
öå ñòàòüè ïðèâîäèòñÿ îäèí îáùèé ðåçóëüòàò îá îïòèìàëüíîì
âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

1. Ââåäåíèå

Ìíîãèå ñòîðîíû ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà ñâÿçàíû ñ
òåì, ÷òî åìó ïðèõîäèòñÿ ñóäèòü îá èçó÷àåìûõ îáúåêòàõ ïî íåïîë-
íîé è/èëè íåòî÷íîé èíôîðìàöèè î íèõ. Ïî òàêîé èíôîðìàöèè òî÷-
íî âîññòàíîâèòü îáúåêò, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî: âîçíèêàåò íåêî-
òîðàÿ íåîïðåäåëåííîñòü îáû÷íî â âèäå íåêîòîðîé îáëàñòè, ãäå îáú-
åêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ. Èíîãäà ïðè óòî÷íåíèè èñõîäíîé èíôîðìà-
öèè ìîæíî âñå áëèæå è áëèæå ïðèáëèæàòüñÿ ê öåëè (â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåêò �ïîçíàâàåì"), íî �öåíà"ýòîé ïîçíàâàå-
ìîñòè íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ íåïîìåðíî áîëüøîé.
Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî �Ìèð ïîçíàâàåì íî ñåé÷àñ êàê-òî íà

ýòîì íå íàñòàèâàþò, èáî áûëè îáíàðóæåíû ïðèíöèïèàëüíûå ãðàíè-
öû ïîçíàâàåìîñòè (â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
è ò.ï.). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-òî èíôîðìàöèÿ, òî
âîçíèêàåò æåëàíèå ìàêñèìàëüíî ñóçèòü ãðàíèöû íåîïðåäåëåííîñòè
èçó÷àåìîãî îáúåêòà, ìàêñèìàëüíî ïîëíî èñïîëüçîâàâ ýòó èíôîð-
ìàöèþ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ òå èëè èíûå ìåòîäû âîññòàíîâëå-

íèÿ îáúåêòà ïî òîé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â íàøåì ðàñ-
ïîðÿæåíèè. Åñëè ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ î÷åð÷èâàåò ãðàíèöû äëÿ
îáúåêòà, ñîâïàäàþùèå ñ ìåðîé åãî íåîïðåäåëåííîñòè ïðè äàííîé
èíôîðìàöèè, ìîæíî ãîâîðèòü îá îïòèìàëüíîñòè äàííîãî ìåòîäà
âîññòàíîâëåíèÿ.
Àíäðåÿ Íèêîëàåâè÷à Êîëìîãîðîâà íà ïðîòÿæåíèè âñåé åãî òâîð-

÷åñêîé æèçíè çàíèìàëè ïîäîáíûå âîïðîñû, è îí òàê èëè èíà÷å

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 00�15�96109, 02-01-39012 è 02�01�00386),
ïðîãðàììû �Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè"(ÓÐ.04.03.013), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå U.S.
CRDF � R.F. Ministry of Education Award VZ-010-0.
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ñòàëêèâàëñÿ ñ íèìè â ñâîåé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé, â òåîðèè èíôîðìàöèè, â òåîðèè ñòðåëüáû è ìíîãèõ
äðóãèõ âîïðîñàõ). Ðÿä ââåäåííûõ èì âåëè÷èí (ñêàæåì, ε-åìêîñòü
è ε-ýíòðîïèÿ) ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ìåð íåîïðåäåëåííîñòè,
à åãî ðåçóëüòàòû ïî ýêñòðàïîëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðèâåëè
ê ñîîòâåòñòâóþùèì îïòèìàëüíûì ìåòîäàì âîññòàíîâëåíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ (âïîëíå

åñòåñòâåííûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé) ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îï-
òèìàëüíîñòè ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ïî ðàçëè÷íîãî ðîäà èíôîðìà-
öèè. Ýòîò ïîäõîä äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðÿäå ïðèìåðîâ, íîñÿùèõ èë-
ëþñòðàòèâíûé õàðàêòåð è ïðèçâàííûõ ïîêàçàòü ðàçíîîáðàçèå çà-
äà÷, îõâàòûâàåìûõ ïðåäëàãàåìîé ïîñòàíîâêîé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåì íåîïðåäåëåííîñòè è âîññòàíîâëåíèÿ,
îáñóæäàåìûõ çäåñü, çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé çàäàííî-
ãî ôóíêöèîíàëà èëè îïåðàòîðà íà íåêîòîðûõ ôóíêöèÿõ. Îá ýòèõ
ôóíêöèÿõ ìû ðàñïîëàãàåì äâóìÿ òèïàìè èíôîðìàöèè. Îäèí èç
íèõ � �ãëîáàëüíûé õàðàêòåðèçóåò êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå òîëü-
êî è ìîãóò âñòðåòèòüñÿ; äðóãîé � �ëîêàëüíûé"(èíäèâèäóàëüíûé),
ñâÿçàííîé ñ õàðàêòåðèçàöèåé îòäåëüíîé ôóíêöèè. Êëàññû îáû÷íî
ñâÿçûâàþò ñî ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè èëè àíàëèòè÷íîñòè âõîäÿùèõ
â íèõ ôóíêöèé. Ëîêàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îáû÷íî ñîñòîèò â òîì, ÷òî
èññëåäîâàòåëþ îêàçûâàåòñÿ äîñòóïíûìè íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòè-
êè ôóíêöèè (íàïðèìåð, åå çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, ìîìåíòû,
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èëè Òåéëîðà, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ò. ï.).
Ýòà èíôîðìàöèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ òî÷íî èëè ñ îøèáêàìè. Ïî ýòèì
äâóì òèïàì èíôîðìàöèè è ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà íåîïðåäåëåííîñòè
çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà èëè îïåðàòîðà è ñòðîèòñÿ ìåòîä åãî âîññòà-
íîâëåíèÿ. Ïåðåõîäèì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî (êëàññ) C è îòîáðàæåíèå f : C → Z,

ãäå (Z, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà
êëàññó C ñîñòàâëÿåò �ãëîáàëüíóþ"èíôîðìàöèþ î íåì. Êðîìå òîãî,
î ñàìîì ýëåìåíòå èìååòñÿ �ëîêàëüíàÿ"(èíäèâèäóàëüíàÿ) èíôîðìà-
öèÿ, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî èçâåñòíî îòîáðàæåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ,
ìíîãîçíà÷íîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èíôîðìàöèè, çàäàííîé íåòî÷íî)
F : C → Y , ãäå Y � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå F íàçîâåì
èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì.
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ïî âîçìîæíîñòè

íàèëó÷øèì ñïîñîáîì çíà÷åíèå f(x), x ∈ C, ïî èíôîðìàöèè y ∈
F (x).
Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü çàäà÷è î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå ïî åå çíà÷åíèÿì â äðóãèõ òî÷êàõ èëè ïî
åå êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå, èëè çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè èíòåãðàëà
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îò ôóíêöèè, èëè åå ïðîèçâîäíîé â îòäåëüíîé òî÷êå, èëè âîññòàíîâ-
ëåíèè ñàìîé ôóíêöèè ïî òîé æå èëè êàêîé-òî èíîé èíôîðìàöèè.
Ïîÿñíèì ñìûñë, êîòîðûå ìû âêëàäûâàåì â ñëîâà �âîññòàíîâèòü

ïî âîçìîæíîñòè íàèëó÷øèì ñïîñîáîì".
Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : F (C)→ Z íàçîâåì ìåòîäîì âîññòàíîâ-

ëåíèÿ. Ïîãðåøíîñòüþ òàêîãî ìåòîäà íàçîâåì âåëè÷èíó

e(f, C, F,m) = sup
x∈C, y∈F (x)

d(f(x),m(y)),

à ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (f íà C ïî F ), êî-
òîðóþ îáîçíà÷èì E(f, C, F ), îïðåäåëèì êàê çíà÷åíèå ñëåäóþùåé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

inf e(f, C, F,m), (1)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îòîáðàæåíèÿì

m : F (C)→ Z.

Ìåòîä m̂, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1), íàçûâàåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå òèïû èíôîðìàöèè,
ò. å. ìû ðàñïîëàãàåì ñåìåéñòâîì èíôîðìàöèîííûõ îòîáðàæåíèé F ,
è òîãäà ïîä çàäà÷åé î âûáîðå îïòèìàëüíîé èíôîðìàöèè ïîíèìàåò-
ñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(f, C,F) = inf
F∈F

E(f, C, F ).

Âïåðâûå ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîÿâè-
ëàñü â ðàáîòå Ñìîëÿêà [1] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà C � âûïóêëîå è óðàâ-
íîâåøåííîå (ò.å. C = αC äëÿ âñåõ α òàêèõ, ÷òî |α| = 1) ïîäìíî-
æåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X, Y � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, f � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà X è F : X → Y �
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ñìîëÿê äîêàçàë, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñðåäè
îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ åñòü ëèíåéíûé. Âïîñëåäñòâèè ïðîáëåìàòèêà,
ñâÿçàííàÿ ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì ðàçâèâàëàñü äîñòàòî÷-
íî èíòåíñèâíî (ñì. [2]�[7]). Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê êðóãó âî-
ïðîñîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå, ìîæíî íàéòè â [8]�[10],
ãäå, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàòñÿ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ áîëüøèíñòâà
èç òåõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ íèæå.

3. Ïðèìåðû

1. Âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå ïî åå çíà-

÷åíèÿì â äðóãèõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1
∞([−1, 1]) êëàññ

âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé x(·), îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [−1, 1], àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

|x′(t)| ≤ 1, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [−1, 1].
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Ïóñòü −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíî-
ãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(·) ∈ W 1

∞([−1, 1]) â òî÷êå
τ ∈ [−1, 1] ïî åå çíà÷åíèÿì â íàáîðå òî÷åê t̄ = (t1, . . . , tn). Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çäåñü C = W 1

∞([−1, 1]), Z = R,
f(x(·)) = x(τ), Y = Rn è Ft̄ : C → Y , Ft̄x(·) = (x(t1), . . . , x(tn)).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæ-

íûå ôóíêöèè m : Rn → R. Ïîãðåøíîñòü äàííîãî ìåòîäà m åñòü
âåëè÷èíà

e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m) = sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

|x(τ)−m(Ft̄x(·))|,

à ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � âåëè÷èíà

E(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
E(x(τ),W 1

∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Íàéäåì ýòó âåëè÷èíó, à òàêæå îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(t) � áëèæàéøóþ ê t òî÷êó èç ìíîæåñòâà
{t1, . . . , tn} (â ñëó÷àå, åñëè t ëåæèò ïîñåðåäèíå ìåæäó ti è ti+1, áóäåì
ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè α(t) = ti). Ïîëîæèì

x̂(t) = |t− α(t)|.

Î÷åâèäíî, ÷òî x̂(·) ∈ W 1
∞([−1, 1]), −x̂(·) ∈ W 1

∞([−1, 1]) è Ft̄x̂(·) =
Ft̄(−x̂(·)) = 0. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂(τ) ≤ |x̂(τ)−m(0)|+ |− x̂(τ)−m(0)| ≤ 2e(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄,m).

Îòêóäà

E(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) ≥ x̂(τ).

Ïóñòü α(τ) = tk 1 ≤ k ≤ n. Îïðåäåëèì ìåòîä m̂ ðàâåíñòâîì
m̂(y) = yk, y = (y1, . . . , yn). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈
W 1
∞([−1, 1]) èìååì

|x(τ)− m̂(Ft̄x(·))| = |x(τ)− x(tk)| ≤ |τ − tk| = x̂(τ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(x(τ),W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = x̂(τ),

à ìåòîä

x(τ) ≈ x(α(τ))

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
2. Âîññòàíîâëåíèå èíòåãðàëà îò ôóíêöèè ïî åå çíà÷åíè-

ÿì â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Äëÿ òîãî æå êëàññà W 1
∞([−1, 1]) è òîãî

æå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Ft̄ ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

Ix(·) =

∫ 1

−1

x(t) dt.
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Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðè-
âàòü âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè m : Rn → R. Çäåñü çàäà÷à îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) = inf

m : Rn→R
sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ m̂0, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
íèæíÿÿ ãðàíü â ýòîì ðàâåíñòâå.
Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè x̂(·) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìå-

ðà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m

2

∫ 1

−1

x̂(t) dt ≤
∣∣∣∣∫ 1

−1

x̂(t) dt−m(0)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ 1

−1

(−x̂(t)) dt−m(0)

∣∣∣∣
≤ 2 sup

x(·)∈W 1
∞([−1,1])

∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt−m(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ .

Òåì ñàìûì

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) ≥

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ

m̂0(y) =

∫ 1

−1

y(t) dt,

ãäå

y(t) =


y1, −1 ≤ t ≤ t1 + t2

2
,

yi,
ti−1 + ti

2
< t ≤ ti + ti+1

2
, 2 ≤ i ≤ n− 1,

yn,
tn−1 + tn

2
< t ≤ 1,

ïðè âñåõ x̂(·) ∈ W 1
∞([−1, 1]) áóäåì èìåòü∣∣∣∣∫ 1

−1

x(t) dt− m̂0(Ft̄x(·))
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

−1

(x(t)− x(α(t))) dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

−1

|t− α(t)| dt =

∫ 1

−1

x̂(t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(I,W 1
∞([−1, 1]), Ft̄) =

∫ 1

−1

x̂(t) dt

=
(t1 + 1)2

2
+

n−1∑
j=1

(tj+1 − tj)2

4
+

(1− tn)2

2
,



6 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ, Â. Ì. ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ

à

∫ 1

−1

x(t) dt ≈ m̂0(Ft̄x(·))

=

(
t1 + t2

2
+ 1

)
x(t1)+

n−1∑
j=2

tj+1 − tj−1

2
x(tj)+

(
1− tn−1 + tn

2

)
x(tn)

� îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.
Åñëè â íàøèõ âîçìîæíîñòÿõ âûáèðàòü ñèñòåìó òî÷åê t̄ =

(t1, . . . , tn), â êîòîðûõ áóäóò èçìåðÿòüñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé x(·) ∈
W 1
∞([−1, 1]) (èíà÷å ãîâîðÿ, åñòü âîçìîæíîñòü âûáîðà èñõîäíîé èí-

ôîðìàöèè), òî åñòåñòâåííî âûáðàòü ýòè òî÷êè òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà
E(I,W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) áûëà ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøå. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî

inf
t̄
E(I,W 1

∞([−1, 1]), Ft̄) =
1

n
,

à îïòèìàëüíûå òî÷êè (ò. å. òî÷êè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü) òàêîâû

t̂j = −1 +
2j − 1

n
, j = 1, . . . , n.

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè õîòÿ è
áûëà íåïîëíîé, íî çàäàâàëàñü òî÷íî. Ðåàëüíî, ëþáàÿ èñõîäíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ ñîäåðæèò òó èëè èíóþ ïîãðåøíîñòü. Äàëüíåéøèå ïðè-
ìåðû ïîñâÿùåíû ñëó÷àÿì, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèÿõ çàäàåòñÿ
ñ íåêîòîðîé îøèáêîé.
3. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå ïî

ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì â äðóãèõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç W 2

∞([−1, 1]) ìíîæåñòâî ôóíêöèé x(·), îïðåäåëåííûõ íà îòðåç-
êå [−1, 1], äëÿ êîòîðûõ x′(·) ∈ W 1

∞([−1, 1]). Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè
x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ x(−h) è x(h),
0 < h ≤ 1. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì çíà÷åíèå
x′(0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1])
íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ x̃−1 è x̃1 òàêèå, ÷òî

|x(jh)− x̃j| ≤ δ, j = −1, 1, (2)

ãäå δ > 0 � ïîãðåøíîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Çäåñü èíôîð-
ìàöèîííûé îïåðàòîð óæå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Fh,δ, ñòàâÿ-
ùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

∞([−1, 1]) ìíîæåñòâî
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Fh,δx(·) = {(x̃−1, x̃1)}, ãäå x̃−1 è x̃1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2). Ðàñ-
ñìîòðèì â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûå ôóíê-
öèè m : R2 → R. Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà m íàçîâåì âåëè÷è-
íó

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ,m)

= sup
x(·)∈W 2

∞([−1,1])

sup
x̃−1,x̃1

|x(jh)−x̃j |≤δ, j=−1,1

|x′(0)−m(x̃−1, x̃1)|.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) = inf

m : R2→R
e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fh,δ,m)

è îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, ò.å. ìåòîä, íà êîòîðîì ýòà
íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.
Ïîëîæèì

x̂(t) =


−t

2

2
+

(
h

2
+
δ

h

)
t, 0 ≤ t ≤ 1,

t2

2
+

(
h

2
+
δ

h

)
t, −1 ≤ t < 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ±x̂(·) ∈ W 2
∞([−1, 1]) è x̂(−h) = −δ, x̂(h) =

δ. Äëÿ ëþáîãî ìåòîäà m èìååì

2x̂′(0) ≤ |x̂′(0)−m(0, 0)|+ | − x̂′(0)−m(0, 0)|
≤ 2e(x′(0),W 2

∞([−1, 1]), Fh,δ,m).

Ñëåäîâàòåëüíî,

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) ≥ x̂′(0) =

h

2
+
δ

h
. (3)

Ðàññìîòðèì ìåòîä

m̂(x̃−1, x̃1) =
x̃1 − x̃−1

2h
. (4)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x̃j = x(jh) + δj, ãäå |δj| ≤ δ, j = −1, 1, áóäåì èìåòü

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂)

= sup
x(·)∈W 2

∞

sup
|δj |≤δ, j=−1,1

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h
− δ1 − δ−1

2h

∣∣∣∣
≤ sup

x(·)∈W 2
∞([−1,1])

∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h

∣∣∣∣+
δ

h
.
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Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè

x(h) = x(0) + x′(0)h+M1
h2

2
,

x(−h) = x(0)− x′(0)h+M−1
h2

2
,

ãäå M1,M−1 ∈ [−1, 1], ïîëó÷àåì∣∣∣∣x′(0)− x(h)− x(−h)

2h

∣∣∣∣ =
h

4
|M1 −M−1| ≤

h

2
.

Òåì ñàìûì

e(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ, m̂) ≤ h

2
+
δ

h
.

Ó÷èòûâàÿ (3), íàõîäèì, ÷òî

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

h

2
+
δ

h
,

à ìåòîä (4) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïòèìèçàöèè èñõîäíîé èíôîðìàöèè

çà ñ÷åò âûáîðà øàãà h. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

min
0<h≤1

E(x′(0),W 2
∞([−1, 1]), Fh,δ) =

{√
2δ, δ < 1/2,

δ + 1/2, δ ≥ 1/2,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå øàãà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì òàêîâî:

ĥ =

{√
2δ, δ < 1/2,

1 δ ≥ 1/2.

4. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïî åå ïðèáëè-

æåííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T åäèíè÷-
íóþ îêðóæíîñòü, ðåàëèçîâàííóþ êàê îòðåçîê [−π, π] ñ èäåíòèôè-
öèðîâàííûìè êîíöàìè. ×åðåç L2(T) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ôóíê-
öèé x(·) íà T, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, ñ íîðìîé

‖x(·)‖L2(T) =

(
1

2π

∫
T
|x(t)|2 dt

)1/2

.

Êëàññ W 2
2 (T) � ýòî ñîâîêóïíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

x(·), ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è
‖x′′(·)‖L2(T) ≤ 1.
Íà ýòîì êëàññå ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïåðâîé ïðî-

èçâîäíîé ôóíêöèè x(·) â ìåòðèêå L2(T) ïî êîíå÷íîìó íàáîðó åå
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

xj =
1

2π

∫
T
x(t)e−ijt dt,
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çàäàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ W 2

2 (T) íàì èçâåñòíû ÷èñëà yj, |j| ≤ N ,
òàêèå, ÷òî

|xj − yj| ≤ δ, |j| ≤ N, δ > 0. (5)

Çäåñü èíôîðìàöèîííûì îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå FN

δ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈
W 2

2 (T) ìíîæåñòâî FN
δ x(·) = {yj}|j|≤N , ãäå yj óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèþ (5). Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

E(x′(·),W 2
2 (T), FN

δ ) = inf
m : C2N+1→L2(T)

sup
x(·)∈W 2

2 (T)

y∈FNδ x(·)

‖x′(·)−m(y)(·)‖L2(T)

è ñîîòâåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîãî ìåòîäà.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó

E(x′(·),W 2
2 (T), FN

δ ) ≥ sup
x(·)∈W 2

2 (T)
|xj |≤δ, |j|≤N

‖x′(·)‖L2(T).

Çàäà÷à ñïðàâà â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
(äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåõîäèì ê êâàäðàòó íîðìû)∑

j∈Z

j2uj → max,
∑
j∈Z

j4uj ≤ 1, 0 ≤ uj ≤ δ2, |j| ≤ N, (6)

ãäå uj = |xj|2, j ∈ Z.
Ýòà çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå λ̂ ≥ 0, λ̂j ≥ 0,
|j| ≤ N , è äîïóñòèìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj}j∈Z, äëÿ êîòîðûõ
ïðè âñåõ uj ≥ 0, j ∈ Z,

(a)
∑
j∈Z

(−j2 + λ̂j4 + λ̂jχj)uj ≥
∑
j∈Z

(−j2 + λ̂j4 + λ̂jχj)ûj

è

(b) λ̂

(∑
j∈Z

j4ûj − 1

)
= 0, λ̂j(ûj − δ2

j ) = 0, |j| ≤ N,

ãäå χj = 1, åñëè |j| ≤ N , è íóëþ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïóñòü

p0 = max
{
p ∈ Z+ : δ2

∑
|j|≤p

j4 < 1, 0 ≤ p ≤ N
}
.

Ïîëîæèì λ̂ = (p0 + 1)−2,

λ̂j =

{
j2 − (p0 + 1)−2j4, |j| ≤ p0,

0, p0 + 1 ≤ |j| ≤ N.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ûj}j∈Z îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

ûj =


δ2, |j| ≤ p0,
1− δ2

∑
|k|≤p0 k

4

2(p0 + 1)4
, |j| = p0 + 1,

0, |j| > p0 + 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü û = {ûj}j∈Z äîïóñòèìà è
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a) è (b). Òàêèì îáðàçîì, û � ðåøåíèå çàäà-
÷è (6). Ïîäñòàâëÿÿ û â ìàêñèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë è èçâëåêàÿ
êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì

E(x′(·),W 2
2 (T), FN

δ ) ≥

(
1 + δ2

∑
|j|≤p0 (j2(p0 + 1)2 − j4)

)1/2

p0 + 1
. (7)

Èñõîäÿ èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé äîñòàòî÷íîñòè ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî û ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì è òàêîé çàäà÷è∑
j∈Z

j2uj → max, λ̂
∑
j∈Z

j4uj+
∑
|j|≤N

λ̂juj ≤ λ̂+δ2
∑
|j|≤N

λ̂j, uj ≥ 0. (8)

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ çàäà÷ (6) è (8) ñîâïàäàþò.
Ïîëîæèì

x̂j =


y0, j = 0,

λ̂j

λ̂j4 + λ̂j
yj, 1 ≤ |j| ≤ p0,

0, |j| > p0.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x(·) ∈
W 2

2 (T) èìååò ìåñòî ðàâåícòâî

λ̂
∑
j∈Z

j4|xj − x̂j|2 +
∑
|j|≤N

λ̂j|xj − x̂j|2 + λ̂
∑
j∈Z

j4|x̂j|2 +
∑
|j|≤N

λ̂j|x̂j − yj|2

= λ̂
∑
j∈Z

j4|xj|2 +
∑
|j|≤N

λ̂j|xj − yj|2.

Åñëè x(·) ∈ W 2
2 (T) è |xj − yj| ≤ δ, òî, ïîëîæèâ vj = |xj − x̂j|2, áóäåì

èìåòü

λ̂
∑
j∈Z

j4vj+
∑
|j|≤N

λ̂jvj ≤ λ̂
∑
j∈Z

j4|xj|2 +
∑
|j|≤N

λ̂j|xj−yj|2 ≤ λ̂+δ2
∑
|j|≤N

λ̂j.

Îòñþäà∥∥∥∥x′(t)− ∑
|j|≤N

ijx̂je
ijt

∥∥∥∥2

L2(T)

=
∑
j∈Z

j2vj

≤ sup

{∑
j∈Z

j2uj : λ̂
∑
j∈Z

j4uj +
∑
|j|≤N

λ̂juj ≤ λ̂+ δ2
∑
|j|≤N

λ̂j, uj ≥ 0

}
.
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Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â ïðàâîé ÷àñòè, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ çàäà÷åé (8), ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (6), òî äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó,
ñîâïàäàþùóþ ñ îöåíêîé ñíèçó (7). Òàêèì îáðàçîì,

E(x′(·),W 2
2 (T), FN

δ ) =

(
1 + δ2

∑
|j|≤p0 (j2(p0 + 1)2 − j4)

)1/2

p0 + 1
,

à ìåòîä

x′(t) ≈
∑
|j|≤N

ijx̂je
ijt =

∑
|j|≤p0

ij

(
1−

(
j

p0 + 1

)2
)
yje

ijt

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè p0 < N , òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà êî-

ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, èçâåñòíûõ ñ òîé æå ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðè-
âîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.
Òåì ñàìûì ïðè ôèêñèðîâàííîì δ íàáîð èç 2N(δ) êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå (íóëåâîé êîýôôèöèåíò íå èñïîëüçóåòñÿ â îïòèìàëüíîì ìå-
òîäå), ãäå

N(δ) = max
{
N ∈ Z+ : δ2

∑
|j|≤N

j4 < 1
}
,

ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî âîññòàíîâèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
èç L2(T). Ïðèâåäåì íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè N(δ) è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

δ2 N(δ) E2
(
x′(·),W 2

2 (T), F
N(δ)
δ

)
[

1

2
,+∞

)
0 1[

1

34
,
1

2

)
1

1 + 6δ2

4[
1

196
,

1

34

)
2

1 + 56δ2

9[
1

1446
,

1

196

)
3

1 + 252δ2

16

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè( ∑
|j|≤k+1

j4

)−1/2

≤ δ <

(∑
|j|≤k

j4

)−1/2

,

òî N(δ) = k è

E
(
x′(·),W 2

2 (T), F
N(δ)
δ

)
=

(
1 + δ2

∑
|j|≤k (j2(k + 1)2 − j4)

)1/2

k + 1
.
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5. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè â òî÷êå ïî ñàìîé ôóíêöèè,

çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ â L2-íîðìå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(R)
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·), îïðåäåëåííûõ íà R, äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖L2(R) =

(∫
R
|x(t)|2 dt

)1/2

<∞.

×åðåçW1
2 (R) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R),

äëÿ êîòîðûõ ‖x′(·)‖L2(R) < ∞, à ÷åðåç W 1
2 (R) � êëàññ ôóíêöèé èç

W1
2 (R), äëÿ êîòîðûõ ‖x′(·)‖L2(T) ≤ 1. Íà êëàññå W 1

2 (R) ðàññìîòðèì
çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ x(0) ïî èíôîðìàöèè
î ñàìîé ôóíêöèè x(·), çàäàííîé ñ ïîãðåøíîñòüþ δ > 0 â íîðìå
L2(R). Èíûìè ñëîâàìè, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x(·) ∈
W 1

2 (R) íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(R), òàêàÿ, ÷òî

‖x(·)− y(·)‖L2(R) ≤ δ. (9)

Òåì ñàìûì çäåñü â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Fδ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé ôóíê-
öèè x(·) ∈ W 1

2 (R) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(·) ∈
L2(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (9). Íàñ, êàê è â ïðåäûäóùèõ
ïðèìåðàõ, èíòåðåñóåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) = inf

m : L2(R)→R
sup

x(·)∈W 1
2 (R), y(·)∈L2(R)

‖x(·)−y(·)‖L2(R)≤δ

|x(0)−m(y(·))|,

à òàêæå îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ (ìåòîä, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü).
Â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è ðàíüøå, äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) ≥ sup

x(·)∈W 1
2 (R)

‖x(·)‖L2(R)≤δ

|x(0)|.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

x̂(t) =
√
δe−|t|/δ

ïðèíàäëåæèò êëàññó W 1
2 (R) è, êðîìå òîãî, ‖x̂(·)‖L2(R) = δ, òî

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) ≥ x̂(0) =

√
δ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ âîñïîëü-
çóåìñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûì òîæäåñòâîì

x(0) =
1

2δ

∫
R
e−|t|/δx(t) dt− 1

2

∫
R
e−|t|/δx′(t) sign t dt, (10)

ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1
2 (R). Ðàññìîòðèì ìåòîä

m(y(·)) =
1

2δ

∫
R
e−|t|/δy(t) dt. (11)
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (10) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, áóäåì èìåòü

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ)

= sup
x(·)∈W 1

2 (R)

sup
y(·)∈L2(R)

‖x(·)−y(·)‖L2(R)≤δ

∣∣∣∣x(0)− 1

2δ

∫
R
e−|t|/δx(t) dt

− 1

2δ

∫
R
e−|t|/δ(y(t)− x(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ sup
x(·)∈W 1

2 (R)

∣∣∣∣12
∫
R
e−|t|/δx′(t) sign t dt

∣∣∣∣
+

√
δ

2
≤
√
δ.

Îòñþäà è ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ñíèçó âûòåêàåò ðàâåíñòâî

E(x(0),W 1
2 (R), Fδ) =

√
δ

è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà (11).
Êðîìå òîãî, èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è

x(0)→ max, ‖x(·)‖L2(R) ≤ δ, ‖x′(·)‖L2(R) ≤ 1, (12)

ðàâíî
√
δ. Ôóíêöèÿ x(·)/‖x′(·)‖L2(R) äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1

2 (R) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé â çàäà÷å (12) ñ δ = ‖x(·)‖L2(R)/‖x′(·)‖L2(R). Ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ âñåõ x(·) ∈ W1

2 (R) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|x(0)|
‖x′(·)‖L2(R)

≤
‖x(·)‖1/2

L2(R)

‖x′(·)‖1/2
L2(R)

,

ò.å.

|x(0)| ≤ ‖x(·)‖1/2
L2(R)‖x

′(·)‖1/2
L2(R).

Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íîðìû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà òî÷êó 0 ìîæíî
çàìåíèòü íà ëþáóþ òî÷êó τ ∈ R.
Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé

ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ôóíêöèé èç W1
2 (R), îçíà÷àþùèé,

÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
íîðìû ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ìà-
ëû � èõ ïðîèçâåäåíèå âñåãäà íå ìåíüøå êâàäðàòà ýòîãî çíà÷åíèÿ.
6. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî åå ïðèáëèæåííûì çíà÷å-

íèÿì â âåñîâîé íîðìå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(R, t2) ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé x(·), îïðåäåëåííûõ íà R, äëÿ êîòîðûõ

‖x(·)‖L2(R,t2) =

(∫
R
t2|x(t)|2 dt

)1/2

<∞.

×åðåçW1
2 (R, t2) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç L2(R, t2), äëÿ

êîòîðûõ x′(·) ∈ L2(R). Ïîëîæèì

W 1
2 (R, t2) = {x(·) ∈ W1

2 (R, t2) : ‖x′(·)‖L2(R) ≤ 1 }.
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Íà êëàññåW 1
2 (R, t2) ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ ôóíêöèè x(·) ïî èíôîðìàöèè î åå ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì â
íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(R, t2). Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
x(·) ∈ W 1

2 (R, t2) íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(R, t2), òàêàÿ, ÷òî

‖x(·)− y(·)‖L2(R,t2) ≤ δ. (13)

Çäåñü â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà Fδ ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈
W 1

2 (R, t2) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(·) ∈
L2(R, t2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (13). Íàñ èíòåðåñóåò ïîãðåø-
íîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

E(x(·),W 1
2 (R, t2), Fδ)

= inf
m : L2(R,t2)→L2(R)

sup
x(·)∈W 1

2 (R,t2), y(·)∈L2(R,t2)
‖x(·)−y(·)‖L2(R,t2)

≤δ

‖x(·)−m(y)(·)‖L2(R),

à òàêæå îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.
Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâîäèìûì â ïðåäûäóùèõ ïðèìå-

ðàõ, ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó

E(x(·),W 1
2 (R, t2), Fδ) ≥ sup

‖x(·)‖L2(R,t2)
≤δ

‖x′(·)‖L2(R)≤1

‖x(·)‖L2(R).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

‖x(·)‖2
L2(R) → max, ‖x(·)‖2

L2(R,t2) ≤ δ2, ‖x′(·)‖2
L2(R) ≤ 1, (14)

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x(·), λ1, λ2) = −
∫
R
x2(t) dt+ λ1

∫
R
t2x2(t) dt+ λ2

∫
R
x′

2
(t) dt.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ x̂(·) ∈ W 1
2 (R, t2)

áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (14) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëèñü λ̂1, λ̂2 ≥ 0,
äëÿ êîòîðûõ

min
x(·)∈W 1

2 (R,t2)
L(x(·), λ̂1, λ̂2) = L(x̂(·), λ̂1, λ̂2)

è

λ̂1

(∫
R
t2x̂2(t) dt− δ2

)
= 0, λ̂2

(∫
R
x̂′

2
(t) dt− 1

)
= 0.

Ïîëîæèì λ̂1 = δ−1 è λ̂2 = δ. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãà-
åìîå â ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

L(x(·), λ̂1, λ̂2) =
1

δ

∫
R

(tx(t) + δx′(t))
2
dt.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà ôóíêöèè

x̂(t) =
√

2

(
δ

π

)1/4

e−
t2

2δ
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ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å. íà ýòîé ôóíêöèè äî-
ñòèãàåòñÿ ìèíèìóì. Â ñèëó òîãî, ÷òî∫

R
t2x2(t) dt = δ2,

∫
R
x′

2
(t) dt = 1,

x̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (14). Òåì ñàìûì

E(x(·),W 1
2 (R, t2), Fδ) ≥

(∫
R
x̂2(t) dt

)1/2

=
√

2δ.

Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé äîñòàòî÷íîñòè âûòåêàåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ x̂(·) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

‖x(·)‖2
L2(R) → max, δ−1‖x(·)‖2

L2(R,t2) + δ‖x′(·)‖2
L2(R) ≤ 2δ. (15)

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ.
Ïîëîæèì

ψn(t) = Hn

(
t√
δ

)
e−

t2

2δ , n = 0, 1, . . . ,

ãäå Hn(·) � ïîëèíîìû ×åáûøåâà�Ýðìèòà ({Hn(·)}∞n=0 � îðòîãî-
íàëüíàÿ íà R ñèñòåìà ïîëèíîìîâ äëÿ âåñà e−x

2
ñî ñòàðøèìè êî-

ýôôèöèåíòàìè an = 2n). Ôóíêöèè ψn(·), n = 0, 1, . . ., îáðàçóþò
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2(R). Ïóñòü y(·) ∈ L2(R, t2) è

ty(t) =
∞∑
n=0

ynψn(t).

Ïîëîæèì

x̂(t) =
∞∑
n=0

x̂nψn(t),

ãäå

x̂0 =
y1√
δ
, x̂n =

(n+ 1)yn+1 + yn−1/2√
δ(2n+ 1)

, n = 1, 2, . . . .

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà�Ýðìèòà, ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ âñåõ z(·) ∈ W1

2 (R, t2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1

δ

∫
R
t2(x̂(t)− y(t))z(t) dt+ δ

∫
R
x̂′(t)z′(t) dt = 0.

Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x(·) ∈ W 1
2 (R, t2)

1

δ

∫
R
t2(x(t)− x̂(t))2 dt+δ

∫
R
(x′(t)− x̂′(t))2 dt+

1

δ

∫
R
t2(x̂(t)−y(t))2 dt

+ δ

∫
R
x̂′2(t) dt =

1

δ

∫
R
t2(x(t)− y(t))2 dt+ δ

∫
R
x′

2
(t) dt.
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Åñëè x(·) ∈ W 1
2 (R, t2) è ‖x(·) − y(·)‖L2(R,t2) ≤ δ, òî, ïîëîæèâ z(·) =

x(·)− x̂(·), áóäåì èìåòü

1

δ

∫
R
t2z2(t) dt+ δ

∫
R
z′

2
(t) dt

≤ 1

δ

∫
R
t2(x(t)− y(t))2 dt+ δ

∫
R
x′

2
(t) dt ≤ 2δ.

Îòñþäà

‖x(·)− x̂(·)‖L2(R) = ‖z(·)‖L2(R)

≤ sup
{
‖x(·)‖L2(R) : δ−1‖x(·)‖2

L2(R,t2) + δ‖x′(·)‖2
L2(R) ≤ 2δ

}
.

Êâàäðàò çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è â ïðàâîé ÷àñòè ñîâïàäà-
åò ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (15) è òåì ñàìûì ñî çíà÷åíèåì çàäà÷è (14).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïî-
ëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó, ñîâïàäàþùàÿ ñ îöåíêîé ñíèçó. Òàêèì îáðà-
çîì,

E(x(·),W 1
2 (R, t2), Fδ) =

√
2δ, (16)

à ìåòîä

x(t) ≈
∞∑
n=0

x̂nψn(t) =
1√
π

∞∑
n=0

αnHn

(
t√
δ

)
e−

t2

2δ ,

ãäå

αn =
1

(2n+ 1)2nn!

∫
R
y(t)Hn

(
t√
δ

)
e−

t2

2δ t2 dt,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Èç (16) ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,

âûòåêàåò ñëåäóþùåå òî÷íîå íåðàâåíñòâî∫
R
x2(t) dt ≤ 2

(∫
R
t2x2(t) dt

)1/2(∫
R
x′

2
(t) dt

)1/2

. (17)

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè x(·), íîðìèðîâàííûå óñëîâèåì∫
R
x2(t) dt = 1,

òî èç (17) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∫
R
t2x2(t) dt

∫
R
x′

2
(t) dt ≥ 1/4,

êîòîðîå èçâåñòíî êàê ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà.



ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÜ È ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß 17

4. Òåîðèÿ

Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû áûëè ðåøåíû íåïîñðåäñòâåííî, áåç
ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî îáùèõ óòâåðæäåíèé. Ìû ýòî ñäåëàëè ñî-
çíàòåëüíî, ÷òîáû ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ òîëüêî íà ñà-
ìèõ ïðèìåðàõ. Çäåñü æå ìû ïðèâåäåì îäèí îáùèé ðåçóëüòàò, ñâÿ-
çàííûé ñ îïòèìàëüíûì âîññòàíîâëåíèåì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
(â íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ ìû, ôàêòè÷åñêè, èì ïîëüçîâàëèñü).
Ïóñòü â îáîçíà÷åíèÿõ ï.2 C � ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîãî èëè

êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà X, X ′ � ñîïðÿæåííîå ê X è f = x′ ∈
X ′, ò. å. Z = R èëè C. Çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà x′ íà
ýëåìåíòå x ∈ X îáîçíà÷àåì 〈x′, x〉. Ïóñòü, äàëåå, Y � äðóãîå âåùå-
ñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, Y ′ � åãî ñîïðÿ-
æåííîå è F : C → Y � (âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íîå) îòîáðàæå-
íèå. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà x′ íà ìíîæåñòâå C ïî èíôîðìàöèè F .
Áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî X è Y � êîìïëåêñíûå

âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëþáîå îòîáðàæåíèå m : F (C)→ C, êàê è
ðàíüøå, íàçîâåì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîãðåøíîñòüþ òàêîãî
ìåòîäà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(x′, C, F,m) = sup
x∈C, y∈F (x)

|〈x′, x〉 −m(y)|, (18)

à ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (x′ íà C ïî F ), îáî-
çíà÷àåìóþ E(x′, C, F ), îïðåäåëèì êàê çíà÷åíèå çàäà÷è:

e(x′, C, F,m)→ min, (19)

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì îòîáðàæåíèÿì

m : F (C)→ C.

Ëþáîé ìåòîä m̂, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è íàçûâà-
åòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Ñîïîñòàâèì çàäà÷å (19) ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

Re 〈x′, x〉 → max, x ∈ F−1(0), x ∈ C, (20)

ãäå F−1(y) = {x ∈ C | y ∈ F (x)}.
Ôóíêöèþ

L ((x, y), λ0, y
′) = λ0Re 〈x′, x〉+ Re 〈y′, y〉.

íàçîâåì ôóíêöèåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (20), à ÷èñëî λ0 è ôóíêöèîíàë
y′ ∈ Y ′ � ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â çàäà÷å (20) ìíîæåñòâà C è grF = {(x, y) :
x ∈ C, y ∈ F (x)} âûïóêëû è óðàâíîâåøåíû. Òîãäà äîïóñòèìàÿ â

(20) òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è â òîì è òîëüêî â
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òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà ŷ′ ∈ Y ′,
÷òî

min
x∈C
y∈F (x)

L ((x, y),−1, ŷ′) = L ((x̂, 0),−1, ŷ′) .

Ïðè ýòîì ŷ′ � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ â çàäà÷å (19)
è E(x′, C, F ) = Re 〈x′, x̂〉.

Èç ýòîé òåîðåìû âèäíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìåòî-
äà â (19) äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó (20), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé. Ðåøàÿ åå ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, ìû
íàõîäèì çàîäíî è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ò. å. íàõîäèì îïòèìàëüíûé
ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ (êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì). Ñ òî÷êè
çðåíèÿ âûïóêëîé äâîéñòâåííîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷è (19) è
(20) äâîéñòâåííû äðóã ê äðóãó.
Ïðè îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îöåíêà

ñíèçó âåëè÷èíû îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòè òàêæå ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé (20), íî îöåíêà ñâåðõó òðåáóåò îòäåëüíûõ
ðàññóæäåíèé. Íà ýòîò ñ÷åò èìåþòñÿ íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ îáùå-
ãî õàðàêòåðà, íî çäåñü ìû íà íèõ íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ (ñì.
[10]).
Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [9].
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