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�1. Ââåäåíèå

Ïóñòü G � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñèì-
ìåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(G)
êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â G ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ òàì ïî ìîäóëþ
åäèíèöåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëà

I(f) =

∫ b

a

f(x)p(x) dx,

ãäå f ∈ A(G), (a, b) ⊂ G, a p � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé íåîòðèöà-
òåëüíûé âåñ, ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f è åå ïðîèçâîäíûõ â íåêîòî-
ðîé ñèñòåìå óçëîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Z =

(
z1, . . . , zn
ν1, . . . , νn

)
ñèñòåìó ðàçëè÷íûõ óçëîâ z1, . . . , zn ∈ G ñ êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn.

Ïîëîæèì N =
N∑
j=1

νj. Ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

èíòåãðàëà I(f) íà êëàññå A(G) äëÿ äàííîé ñèñòåìû Z è âåñà p
áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

(1.1) r(G,Z, p) = inf
S

sup
f∈A(G)

|I(f)

−S(f(z1), . . . , f (ν1−1)(z1), . . . , f(zn), . . . , f (νn−1)(zn)
∣∣ ,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì (ìåòîäàì)
S : CN → C. Ìåòîä S0 áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øèì äëÿ äàííîé ñè-

ñòåìû Z è âåñà ð, åñëè íà íåì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðàâåí-
ñòâå (1.1).
Èçâåñòíî [1], ÷òî äëÿ âåëè÷èíû (1.1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(1.2) r(G,Z, p) = sup
f∈A(G)

f (k)(zj)=0, j=1,...,n, k=0,...,νj−1

|I(f)|,

1
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à ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé. Òåì ñàìûì çà-
äà÷à î ïîñòðîåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î íàõîæ-
äåíèè íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

I(f) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

ajkf
(k)(zj).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îò ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè G ìîæíî
ïåðåéòè ê íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè Q, óäîâëåòâîðÿþùåé
òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è îáëàñòü G, íàïðèìåð, åäèíè÷íîìó êðóãó
D = {z : |z| < 1} èëè âíóòðåííîñòè ýëëèïñà Ýc ñ ôîêóñàìè â
òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z = α(w)
� êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ω íà G, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè
âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, a = α(a1), b = α(b1), òî
èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ íà êëàññå ôóíêöèé
g ∈ A(Ω) íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû∫ b1

a1

g(x)q(x) dx ≈
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

bjkg
(k)(wj),

ãäå q(x) = p(α(x))α′(x) (îòîáðàæåíèå α ìîæåò áûòü âûáðàíî òàê,
÷òî α′(x) > 0 ïðè x ∈ Ω ∩ R), g(x) = f(α(x)), à z̃j = α(wj).
Ïîëîæèì Ac = A(Ýc), B = A(D). Â � 2 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñè-

ñòåìû Z ñ ÷åòíûìè νj, j = 1, . . . , n, ñòðîèòñÿ íàèëó÷øàÿ íà êëàñ-
ñå B êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà. Ïîñòðîåíû òàêæå íàèëó÷øèå êâàä-
ðàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññå Ac ïðè νj < 2, j = 1, . . . , n, äëÿ

p1(x) =
1√

1− x2
ïî óçëàì

{
cos

2j − 1

2n
π

}n
j=1

è äëÿ íåêîòîðîãî âåñà

p2(x) →
√

1− x2 ïðè c → ∞ ïî óçëàì

{
cos

jπ

n+ 1

}n
j=1

. Ïîñòðîåí-

íûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðè c→∞ ïåðåõîäÿò â êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(1.3) R(G, ν, p) = inf
a≤z1<...<zn≤b

r(G,Z, p).

Åñëè íà òî÷êàõ a ≤ z0
1 < . . . < z0

n ≤ b äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü
â ðàâåíñòâå (1.3), òî íàèëó÷øóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïî ýòîé
ñèñòåìå òî÷åê ñ êðàòíîñòÿìè ν = (ν1, . . . , νn) áóäåì íàçûâàòü îï-

òèìàëüíîé äëÿ äàííûõ p è ν. Çàäà÷àì îöåíêè âåëè÷èíû R(G, ν, p)
è äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [2�4]. Îñîáî ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå
óäåëÿëîñü ñëó÷àþ, êîãäàG = D è (a, b) = (−1, 1). Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû è ññûëêè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [5].
Â � 3 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíûõ óçëîâ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè íåò. Òåì íå ìåíåå,
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äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ c íà êëàññå Ac äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü
îïòèìàëüíûõ óçëîâ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû,
ïîñòðîåííûå â � 2 è ÿâëÿþùèåñÿ îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó, ÿâëÿ-
þòñÿ îïòèìàëüíûìè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ c.
Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, àíàëîãè÷-
íûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå îðòîãîíàëüíûì ìíîãî÷ëåíàì. Â � 3 ïî-
ñòðîåíû ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ìíîãî-
÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Îòìå÷åíà òàêæå ñâÿçü
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ñ n-ïîïåðå÷íèêàìè.
Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, êàê ïðàâèëî, áûâàþò èçâåñòíû ñ

íåêîòîðûìè îøèáêàìè, òî âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîãðåø-
íîñòè ìåòîäà ñ ó÷åòîì ýòèõ îøèáîê. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
ν = (1, . . . , 1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ A(G)
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ fj, äëÿ êîòîðûõ |f(zj) − fj| ≤ δ, j = 1, . . . , n.
Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ S íàçîâåì âåëè÷èíó

(1.4) ρ(G,Z, p, δ, S) = sup
f∈A(G)

sup
fj

|f(zj)−fj |≤δ, j=1,...,n

|I(f)− S(f1, . . . , fn)|.

Âåëè÷èíó

(1.5) r(G,Z, p, δ) = inf
S
ρ(G,Z, p, δ, S),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ìåòîäàì S : Cn → C,
áóäåì íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ èíòå-

ãðàëà I(f) ïî çíà÷åíèÿì â óçëàõ ñèñòåìû Z, çàäàííûì ñ îøèá-

êîé á. Ýòà âåëè÷èíà ïðè δ = 0 ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé (1.1) äëÿ
ν = (1, . . . , 1). Ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â ðà-
âåíñòâå (1.5) áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øèì äëÿ äàííîãî δ.
Â çàäà÷å (1.5) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå (1.2) (ñì. [6,

7]),

(1.6) r(G,Z, p, δ) = sup
f∈A(G)

f(zj)≤δ, j=1,...,n

|I(f)|.

Êðîìå òîãî, ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ òàêæå ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íûé, ò. å.êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà.
Â � 4 íàõîäÿòñÿ ïîëíûå ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ïî-

ñòðîåííûõ â � 2, ïðè èñïîëüçîâàíèè çíà÷åíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ ñ
ïîãðåøíîñòüþ δ. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî íàéäåííûå ïîãðåøíîñòè îò-
ëè÷àþòñÿ îò ïîãðåøíîñòåé íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà âåëè÷èíó
O(δ2).

�2. Íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.1) íà êëàññå ôóíêöèé B, êîãäà −1 ≤ a <
b ≤ 1. Ïóñòü Z � ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1, . . . , zn èç èíòåðâàëà
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(−1, 1) ñ êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn. Ïîëîæèì

Wj(z) =
z − zj
1− zjz

, Φ(z) =
n∏
j=1

W
νj
j (z), Φj(z) = Φ(z)/W

νj
j (z).

Òåîðåìà 2.1. Ïðè ÷åòíûõ νj, j = 1, . . . , n, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(2.1) I(f) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

ajkf
(k)(zj),

ãäå

ajk =

∫ b

a

Djk(x)p(x) dx,

Djk(x) =
Φ(x)(1− x2)

k!(νj − k − 1)!
· ∂

νj−k−1

∂ξνj−k−1

[
(1− zjξ)νj

Φj(ξ)(1− xξ)(x− ξ)

]∣∣ξ=zj ,
(2.2)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì â çàäà÷å (1.1) íà êëàññå B. Äëÿ åå

ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2.3) r(D,Z, p) =

∫ b

a

Φ(x)p(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèé f ∈ B ïðè ëþáîì x ∈ (−1, 1) ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû î âû÷åòàõ ïîëó÷àåì (ñì. [7, ñ. 39], [8])
(2.4)

f(x)−
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

Djk(x)f (k)(zj) =
1

2πi

∫
|ξ|=1

Φ(x)(1− x2)f(ξ)

Φ(ξ)(1− xξ)(ξ − x)
dξ,

ãäå

νj−1∑
k=0

Djk(x)f (k)(zj)

=
Φ(x)(1− x2)

(νj − 1)!
· ∂

νj−1

∂ξνj−1

[
f(ξ)(1− zjξ)νj

Φj(ξ)(1− xξ)(x− ξ)

]∣∣ξ=zj
=

Φ(x)(1− x2)

(νj − 1)!

νj−1∑
k=0

Ck
νj−1f

(k)(zj)

× ∂νj−k−1

∂ξνj−k−1

[
(1− zjξ)νj

Φj(ξ)(1− xξ)(x− ξ)

]∣∣ξ=zj .
Îòñþäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà (2.2). Èç ðàâåíñòâà (2.4) èìååì∣∣∣∣f(x)−

n∑
j=1

νj−1∑
k=0

Djk(x)f (k)(zj)

∣∣∣∣ ≤ Φ(x)
1

2π

∫ 2π

0

1− x2

|eiθ − x|2
dθ = Φ(x).
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Òàêèì îáðàçîì,

r(D,Z, p) ≤ sup
f∈B

∣∣∣∣I(f)−
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

Djk(x)f (k)(zj)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

Φ(x)p(x) dx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Φ(z) ∈ B è èç ðàâåíñòâà (1.2) âûòåêàåò

r(D,Z, p) ≥
∫ b

a

Φ(x)p(x) dx.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî íàèëó÷øàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2.1) ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èíòåãðèðîâàíèåì íàèëó÷øåãî ìåòîäà âîññòàíîâëå-
íèÿ íà êëàññå B0 � ïîäìíîæåñòâå ôóíêöèé èç B, âåùåñòâåííûõ íà
âåùåñòâåííîé îñè (ñì. [9]).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W (z) =
n∏
j=1

Wj(z), ωj(z) = W (z)/Wj(z).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (2.2) è (2.3), ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïðè ν1 = . . . = νn = 2 êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(2.1), â êîòîðîé

aj1 =

∫ b

a

ω2
j (x)Wj(x)

ω2
j (zj)W

′
j(zj)

[1−W 2
j (x)]p(x) dx,

aj0 =

∫ b

a

ω2
j (x)

ω2
j (zj)

[1−W 4
j (x)]p(x) dx− 2

ω′j(zj)

ωj(zj)
aj1,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì â çàäà÷å (1.1) äëÿ êëàññà B. Äëÿ åå
ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2.5) r(D,Z, p) =

∫ b

a

W 2(x)p(x) dx.

Óòâåðæäåíèå ýòîãî ñëåäñòâèÿ äëÿ êëàññà B0 è p(x) = 1 áûëî
äîêàçàíî â ðàáîòå [10].

Ëåììà 2.1. Ïóñòü z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èíòåðâàëà

(−1, 1), à ôóíêöèÿ g(ξ) àíàëèòè÷íà â C çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-

æåò, òî÷åê z−1
j , â êîòîðûõ îíà ìîæåò èìåòü ïîëþñû ïîðÿäêà íå

âûøå νj. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(2.6) g(x)−
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

Djk(x)g(k)(zj) = Φ2(x)g(x−1).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíå-
íèåì ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ (−1, 1) òåîðåìû î ïîëíîé ñóììå âû-
÷åòîâ ê ôóíêöèè

Φ(x)(1− x2)g(ξ)

Φ(ξ)(1− xξ)(ξ − x)
.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.1 ê ôóíêöèè g(ξ) = 1, ïîëó÷àåì ïðè âñåõ
x ∈ (−1, 1)

n∑
j=1

Dj0(x) = 1− Φ2(x).

Îòñþäà

(2.7)
n∑
j=1

aj0 =

∫ b

a

[1− Φ2(x)]p(x) dx.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèè gj(x) =
ωj(x)

ωj(zj)
[1 −W 2

j (x)]. Ïðè ν1 =

. . . = νn = 2 èç ðàâåíñòâà (2.6) èìååì

gj(x)−Dj0(x)−
n∑
l=1

Dl1(x)g′j(zj) = −W 2(x)gj(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(2.8) aj0 =

∫ b

a

gj(x)[1 +W 2(x)]p(x) dx−
n∑
l=1

al1g
′
j(zl).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü −1 ≤ a < b ≤ 1 è ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ óçëîâ

z1, . . . , zn èç èíòåðâàëà (−1, 1) òàêîâà, ÷òî

(2.9)

∫ b

a

W 2(x)
1−W 2

j (x)

Wj(x)
p(x) dx = 0, j = 1, . . . , n.

Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(2.10) I(f) ≈
n∑
j=1

ajf(zj),

ãäå aj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

(2.11) aj =

∫ b

a

ω2
j (x)

ω2
j (zj)

[1−W 4
j (x)]p(x) dx

=

∫ b

a

ωj(x)

ωj(zj)
[1−W 2

j (x)][1 +W 2(x)]p(x) dx,
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ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì íà êëàññå B äëÿ çàäà÷è (1.1) ïðè
νj ≤ 2, j = 1, . . . , n. Äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìó-

ëû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.5). Èìååò ìåñòî òàêæå ðàâåíñòâî

(2.12)
n∑
j=1

aj =

∫ b

a

[1−W 4(x)]p(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Z2 =

(
z1, . . . , zn
2, . . . , 2

)
. Èç ñëåäñòâèÿ 2.1

r(D,Z2, p) =

∫ b

a

W 2(x)p(x) dx,

à â ñèëó òîãî, ÷òî óñëîâèÿ (2.9) îçíà÷àþò ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôè-
öèåíòîâ aj1, j = 1, . . . , n, íàèëó÷øèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóð-
íàÿ ôîðìóëà (2.10), ãäå

aj =

∫ b

a

ω2
j (x)

ω2
j (zj)

[1−W 4
j (x)]p(x) dx.

Ðàâåíñòâî (2.12) ñëåäóåò èç (2.7), à èç ðàâåíñòâà (2.8) ïîëó÷àåòñÿ
åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ aj. Ïóñòü òåïåðü Z �
ñèñòåìà óçëîâ z1, . . . , zn ñ êðàòíîñòÿìè νj ≤ 2, j = 1, . . . , n. Òîãäà
èìååì

r(D,Z2, p) = sup
f∈B

∣∣∣∣I(f)−
n∑
j=1

ajf(zj)

∣∣∣∣ ≥ r(D,Z, p) ≥ r(D,Z2, p).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L, Λ, K ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåð-
âîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé l, λ, k, ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç L′, Λ′, K ′ �
äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìîäóëåé. Äëÿ ñèñòåìû òî÷åê t1, . . . , tn ïîëî-
æèì

(2.13) ϕj(t) =
sn tj cn tj dn tj(1− l2 sn4 t)

(sn2 tj − sn2 t)(1− l2 sn2 tj sn2 t)
, j = 1, . . . , n.

Çàâèñèìîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè îò ìîäóëÿ áóäåì îò-
ìå÷àòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà îí îòëè÷åí îò l.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [−1, 1],
òàêîâà, ÷òî ôóíêöèÿ x−1f(x) èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå. Ïî-

ëîæèì ïðè l ∈ [0, 1)

Ij = (−1)j+1

∫ L

0

f(x(t))ϕj(t) dt, j = 1, . . . , n.

Òîãäà äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1) ïðè x(t) = sn

[(
2nt

L
+ 1

)
Λ, λ

]
, tj =

2j − 1

2n
L:
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1) åñëè f(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî Ij = 0, j = 1, . . . , n,

2) åñëè f(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî I1 = . . . = In;

ïðè x(t) = sn

[
2(n+ 1)t

L
Λ, λ

]
, tj =

jL

n+ 1
èìååò ìåñòî óòâåðæäå-

íèå 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé òîæäåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [11]), ïîëó÷àåì

ϕj(t) =
1

2

[
cn(t+ tj) dn(t+ tj)

sn(t+ tj)
− cn(t− tj) dn(t− tj)

sn(t− tj)

]
.

Ïóñòü λ ∈ [0, 1), x(t) = sn

[(
2nt

L
+ 1

)
Λ, λ

]
è tj =

2j − 1

2n
L. Åñëè

f(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî, ñäåëàâ çàìåíû ïåðåìåííûõ u = t + tj
è u = t− tj áóäåì èìåòü

(2.14) Ij =
(−1)j+1

2

[∫ L+tj

tj

ψ(u) du−
∫ L−tj

−tj
ψ(u) du

]
,

ãäå

ψ(u) = f

(
sn

[
2nu

L
Λ, λ

])
cnu dnu

snu
.

Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè ψ(u) áóäóò ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

(2.15) ψ(−u) = −ψ(u), ψ(L− u) = −ψ(L+ u),

òî èç (2.14) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî Ij = 0, j = 1, . . . , n. Â ñëó÷àå,
êîãäà f(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ñäåëàâ òå æå çàìåíû ïåðåìåííûõ,
áóäåì èìåòü

Ij =
1

2

[∫ L+tj

tj

ψ(u) du+

∫ L−tj

−tj
ψ(u) du

]
.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ψ(u) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì ψ(−u) =
ψ(u), ψ(L − u) = ψ(L + u). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî I1 = . . . = In =∫ L

0

ψ(u) du. Â ñëó÷àå, êîãäà x(t) = sn

[
2(n+ 1)t

L
Λ, λ

]
, tj =

jL

n+ 1
,

a f(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, àíàëîãè÷íûå çàìåíû ïðèâîäÿò ê ðàâåí-
ñòâàì (2.14), â êîòîðûõ

ψ(u) = f (x(u))
cnu dnu

snu
.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.15), èç êîòîðûõ ñ ó÷å-
òîì (2.14) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 1). Ëåììà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 2.3. Íà êëàññå ôóíêöèé Ac äëÿ âåñà p1(x) =
1√

1− x2
è

ñèñòåìû

T1 =

(
x1, . . . , xn
ν1, . . . , νn

)
,

ãäå xj = cos
2j − 1

2n
π, νj ≤ 2, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(2.16)

∫ 1

−1

f(x)
dx√

1− x2
≈ π

1− dn(c)

n

n∑
j=1

f

(
cos

2j − 1

2n
π

)
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé; çäåñü

(2.17) dn(c) =
(λ2 + 2)Λ− 2(λ2 + 1)E

3λ2Λ
= 6c−4n +O

(
c−8n

)
,

Λ è E � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà,

ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìîäóëÿ λ, îïðåäåëåííîãî ðàâåíñòâîì

Λ′

Λ
=

4n

π
ln c.

Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (2.16) èìå-
þò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(2.18)

r(Ýc, T1, p1) = π
Λ− E
λΛ

= 2πc−2n +O
(
c−6n

)
, r(Ýc, T1, p1) < 4πc−2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ v =
√
k sn

(
2K

π
arcsinw, k

)
, ãäå k îïðå-

äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
K ′

K
=

4

π
ln c, îòîáðàæàåò êîíôîðìíî ýëëèïñ Ýc

íà åäèíè÷íûé êðóã òàê, ÷òî îòðåçîê [−1, 1] ïåðåõîäèò â îòðåçîê

[−
√
k,
√
k]. Ôóíêöèÿ z = (v−

√
k)/(1−

√
kv) ïðåîáðàçóåò êîíôîðì-

íî åäèíè÷íûé êðóã, ïðè ýòîì îòðåçîê [−
√
k,
√
k] ïåðåõîäèò â îòðå-

çîê [−l, 0], ãäå l = 2
√
k/(1 + k). Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà

ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé [11, ñ. 134] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

−l sn2 t−
√
k

1−
√
kl sn2 t

=
√
k sn

[(
1− 2t

L

)
K, k

]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

(2.19) z = −l sn2

(
L

π
arccosw

)
îòîáðàæàåò êîíôîðìíî ýëëèïñ Ýc íà åäèíè÷íûé êðóã, à îòðåçîê
[−1, 1] ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò â îòðåçîê [−l, 0], ãäå l óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ
L′

L
=

2

π
ln c. Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ñèñòå-

ìó T1 â ñèñòåìó Z1 =

(
z1, . . . , zn
ν1, . . . , νn

)
, ãäå zj = −l sn2 2j − 1

2n
L. Òàêèì
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îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ íàèëó÷øåé êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû íà êëàññå B ïî ñèñòåìå Z1 äëÿ èíòåãðàëà∫ 0

−l
g(x)q1(x) dx, q1(x) =

π

2L
[−x(l + x)(1 + lx)]−1/2.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òî÷åê z1, . . . , zn è âåñà q1(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (2.9). Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

Aj =

∫ 0

−l
W 2(x)

1−W 2
j (x)

Wj(x)
q1(x) dx

=

∫ 0

−l
W 2(x)

(1− x2)(1− z2
j )

(x− zj)(1− zjx)
q1(x) dx.

Äåëàÿ çàìåíó x = −l sn2 t, ïîëó÷àåì

Aj =
2π

lL sn 2tj

∫ L

0

W 2(−l sn2 t)ϕj(t) dt,

ãäå ϕj(t) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (2.13) ïðè tj =
2j − 1

2n
L. Ôóíê-

öèþ

(2.20) W (−l sn2 t) =
n∏
j=1

l sn2 tj − l sn2 t

1− l2 sn2 tj sn2 t

ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 2n-é ñòåïåíè (ñì. [11])
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(2.21) W (−l sn2 t) =
√
λ sn

[(
2nt

L
+ 1

)
Λ, λ

]
;

çäåñü λ îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ

Λ′

Λ
= 2n

L′

L
=

4n

π
ln c.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî A1 = . . . = An = 0.
Èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2.10) ÿâëÿåò-
ñÿ íàèëó÷øåé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ âîñïîëüçóåìñÿ
âòîðûì èç ðàâåíñòâ (2.11). Â ñèëó òîãî, ÷òî

ωj(zj) =
W ′(zj)

W ′
j(zj)

= (−1)j+1

√
λΛn(1− l2 sn4 tj)

lL sn tj cn tj dn tj
,

ïîñëå çàìåíû x = −l sn2 t, ïîëó÷àåì

aj = (−1)j+1 π

Λn

∫ L

0

f(x(t))ϕj(t) dt,

ãäå f(x) = x(1 + λx2), x(t) = sn

[(
2nt

L
+ 1

)
Λ, λ

]
. Èç ëåììû 2.2

ñëåäóåò, ÷òî a1 = . . . = an. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà
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(2.12), (2.21), èìååì

aj =
1

n

∫ 0

−l
[1−W 4(x)]q1(x) dx

=
π

Ln

∫ L

0

{
1− λ2 sn4

[(
2nt

L
+ 1

)
Λ, λ

]}
dt

=
π

n

[
1− λ2

2n

∫ 2n+1

1

sn4(uΛ, λ) du

]
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ m è r > 0 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(2.22)

∫ m+1

m

sn2r(uΛ, λ) du =

∫ 1

0

sn2r(uΛ, λ) du.

Òåì ñàìûì

aj =
π

n
[1− dn(c)],

ãäå

dn(c) = λ2

∫ 1

0

sn4(uΛ, λ) du =
λ2

Λ

∫ 1

0

t4 dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

.

Âûðàæàÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÷åðåç ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòå-
ãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà (ñì. [12, ñ. 47]), ïîëó÷èì ïåðâîå èç
ñîîòíîøåíèé (2.17). Ðàçëàãàÿ ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû Λ è

E ïî ñòåïåíÿì ìîäóëÿ λ [11, ñ. 152], áóäåì èìåòü dn(c) =
3

8
λ2+O(λ4).

Èç èçâåñòíîãî â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàâåíñòâà

√
k = 2h1/4

∞∑
m=0

hm(m+1)

1 + 2
∞∑
m=1

hm
2

, h = e−
πΛ′

Λ ,

äëÿ λ ∈ (0, 1) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

(2.23) λ = 4h1/2 +O(h3/2), h1/4 <
√
λ < 2h1/4.

Ïîñêîëüêó h = c−4n, òî

(2.24) λ = 4c−2n +O(c−6n), λ < 4c−2n.

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (2.17). Èç òåîðåìû 2.2, ðà-
âåíñòâ (2.21), (2.22) è (2.24) èìååì

r(Ýc, T1, p1) = r(D,Z1, q1) = πλ

∫ 1

0

sn2(uΛ, λ) du

= π
Λ− E
λΛ

=
π

2
λ+O(λ3) = 2πc−2n +O

(
c−6n

)
.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî sn2(uΛ, λ) < 1 ïðè u ∈ (0, 1),

r(Ýc, T1, p1) < πλ < 4πc−2n.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2.4. Íà êëàññå ôóíêöèé Ac äëÿ âåñà

p2(x) =
1√

1− x2
sn2

(
2K

π
arccosx, k

)
,

ãäå k îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
K ′

K
=

4

π
ln c, è ñèñòåìû

T2 =

(
x1, . . . , xn
ν1, . . . , νn

)
,

ãäå xj = cos
jπ

n+ 1
, νj ≤ 2, êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(2.25)

∫ 1

−1

f(x)p2(x) dx ≈
n∑
j=1

ajf

(
cos

jπ

n+ 1

)
,

â êîòîðîé

aj = πLC2
j

∫ L

o

sn2

[
2(n+ 1)t

L
Λ, λ

]
1− l4 sn4(t− tj) sn4(t+ tj)

sn2(t− tj) sn2(t+ tj)
dt,

Cj =
sn tj cn tj sn 2tj

(k + 1)(n+ 1)Λ dn tj
, l =

2
√
k

1 + k
, tj =

jL

n+ 1
,

à λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

Λ′

Λ
=

4(n+ 1)

π
ln c,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Äëÿ åå ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-

íèÿ

(2.26)
r(Ýc, T2, p2) = π

Λ− E
kλΛ

=
2π

kc2
c−2n +O

(
c−6n

)
,

r(Ýc, T2, p2) < 2πc−2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (2.19) ñâåäåì èñõîäíóþ
çàäà÷ó ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íà

êëàññå B ïî ñèñòåìå Z2 =

(
z1, . . . , zn
ν1, . . . , νn

)
, ãäå zj = −l sn2 jL

n+ 1
, äëÿ

èíòåãðàëà

∫ 0

−l
g(x)q2(x) dx. Íàéäåì âåñîâóþ ôóíêöèþ q2(x). Â ñèëó

òîãî, ÷òî ïðè l =
2
√
k

1 + k

k =
1−
√

1− l2

1 +
√

1− l2
,
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ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàíäåíà [11, ñ. 133], áóäåì èìåòü

p2(x) =
sn2 t cn2 t

M2
√

1− x2 dn2 t
, t =

L

π
arccosx, M = (1 +

√
1− l2)−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

q2(x) =
π
√
−x(l + x)

2kL(1 + lx)3/2
.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.9) äëÿ òî÷åê z1, . . . , zn è âåñà
q2(x). Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3, äåëàÿ çàìåíó x =
−l sn2 t, èìååì

Aj =

∫ 0

−l
W 2(x)

1−W 2
j (x)

Wj(x)
q2(x) dx

=
2πl

kL sn 2tj

∫ L

0

W 2(−l sn2 t)
sn2 t cn2 t

dn2 t
ϕj(t) dt;

çäåñü ϕj è W îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.13) è (2.20) ïðè tj =
jL/(n + 1). Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ãëàâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé 2(n + 1)-é ñòåïåíè, ôóíêöèþ W ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

(2.27) W (−l sn2 t) =

√
λ

l
sn

[
2(n+ 1)t

L
Λ, λ

]
dn t

sn t cn t
,

ãäå
Λ′

Λ
= 2(n+ 1)

L′

L
=

4(n+ 1)

π
ln c.

Â ñèëó ëåììû 2.2 ïîëó÷àåì

Aj =
2πλ

klL sn 2tj

∫ L

0

sn2

[
2(n+ 1)t

L
Λ, λ

]
ϕj(t) dt = 0.

Èç òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2.25), êîýô-
ôèöèåíòû êîòîðîé ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ
(2.27) è, íàïðèìåð, ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (2.11), ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷-
øåé. Äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîé ôîðìóëû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 2.3 èìååì

r(Ýc, T2, p2) = r(D,Z2, q2) =
πλ

k

∫ 1

0

sn2(uΛ, λ) du

= π
Λ− E
kλΛ

=
π

2k
λ+O(λ3).

Ïîñêîëüêó äëÿ λ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (2.23), a h = c−4(n+1),
òî λ = 4c−2(n+1) +O(c−6n) è λ < 4c−2(n+1). Òàêèì îáðàçîì,

r(Ýc, T2, p2) =
2π

kc2
c−2n +O(c−6n).
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Èç ñîîòíîøåíèé (2.23) ïðè h = e−πK
′/K èìååì

√
k > h1/4 = c−1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî kc2 > 1. Òåì ñàìûì

r(Ýc, T2, p2) <
πλ

k
<

4π

kc2
c−2n < 4πc−2n.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî ïðè c→∞ p2 →
√

1− x2, à êâàäðàòóðíûå ôîðìó-
ëû (2.16) è (2.25) ïåðåõîäÿò â êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñîâ.

�3. Îïòèìàëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (1.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0 ìíîæåñòâî
âåñîâûõ ôóíêöèé p(x), äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìíîãî-
÷ëåí s(x) òàêîé, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà [−1, 1] p(x)/s(x) ≥ C > 0. Â
ðàáîòå [2] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè p ∈ P0, ν = (ν1, . . . , νn), νj ≤ 2,
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

(3.1) M1c
−2n ≤ R(Ýc, ν, p) ≤M2c

−2n,

ãäå M1 è M2 çàâèñÿò òîëüêî îò c è âåñà p.

Ôóíêöèÿ p1(x) =
√

1− x2 ∈ P0. Ïîêàæåì, ÷òî p2(x) =
1√

1− x2

× sn2

(
2K

π
arccosx, k

)
∈ P0 ïðè âñåõ k ∈ (0, 1). Ïîëîæèì

f(t) =
1

t

∫ t

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

, t ∈
(

0,
π

2

]
.

Èìååì

f ′(t) =
1

t2

(
t√

1− k2 sin2 t
−
∫ t

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

)
≥ 0.

Èç òîãî ÷òî f(t) íå óáûâàåò, ïîëó÷àåì

2K

π
=

2

π

∫ π/2

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

≥ 1

t

∫ t

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî k ∈ (0, 1)

sn

(
2K

π
t, k

)
≥ sin t, t ∈

[
0,
π

2

]
.

Îòñþäà sn2

(
2K

π
arccosx, k

)
≥ 1 − x2 è, ñëåäîâàòåëüíî, p2 ∈ P0.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.1), îöåíîê (2.18) è (2.26) êâàäðàòóðíûå ôîð-
ìóëû (2.16) è (2.25) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî ïîðÿäêó äëÿ âñåõ
c > 1.
Â ðàáîòå [4] ïðè p(x) = 1 áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïòè-

ìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êðàòíîñòåé.



Î ÍÀÈËÓ×ØÈÕ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÕ ÔÎÐÌÓËÀÕ 15

Äîêàçàòåëüñòâî íå ìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöàòåëü-
íîãî âåñà.

Òåîðåìà 3.1 ([4]). Ïóñòü −1 ≤ a < b ≤ 1, p(x) � íåîòðèöàòåëü-

íûé íà [a, b] âåñ è ν1, . . . , νn � ÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

ñóùåñòâóþò òî÷êè a < z1 < . . . < zn < b òàêèå, ÷òî êâàäðàòóð-
íàÿ ôîðìóëà

(3.2) I(f) ≈
n∑
j=1

νj−1∑
k=0

ajkf
(k)(zj)

(êîýôôèöèåíòû ajk îïðåäåëåíû â òåîðåìå 2.1) ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíîé äëÿ äàííûõ p è ν = (ν1, . . . , νn). Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìó-

ëà (3.2) ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíîé äëÿ âñåõ µ = (µ1, . . . , µn),
νj − 1 ≤ µj ≤ νj, j = 1, . . . , n, ïðè ýòîì

R(D,µ, p) =

∫ b

a

n∏
j=1

(
x− zj
1− zjx

)νj
p(x) dx.

Ïîëîæèì äëÿ x = (x1, . . . , xn)

Φ(x, x) =
n∏
j=1

(
x− xj
1− xjx

)νj
, Φj(x, x) = Φ(x, x)

(
1− xjx
x− xj

)νj
,

ϕ(x) =

∫ b

a

Φ(x, x)p(x) dx,

ϕj(x) =
∂ϕ(x)

∂xj
= −νj

∫ b

a

Φ(x, x)
1− x2

(1− xjx)(x− xj)
p(x) dx.

Îïòèìàëüíûå óçëû z = (z1, . . . , zn) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåí-
ñòâàì

(3.3) ϕj(z) = 0, j = 1, . . . , n.

Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî

aj,νj−1 = −
(1− z2

j )
νj

νj!Φj(zj, z)
ϕj(z) = 0

(ïîýòîìó ýòè êîýôôèöèåíòû îòñóòñòâóþò â îïòèìàëüíîé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëå), à

aj,νj−2 =
(1− z2

j )
νj

(νj − 2)!Φj(zj, z)

×
∫ b

a

Φ(x, x)(1− x2)
(1− xzj)2 + x2(1− z2

j )

(1− xjx)2(x− xj)2
p(x) dx > 0,

åñëè âåñ p(x) íåýêâèâàëåíòåí íóëþ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (3.3) ìîæåò èìåòü

íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Áîëåå òîãî, îïòèìàëüíûå óçëû ìîãóò
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áûòü òàêæå íååäèíñòâåííûìè. Òåì íå ìåíåå, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ [a, b] = [−

√
k,
√
k] ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå ôàêòè÷å-

ñêè îçíà÷àþò äîñòàòî÷íóþ ìàëîñòü k (èëè, åñëè ðàññìàòðèâàòü çà-
äà÷ó íà êëàññå Ac, � äîñòàòî÷íî áîëüøóþ îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè),
åäèíñòâåííîñòü åñòü. Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå âåñîâ p(x) áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íåîòðèöàòåëüíûå è íåýêâèâàëåíòíûå íóëþ âåñîâûå
ôóíêöèè.
Ïîëîæèì

I(x1, . . . , xn, p, k) =
D(ϕ1, . . . , ϕn)

D(x1, . . . , xn)
,

γm(p, k) = inf
tj

∫ 1

−1

m∏
j=1

(t− tj)2p∗(
√
kt) dt,

ãäå p∗(
√
kt) � íîðìèðîâàííûé âåñ:

p∗(
√
kt) =

p(
√
kt)∫ 1

−1

p(
√
kt) dt

.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ν1, . . . , νn � ÷åòíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, N =
n∑
j=1

νj, ν = min
1≤j≤n

νj. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

(3.4) k ≤ ν − 1

9ν − 7 +N2N−1γ−1
N
2
−1

(p, k)
,

òî äëÿ âñåõ òî÷åê −
√
k < z1 < . . . < zn <

√
k, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ðàâåíñòâàì (3.3), I(z1, . . . , zn, p, k) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ÿêîáèàíà I(z1, . . . , zn, p, k)
÷åðåç ajl. Èìååì

ajj =
∂ϕj
∂xj

∣∣∣∣
x=z

= νj

∫ √k
−
√
k

Φ(x, z)
νj(1− x2)− 1 + 2zjx− x2

(1− zjx)2(x− zj)2
(1− x2)p(x) dx.

Â ñèëó ðàâåíñòâ (3.3) ïîëó÷àåì

ajj = ajj +
2zj

1 + z2
j

ϕj(z) = νj

∫ √k
−
√
k

Φ(x, z)

×
[
νj(1− x2)−

1− z2
j

1 + z2
j

(1 + x2)

]
(1− x2)p(x)

(1− zjx)2(x− zj)2
dx.
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Ïîñêîëüêó νj ≥ ν, òî

(3.5) νj(1− x2)−
1− z2

j

1 + z2
j

(1 + x2) ≥ ν − 1− (ν + 1)x2.

Èç óñëîâèÿ (3.4) è î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà γm(p, k) ≤ 1 ñëåäóåò, ÷òî
k ≤ (ν−1)/(9ν−3) < (ν−1)/(ν+1). Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå
ëåììû ïðè n = 1. Ïóñòü n > 1. Òîãäà

ajj > νj
[ν − 1− (ν + 1)k](1− k)

(1 + k)N+2

∫ √k
−
√
k

(x− zj)νj−2
∏
l 6=j

(x− zl)νlp(x) dx.

Ïîñëå çàìåíû x =
√
kt áóäåì èìåòü

(3.6)

ajj > νj
[ν − 1− (ν + 1)k](1− k)

(1 + k)N+2
k
N−1

2 γN
2
−1(p, k)

∫ 1

−1

p(
√
kt) dt.

Ïðè l 6= j

ajl =
∂ϕj
∂xl

∣∣∣∣
x=z

= νjνl

∫ √k
−
√
k

Φ(x, z)
(1− x2)2p(x)

(1− zjx)(x− zj)(1− zlx)(x− zl)
dx.

Â ñèëó ðàâåíñòâ (3.3)

ajl = ajl +
νl(1 + z2

j )ϕj(z)− νj(1 + z2
l )ϕl(z)

(zj − zl)(1− zlzj)

= −2νjνl

∫ √k
−
√
k

Φ(x, z)
x2(1− x2)p(x)

(1− zjx)(x− zj)(1− zlx)(x− zl)
dx.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âñåõ x, z ∈ [−
√
k,
√
k] ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòà∣∣∣∣ x− z1− zx

∣∣∣∣ ≤ 2
√
k

1 + k
,

1

1− zx
≤ 1

1− k
,

1− x2

(1− zx)2
≤ 1

1− k
.

Îòñþäà

|ajl| ≤ 2νjνl

(
2
√
k

1 + k

)N−2
k

(1− k)3

∫ √k
−
√
k

p(x) dx.

Ïîýòîìó

(3.7)
∑
l 6=j

|ajl| < νjN2N−1 k(N+1)/2

(1 + k)N−2(1− k)3

∫ 1

−1

p(
√
kt) dt.
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Äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ÿêîáèàíà I(z1, . . . , zn, p, k) äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ

ajj >
∑
l 6=j

|ajl|, j = 1, . . . , n

(ñì., íàïðèìåð, [14, ñ. 415]). Èç (3.6), (3.7) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(3.8) N2N−1γ−1
N
2
−1

(p, k) ≤ f(k),

ãäå f(k) = [ν − 1− (ν + 1)k](1− k)4(1 + k)−4. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè 0 ≤ k ≤ (ν − 1)(ν + 1)−1 f ′′(k) > 0, à ïîñêîëüêó f ′(0) = 7− 9ν,
òî f(k) ≥ ν− 1− (9ν− 7)k. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.8) áóäåò
âûïîëíåíî, åñëè

N2N−1γ−1
N
2
−1

(p, k)k ≤ ν − 1− (9ν − 7)k,

÷òî ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (3.4). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.2. Ïðè n = 1 îïòèìàëüíûé óçåë ñ êðàòíîñòüþ µ åäèí-

ñòâåíåí äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(3.9) k ≤ (ν − 1)/(ν + 1),

ãäå ν = 2[(µ+ 1)/2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îïòè-
ìàëüíîãî óçëà äëÿ ëþáîé êðàòíîñòè µ è ñîâïàäåíèå åãî ñ îïòè-
ìàëüíûì óçëîì äëÿ êðàòíîñòè ν. Äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî óçëà z1

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ϕ1(z1) = 0. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 3.1 (ñì. íåðàâåíñòâî (3.5)) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(3.9) äëÿ âñåõ òî÷åê z1 â êîòîðûõ ϕ1(z1) = 0, ϕ′1(z1) > 0. Îòñþ-
äà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî óçëà äëÿ ëþáîé âåñîâîé
ôóíêöèè.
Ïóñòü òåïåðü (ν − 1)(ν + 1)−1 < k ≤ 1. Ïîëîæèì p(x) = |x|α,

α > 0. Ôóíêöèÿ

ϕ(z) =

∫ √k
−
√
k

(
x− z
1− zx

)
|x|α dx

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, ïîýòîìó îïòèìàëüíûé óçåë ìîæåò áûòü åäèí-
ñòâåííûì ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ðàâåí íóëþ. Íåïîñðåäñòâåííûì
âû÷èñëåíèåì íàõîäèì

ϕ′′(0) = 2νk
α+ν−1

2

× (1− k)[ν − 1− (ν + 1)k]α2 + 2[ν(ν + 1)(1− k)2 − 2]α + c(k, ν)

(α + ν − 1)(α + ν + 1)(α + ν + 3)

(âåëè÷èíà c(k, ν) äëÿ íàñ íåñóùåñòâåííà). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
α ϕ′′(0) < 0 è òî÷êà z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ôóíêöèè ϕ.
Ëåììà äîêàçàíà. �



Î ÍÀÈËÓ×ØÈÕ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÕ ÔÎÐÌÓËÀÕ 19

Ïîñòðîåííûé â ëåììå 3.2 ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíî-
ãî óçëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ãèïîòåçà î åäèíñòâåííîñòè â çàäà÷å ìèíè-
ìèçàöèè íîðìû ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, âûñêàçàííàÿ â ðàáîòå [13],
â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíà.
Ïåðåâåäÿ ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó èç êëàññà B â êëàññ Ac òàê,

÷òîáû îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [−
√
k,
√
k] ïåðåøåë â îòðåçîê [−1, 1],

ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïðè n = 1 îïòèìàëüíûé óçåë ñ êðàòíîñòüþ µ
åäèíñòâåíåí íà êëàññå Ac äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

(3.10) c ≥ exp

(
πK ′0
4K0

)
,

ãäå K0 è K
′
0 � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ

ìîäóëåé k0 = (ν − 1)(ν + 1)−1, k′0 =
√

1− k2
0, ñîîòâåòñòâåííî, à ν

îïðåäåëåíî â ëåììå 3.2.

Íàïðèìåð, ïðè µ = 1, 2 k0 = 1/3, à óñëîâèå (3.4) îçíà÷àåò, ÷òî
c ≥ 3.41402 . . .

Òåîðåìà 3.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.4) ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ ñèñòåìà òî÷åê −
√
k < z1 < . . . < zn <

√
k, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì (3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2
èç ðàáîòû [15]. Ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû òî÷åê −

√
k < z1 < . . . <

zn <
√
k, óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì (3.3), ñëåäóåò èç òåîðå-

ìû 3.1. Åäèíñòâåííîñòü áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n. Ïðè
n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 3.2. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ n− 1. Ïîëîæèì

pξ(x) =

(
x− ξ
1− ξx

)νn
p(x).

Ïðè ëþáîì ξ ∈ [−
√
k,
√
k] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∫ 1

−1

pξ(
√
kt) dt ≤

(
2
√
k

1 + k

)νn ∫ 1

−1

p(
√
kt) dt,

inf
tj

∫ 1

−1

m∏
j=1

(t− tj)2pξ(
√
kt) dt

≥

( √
k

1 + k

)νn

inf
tj

∫ 1

−1

m+νn/2∏
j=1

(t− tj)2p(
√
kt) dt.

Òåì ñàìûì

(3.11) γm(pξ, k) ≥ 2−νnγm+νn/2(p, k).
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Ïîëîæèì ν ′ = min
1≤j≤n−1

νj. Èç íåðàâåíñòâà (3.11) è òîãî, ÷òî ν ′ ≥ ν,

èìååì

ν ′ − 1

9ν ′ − 7 + (N − νn)2N−νn−1γ−1
N−νn

2
− 1

(pξ, k)

>
ν − 1

9ν − 7 +N2N−1γ−1
N
2
− 1

(p, k)
.

Îòñþäà âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (3.4) è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âû-
òåêàåò, ÷òî â çàäà÷å ñ êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn−1 è âåñîì pξ(x)

ïðè âñåõ ξ ∈ [−
√
k,
√
k] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà òî-

÷åê −
√
k < z1(ξ) < . . . < zn−1(ξ) <

√
k, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðà-

âåíñòâàì (3.3) äëÿ j = 1, . . . , n − 1. Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

I(z1(ξ), . . . , zn−1(ξ), pξ, k) > 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ [−
√
k,
√
k]. Ïî òåîðå-

ìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ zn−1(ξ) � íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, −
√
k <

zn−1(−
√
k), zn−1(

√
k) <

√
k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ0, â

êîòîðîé zn−1(ξ0) = ξ0. Ýòà òî÷êà åäèíñòâåííà, òàê êàê â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå íàøëàñü áû òî÷êà ξ1 6= ξ0 òàêàÿ, ÷òî zn−1(ξ1) = ξ1, è
çàäà÷à ñ êðàòíîñòÿìè ν1, . . . , νn−2, νn−1 + νn è âåñîì p èìåëà áû äâà
ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ z1(ξ0), . . . , zn−1(ξ0) è z1(ξ1), . . . , zn−1(ξ1). Òàêèì

îáðàçîì, íåðàâåíñòâî zn−1(ξ) < ξ èìååò ìåñòî íà [−
√
k,
√
k] òîëüêî

äëÿ ξ ∈ (ξ0,
√
k].

Ïîëîæèì ϕ(ξ) = ϕn(z1(ξ), . . . , zn−1(ξ), ξ). Òîãäà

ϕ′(ξ) =
I(z1(ξ), . . . , zn−1(ξ), ξ, p, k)

I(z1(ξ), . . . , zn−1(ξ), pξ, k)
.

Òî÷êè −
√
k < z1(ξ) < . . . < zn−1(ξ) < ξ <

√
k óäîâëåòâîðÿþò ðàâåí-

ñòâàì (3.3) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ξ ∈ (ξ0,
√
k) è ϕ(ξ) = 0.

Ïðè ýòîì èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî I(z1(ξ), . . . , zn−1(ξ), ξ, p, k) > 0.

Òåì ñàìûì ϕ′(ξ) > 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ (ξ0,
√
k) òàêèõ, ÷òî ϕ(ξ) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå íå áîëåå ÷åì îäíîé òàêîé òî÷êè,
à ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3.1, � ðîâíî îäíîé. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü µ1, . . . , µn � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà, νj = 2

[
µj + 1

2

]
, N =

n∑
j=1

νj, ν = min
1≤j≤n

νj. Òîãäà, åñëè âåñî-

âàÿ ôóíêöèÿ p è k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.4), òî îïòèìàëü-

íûå óçëû â çàäà÷å ñ êðàòíîñòÿìè µ1, . . . , µn è âåñîì p åäèíñòâåí-
íû. Îíè ÿâëÿþòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûìè äëÿ ëþáûõ êðàòíîñòåé

ρ1, . . . , ρn òàêèõ, ÷òî νj − 1 ≤ ρj ≤ νj, j = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 3.3. Ïðè

(3.12) c ≥
√

44 + n24n−1
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êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2.16), à ïðè

(3.13) c ≥
√

44 + n24n+1

êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (2.25) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè íà êëàññå

Ac äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñîâ, îïðåäåëåííûõ â òåîðåìàõ 2.3 è

2.4, è νj ≤ 2, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îïòè-
ìàëüíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (2.16) è (2.25) äëÿ ν1 = . . . =
νn = 2. Îòîáðàçèì êîíôîðìíî îáëàñòü Ýc íà åäèíè÷íûé êðóã òàê,
÷òîáû îòðåçîê [−1, 1] ïåðåøåë â [−

√
k,
√
k]. Âåñà p1 è p2, îïðåäå-

ëåííûå â òåîðåìàõ 2.3 è 2.4, ïåðåéäóò â âåñà

q̃1(x) =
π

2K

1√
(k − x2)(1− kx2)

, q̃2(x) =
π

2kK(1− kx2)

√
k − x2

1− kx2
.

Èìååì ∫ 1

−1

q̃2(
√
kt) dt ≤

∫ 1

−1

q̃1(
√
kt) dt =

π√
k
.

Äëÿ íîðìèðîâàííûõ âåñîâ ïîëó÷àåì

q̃∗1(
√
kt) =

1

2K
√

(1− t2)(1− k2t2)
≥ 1

2K
√

1− t2
,

q̃∗2(
√
kt) ≥

√
1− t2

2K(1− k2t2)
√

1− k2t2
≥ 1

2K

√
1− t2.

Âåëè÷èíû γm äëÿ âåñîâ
1√

1− t2
è
√

1− t2 õîðîøî èçâåñòíû, ïîýòî-
ìó

γm(q̃1, k) ≥ 1

2K
· π

22m−1
, γm(q̃2, k) ≥ 1

2K
· π

22m+1
.

Èç ðàçëîæåíèÿ ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà K ïî ñòåïåíÿì
ìîäóëÿ k [11, ñ. 152] ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

K ≤ π

2

∞∑
r=0

k2r =
π

2
· 1

1− k2
.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, èìååì

(3.14) γ−1
m (q̃1, k) ≤ 22m−1

1− k2
, γ−1

m (q̃2, k) ≤ 22m+1

1− k2
.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 è ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå
ñèñòåìû (3.3) äëÿ âåñîâ q̃1 è q̃2 áóäåò åäèíñòâåííî ïðè âûïîëíåíèè
íåðàâåíñòâà (3.8). Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3.14) è òîãî, ÷òî ν = 2,
N = 2n, íåðàâåíñòâî (3.8) áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè

(3.15) n24n−3k ≤ g(k), n24n−1k ≤ g(k),

ãäå g(k) = (1−3k)(1−k)5(1+k)−3, äëÿ âåñîâ q̃1 è q̃2, ñîîòâåòñòâåííî.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî g′′(k) > 0 ïðè k ∈ [0, 1/3], à ïîñêîëüêó
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g′(0) = −11, òî g(k) ≥ 1 − 11k. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâà (3.15)
áóäóò âûïîëíåíû, åñëè

(3.16) n24n−3k ≤ 1− 11k, n24n−1k ≤ 1− 11k.

Èç ñîîòíîøåíèé (2.23) ñëåäóåò, ÷òî
√
k < 2c−1, ïîýòîìó íåðàâåíñòâà

(3.16) èìåþò ìåñòî, åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.12) è (3.13).
Â ñëó÷àå êîãäà ν1 = . . . = νn = 2,

ϕj(z) = − 2

1− z2
j

∫ √k
−
√
k

W 2(x)
1−W 2

j (x)

Wj(x)
p(x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3.3) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (2.9). Óçëû ñè-
ñòåì Z1 è Z2, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2.3 è 2.4,

óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (2.9) äëÿ îòðåçêà [−l, 0], l =
2
√
k

1 + k
. Ïðè

êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè êðóãà, ïåðåâîäÿùåì îòðåçîê [−l, 0] â

[−
√
k,
√
k], ýòè óçëû ïåðåéäóò â óçëû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå

(2.9) äëÿ âåñîâ q̃1 è q̃2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.12), (3.13), òî
ýòè óçëû â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óçëîâ íà êëàññå B äëÿ îòðåç-
êà [−

√
k,
√
k] è νj ≤ 2, j = 1, . . . , n, ñ ïîìîùüþ çàìåíû x =

√
k

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íóëåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ìè-
íèìèçèðóþùåé âåëè÷èíó

(3.17) inf
qn

∫ 1

−1

q2
n(t, k)p(t, k) dt,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì âèäà

(3.18) qn(t, k) =
n∏
j=1

t− tj
1− ktjt

, −1 ≤ t1 < . . . < tn ≤ 1.

Ïðè k = 0 ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ïåðåõîäÿò â ìíîãî÷ëåíû è çà-
äà÷à (3.17) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîðíåé îðòîãîíàëüíûõ ñ âåñîì
p(t, 0) ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû Ãàóññà äëÿ ýòîãî âåñà.
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è

(3.17) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k äëÿ âåñà

p1(t, k) =
1√

(1− t2)(1− k2t2)
ÿâëÿþòñÿ óçëû

(3.19) t1j = sn

[(
2j − 1

n
− 1

)
K, k

]
, j = 1, . . . , n,

à äëÿ âåñà

p2(t, k) =
1

1− k2t2

√
1− t2

1− k2t2
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óçëû

(3.20) t2j = sn

[(
2j

n+ 1
− 1

)
K, k

]
, j = 1, . . . , n

(âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðè ëþáîì k ∈ (0, 1)
îñòàåòñÿ îòêðûòûì).
Îáîçíà÷èì ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè (3.18) äëÿ óçëîâ (3.19) ÷åðåç

r̃n, à äëÿ óçëîâ (3.20) ÷åðåç s̃n. Èñïîëüçóÿ ïåðâîå ãëàâíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

r̃n(t, k) = an sn

[
n
Ln
K
x+ Ln, λn

]
,

s̃n(t, k) = an+1 sn

[
(n+ 1)

Ln+1

K
x, λn+1

]√
1− k2t2

1− t2
,

ãäå t = sn(x + K, k), an =

[n/2]∏
j=1

sn2

(
2j − 1

n
K, k

)
, à Ln è L′n � ïîë-

íûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé λn è λ′n,
ñîîòâåòñòâåííî; ïðè ýòîì ìîäóëü λn îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

L′n
Ln

= n
K ′

K
.

Ïîëîæèì rn(t, k) = a−1
n r̃n(t, k), sn(t, k) = a−1

n+1s̃n(t, k). Ðàöèî-
íàëüíûå ôóíêöèè rn è sn ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ìíîãî÷ëåíîâ ×å-
áûøåâà Tn è Un ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Èìååì rn(t, 0) = Tn(t),
sn(t, 0) = Un(t). Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ rn(t, k) (êàê ôóíêöèÿ t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(3.21) (1− t2)(1− k2t2)y′′ − t(1− 2k2t2 + k2)y′

+ n2 L
2
n

K2
y(1− 2λ2

ny
2 + λ2

n) = 0,

à ôóíêöèÿ sn(t, k) � óðàâíåíèþ

(3.22) (1− t2)(1− k2t2)y′′ − t(3− 2k2t2 − k2)y′

+ y

[
(n+ 1)2L

2
n+1

K2

(
1− 2λ2

n+1y
2 1− t2

1− k2t2
+ λ2

n+1

)
−(1− k2)

1 + k2t2

1− k2t2

]
= 0,

Óðàâíåíèÿ (3.21) è (3.22) ïðè k = 0 ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå óðàâíå-
íèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tn è Un.
Îòìåòèì òåñíóþ ñâÿçü çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðà-

òóðíûõ ôîðìóë ñ çàäà÷àìè íàõîæäåíèÿ n-ïîïåðå÷íèêîâ. Çíà÷åíèå
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n-ïîïåðå÷íèêà ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà A èç ëèíåéíîãî íîðìè-
ðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dn(A,X) = inf
Xn

sup
x∈A

inf
y∈Xn

‖x− y‖,

ãäå Xn � âñåâîçìîæíûå ïîäïðîñòðàíñòâà X ðàçìåðíîñòè n. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç L2(p) ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [−1, 1], ñ íîðìîé

‖f‖ =

(∫ 1

−1

|f(x)|2p(x) dx

)1/2

.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [13], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(3.23) dn(Ac, L2(p)) =
√
R(Ýc, ν, p),

ãäå ν = (ν1, . . . , νn), νj ≤ 2. Èç òåîðåìû 3.3 íàõîäÿòñÿ òî÷íûå çíà-
÷åíèÿ âåëè÷èí (3.23) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ c äëÿ âåñîâ, îïðåäå-
ëåííûõ â òåîðåìàõ 2.3, 2.4.

�4. Íàèëó÷øèå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, èñïîëüçóþùèå

ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû (1.4) äëÿ
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë (2.10), à òàêæå çàäà÷ó îá îöåíêå âåëè÷èíû
(1.5) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâ è âåñîâ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû Z = (z1, . . . , zn) ðàçëè÷íûõ óç-

ëîâ èç èíòåðâàëà (−1, 1) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.9). Òîãäà äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû S, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâàìè

(2.10), (2.11) è èñïîëüçóþùåé ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ñ

ïîãðåøíîñòüþ δ, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(4.1) ρ(B,Z, p, δ, S) =

∫ b

a

W 2(x)p(x) dx+ δ

∫ b

a

[1−W 4(x)]p(x) dx.

Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

(4.2)

0 ≤ ρ(B,Z, p, δ, S)− r(B,Z, p, δ) ≤ δ2

∫ b

a

W 2(x)[1−W 4(x)]p(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû (1.4) è ïîëîæè-
òåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû S èìååì

ρ(B,Z, p, δ, S) ≤
∫ b

a

W 2(x)p(x) dx+ δ
n∑
j=1

aj.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèâ f(x) = W 2(x) è fj = −δ, j = 1, . . . , n,
èç ðàâåíñòâà (1.4) ïîëó÷àåì

ρ(B,Z, p, δ, S) ≥
∫ b

a

W 2(x)p(x) dx+ δ

n∑
j=1

aj.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (4.1) îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé (2.12).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (4.2). Ëåâîå íåðàâåíñòâî â (4.2) ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû (1.5). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâîãî ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

f(z) =
W 2(z) + δ

1 + δW 2(z)
.

Ïîñêîëüêó f ∈ B è f(zj) = δ, j = 1, . . . , n, òî èç ðàâåíñòâà (1.6)
ñëåäóåò, ÷òî

r(B,Z, p, δ) ≥
∫ b

a

W 2(x) + δ

1 + δW 2(x)
p(x) dx

=

∫ b

a

[
W 2(x) + δ(1−W 4(x))− δ2W 2(x)

1−W 4(x)

1 + δW 2(x)

]
p(x) dx.

Îòñþäà

r(B,Z, p, δ) ≥ ρ(B,Z, p, δ, S)− δ2

∫ b

a

W 2(x)[1−W 4(x)]p(x) dx.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èç íåðàâåíñòâà (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëû S ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé
îòëè÷àåòñÿ îò ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íà
âåëè÷èíó O(δ2).
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.1 ê êâàäðàòóðíûì ôîðìóëàì (2.16) è (2.25),

èñïîëüçóþùèì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé (îáîçíà÷èì ýòè
ôîðìóëû ÷åðåç S1 è S2), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòåé
ýòèõ ôîðìóë, à òàêæå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé íàèëó÷øèõ êâàäðàòóð-
íûõ ôîðìóë äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâ è âåñîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
S1 èìååì

ρ(Ýc, T1, p1, δ, S1) = π
Λ− E
λΛ

+ π(1− dn(c))δ ≤ 4πc−2n + πδ,

0 ≤ ρ(Ýc, T1, p1, δ, S1)− r(Ýc, T1, p1, δ) ≤ π
Λ− E
λΛ

δ2 ≤ 4πc−2nδ2,

ãäå λ, Λ, E è dn(c) îïðåäåëåíû â òåîðåìå 2.3.
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