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Àííîòàöèÿ. Ïóñòü H∞(DH) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëîñå DH := {z ∈ C : | Im z| < H} ôóíê-
öèé. ×åðåç H̃∞(DH) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé èç H∞(DH), à ÷åðåç H̃R
∞(DH) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé

èç H̃∞(DH), âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Äëÿ ëèíåé-
íîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X ïîëîæèì BX := {x ∈
X : ‖x‖ ≤ 1}. Â ðàáîòå íàéäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîëìîãî-

ðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ d2n(BH̃R
∞(DH), Lq[0, 2π]) ïðè âñåõ 1 ≤

q ≤ ∞, ïîñòðîåíà îïòèìàëüíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íà êëàñ-
ñå BH̃R

∞(DH), èñïîëüçóþùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûå ñ
ïîãðåøíîñòüþ, è äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî
ñäâèãà îïòèìàëüíîé ñèñòåìîé óçëîâ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåò-
êà. Êðîìå òîãî, ðåøåí ðÿä çàäà÷ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ íà êëàññå BH∞(DH).

Ââåäåíèå

Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ îáëàñòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. ×åðåç
H∞(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â
Ω è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

‖f‖H∞(Ω) := sup
z∈Ω
|f(z)| <∞.

Ïîëîæèì

DH := {z ∈ C : | Im z| < H}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç H̃∞(DH) ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

èç H∞(DH), à ÷åðåç H̃R
∞(DH) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç H̃∞(DH),

âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè. Äëÿ ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà X ïîëîæèì BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}.
Â � 1 äàííîé ðàáîòû ôîðìóëèðóåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, îõâàòûâàþùàÿ çàäà÷è îá n-
ïîïåðå÷íèêàõ, îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè è îïòèìàëüíîé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëå. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ íåêîòîðûé óäîáíûé ïðè-
åì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûé

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
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íà ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ â ñïåöèàëüíîì èí-
òåãðàëüíîì âèäå.
Â � 2 íàõîäÿòñÿ òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ

d2n(BH̃R
∞(DH), Lq[0, 2π]) ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞. Â � 3 íàéäåíà îïòè-

ìàëüíàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íà êëàññå BH̃∞(DH), èñïîëüçóþ-
ùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûå ñ ïîãðåøíîñòüþ, è äîêàçàíî, ÷òî
åäèíñòâåííîé ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíîé ñèñòåìîé óçëîâ
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà.
� 4 ïîñâÿùåí çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç

êëàññîâ BH̃∞(DH) è BH∞(DH) ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì. Â ÷àñòíî-
ñòè, íàéäåí îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé èç êëàñ-
ñà BH∞(DH) ïî èõ çíà÷åíèÿì â áåñêîíå÷íîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå
ñ ïðîèçâîëüíûì øàãîì è äîêàçàíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ÿâëÿ-
åòñÿ íàèëó÷øåé ñðåäè íåêîòîðîãî êëàññà ñåòîê, ââåäåííîãî Ñóíü
Þí-Øåíîì [1].
Â � 5 ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè âòî-

ðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè èç êëàññà BH∞(DH) ïî åå ñëåäó íà âå-
ùåñòâåííîé îñè, çàäàííîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â ðàâíîìåðíîé íîð-
ìå. Ïðè ýòîì îáíàðóæåí ýôôåêò �ïåðåêëþ÷åíèÿ� ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè, íå âñòðå÷àâøèéñÿ â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ èçó÷àëàñü â ðàáîòå [2].

�1. Îáùàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ
åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ êàê çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëå-
íèè. Ïðèâåäåì îäíó èç âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê îáùåé çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ çàäà÷è îá n-
ïîïåðå÷íèêàõ, îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèè è îïòèìàëüíîé êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëå.
Ïóñòü X è Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, Z � ëèíåéíîå íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî, W ⊂ X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è L : W → Z
� îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ L ïî çíà÷åíèÿì èíôîðìàöèîííîãî îïå-
ðàòîðà F : W → Y , ÿâëÿþùåãîñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íûì
îòîáðàæåíèåì. Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü îä-
íîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Y → Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàí
íåêîòîðûé êëàññ äîïóñòèìûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ G. Ïîëîæèì

(1) e(L, F,G) := inf
ϕ∈G

sup
(x,y)∈grF

‖Lx− ϕy‖,

ãäå grF := {(x, y) ∈ W × X : y ∈ F (x)}. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âîññòà-
íîâèòü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé L è ïðè ýòîì èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
âûáèðàòü èíôîðìàöèîííûé îïåðàòîð èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà F .
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Â ýòîé ñèòóàöèè ïîëîæèì

(2) e(L,F ,G) := inf
F∈F

sup
L∈L

e(L, F,G).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gn (Gλn) � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ (ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ) îïåðàòîðîâ ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé â n-ìåðíûõ ëèíåé-
íû ïîäïðîñòðàíñòâàõ Z. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

dn(L, F ) := e(L, F,Gn), λn(L, F ) := e(L, F,Gλn).

Åñëè F−1(0) 6= ∅, òî èìååò ìåñòî îöåíêà
λn(L, F ) ≥ inf

ϕ∈Gλ
sup

(x,y)∈grF
ϕy=0

‖Lx‖ =: γn(L, F ).

Ïóñòü Y � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è I : W → Y
� ëèíåéíûé îïåðàòîð. Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Iδ
ðàâåíñòâîì Iδ(x) := Ix + δBY , δ ≥ 0. Òîãäà, åñëè F = Iδ è L = Id
� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷èì âåëè÷èíû

dn(W,X, I, δ) := dn(Id, Iδ), λn(W,X, I, δ) := λn(Id, Iδ),

dn(W,X, I, δ) := γn(Id, Iδ),

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ áûëà ââåäåíà Þ.Í.Ñóááîòèíûì [3]. Âåëè÷èíû

dn(W,X) := dn(W,X, Id, 0), λn(W,X) := λn(W,X, Id, 0),

dn(W,X) := dn(W,X, Id, 0),

õîðîøî èçâåñòíû â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [4, 5])
è íàçûâàþòñÿ êîëìîãîðîâñêèì, ëèíåéíûì è ãåëüôàíäîâñêèì n-
ïîïåðå÷íèêàìè ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ ϕ : Y →

Z. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1), êîãäà G = E , W � íåêîòîðûé êëàññ
âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå G, L � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, à F = Iδ.
Âåëè÷èíó (1) áóäåì îáîçíà÷àòü â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç e(L, I,W, δ).
Åñëè W � âûïóêëûé è óðàâíîâåøåííûé êëàññ ôóíêöèé, òî

(ñì. [6]) ñðåäè ìåòîäîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü (íà-
çûâàåìûõ îïòèìàëüíûìè), ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ìåòîä è, êðîìå
òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(3) e(L, I,W, δ) = sup
x∈W
‖Ix‖=0

|Lx|.

Ôóíêöèè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü
ýêñòðåìàëüíûìè.
Ïóñòü t1, . . . , tn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç ìíîæåñòâà G. Ïîëîæèì

Iτx := {x(t1), . . . , x(tn)}, ãäå τ = (t1, . . . , tn). Òîãäà ïðè Lx = Ltx :=
x(t), t ∈ G, ïîëó÷àåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ôóíê-
öèè x â òî÷êå t íà êëàññå W ïî åå çíà÷åíèÿì â ñèñòåìå óçëîâ τ ,
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çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Y . Åñëè E ⊂ G
è â çàäà÷å (2) ïîëîæèòü

L = {Lt : t ∈ E }, F = { Iτ + δBY : tau ∈ En },

òî ïîëó÷èì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ôóíê-
öèè èç êëàññà W íà ìíîæåñòâå E.
Åñëè â êà÷åñòâå L ðàññìîòðåòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè x ∈ W ïî

íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó èç G, òî çàäà÷à (1) ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé î
íàèëó÷øåì ìåòîäå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííûõ óçëàõ, à
çàäà÷à (2) ïðè L = {L} � çàäà÷åé îá îïòèìàëüíîì ìåòîäå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (èëè îïòèìàëüíîì âûáîðå óçëîâ).
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå çàäà÷è, óêëàäûâàþùèåñÿ â ïðåä-

ëîæåííóþ ñõåìó, � âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ, èñïîëüçîâàíèå
èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà, ñîäåðæàùåãî äðóãèå ëèíåéíûå ôóíê-
öèîíàëû, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíûå èëè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âîñ-
ñòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà
ìîæíî òàêæå âçÿòü îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè
åå ñëåä íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîì), çàäàí-
íûé ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â êàêîé-ëèáî íîðìå. Ðÿä ñôîðìóëèðîâàííûõ
çàäà÷ èçó÷àåòñÿ â äàííîé ðàáîòå äëÿ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ óäàåòñÿ

ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ åäèíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ïðåäñòàâ-
ëåíèè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ â ñïåöèàëüíîì èíòåãðàëüíîì
âèäå. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [7�9] è [2].
Ïóñòü G � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Σ � σ-àëãåáðà ïîä-

ìíîæåñòâ G è µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ σ-àääèòèâíàÿ ìåðà íà Σ. ×å-
ðåç Lp(G,Σ, µ) (èëè, êîðî÷å, Lp(G, µ)) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ
Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R èëè C, äëÿ êîòîðûõ

‖x‖p :=

(∫
G

|x(t)|p dµ(t)

)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞,

‖x‖∞ := vraisup
t∈G

|x(t)| <∞, p =∞.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà G = {1, 2, . . . , n} è µ({j}) = 1, ïðîñòðàíñòâî
Lp(G, µ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì lnp , ïðåäñòàâëÿþùèì èç ñåáÿ
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn) ñ íîðìîé

‖x‖p :=

( n∑
j=1

|xj|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞, ‖x‖∞ := max
j
|xj|, p =∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xp � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Lp(G, µ) (âîññòàíîâëåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ èç Lp(G, µ) ÿâëÿåòñÿ
òèïè÷íîé ñèòóàöèåé ïðè âîññòàíîâëåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû e(L, I, BXp, δ).
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Ïîëîæèì

(x, y) :=

∫
G

x(t)y(t) dµ(t), x(p)(t) = x(t)|x(t)|p−2, 1 ≤ p <∞.

×åðåç Y ∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà Y .

Òåîðåìà 1 ([9]). Ïóñòü g ∈ Xp, g 6= 0, g0 := g/‖g‖p, ‖Ig0‖ ≤ δ,
y∗0 ∈ Y ∗, 〈y∗0, Ig0〉 = δ‖y∗0‖ è ïðè âñåõ ∈ Xp èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Lx− 〈y∗0, Ix〉 =

{
α(x, g(p)), 1 ≤ p <∞,
(x, ϕg), p =∞,

ãäå α > 0, ϕ ∈ L1(G, µ), ϕ(t) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó è ïðè p =∞ |g(t)| =
1 ïî÷òè âñþäó. Òîãäà y∗0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ,

g0 � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ è

e(L, I, BXp, δ) = Lg0.

�2. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ n-ïîïåðå÷íèêîâ

Ïîëîæèì

∆h := { z ∈ C :
√
h < |z| < 1/

√
h }, h ∈ (0, 1).

×åðåç BHR
∞(∆h) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç

BH∞(∆h), âåùåñòâåííûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S := {z ∈
C : |z| = 1}. Ïîëîæèì Lq := Lq(S, µ), ãäå dµ(eiθ) = dθ. ×åðåç
‖ · ‖q îáîçíà÷èì íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Lq[0, 2π] := Lq([0, 2π], µ) ïðè
dµ(t) = dt.
Â ðàáîòå [10] (ñì. òàêæå [11]) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

(4) d2n(BHR
∞(∆h), Lq) = λ2n(BHR

∞(∆h), Lq) = d2n(BHR
∞(∆h), Lq)

= inf
B∈B2n

‖B(ei·)‖q,

ãäå B2n � ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé Áëÿøêå ñ 2n íóëÿìè, ëåæàùèìè
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå ïîðÿäêà n äëÿ îáëàñòè

Ω ⊂ C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

B(z) = ε exp

(
−

n∑
j=1

P (z, ζj)

)
,

ãäå ζ1, . . . , ζn � òî÷êè èç Ω, |ε| = 1, P (z, ζ) := u(z, ζ)+iv(z, ζ), u(z, ζ)
� ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè Ω ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå ζ, à v(z, ζ) �
ñîïðÿæåííàÿ ê u(z, ζ) ôóíêöèÿ (â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íàÿ).
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Ôóíêöèÿ F (z, ζ) := exp(−P (z, ζ)), íàçûâàåìàÿ èíîãäà êîìïëåêñ-
íîé ôóíêöèåé Ãðèíà, äëÿ êîëüöà ∆h ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç òåòà-
ôóíêöèè (ñì. [12, ñ. 232])

F (z, ζ) = z−σ
H

(
K

πi
(ln z − ln ζ)

)
Θ

(
K

πi
(ln z + ln ζ)

) ,
ãäå σ := ln |ζ|/ lnh, K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî
ðîäà äëÿ ìîäóëÿ k, îïðåäåëÿåìîãî èç óñëîâèÿ

exp(−πK ′/K) = h,

â êîòîðîì K ′ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ
ìîäóëÿ k′ =

√
1− k2. Ìîäóëü k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç h â ÿâíîì âèäå

(ñì. [12, ñ. 277]): k = κ(h), ãäå

κ(h) := 4h1/2

( ∞∑
m=0

hm(m+1)

)2(
1 + 2

∞∑
m=1

hm
2

)−2

.

Åñëè ζ = eiθ, 0 ≤ θ < 2π, à z = eiu, òî â ñèëó ðàâåíñòâà (ñì. [12,
ñ. 277])

H(u)

Θ(u)
=
√
k sn(u, k)

èìååì

F (z, ζ) =
√
k sn

(
K

π
(u− θ), k

)
.

Â äàëüíåéøåì çàâèñèìîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé îò ìîäóëÿ áó-
äåì îòìå÷àòü ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îí îòëè÷åí îò k.
Ïîëîæèì

Λn := { θ : θ = (θ1, . . . , θn), 0 ≤ θ1 ≤ . . . ≤ θn < 2π }.
Òîãäà

(5) inf
B∈B2n

‖B(ei·)‖q = inf
θ∈Λ2n

∥∥∥∥kn 2n∏
j=1

sn

(
K

π
(· − θj)

)∥∥∥∥
q

.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ
îáîáùåíèå îäíîãî ðåçóëüòàòà À. Ïèíêóñà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(f) ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà êóñî÷íî-íåïðåðûâ-

íîé, âåùåñòâåííîé è 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íà ïåðèîäå. Äëÿ
âåùåñòâåííîé, íåïðåðûâíîé è 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè K ïîëî-
æèì

(K ∗ f)(x) :=

∫ 2π

0

K(x− t)f(t) dt.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K ∈ NCVD (nondegenerate cyclic variation
diminishing), åñëè (K ∗ f) ≤ S(f) ïðè âñåõ f è

dim span{K(x1 − ·), . . . ,K(xn − ·)} = n
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ïðè âñåõ 0 ≤ x1 < . . . < xn < 2π è âñåõ n. Åñëè ïðè âñåõ 0 ≤ x1 <
. . . < x2l+1 < 2π, 0 ≤ y1 < . . . < y2l+1 < 2π âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ε det(K(xj − ym))2l+1
j,m=1 > 0,

ãäå ε = 1 èëè ε = −1, òî ãîâîðÿò, ÷òî K ∈ SSC2l+1 (strictly sign
consistent).
Äëÿ ξ ∈ Λ2n ïîëîæèì

hξ(t) := (−1)j+1, t ∈ [ξj−1, ξj)), j = 1, . . . , 2n+ 1,

ãäå ξ0 := 0, ξ2n+1 := 2π. ×åðåç hn(t) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ hξ(t), êîãäà
ξj = (j − 1)π/n, j = 1, . . . , 2n.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K ∈ NCVD è ϕ � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, ‖K‖], òà-
êàÿ, ÷òî ϕ′ ïîëîæèòåëüíà è âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå (0, ‖K‖).
Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ q ≤ ∞

inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|K ∗ hξ|)‖q = ‖ϕ(|K ∗ hn|)‖q.

Ïðè÷åì, åñëè K ∈ SSC2l+1, l = 0, 1, . . . , n, è äëÿ ξ∗ ∈ Λ2n äîñòèãà-

åòñÿ èíôèìóì, òî ξ∗j+1 − ξ∗j = π/n, j = 1, . . . , 2n− 1.

Ýòà òåîðåìà äëÿ ϕ(x) = x áûëà äîêàçàíà À. Ïèíêóñîì [13] (ñì.
òàêæå [4, ñ. 174]). Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî
òîé æå ñõåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] è óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Òîãäà ïðè âñåõ k ∈ (0, 1) è s ∈ N

inf
θ∈Λs

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

∣∣∣∣ks/2 s∏
j=1

sn

(
K

π
(· − θj)

)∣∣∣∣)∥∥∥∥
q

=



2π

Λ

∫ 1

0

ϕq
(

4

π
arctg(

√
λt)

)
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)


1/q

, 1 ≤ q <∞,

ϕ

(
4

π
arctg

√
λ

)
, q =∞,

ãäå λ = κ(hs), h = exp(−πK ′/K), à Λ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé

èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ λ. Ïðè÷åì, åñëè äëÿ θ∗ ∈ Λs

äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì, òî θ∗j+1 − θ∗j = 2π/s, j = 1, . . . , s− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç AH êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â
ïîëîñå DH ôóíêöèé, âåùåñòâåííûõ íà âåùåñòâåííîé îñè, 2π-
ïåðèîäè÷åñêèõ è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|Re f(z)| ≤ 1, z ∈ DH .
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Ôóíêöèè èç êëàññà AH äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =

∫ 2π

0

KH(z − t) Re f(t+ iH) dt,

ãäå

KH(z) =
1

2π

(
1 + 2

∞∑
j=1

cos jz

ch jH

)
.

Èçâåñòíî [4, ñ. 128], ÷òî KH(t) ∈ NCVD ïðè t ∈ [0, 2π). Áîëåå òîãî,
â ðàáîòå [14] áûëî äîêàçàíî, ÷òî KH ∈ SSC2l+1 ïðè âñåõ l = 0, 1, . . ..
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà s � ÷åòíîå ÷èñëî. Ïóñòü s =

2n è θ ∈ Λ2n. Ïîëîæèì

fθ(z) :=
4

π
arctg

[
kn

2n∏
j=1

sn

(
K

π
(z − θj)

)]
.

Ïîñêîëüêó sn(u + 2K) = − snu è |
√
k snu| < 1 ïðè | Im z| < K ′/2,

òî fθ ∈ AH äëÿ H = πK ′/(2K). Èç ðàâåíñòâà

(6)
√
k sn(u+ iK ′/2) =

(1 + k) snu+ i cnu dnu

1 + k sn2 u

âûòåêàåò, ÷òî ïðè 0 ≤ u ≤ 2K
√
k sn(u+ iK ′/2) = exp(iω(u)),

ãäå ω(u) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî π. Òàê êàê äëÿ |z| = 1 è
z 6= ±i

Re

(
4

π
arctg z

)
= sign Re z,

òî ïðè âñåõ t ∈ [0, 2π)

Re fθ(t+ iH) = sign Re exp

(
i

2n∑
j=1

ωj(t)

)
,

ãäå
2n∑
j=1

ωj(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò íåêîòîðîãî α äî α + 2πn.

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ξ ∈ Λ2n òàêîãî, ÷òî

fθ(z) = ε(KH ∗ hξ)(z)

ïðè ε = 1 èëè ε = −1. Èç òåîðåìû 2 äëÿ K = KH ïîëó÷àåì
(7)
inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|fθ(·)|)‖q ≥ inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|(KH ∗ hξ)(·)|)‖q = ‖ϕ(|(KH ∗ hn)(·)|)‖q .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fn ôóíêöèþ fθ ïðè θj = (j−1)π/n, j = 1, . . . , 2n.
Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè

sn(u− 2K) = − snu, sn(u+ v) sn(u− v) =
sn2 u− sn2 v

1− k2 sn2 u sn2 v
,
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à òàêæå ïåðâûì ãëàâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé
2n-îé ñòåïåíè (ñì. [12]), íàõîäèì

fn

(
z − π

2n

)
=

4

π
arctg

[
(−1)nkn

n∏
j=1

sn

(
K

π
z − 2j − 1

2n
K

)
sn

(
K

π
z +

2j − 1

2n
K

)]

=
4

π
arctg

kn n∏
j=1

sn2 2j − 1

2n
K − sn2 K

π
z

1− k2 sn2
2j − 1

2n
K sn2

K

π
z


=

4

π
arctg

[√
λ sn

(
2nΛ

π
z + Λ, λ

)]
,

ãäå Λ′/Λ = 2nK ′/K, λ = κ(h2n). Òàêèì îáðàçîì,

fn(z) = − 4

π
arctg

[√
λ sn

(
2nΛ

π
z, λ

)]
.

Ïîñêîëüêó fn ∈ AH è, êðîìå òîãî, â ñèëó (6)

Re fn(t+ iH) = − sign sn

(
2nΛ

π
z, λ

)
= hn(t),

òî fn(z) = (KH ∗ hn)(z). Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (7), èìååì

inf
θ∈Λ2n

‖ϕ(|fθ(·)|)‖q = ‖ϕ(|fn(·)|)‖q

=

∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

√
λ

∣∣∣∣sn(2nΛ

π
·, λ
)∣∣∣∣)∥∥∥∥

q

.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, åñëè q = ∞. Ïðè 1 ≤ q < ∞ ïîñëå çàìåí

x =
2nΛ

π
z è t = sn(x, λ), ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ýëëèïòè÷åñêîãî ñè-

íóñà, ïîëó÷àåì∥∥∥∥ϕ( 4

π
arctg

√
λ

∣∣∣∣sn(2nΛ

π
·, λ
)∣∣∣∣)∥∥∥∥

q

=(
2π

Λ

∫ Λ

0

ϕq
(

4

π
arctg

(√
λ sn(x, λ)

))
dx

)1/q

=

2π

Λ

∫ 1

0

ϕq
(

4

π
arctg

(√
λt
))

dt√
(1− t2)(1− λ2t2)


1/q

.

Åñëè äëÿ θ ∈ Λ2n äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì â ëåâîé ÷àñòè (7), òî â ñèëó
òåîðåìû 2 ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ôóíêöèÿ fθ ñîâïàäàåò ñ KH ∗hn è,
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ñëåäîâàòåëüíî, íóëè ôóíêöèè fθ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî ñ øàãîì
π/n.
Ïóñòü òåïåðü s � íå÷åòíîå ÷èñëî. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàíäåíà [12, ñ. 283] íàõîäèì

(8)
√
k sn

(
2K

π
u

)
= −l sn

(
L

π
u, l

)
sn

(
L

π
(u− π), l

)
,

ãäå

l =
2
√
k

1 + k
,

L′

L
=
K ′

2K
,

à L è L′ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìî-
äóëåé l è l′ =

√
1− l2 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðàâåíñòâà (8) èìååì

ks/2
s∏
j=1

sn

(
K

π
(t− θj)

)
= (−1)sls

2s∏
j=1

sn

(
L

π

(
t

2
− θj

2

)
, l

)
,

ãäå θn+j = 2π + θj, j = 1, . . . , n. Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âû-
òåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ÷åòíîãî ñëó÷àÿ. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà. �

Ïîëîæèì

Jq(λ) :=

∫ 1

0

tq dt√
(1− t2)(1− λ2t2)

.

Èç õîðîøî èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé

∫ 1

0

xq(1− x2)−1/2 dx =

√
π

2
·

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
) ,

Λ =
π

2

(
1 + 2

∞∑
m=1

hm
2

1

)2

, h1 = exp

(
−πΛ′

Λ

)
= hs,

ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

(9)
√
λ

(
2π

Λ
Jq(λ)

)1/q

= 2

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

hs/4 +O
(
h5s/4

)
.

Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ z = eiw ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó î âû÷èñ-
ëåíèè ïîïåðå÷íèêîâ êëàññà BH̃R

∞(DH) ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å
äëÿ êëàññà BHR

∞(∆h), ãäå h = e−2H . Òàêèì îáðàçîì, èç (4), (5),
òåîðåìû 3 è (9) ïîëó÷àåì
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Òåîðåìà 4. Äëÿ Lq := Lq[0, 2π] ïðè âñåõ n ∈ N èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

d2n

(
BH̃R

∞(DH), Lq

)
= λ2n

(
BH̃R

∞(DH), Lq

)
= d2n

(
BH̃R

∞(DH), Lq

)

=



√
λ

(
2π

Λ
Jq(λ)

)1/q

= 2

2
√
π

Γ

(
q + 1

2

)
Γ
(q

2
+ 1
)


1/q

e−Hn

+O
(
e−5Hn

)
, 1 ≤ q <∞,√

λ, q =∞,

ãäå λ = κ
(
e−4Hn

)
.

�3. Îïòèìàëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó e(L, Iτ ,W, δ), êîãäà W ⊂ BH∞(Ω),

Lx =

∫
G

x(t) dµ(t),

G ∈ Ω, µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà G, τ = (t1, . . . , tn), tj � ðàç-
ëè÷íûå òî÷êè èç ìíîæåñòâà G, à Y = lnp , 1 ≤ p ≤ ∞. Ïîëîæèì â
ýòîì ñëó÷àå

(10) enp((W, δ) := inf
tj∈G

e(L, Iτ ,W, δ).

Óçëû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, áóäåì íàçûâàòü îïòè-
ìàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (10) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î íàõîæ-
äåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè x ∈ W , èñ-
ïîëüçóþùåãî n ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé x̃(t1), . . . , x̃(tn) òàêèõ, ÷òî( n∑

j=1

x̃(tj)− x(tj)|p
)1/p

≤ δ ïðè 1 ≤ p <∞

èëè

max
1≤j≤n

|x̃(tj)− x(tj)| ≤ δ ïðè p =∞.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (10) äëÿ W = BH̃∞(DH) è

Lx =

∫ 2π

0

x(t) dt.

Â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà δ ≥ n1/p (â äàëüíåéøåì âñå âûðà-
æåíèÿ ñ p ïðè p = ∞ ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè
p → ∞), èç ðàâåíñòâà (3) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óç-

ëîâ e(L, Iτ , BH̃∞(DH), δ) = 2π, x(t) ≡ 1 � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ,
à Lx ≈ 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä (òåì ñàìûì ëþáîé íàáîð óçëîâ
îïòèìàëüíûé).
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Ïîëîæèì

Jq(λ,∆) :=

∫ 1

0

(
λt2 + ∆

1 + ∆λt2

)q/2
dt√

(1− t2)(1− λ2t2)
.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è 0 ≤ δ < n1/p. Òîãäà

1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(11)

∫ 2π

0

x(t) dt ≈ 2π

n
(1−∆2)−1(1− Λ−1J4(λ,∆))

n−1∑
j=0

x̃

(
j

2π

n

)
,

â êîòîðîé ∆ = δn−1/p, à λ = κ(e−2Hn), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì, çà-
äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå Y = lnp ;

2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

enp(BH̃∞(DH), δ) = 2πΛ−1J2(λ, δn−1/p) = 2πδn−1/p

+ 4π(1− δ2n−2/p)e−Hn + 4πδ(4− 3δ2n−2/p)n−1/pe−2Hn +O
(
e−3Hn

)
;

3) óçëû t∗j = (j − 1)
2π

n
, j = 1, . . . , n, � åäèíñòâåííûå ñ òî÷íî-

ñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûå óçëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ t1 < . . . < tn < 2π. Ïîëîæèì äëÿ k,

îïðåäåëåííîãî èç óñëîâèÿ
πK ′

2K
= H,

W (z) := kn/2
n∏
j=1

sn

(
K

π
(z − tj)

)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî W 2(z) ∈ BH̃∞(DH), ïðè÷åì ïðè âñåõ s ∈
R |W (s ± iH)| = 1. Äëÿ t ∈ [0, 2π) è x ∈ BH̃∞(DH) ðàññìîòðèì
èíòåãðàë

Jx :=
1

2πi

∫
Γ

K

π
· W

2(t)(1 + ∆W 2(ξ))2

W 2(ξ)(1 + ∆W 2(t))2
ctn

(
K

π
(ξ − t)

)
x(ξ) dξ,

ãäå ctn z := cn z dn z/ sn z, à Γ � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà: −ε ≤
Re z ≤ 2π − ε, | Im z| ≤ H, â êîòîðîì ε > 0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ,
÷òîáû òî÷êè t, t1, . . . , tn ëåæàëè âíóòðè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïî
òåîðåìå î âû÷åòàõ áóäåì èìåòü

(12) Jx = x(t)−
n∑
j=1

(aj0(t)x(tj) + aj1(t)x′(tj)),
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ãäå

aj1(t) =
K

π
· W 2(t)

W ′2(tj)(1 + ∆W 2(t))2
ctn

(
K

π
(t− tj)

)
,

aj0(t) =
K2

π2
· W 2(t)

W ′2(tj)(1 + ∆W 2(t))2
·

1− k2 sn4

(
K

π
(t− tj)

)
sn2

(
K

π
(t− tj)

)
− W ′′(tj)

W ′(tj)
aj1(t).

Ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, 2π) ôóíêöèþ

f(ξ) :=
K

π
· W 2(t)

W 2(ξ)(1 + ∆W 2(t))2
ctn

(
K

π
(ξ − t)

)
.

Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäàìè 2π è
i2πK ′/K. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðèîäîâ âñå ïîëþñû f íàõîäÿòñÿ â òî÷-
êàõ t, t1, . . . , tn è t+ iπK ′/K. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóììà âû÷åòîâ ýë-
ëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî âñåõ ïîëþñîâ, ëåæàùèõ âíóò-
ðè ïàðàëëåëîãðàììà ïåðèîäîâ ðàâíà íóëþ (ñì. [12, ñ. 16]), ïîëó÷àåì

(13) (1 + ∆W 2(t))−2 −
n∑
j=1

aj0(t)−W 4(t)(1 + ∆W 2(t))−2 = 0.

Â ñèëó 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèéW 2(z) è ctn

(
K

π
z

)
â èíòåãðà-

ëå Jx Γ ìîæíî çàìåíèòü íà Γ0 := [2π + iH, iH] ∪ [−iH, 2π − iH].
Èç ñâîéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé âûòåêàþò ðàâåíñòâà

ctn

(
K

π
(s± iH)

)
= ctn

(
K

π
s± iK

′

2

)
= ∓i(1 + k)

1− k sn2

(
K

π
s

)
1 + k sn2

(
K

π
s

) .
Òåì ñàìûì èíòåãðàë Jx ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

(14) Jx = α

∫
Γ1

g(ξ)χ(ξ, t)x(ξ) dµ(ξ),

ãäå

α :=
K(1 + k)W 2(t)

2π2(1 + ∆W 2(t))2
, g(ξ) :=

W 2(ξ) + ∆

1 + ∆W 2(ξ)
,

χ(ξ, t) :=
(1 + ∆W 2(ξ))(W 2(ξ) + ∆)

W 2(ξ)
·

1− k sn2

(
K

π
(Re ξ − t)

)
1 + k sn2

(
K

π
(Re ξ − t)

) ,
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à Γ1 := [iH, 2π + iH] ∪ [−iH, 2π − iH] ñ ìåðîé dµ(s ± iH) = ds.
Ïîñêîëüêó |W (ξ)| = 1 ïðè ξ ∈ Γ1, òî |g(ξ)| = 1 è χ(ξ, t) > 0 ïðè âñåõ
ξ ∈ Γ1 è t ∈ [0, 2π). Èç ðàâåíñòâ (12) è (14) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå∫ 2π

0

x(t) dt−
n∑
j=1

(Aj0x(tj) + Aj1x
′(tj)) = α

∫
Γ1

g(ξ)Ψ(ξ)x(ξ) dµ(ξ),

â êîòîðîì

Ψ(ξ) :=

∫ 2π

0

χ(ξ, t) dt, Ajm :=

∫ 2π

0

ajm(t) dt, m = 0, 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçW0(t) ôóíêöèþW (t) äëÿ óçëîâ t∗j (ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ôóíêöèþ g â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç g0). Ñ ïîìîùüþ
ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé n-îé ñòå-
ïåíè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(15) W0(t) = (−1)n+1
√
λ sn

(
nΛ

π
t, λ

)
,

ãäå λ = κ
(
e−2Hn

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, W 2

0 (t + t∗j) = W 2
0 (t) è â ñèëó

íå÷åòíîñòè ctn z èìååì∫ 2π

0

W 2
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

ctn

(
K

π
(t− t∗j)

)
dt

=

∫ π

−π

W 2
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

ctn

(
K

π
t

)
dt = 0.

Òåì ñàìûì Aj1 = 0, j = 1, . . . , n. Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ñîîáðà-
æåíèÿ, íàõîäèì

Aj0 =
K2

π2W ′2
0 (tj)

∫ 2π

0

W 2
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

·
1− k2 sn4

(
K

π
t

)
sn2

(
K

π
t

) dt.

Èç (15) ìîæíî íàéòè W ′
0(tj) è óáåäèòüñÿ, ÷òî A10 = . . . = An0 =: A.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû A âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (13), èí-
òåãðèðóÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì

nA =
n∑
j=1

Aj0 =

∫ 2π

0

1−W 4
0 (t)

(1 + ∆W 2
0 (t))2

dt = (1−∆2)−1

∫ 2π

0

(1− g2
0(t)) dt.

Äåëàÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
nΛ

π
t = z, x =

sn(λ, t), íàõîäèì

A =
2π

n
(1−∆2)−1(1− Λ−1J4(λ,∆)).
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Èòàê, äîêàçàíî ðàâåíñòâî∫ 2π

0

x(t) dt− A
n∑
j=1

x(t∗j) = α

∫
Γ1

g0(ξ)Ψ(ξ)x(ξ) dµ(ξ).

Ïîëîæèì äëÿ z = (z1, . . . , zn) ∈ lnp 〈y∗0, z〉 := A

n∑
j=1

zj. Òîãäà äëÿ

τ ∗ := (t∗1, . . . , t
∗
n)

〈y∗0, Iτ∗g0〉 = A
n∑
j=1

g0(t∗j) = Aδn1−1/p = δ‖y∗0‖.

Êðîìå òîãî, ‖Iτ∗g0‖p = δ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì, ÷òî êâàä-
ðàòóðíàÿ ôîðìóëà (11) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì èíòåãðèðî-

âàíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì â ñèñòåìå óçëîâ τ ∗, çàäàí-
íûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå lnp , ïðè÷åì ôóíêöèÿ g0 ýêñòðåìàëü-
íàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

(16) enp(BH̃∞(DH), δ) ≤
∫ 2π

0

g0(t) dt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óçëîâ τ ôóíê-
öèÿ g ∈ BH̃∞(DH) è ‖Iτg‖p = δ, òî èç ðàâåíñòâà (3) è òåîðåìû 3,
ïîëîæèâ

ϕ(x) := ϕ1

(
tg
π

4
x
)
, ϕ1(y) :=

y2 + ∆

1 + ∆y2
,

èìååì

(17) enp(BH̃∞(DH), δ) ≥ inf
τ∈Λn

∫ 2π

0

g(t) dt =

∫ 2π

0

ϕ1(|W0(t)|) dt.

Ïîñêîëüêó ϕ1(|W0(t)|) = g0(t), òî èç (16) è (17) ïîëó÷àåì

enp(BH̃∞(DH), δ) =

∫ 2π

0

g0(t) dt.

Âûðàæåíèå äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ÷åðåç ôóíêöèþ J2 ïîëó÷àåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ A, à àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî �
àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (9).
Óòâåðæäåíèå 3) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî èíôèìóì â (17) äîñòèãàåò-

ñÿ òîëüêî äëÿ ñèñòåìû òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñ øàãîì
2π/n. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ýc âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ
±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c > 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (10) äëÿ W =
BH∞(Ýc) è

Lx =

∫ 1

−1

x(t)
dt√

1− t2
.
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Ïðè δ ≥ n1/p ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òðèâèàëüíî è ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå
äëÿ êëàññà BH̃∞(DH).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 1 ≤ p ≤ ∞ è 0 ≤ δ < n1/p. Òîãäà

1) êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà

(18)∫ 1

−1

x(t)
dt√

1− t2
≈ π

n
(1−∆2)−1(1−Λ−1J4(λ,∆))

n∑
j=1

x̃

(
cos

2j − 1

2n
π

)
,

â êîòîðîé ∆ = δn−1/p, à λ = κ(c−4n), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå BH∞(Ýc) ïî çíà÷åíèÿì, çà-

äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ â íîðìå Y = lnp ;
2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

enp(BH∞(Ýc), δ) = πΛ−1J2(λ, δn−1/p) = πδn−1/p

+ 2π(1− δ2n−2/p)c−2n + 2πδ(4− 3δ2n−2/p)n−1/pc−4n +O
(
c−6n

)
;

3) óçëû

{
cos

2j − 1

2n
π

}n
j=1

ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè îïòèìàëü-

íûìè óçëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x(t) ∈ BH∞(Ýc), òî x(cos t) ∈ BH̃∞(DH)
ïðèH = ln c. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 5, ïîëó÷èì, ÷òî ïîãðåøíîñòü êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû (18), à ñëåäîâàòåëüíî, è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

1

2
e2n,p(BH̃∞(DH), 21/pδ) =

1

2
en,p(BH̃∞(DH), δ) = πΛ−1J2(λ, δn−1/p).

Äëÿ îöåíêè ñíèçó âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (3). Ôóíêöèÿ

(19) z = k sn2

(
K

π
arccos t

)
êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü Ýc íà åäèíè÷íûé äèñê D := {z ∈
C : |z| < 1} è ïåðåâîäèò îòðåçîê [−1, 1] â îòðåçîê [0, k], ãäå k óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó πK ′/K = 2 ln c. Ïîëîæèâ H∞ := H∞(D), ñ
ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé (19) èç (3) íàõîäèì

enp(BH∞(Ýc), δ) = inf
0≤z1<...<zn≤k

sup
f∈BH∞
‖Iτf‖p≤δ

∣∣∣∣∫ k

0

f(z)q(z) dz

∣∣∣∣,
ãäå τ = (z1, . . . , zn), à q(z) =

π

2K
(z(k − z)(1− kz))−1/2. Ïîëîæèì

Wτ (z) :=
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

, gτ (z) := ϕ1(Wτ (z)),
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ãäå ϕ1(y) = (y2 + ∆)/(1 + ∆y2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî gτ ∈ BH∞ è
‖Iτgτ‖p = δ. Òàêèì îáðàçîì,

enp(BH∞(Ýc), δ) ≥ inf
τ∈[0,k]n

∫ k

0

gτ (z)q(z) dz.

Ñäåëàâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó z = k sn2

(
K

π
t

)
, ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî

(20) enp(BH∞(Ýc), δ) ≥ inf
θ∈Λn

∫ π

0

ϕ

(
4

π
arctg |fθ(t)|

)
dt,

â êîòîðîì ϕ îïðåäåëåíî â òåîðåìå 5, à

fθ(t) := kn
n∏
j=1

sn2

(
K

π
t

)
− sn2

(
K

π
θj

)
1− k2 sn2

(
K

π
θj

)
sn2

(
K

π
t

)
= kn

n∏
j=1

sn

(
K

π
(t− θj)

)
sn

(
K

π
(t+ θj)

)
.

Ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (20) òåîðåìó 3, áóäåì èìåòü

enp(BH∞(Ýc), δ) ≥
1

2

∫ π

0

ϕ

(
4

π
arctg |f0(t)|

)
dt,

ãäå ÷åðåç f0 îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ f äëÿ θj =
2j − 1

2n
π, j = 1, . . . , n.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ãëàâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé 2n-îé ñòåïåíè), ÷òî

f0(t) = (−1)n+1
√
λ sn

(
2nΛ

π
t+ Λ, λ

)
, λ = κ

(
e−2nπK′/K

)
= κ

(
c−4n

)
.

Òåì ñàìûì

enp(BH∞(Ýc), δ) ≥ πΛ−1J2(λ, δn−1/p).

Åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíûõ óçëîâ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè
ðàâíîìåðíîé ñèñòåìû óçëîâ ñ øàãîì π/n, ñèììåòðè÷íîé îòíîñè-
òåëüíî íóëÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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�4. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè x ∈
W ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì â ñèñòåìå óçëîâ τ = (t1, . . . , tn). Ïîëîæèì

e(t, Iτ ,W ) :=e(Lt, Iτ ,W, 0)(21)

e(E, T ,W ) := inf
τ∈T

sup
t∈E

e(t, Iτ ,W ),(22)

ãäå E � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
êëàññà W , à T � çàäàííîå ìíîæåñòâî ñèñòåì τ . Ñèñòåìû, íà êîòî-
ðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (22), áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëü-
íûìè.
Ïóñòü W = BH̃∞(DH), E = [0, 2π) è T = {τ = (t1, . . . , tn) : 0 ≤

t1 < . . . < tn < 2π}. Âåëè÷èíó (22) â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç

en(BH̃∞(DH)).

Òåîðåìà 7. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

e2n(BH̃∞(DH)) =
(
κ(e−4Hn)

)
,

ïðè÷åì åäèíñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà îïòèìàëüíûìè óç-

ëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû t∗j = (j − 1)π/n, j = 1, . . . , 2n. Ìåòîä

x(t) ≈ K

2nΛ
sn

(
2nΛ

π
t, λ

) 2n−1∑
j=0

(−1)j ctn

(
K

π
t− jK

n

)
x
(
j
π

n

)
,

â êîòîðîì k = κ(e−2H), à λ = κ(e−4Hn), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH̃∞(DH) ïðè âñåõ t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ≤ t1 < . . . < t2n < 2π. Ïîëîæèì

W (t) := kn
2n∏
j=1

sn

(
K

π
(t− tj)

)
,

ãäå k âûáðàíî èç óñëîâèÿ πK ′/K = 2H (òåì ñàìûì k = κ(e−2H)).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî W ∈ BH̃∞(DH). Ðàññìàòðèâàÿ äëÿ t ∈
[0, 2π) è x ∈ BH̃∞(DH) èíòåãðàë

Jx :=
1

2πi

∫
Γ

KW (t)

πW (ξ)
ctn

(
K

π
(ξ − t)

)
x(ξ) dξ,

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t)− K

π
W (t)

2n∑
j=1

1

W ′(tj)
ctn

(
K

π
(t− tj)

)
x(tj)

=

∫
Γ1

W (ξ)ϕ1(ξ)x(ξ) dµ(ξ),



ÎÁ n-ÏÎÏÅÐÅ×ÍÈÊÀÕ 19

ãäå

ϕ1(ξ) :=
K(1 + k)W 2(t)

2π2
·

1− k sn2

(
K

π
(Re ξ − t)

)
1 + k sn2

(
K

π
(Re ξ − t)

)
(çà Γ, Γ1 è µ ñîõðàíåíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 5). Ïîñêîëüêó ϕ1(ξ) > 0 ïðè âñåõ ξ ∈ Γ1, òî èç òåîðåìû 1
ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ

(23) x(t) ≈ K

π
W (t)

2n∑
j=1

1

W ′(tj)
ctn

(
K

π
(t− tj)

)
x(tj)

äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óçëîâ τ = (t1, . . . , t2n), à òàêæå ðàâåíñòâî

e(Lt, Iτ , BH̃∞(DH), 0) = |W (t)|.

Òåïåðü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 3 è âèäà
ôóíêöèè W äëÿ ñèñòåìû óçëîâ t∗j = (j − 1)π/n, j = 1, . . . , 2n, íàé-
äåííîãî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3. �

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûé íàìè îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ (23) ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åí èç ðàáîòû [15], ïîëüçóÿñü

ñâÿçüþ ìåæäó êëàññàìè BH̃∞(DH) è BH∞(∆h) ïðè h = e−2H .
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (22), êîãäà τ � áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà óçëîâ. Â

ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, èñïîëü-
çóåìîãî ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ, íàì
ïîòðåáóåòñÿ îäèí âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì Áëÿøêå äëÿ åäèíè÷-

íîãî äèñêà D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

(24) B(z) =
∞∏
n=1

− zn
|zn|
· z − zn

1− znz
,

ãäå zn ∈ D (äëÿ zn = 0 ÷àñòíîå −zn/|zn| çàìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó
è â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî sign 0 = 1). Èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð, [16, ñ. 61]), ÷òî åñëè zn ∈ D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Áëÿøêå

∞∑
n=1

(1− |zn|) <∞,

òî ïðîèçâåäåíèå (24) ñõîäèòñÿ â D, B(z) ∈ BH∞ è |B(eiθ)| = 1
ïî÷òè âñþäó.
×åðåç Hp, 1 ≤ p < ∞, áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî àíàëèòè÷å-

ñêèõ â åäèíè÷íîì äèñêå D ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ

‖f‖Hp := sup
0<r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(eiθ)|p dθ
)1/p

<∞.



20 Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Ëåììà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj}∞−∞, {νj}∞−∞ òàêîâû,

÷òî −1 < zj < zj+1 < 1, νj ∈ N, j = 0,±1, . . .,
∞∑

j=−∞

νj(1− |zj|) <∞,

è äëÿ

B(z) :=
∞∏

j=−∞

(
− sign zj

z − zj
1− zjz

)νj
ñóùåñòâóþò òàêèå αj ∈ (zj, zj+1), j = 0,±1, . . ., ÷òî

|B(αj)| ≥ c > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp, 1 ≤ p ≤ ∞, èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

B(z)
dz =

∞∑
j=−∞

(− sign zj)
νj

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj ,
ãäå

ωj(z) :=
∏
k 6=j

(
− sign zk

z − zk
1− zkz

)νk
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Hp ⊂ H1 äëÿ âñåõ 1 < p ≤ ∞, òî
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p = 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî zj 6= 0, j = 0,±1, . . . (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ìîæ-
íî ïðèéòè ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè). Èç íåðàâåíñòâà Ôåéåðà�
Ðèññà (ñì. [17, ñ. 46]) ∫ 1

−1

|f(x)| dx ≤ π‖f‖H1

è òîãî, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ (0, 1)∣∣∣∣ ix− zj1− zjix

∣∣∣∣ ≥ |zj|,
à ñëåäîâàòåëüíî, |B(ix)| ≥ |B(0)|, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå èíòå-
ãðàëîâ

Ik :=
1

2πi

∫
∂Dk

f(z)

B(z)
dz, k = 0, 1,

ãäå Dk := {z ∈ D : (−1)k Re z > 0}. Òàêèì îáðàçîì,

1

2πi

∫
|z|=1

f(z)

B(z)
dz = I0 + I1.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè z0 < 0 < z1. Äîêàæåì, ÷òî

(25) I0 =
∞∑
j=1

(−1)νj

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âûáåðåì ϕ ∈ (0, π/2) òàê, ÷òîáû

1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(eiθ)| dθ < ε.

Òîãäà â ñèëó õîðîøî èçâåñòíîãî ðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [18,
ñ. 390])

lim
r→1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ = 0

ñóùåñòâóåò òàêîå r1 ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ r ∈ (r1, 1)

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ < ε.

Òåì ñàìûì ïðè âñåõ r ∈ (r1, 1) èìååì

(26)
1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(reiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(eiθ)| dθ

+
1

2π

∫ ϕ

−ϕ
|f(reiθ)− f(eiθ)| dθ < 2ε.

Èç íåðàâåíñòâà Ôåéåðà�Ðèññà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå r2 ∈ (0, 1),
äëÿ êîòîðîãî

(27)
1

2π

∫ 1

r2

|f(xeiθ)| dx < ε

ïðè θ = ±ϕ. Ïóñòü
r0 := max{r1, r2, (1− sinϕ)/(1 + sinϕ)}, N := max{n : αn ≤ r0}.
Òîãäà, ïîëîæèâ

Sn :={ z ∈ D : |z| > αn, | arg z| < ϕ }, Ωn := D0 \ Sn,
Γn :=∂D ∩ ∂Sn, γn := D ∩ ∂Sn,

áóäåì èìåòü äëÿ âñåõ n > N

Rn :=

∣∣∣∣I0 −
n∑
j=1

(−1)νj

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣I0 −
1

2πi

∫
∂Ωn

f(z)

B(z)
dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
Γn

f(z)

B(z)
dz − 1

2πi

∫
γn

f(z)

B(z)
dz

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
Γn

|f(z)| |dz|+ 1

2π

∫
γn

∣∣∣∣ f(z)

B(z)

∣∣∣∣ |dz| < ε+
bn
2π

∫
γn

|f(z)| |dz|,

ãäå
bn := sup

z∈γn
|B(z)|−1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê z, äëÿ êîòîðûõ∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ αn − zj1− zjαn

∣∣∣∣ ,
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ïðè âñåõ j ≥ n + 1 ÿâëÿåòñÿ êðóãîì, ëåæàùèì âíóòðè îáëàñòè Sn,
à ïðè âñåõ 1 ≤ j ≤ n � êðóãîì, ëåæàùèì âíå îáëàñòè Sn. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ z ∈ γn è j ≥ 0∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ αn − zj1− zjαn

∣∣∣∣ .
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî z ∈ γn èìååì

|B(z)| ≥
−∞∏
j=0

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ∞∏
j=1

∣∣∣∣ αn − zj1− zjαn

∣∣∣∣ ≥ |B(αn)|
−∞∏
j=0

|zj|

≥ c

−∞∏
j=0

|zj| =: c1.

Òàêèì îáðàçîì, bn ≤ c−1
1 è â ñèëó íåðàâåíñòâ (26), (27)

Rn < ε+
1

2πc1

(∫ ϕ

−ϕ
|f(αne

iθ)| dθ+
∫ 1

r0

|f(xeiθ)| dx+

∫ 1

r0

|f(xe−iθ)| dx
)

< ε(1 + 4c−1
1 ).

Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (25) äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðà-
âåíñòâî

I1 =
−∞∑
j=0

1

(νj − 1)!

[
f(z)(1− zjz)νj

ωj(z)

](νj−1)∣∣z=zj .
Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ñèñòåìà {zj}∞−∞ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåì-

ìû 1 ïðè νj ≡ 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ξ ∈ D ìåòîä

f(ξ) ≈ W (ξ)
∞∑

j=−∞

1

W ′(zj)(ξ − zj)

(
1− |ξ|2

1− ξzj

)(p−2)/p

f(zj),

ãäå

W (z) :=
∞∏

j=−∞

− sign zj
z − zj
1− zjz

,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BHp,

1 ≤ p ≤ ∞, ïî èíôîðìàöèè Iτf := {f(zj)}∞−∞, à äëÿ åãî ïîãðåøíî-

ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(ξ, Iτ , BHp) =
|W (ξ)|

(1− |ξ|2)1/p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ξ ∈ D è f ∈ BHp ïîëîæèì

(28) Jf :=
1

2πi

∫
|z|=1

W (ξ)

W (z)(z − ξ)

(
1− |ξ|2

1− ξz

)(p−2)/p

f(z) dz.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) := ei argW (ξ)W (z)(1− ξz)−2/p. Èìååì

Jf =
α

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)|g(eiθ)|p−2f(eiθ) dθ, 1 ≤ p <∞,

ãäå α := |W (ξ)|(1− |ξ|2)(p−2)/p, è ïðè p =∞

Jf =
1

2π

∫ 2π

0

g(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå ϕ(z) := |W (ξ)|(1− |ξ|2)/|1− ξz|2 > 0 ïðè âñåõ |z| = 1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ê (28) ëåììó 1, ïîëó÷àåì

f(ξ)−W (ξ)
∞∑

j=−∞

1

W ′(zj)(ξ − zj)

(
1− |ξ|2

1− ξzj

)(p−2)/p

f(zj) = Jf.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñèñòåìû óçëîâ. Ïóñòü k ∈
(0, 1),

(29) aj := th

(
j
πK

K ′

)
, j = 0,±1, . . . ,

è

B0(z, k) := z
∞∏
j=1

a2
j − z2

1− a2
jz

2
.

Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèÿ
(ñì. [12]) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

B0(z, k) =
√
k sn

(
2K ′

π
arth z

)
.

Ïîëîæèì

(30) αj := th

[
(2j − 1)

πK

2K ′

]
, j = 0,±1, . . .

Òîãäà B0(αj, k) = (−1)j+1
√
k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {aj}∞−∞ óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1 è ê íåé ïðèìåíèìà òåîðåìà 8.
Ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè ïîëîñû DH íà åäèíè÷íûé äèñê

D, çàäàâàåìîì ôóíêöèåé

(31) z = th
( π

4H
t
)
,

ñèñòåìà óçëîâ {jh}∞−∞, h > 0, ïåðåõîäèò â ñèñòåìó {aj}∞−∞, åñëè
k âûáðàíî èç óñëîâèÿ K ′/K = 4H/h, ò.å. k = κ(exp(−4πH/h)).
Ïîëüçóÿñü êîíôîðìíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷
âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ êëàññîâ BH∞(DH) è BH∞, ïîëó÷àåì èç òåîðå-
ìû 8
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Ñëåäñòâèå 1. Ïðè âñåõ h > 0 è t ∈ R ìåòîä

x(t) ≈ π

K ′
sn

(
K ′

2H
t

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
x(jh)

sh
[ π

2H
(t− jh)

] ,
â êîòîðîì k = κ(exp(−4πH/h)), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòî-

äîì âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞(DH). Äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e(t, Iτ , BH∞(DH)) =
√
k

∣∣∣∣sn(K ′2H
t

)∣∣∣∣ .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ̃h, h > 0, ñèñòåìû óçëîâ {tj}∞−∞, äëÿ êàæäîé

èç êîòîðûõ
1) ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî

−nh ≤ t−n < t−n+1 < . . . < tn−1 < nh;

2) tj+2n = 2nh+ tj ïðè âñåõ j ∈ Z.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (23) äëÿ E = R, T = Θ̃ è W = BH∞(DH).

Òåîðåìà 9. Äëÿ âñåõ h > 0

e(R, Θ̃h, BH∞(DH)) = (κ(exp(−4πH/h)))1/2 ,

ïðè ýòîì ñèñòåìà {jh}∞−∞ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ ∈ Θ̃h è èìååò ïåðèîä 2nh. Òîãäà

sup
t∈R

e(t, Iτ , BH∞(DH)) ≥ sup
t∈[0,2π)

e(t, Iτ1 , BH̃∞(DH1)),

ãäå τ1 =
{
j
π

n

}2n−1

j=0
, H1 =

πH

nh
. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 7, ïîëó-

÷àåì

e(R, Θ̃h, BH∞(DH)) ≥ e2n(BH̃∞(DH1)) = (κ(exp(−4H1n)))1/2

= (κ(exp(−4πH/h)))1/2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñëåäñòâèÿ 1 äëÿ τ = {jh}∞−∞ èìååì

e(R, Θ̃h, BH∞(DH)) ≤ sup
t∈R

e(t, Iτ , BH∞(DH))

= (κ(exp(−4πH/h)))1/2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàäà÷à (22) äëÿ T = Θ̃h áûëà ïîñòàâëåíà Ñóíü Þí-Øåíîì [1].
Èì æå [19] äîêàçàíà îïòèìàëüíîñòü ðàâíîìåðíîé ñåòêè äëÿ êëàñ-
ñîâ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ñâåðòêîé ñ ÿäðàìè, íå ïîâûøàþùèìè
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îñöèëëÿöèè. Â ÷àñòíîñòè, â [19] äîêàçàíî ðàâåíñòâî

e(R, Θ̃h, Bh∞(DH)) =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m

2m+ 1
· 1

ch

[
(2m+ 1)

πH

h

] ,
ãäå h∞(DH) � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â D
ôóíêöèé, è íàéäåí îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ îïòè-
ìàëüíîé ñèñòåìû {jh}∞−∞.
Ýòîò ìåòîä (â áîëåå ïðîñòîì âèäå) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, åñëè ñ

ïîìîùüþ ëåììû 1 ïåðåíåñòè ñõåìó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìåòî-
äîâ âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññàõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, èñïîëüçó-
þùèõ çíà÷åíèÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå óçëîâ (ñì. [8]), íà ñëó÷àé áåñêî-
íå÷íûõ ñèñòåì. Òîãäà (âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó) ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ R è h > 0 ìåòîä

x(t) ≈ π

K ′
·

sn

(
K ′

2H
t

)
1 + k sn2

(
K ′

2H
t

) ∞∑
j=−∞

(−1)j
x(jh)

sh
[ π

2H
(t− jh)

] ,
â êîòîðîì k = κ(exp(−4πH/h)), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìåòîäîì
âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå Bh∞(DH).

�5. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäíûõ

Ïóñòü IE � îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè x ∈ BH∞(Ω) åå
ñëåä íà ìíîæåñòâå E ⊂ Ω. Ïîëîæèì äëÿ t ∈ Ω

e(k)(t, E,Ω, δ) := e(L, IE, BH∞(Ω), δ),

ãäå Lx = x(k)(t), k ∈ N, à Y = C(E). Òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà k
ôóíêöèè x èç êëàññà BH∞(Ω) ïî ôóíêöèè x̃ ∈ C(E), óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ

sup
t∈E
|x̃(t)− x(t)| ≤ δ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < δ < 1 (ïðè δ ≥ 1 çàäà÷à òðèâèàëüíà).
Ñëó÷àé k = 1 áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [2]. Çäåñü ìû ðàññìàòðè-
âàåì âîññòàíîâëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà êëàññå BH∞(DH) äëÿ
E = R. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ k = 1 ïðè k = 2
íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò �ïåðåêëþ÷åíèÿ�, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñóùåñòâî-
âàíèè òàêîãî δ0 ∈ (0, 1), ÷òî ïðè 0 < δ ≤ δ0 è δ0 < δ < 1 ýêñòðåìàëü-
íûå ôóíêöèè è ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ êà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ.
Ïîëîæèì

C(δ) :=
8

3

[
1− 5δ4

2

(
K ′

π

)2

− 1

]
.
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×åðåç K è K ′ â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àþòñÿ ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå
èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé δ2 è

√
1− δ4 ñîîòâåòñòâåí-

íî, à âñå âñòðå÷àþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, åñëè íå óêàçà-
íà èõ çàâèñèìîñòü îò ìîäóëÿ, èìåþò ìîäóëü δ2. Èç ìîíîòîííîãî
óáûâàíèÿ K ′ ïðè δ ∈ (0, 1) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå C(δ) = 0 èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå δ0 ∈ (0, 1) (âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
δ0 = 0, 2145 . . .), ïðè÷åì C(δ) > 0 ïðè δ ∈ (0, δ0) è C(δ) < 0 ïðè
δ ∈ (δ0, 1).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) :=
4

sh2
( π
K ′
x
) [1− K ′

2π
sh

(
2π

K ′
x

)
cnx(1 + δ4 sn2 x)

snx dnx

]
.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèÿìè

shx =x+
x3

6
+O(x5), snx = x− 1 + δ4

6
x3 +O(x5),

cnx =1− x2

2
+O(x4), dnx = 1− δ4x

2

2
+O(x4),

ïîëó÷àåì

F (x) = C(δ) +O(x2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè δ ∈ (δ0, 1) F (0) < 0. Ïîñêîëüêó F (K) =

4 sh−2

(
πK

K ′

)
> 0, òî ïðè ëþáîì δ ∈ (δ0, 1) ñóùåñòâóåò γ ∈ (0, K),

äëÿ êîòîðîãî F (γ) = 0.
Ïîëîæèì

B1(z, δ2) :=
∞∏
j=1

z + α2
j

1 + α2
jz
,

ãäå αj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (30).

Òåîðåìà 10. Äëÿ âñåõ t ∈ R ìåòîäû

x′′(t) ≈ − π2

16H2
C(δ)x̃(t) +

π2

2H2

∑′ (−1)j+1

sh2

(
2j
πK

K ′

) x̃(t+ j
4HK

K ′

)

ïðè 0 < δ ≤ δ0 è

x′′(t) ≈ π3

4H2K ′

ch3
(
γ
π

K ′

)
sn γ

th
(
γ
π

2K ′

)
dn2 γ

×
∑′

(−1)j+1 sh2

(
2j
πK

K ′

)
sh2
(

(2jK − γ)
π

K ′

)
sh2
(

(2jK + γ)
π

K ′

) x̃(t+ tj)
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ïðè δ0 < δ < 1, ãäå

tj :=
4H

π
arth

[
th
(

(2jK − γ)
π

K ′

)
th
(

(2jK + γ)
π

K ′

)]1/2

sign j,

à
∑′

� ñóììà ïî âñåì j ∈ Z \ {0}, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ìå-

òîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ íà êëàññå BH∞(DH) ïî çíà÷åíèÿì íà R,

çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Ôóíêöèÿ −B1

(
− ξ2 + a2

1 + a2ξ2
, δ2

)
, ãäå

ξ := th
( π

4H
(z − t)

)
,

a :=

{
0, 0 < δ ≤ δ0,

th
(
γ
π

2K ′

)
, δ0 < δ < 1,

ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è

e′′(t,R, DH , δ) =


K ′2

4H2
δ(1− δ4), 0 < δ ≤ δ0,

πK ′

4H2
· δ(1− δ

4) sn γ

th
(
γ
π

K ′

)
dn γ

, δ0 < δ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ t = 0. Ñ ïîìîùüþ
êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ (31) ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à âîññòà-
íîâëåíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèÿ
π2

16H2
f ′′(0) íà êëàññå BH∞ ïî çíà÷åíèÿì íà ìíîæåñòâå (−1, 1), çà-

äàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Äëÿ f ∈ H∞ ïîëîæèì

(32) Jf :=
α

2πi

∫
|z|=1

Ψ(z)f(z)
dz

z3
,

ãäå

α :=


δ

4K ′

π
, 0 < δ ≤ δ0,

δ
4 sn γ

sh
(
γ
π

K ′

)
dn2 γ

, δ0 < δ < 1,

Ψ(z) := (1− z2)2h0

(
− z2 + a2

1 + a2z2
, δ2

)
B−1

2

(
− z2 + a2

1 + a2z2
, δ2

)
,

h0(z, δ2) :=
∞∏
j=1

(
1 + α2

jz

1 + a2
jz

)2

, B2(z, δ2) :=
∞∏
j=1

z + a2
j

1 + a2
jz
,
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à aj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (29). Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì â ïðîèç-
âåäåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìå-
ñòî ïðåäñòàâëåíèÿ
(33)

B1(z, δ2) =δ sn

(
2K ′

π
υ +K

)
, B2(z, δ2) = δ cth υ sn

(
2K ′

π
υ

)
,

h0(z, δ2) = ch2 υ dn2

(
2K ′

π
υ

)
, z = − th2 υ.

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó (32) ëåììó 1, áóäåì èìåòü

Jf =
α

2
(Ψ(0)f ′′(0) + 2Ψ′(0)f ′(0))− S(δ)f,

ãäå

S(δ)f := −α
2

Ψ′′(0)f(0) +
α

2

∑′ (1− x2
j)

2(1 + a2x2
j)

2h0(−a2
j , δ

2)

x4
j(1− a4)B′2(−a2

j , δ
2)

f(xj),

xj :=

(
a2
j − a2

1− a2a2
j

)1/2

sign j.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè δ0 < δ < 1 xj = th
( π

4H
tj

)
, à ïðè 0 <

δ ≤ δ0 xj = aj.
Èç ïðåäñòàâëåíèé (33) èìååì

h0(−a2
j , δ

2) =
1

1− a2
j

, B′2(−a2
j , δ

2) = (−1)j+1δ
K ′

π

1

a2
j(1− a2

j)
,

Ψ(z) =

(1− z2)(1 + a2z2) dn2

(
2K ′

π
υ

)
th υ

δ(1− a2) sn

(
2K ′

π
υ

) ,
z2 + a2

1 + a2z2
= th2 υ.

Îòñþäà Ψ(0) = 2α−1, Ψ′(0) = 0,
α

2
Ψ′′(0) = C(δ) ïðè 0 < δ ≤ δ0

è
α

2
Ψ′′(0) = F (γ) = 0 ïðè δ0 < δ < 1. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

Jf = f ′′(0)− S(δ)f.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ S(δ)f ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

S(δ)f = −C(δ)f(0) + 8
∑′ (−1)j+1

sh2

(
2j
πK

K ′

)f(aj),
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åñëè 0 < δ ≤ δ0 è

S(δ)f =
4π

K ′

ch3
(
γ
π

K ′

)
sn γ

th
(
γ
π

2K ′

)
dn2 γ

×
∑′

(−1)j+1 sh2

(
2j
πK

K ′

)
sh2
(

(2jK − γ)
π

K ′

)
sh2
(

(2jK + γ)
π

K ′

)f(xj),

åñëè δ0 < δ < 1.
Èíòåãðàë (32) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Jf =
α

2πi

∫ 2π

0

g(eiθ)ϕ(eiθ)f(eiθ) dθ,

ãäå

g(z) := −B1

(
− z2 + a2

1 + a2z2
, δ2

)
, ϕ(z) :=

Ψ(z)g(z)

z2
.

Äîêàæåì, ÷òî ϕ(eiθ) ∈ L1[0, 2π] è ïî÷òè âñþäó ϕ(eiθ) > 0. Â ñèëó
ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî ðàâåíñòâà

ϕ(z) =
(z2 + a2)(1 + a2z2)

(1− a2)2z2
ϕ0

(
− z2 + a2

1 + a2z2

)
,

â êîòîðîì

ϕ0(z) :=
(1 + z)2

z
· B1(z, δ2)h0(z, δ2)

B2(z, δ2)
,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ϕ0. Èç (33), èñ-
ïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà (ñì. [12, ñ. 283]), íàõîäèì

ϕ0(z) = − 2

sh 2υ

cn

(
2K ′

π
υ

)
dn

(
2K ′

π
υ

)
sn

(
2K ′

π
υ

)

= −2(1 + δ2)

sh 2υ

cn

(
4Λ′

π
υ, λ

)
sn

(
4Λ′

π
υ, λ

) = −i2(1 + δ2)

sh 2υ
dn

(
4Λ′

π
υ + iΛ′, λ

)
,

ãäå λ = 2δ/(1 + δ2). Ïóñòü z = eiθ, θ ∈ (−π, π). Òîãäà υ ìîæíî
âûáðàòü èç óñëîâèÿ th υ = ei(θ+π)/2. Îòñþäà υ = x + iπ/4, ãäå x =
1

2
log

∣∣∣∣ctg
θ + π

4

∣∣∣∣. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ0(eiθ) =

2(1 + δ2)

ch 2x
dn

(
4Λ′

π
x, λ

)
.
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ïðè θ ∈ (−π, π)

0 < ϕ0(eiθ) ≤ 2(1 + δ2).

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ðàâåí-
ñòâî S(δ)g = δ‖S(δ)‖, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

B1(−a2
j , δ

2) = (−1)jδ.

Â ñèëó òîé æå òåîðåìû

e′′(0, (−1, 1), D, δ) = g′′(0).

Âûðàæåíèå äëÿ g′′(0) ëåãêî íàéòè, ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (33).
Ïåðåõîäÿ îò êëàññà BH∞ ê êëàññó BH∞(DH), ïîëó÷èì, ÷òî îï-

òèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä

x′′(0) ≈ π2

16H2
S(δ)f̃ ,

ãäå f̃(z) = x̃

(
4H

π
arth z

)
, è

e′′(0,R, DH , δ) =
π2

16H2
e′′(0, (−1, 1), D, δ).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (3) íàìè íàéäåíî ðåøåíèå
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

sup
‖x‖H∞(DH )≤1

‖x‖C(R)≤δ

‖x′′‖C(R) = e′′(0,R, DH , δ),

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîëìîãîðîâñêóþ çàäà÷ó î íåðà-
âåíñòâå äëÿ ïðîèçâîäíûõ íà êëàññå BH∞(DH).
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