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ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÍÀ ÑÎÁÎËÅÂÑÊÈÕ ÊËÀÑÑÀÕ

Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé èç ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ íà Rd
ïî èíôîðìàöèè î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ñàìèõ ôóíêöèé, çàäàí-
íîì ïðèáëèæåííî. Ïåðåä ïîñòàíîâêîé çàäà÷åé ïðèâåäåì íåêîòî-
ðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd+. Äëÿ ôóíêöèè
x(·) ∈ L2(Rd) ÷åðåç Dαx(·) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà
α ïî Âåéëþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

Dαx(t) =
1

(2π)d

∫
Rd

(iτ)αFx(τ)ei〈τ,t〉 dτ,

ãäå

(iτ)α = (iτ1)α1 . . . (iτd)
αd , 〈τ, t〉 = τ1t1 + . . .+ τdtd,

à Fx(·) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè x(·). Ñîáîëåâñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî Hr

2(Rd) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé x(·) ∈
L2(Rd) òàêèõ, ÷òî

‖x(·)‖Hr
2(Rd) =

(
1

(2π)d

∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r |Fx(t)|2 dt
)1/2

<∞,

ãäå ‖t‖2 = t21 + . . . + t2d. Ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáîëåâñêèì êëàññîì
íàçîâåì ìíîæåñòâî

Hr
2(Rd) = {x(·) ∈ Hr

2(Rd) : ‖x(·)‖Hr
2(Rd) ≤ 1 }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà Dα

íà êëàññåHr
2(Rd) ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ôóíêöèè x(·) ∈ Hr

2(Rd),
çàäàííîìó ñ ïîãðåøíîñòüþ δ > 0 â L2(Rd)-íîðìå. Èíûìè ñëîâàìè,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè x(·) ∈ Hr

2(Rd) íàì èçâåñò-
íà ôóíêöèÿ y(·) ∈ L2(Rd) òàêàÿ, ÷òî

‖Fx(·)− y(·)‖L2(Rd) ≤ δ,

è ìû õîòèì, èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ýòó ôóíêöèþ y(·), ïî-âîçìîæíîñ-
òè òî÷íåå ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ Dαx(·). Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
òàêîâà. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �00�15�96109, �02-01-39012 è �02�01�
00386), ïðîãðàììû �Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè"(ÓÐ.04.03.013), à òàêæå ïðè ïîä-
äåðæêå U.S. CRDF � R.F. Ministry of Education Award VZ-010-0.
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âñåâîçìîæíûå îïåðàòîðû ϕ : L2(Rd)→ L2(Rd). Ïîãðåøíîñòüþ äàí-
íîãî ìåòîäà ϕ íàçîâåì âåëè÷èíó

e(Dα, Hr
2(Rd), δ, ϕ) = sup

x(·)∈Hr
2 (Rd), y∈L2(Rd)

‖Fx(·)−y(·)‖
L2(Rd)

≤δ

‖Dαx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(Rd).

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

(1) E(Dα, Hr
2(Rd), δ) = inf

ϕ : L2(Rd)→L2(Rd)

e(Dα, Hr
2(Rd), δ, ϕ),

à òàêæå ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé
îïòèìàëüíûì ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.
Âïåðâûå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíà-

ëîâ ïî êîíå÷íîìåðíîé èíôîðìàöèè áûëà ïîñòàâëåíà Ñ. À. Ñìîëÿ-
êîì [1]. Âïîñëåäñòâèè ýòà ïîñòàíîâêà îáîáùàëàñü è ðàçâèâàëàñü â
ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì. [2]�[6]). Ïîäõîä ê çàäà÷àì âîññòàíîâëå-
íèÿ, îñíîâàííûé íà îáùèõ ïðèíöèïàõ òåîðèè ýêñòðåìóìà, êîòîðûé
ìû èñïîëüçóåì è â äàííîé ðàáîòå, ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ [7]�[10].
Â äàííîé ðàáîòå ìû ñíà÷àëà äàåì ðåøåíèå çàäà÷è (1), à çàòåì

îáñóæäàåì íåêîòîðûé ýôôåêò, ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî çíàíèå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ëèøü íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå Rd îáåñïå÷èâà-
åò òó æå ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ÷òî è íà âñåì
ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd+, α 6= 0, r > 1 è

σ =
d∑
j=1

αj < r.

Ïîëîæèì

∆ =
δ

(2π)d/2
, ∆0 =

(
r − σ
r

)r/2
, p =

d∏
j=1

α
αj

j .

Òîãäà, åñëè 0 < δ < (2π)d/2∆0, òî

E(Dα, Hr
2(Rd), δ) =

√
p

σσ/2
∆1−σ/r (1−∆2/r

)σ/2
,

à ìåòîä

Dαx(t) ≈ 1

(2π)d

∫
Rd

(iτ)αy(τ)ei〈τ,t〉

1 +
σ∆2

r(∆
2/r
0 −∆2/r)

(1 + ‖τ‖2)r
dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè δ ≥ (2π)d/2∆0, òî

E(Dα, Hr
2(Rd), δ) =

√
p

rr/2
(r − σ)(r−σ)/2,

à Dαx(t) ≈ 0 � îïòèìàëüíûé ìåòîä.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
îöåíêà ñíèçó

(2) E(Dα, Hr
2(Rd), δ) ≥ sup

x(·)∈Hr
2 (Rd)

‖Fx(·)‖
L2(Rd)

≤δ

‖Dαx(·)‖L2(Rd).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ ïðè âñåõ x(·) ∈ Hr
2(Rd) òàêèõ,

÷òî ‖Fx(·)‖L2(Rd) ≤ δ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî −x(·) ∈ Hr
2(Rd)), èìååì

2‖Dαx(·)‖L2(Rd) ≤ ‖Dαx(·)− ϕ(0)(·)‖L2(Rd)

+ ‖ −Dαx(·)− ϕ(0)(·)‖L2(Rd) ≤ 2e(Dα, Hr
2(Rd), δ, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ

e(Dα, Hr
2(Rd), δ, ϕ) ≥ sup

x(·)∈Hr
2 (Rd)

‖Fx(·)‖
L2(Rd)

≤δ

‖Dαx(·)‖L2(Rd),

îòêóäà ñðàçó æå âûòåêàåò îöåíêà (2).
Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2) ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå (äëÿ óäîáñòâà ìû èùåì êâàäðàò çíà÷åíèÿ
ýòîé çàäà÷è)

(3) ‖Dαx(·)‖2
L2(Rd) → max, ‖Fx(·)‖L2(Rd) ≤ δ, ‖x(·)‖Hr

2(Rd) ≤ 1.

Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

‖x(·)‖2
L2(Rd) = (2π)−d‖Fx(·)‖2

L2(Rd),

ïîëàãàÿ

u(·) = (2π)−d|Fx(·)|2,
çàäà÷à (3) â îáðàçàõ Ôóðüå çàïèøåòñÿ â âèäå

(4)

∫
Rd

|t|2αu(t) dt→ max,

∫
Rd

u(t) dt ≤ ∆2,∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
u(t) dt ≤ 1, u(t) ≥ 0 ï. â.,

ãäå |t|2α = |t1|2α1 . . . |td|2αd . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåò
ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ðàñøèðèì åå, çàìåíÿÿ ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíû-
ìè ìåðàìè. Èòàê, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(5)

∫
Rd

|t|2α dµ(t)→ max,

∫
Rd

dµ(t) ≤ ∆2,∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
dµ(t) ≤ 1, dµ(t) ≥ 0.

Ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à. Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L(dµ(·), λ0, λ1, λ2) =

∫
Rd

(
λ0|t|2α + λ1 + λ2

(
1 + ‖t‖2

)r)
dµ(t).
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Åñëè dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (5), òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êóíà�

Òàêêåðà íàéäóòñÿ òàêèå λ̂0 ≤ 0, λ̂1, λ̂2 ≥ 0 , íå ðàâíûå íóëþ îä-
íîâðåìåííî, ÷òî

(6) min
dµ(t)≥0

L(dµ(·), λ̂0, λ̂1, λ̂2) = L(dµ̂(·), λ̂0, λ̂1, λ̂2)

è

(7) λ̂1

(∫
Rd

dµ̂(t)−∆2

)
= 0, λ̂2

(∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
dµ̂(t)− 1

)
= 0.

Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ äîïóñòèìîé â (5) ìåðû dµ̂(·) âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (6) è (7) ñ λ̂0 < 0 è λ̂1, λ̂2 ≥ 0, òî dµ̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è
(5). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ìåðû dµ(·) èìååì

λ̂0

∫
Rd

|t|2α dµ(t) ≥ λ̂0

∫
Rd

|t|2α dµ(t) + λ̂1

(∫
Rd

dµ(t)−∆2

)
+ λ̂2

(∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
dµ(t)− 1

)
≥ λ̂0

∫
Rd

|t|2α dµ̂(t)

+ λ̂1

(∫
Rd

dµ̂(t)−∆2

)
+ λ̂2

(∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
dµ̂(t)− 1

)
= λ̂0

∫
Rd

|t|2α dµ̂(t).

Ïðåäúÿâèì dµ̂(·) ≥ 0 è λ̂0 < 0, λ̂1, λ̂2 ≥ 0, äëÿ êîòîðûõ áóäóò
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (6) è (7). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
A = min(∆2,∆2

0),

t̂j =

√
A−1/r − 1

σ
α

1/2
j , j = 1, . . . , d, t̂ = (t̂1, . . . , t̂d)

è ïîëîæèì λ̂0 = −1,

λ̂1 =
p(A−1/r − 1)σ−1

σσ

(
A−1/r

(
1− σ

r

)
− 1
)
,

λ̂2 =
p(A−1/r − 1)σ−1A1−1/r

rσσ−1

è dµ̂(·) = Aδ(·− t̂), ãäå δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ â íóëå. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî λ̂1 ≥ 0 (λ̂1 = 0, êîãäà A = ∆2
0) è λ̂2 > 0. Íåïîñðåäñòâåííàÿ

ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåðà dµ̂(·) äîïóñòèìà è ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà (7). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (6) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ôóíêöèÿ

G(t) = −|t|2α + λ̂1 + λ̂2

(
1 + ‖t‖2

)r
íåîòðèöàòåëüíà è â òî÷êå t̂ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïðåäïîëîæèì
ñíà÷àëà, ÷òî αj > 0, j = 1, . . . , d. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
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ξj = 2 ln |tj|, j = 1, . . . , d, â ôóíêöèè |t|−2αG(t), |t| > 0. Òîãäà ïîëó-
÷èì ôóíêöèþ

F (ξ) = −1+e−〈α,ξ〉
(
λ̂1 + λ̂2

(
1 + eξ1 + . . .+ eξd

)r)
, ξ = (ξ1, . . . , ξd).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëà, F (ξ̂) = 0, ãäå

ξ̂ = (ξ̂1, . . . , ξd), ξ̂j = 2 ln |t̂j|, j = 1, . . . , d, è, êðîìå òîãî, ãðàäèåíò

ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå ξ̂ ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F (ξ) ≥ 0
ïðè âñåõ ξ ∈ Rd. Îòñþäà, âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî G(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ∈ Rd è G(t̂) = 0. Åñëè ñðåäè αj
åñòü íóëè, òî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó æå âû-
âîäó äëÿ ôóíêöèè G(·), çàâèñÿùåé ëèøü îò òåõ ïåðåìåííûõ, äëÿ
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå αj > 0. Äîáàâëÿÿ îñòàâøèåñÿ ïåðåìåí-
íûå â ôóíêöèþ G(·) ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ïî-
ïðåæíåìó îñòàíåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, à G(t̂) = 0. Òåì ñàìûì èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî (6) è dµ̂(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (5). Äëÿ åå çíà÷åíèÿ
èìååì

R :=

∫
Rd

|t|2α dµ̂(t) =


p

σσ
∆2(1−σ/r) (1−∆2/r

)σ
, δ < (2π)d/2∆0,

p

rr
(r − σ)r−σ, δ ≥ (2π)d/2∆0.

Ýòà âåëè÷èíà äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4), à, ñëå-
äîâàòåëüíî, è äëÿ êâàäðàòà çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3). Íî ýòà îöåíêà
òî÷íà, òàê êàê ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ â
(3) ôóíêöèé xn(·) ∈ L2(Rd) òàêèõ, ÷òî (2π)d|Fxn(·)|2 → Aδ(· − t̂)
ïðè n→∞. Èòàê, ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó

E(Dα, Hr
2(Rd), δ) ≥

√
R.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñâåðõó ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

(8) ‖Dαx(·)‖L2(Rd) → max,
λ̂1

(2π)d
‖Fx(·)‖2

L2(Rd) + λ̂2‖x(·)‖2
Hr

2(Rd)

≤ λ̂1∆2 + λ̂2.

Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì Ôóðüå, à çàòåì ðàñøèðÿÿ çàäà÷ó, ïåðåõîäÿ ê
ìåðàì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (çäåñü îïÿòü äëÿ óäîáñòâà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (8))∫

Rd

|t|2α dµ(τ)→ max, λ̂1

∫
Rd

dµ(τ) + λ̂2

∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
dµ(t)

≤ λ̂1∆2 + λ̂2.

Ïîëüçóÿñü òåìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ðàíåå,
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî dµ̂(·) = Âδ(·− τ̂) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è ýòîé

çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå çàäà÷è (8) ðàâíî òîæå
√
R.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó. Äëÿ ôèêñèðî-
âàííîé ôóíêöèè y(·) ∈ L2(Rd) íàéòè

(9) min
x(·)∈Hr

2(Rd)

(
λ̂1

(2π)d
‖Fx(·)− y(·)‖2

L2(Rd) + λ̂2‖x(·)‖2
Hr

2(Rd)

)
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
xy(·) òàêàÿ, ÷òî

Fxy(t) =
λ̂1

λ̂1 + λ̂2 (1 + ‖t‖2)r
y(t).

Ââåäåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå H = L2(Rd)×Hr
2(Rd) ïîëóñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(z1, z2)H =
1

(2π)d

∫
Rd

(
λ̂1z

1
1(t)z2

1(t) + λ̂2

(
1 + ‖t‖2

)r
Fz1

2(t)Fz2
2(t)
)
dt

(çäåñü z1 = (z1
1(·), z1

2(·)), z2 = (z2
1(·), z2

2(·))) è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïî-
ëóíîðìó îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖ · ‖H . Òîãäà çàäà÷à (9) ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

(10) ‖(Fx(·), x(·))− (y(·), 0)‖2
H → min, x(·) ∈ Hr

2(Rd).
Ïîñêîëüêó xy(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (10), òî äëÿ âñåõ x(·) ∈ Hr

2(Rd)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

((Fxy(·), xy(·))− (y(·), 0), (Fx(·), x(·)))H = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(11) ‖(Fx(·), x(·))− (y(·), 0)‖2
H = ‖(Fx(·), x(·))− (Fxy(·), xy(·))‖2

H

+ ‖(Fxy(·), xy(·))− (y(·), 0)‖2
H .

Åñëè x(·) ∈ Hr
2(Rd) è ‖Fx(·) − y(·)‖L2(Rd) ≤ δ, òî èç (11), ïîëîæèâ

h(·) = x(·)− xy(·), ïîëó÷èì

‖(Fh(·), h(·))‖2
H ≤ ‖(Fx(·), x(·))− (y(·), 0)‖2

H ≤ λ̂1∆2 + λ̂2.

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ x(·) ∈ Hr
2(Rd) òàêèõ, ÷òî ‖Fx(·)− y(·)‖L2(Rd) ≤ δ,

èìååì

‖Dαx(·)−Dαxy(·)‖L2(Rd) = ‖Dαh(·)‖L2(Rd)

≤ sup

{
‖Dαx(·)‖2

L2(Rd) :
λ̂1

(2π)d
‖Fx(·)‖2

L2(Rd) + λ̂2‖x(·)‖2
Hr

2(Rd)

≤ λ̂1∆2 + λ̂2

}
=
√
R.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä

Dαx(·) ≈ Dαxy(·) =
1

(2π)d

∫
Rd

(iτ)α
λ̂1

λ̂1 + λ̂2 (1 + ‖τ‖2)r
y(τ)ei〈τ,t〉 dτ,
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Îñòàåòñÿ ëèøü ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ

λ̂1 è λ̂2. �

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè èç-
âåñòíî ñ îøèáêîé íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rd, à íà íåêîòîðîì èç-
ìåðèìîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rd. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîãðåøíîñòü
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

E(Dα, Hr
2(Rd), δ,Ω) = inf

ϕ
sup

x(·)∈Hr
2 (Rd), y∈L2(Ω)

‖Fx(·)−y(·)‖L2(Ω)≤δ

‖Dαx(·)− ϕ(y)(·)‖L2(Rd),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îïåðàòîðàì ϕ : L2(Ω)→ L2(Rd).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè Ω1 ⊂ Ω2

E(Dα, Hr
2(Rd), δ,Ω1) ≥ E(Dα, Hr

2(Rd), δ,Ω2).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ω0 ⊂ Rd, äëÿ êîòîðî-
ãî ïðè âñåõ èçìåðèìûõ Ω òàêèõ, ÷òî Ω0 ⊆ Ω ⊆ Rd, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

E(Dα, Hr
2(Rd), δ,Ω) = E(Dα, Hr

2(Rd), δ).

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèç-
âîäíîé ïîðÿäêà α â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2(Rd) äîñòàòî÷íî çíàòü
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà ìíîæåñòâå Ω0, à èñïîëüçîâàíèå ïðèáëè-
æåííîé èíôîðìàöèè î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå â áîëåå øèðîêèõ îá-
ëàñòÿõ íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ýôôåêò áûë îáíàðóæåí â
ðàáîòå [10].
Òî÷íûé ðåçóëüòàò çäåñü ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1 ïîëîæèì

Ω0 =

{
t ∈ Rd :

|t|2α

(1 + ‖t‖2)r
>

p

rσσ−1

(
1−∆2/r

)σ−1
∆2(1−σ/r)

}
.

Òîãäà äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ Ω òàêèõ, ÷òî Ω0 ⊆ Ω ⊆ Rd, èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

E(Dα, Hr
2(Rd), δ,Ω) = E(Dα, Hr

2(Rd), δ),

à ìåòîä

Dαx(t) ≈ 1

(2π)d

∫



(iτ)αy(τ)ei〈τ,t〉

1 +
σ∆2

r(∆
2/r
0 −∆2/r)

(1 + ‖τ‖2)r
dτ

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû òà æå, ÷òî
è ïðåäûäóùåé. Îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà íåêîòîðûõ îòëè÷èÿõ. Ïîñëå



8 Ã. Ã. ÌÀÃÀÐÈË-ÈËÜßÅÂ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

ïåðåõîäà ê îáðàçàì Ôóðüå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàñøèðåííîé çàäà÷è
áóäåò èìåòü âèä (ñ÷èòàåì ñðàçó, ÷òî λ0 = −1)

L(dµ(·), λ1, λ2) =

∫
Rd

(
−|t|2α + λ1χΩ(t) + λ2

(
1 + ‖t‖2

)r)
dµ(t),

ãäå χΩ(·) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Ω. Â ñèëó
äîêàçàííîãî â òåîðåìå 1, îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ω0 è òîãî, ÷òî
Ω0 ⊆ Ω, èìååì

−|t|2α + λ̂1χΩ(t) + λ̂2

(
1 + ‖t‖2

)r ≥ 0

ïðè âñåõ t ∈ Rd. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñíèçó ïðîâîäèòñÿ
òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1.
Ïðè îöåíêå ñâåðõó íàäî ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî H =

L2(Ω) × Hr
2(Rd). Ïîëóñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì ñëåäóåò îïðå-

äåëèòü ðàâåíñòâîì

(z1, z2)H =
1

(2π)d
λ̂1

∫
Ω

z1
1(t)z2

1(t) dt

+ λ̂2

∫
Rd

(
1 + ‖t‖2

)r
Fz1

2(t)Fz2
2(t) dt.

Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî òî æå, ÷òî è â òåîðåìå 1. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äëÿ ñëó÷àÿ d = 2.
Ïóñòü α = (1, 0) è r = 2. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

âîññòàíîâëåíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé xt1(·, ·) íà êëàññå H2
2 (R2). Èç

òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < δ < π

E(D(1,0), H2
2 (R2), δ) =

1

2π

√
δ(2π − δ),

ìíîæåñòâî íàñûùåíèÿ Ω0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà êðóãà ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ ±

√
π/δ è ðàäèóñàìè

√
π/δ − 1, à ìåòîä

xt1(t1, t2) ≈ 1

(2π)2

∫
Ω0

iτ1y(τ1, τ2)ei(τ1t1+τ2t2)

1 +
δ2

4π(π − δ)
(1 + τ 2

1 + τ 2
2 )2

dτ1dτ2

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé xt1t2(·, ·) íà

êëàññå H4
2 (R2) ìíîæåñòâî íàñûùåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ áó-

äåò èìåòü âèä

1 + ρ2 <

(
δ

4π

(
1−

√
δ

2π

))−1/4

ρ
√
| sin 2ϕ|.
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