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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè ôóíê-
öèè è åå ïðîèçâîäíûõ íà ïðÿìîé ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ñàìîé
ôóíêöèè, èçâåñòíîìó ïðèáëèæåííî íà ìíîæåñòâå êîíå÷íîé ìåðû.
Íàéäåí îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ è îïòèìàëüíîå ìíîæå-
ñòâî, íà êîòîðîì íàäî èçìåðÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñ äàííîé
ïîãðåøíîñòüþ.

Áèáëèîãðàôèÿ: 9 íàçâàíèé.

1. Ââåäåíèå. Âîïðîñ, ïåðâîíà÷àëüíî ñòèìóëèðóþùèé íàïèñàíèå äàííîé ðàáî-

òû, çâó÷àë òàê: �Êàê íàèëó÷øèì îáðàçîì âîññòàíîâèòü ñèãíàë, èìåÿ âîçìîæíîñòü

èçìåðèòü ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî åãî ãàðìîíèê ñ ôèêñèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ?�

Íà ýòîò âîïðîñ ìû îòâå÷àåì â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Ïóñòü ïðî ôóíêöèþ x(·) ∈
Wn

2 (R) (ñîáîëåâñêèé êëàññ ôóíêöèé x(·) ∈ L2(R), ó êîòîðûõ (n− 1)-àÿ ïðîèçâîäíàÿ
ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ∥x(n)(·)∥L2(R) 6 1) èçâåñòíî åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå Mσ ìåðû íå áîëüøå 2σ ñ òî÷íîñòü äî

δ > 0 â ìåòðèêå Lp(Mσ), 1 6 p 6 ∞. Ìû ñòàâèì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì âîññòà-

íîâëåíèè ôóíêöèè èç Wn
2 (R) è åå k-îé ïðîèçâîäíîé (k 6 n− 1) â ìåòðèêå L2(R) ïî

äàííîé èíôîðìàöèè. Ñóòü ïîëó÷åííîãî îòâåòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ëó÷øå âñåãî èçìåðÿòü íà ìíîæåñòâå, êîòîðîå åñòü ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëü-

íî íóëÿ îòðåçîê äëèíû 2σ0, ãäå σ0 = min(σ, σ̂), à σ̂ íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

(çàâèñÿùåå îò n, k, p è δ). Ïðè ýòîì çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [−σ0, σ0] èíôîðìàöèÿ î

ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå îêàçûâàåòñÿ ëèøíåé. Îñòàâøóþñÿ (ïîëåçíóþ) èíôîðìàöèþ

ñëåäóåò îïðåäåëåííûì îáðàçîì �ñãëàäèòü�, âçÿòü îò íåå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå è k ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (åñëè k > 1). Äàííàÿ ïðîöåäóðà âïîëíå ñî-

îòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðîèñõîäèò íà ïðàêòèêå (âûñîêèå ÷àñòîòû îòáðàñûâàþò, à

îñòàâøèåñÿ, â ñèëó åñòåñòâåííûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèÿ, òåì èëè èíûì ñïîñîáîì

ôèëüòðóþò).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû �10-01-00188, �10-01-90002).

c⃝ Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ, Ê.Þ. Îñèïåíêî, 1966
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà. Ïóñòü n � íàòóðàëü-

íîå, Wn
2 (R) � ñîáîëåâñêèé êëàññ ôóíêöèé íà R, îïðåäåëåííûé âûøå, σ > 0, Mσ �

ñîâîêóïíîñòü èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé, ìåðû êîòîðûõ íå áîëüøå 2σ. Äîïó-

ñòèì, ÷òî ïðî ôóíêöèþ x(·) ∈ Wn
2 (R) èçâåñòíî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Fx(·) íà

íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Mσ ∈ Mσ ñ òî÷íîñòüþ äî δ > 0 â ìåòðèêå Lp(Mσ), 1 6 p 6 ∞,

ò. å. èçâåñòíà ôóíêöèÿ y(·) ∈ Lp(Mσ) òàêàÿ, ÷òî ∥Fx(·)− y(·)∥Lp(Mσ) 6 δ. Ïîä çàäà-

÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè èç êëàññà Wn
2 (R) èëè åå k-îé ïðîèçâîä-

íîé (0 6 k 6 n−1) â ìåòðèêå L2(R) ïî äàííîé èíôîðìàöèè ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå
âåëè÷èíû

E(k, σ, p, δ) = inf
Mσ

inf
m

sup
x(·)∈Wn

2 (R), y(·)∈Lp(Mσ)
∥Fx(·)−y(·)∥Lp(Mσ)6δ

∥x(k)(·)−m(y(·))(·)∥L2(R),

ãäå ïåðâàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîæåñòâàì Mσ ∈ Mσ, à âòîðàÿ � ïî

âñåì îòîáðàæåíèÿì (ìåòîäàì âîññòàíîâëåíèÿ) m : Lp(Mσ) → L2(R), íàçûâàåìîé ïî-
ãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è íàõîæäåíèå òåõ M̂σ è m̂, íàçûâàåìûõ

îïòèìàëüíûì ìíîæåñòâîì è îïòèìàëüíûì ìåòîäîì, íà êîòîðûõ íèæíèå ãðàíè

äîñòèãàþòñÿ.

Ïîñòàíîâêà âîïðîñà î íàõîæäåíèè ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

è îïòèìàëüíîãî ìåòîäà íà êëàññå ýëåìåíòîâ èäåîëîãè÷åñêè âîñõîäèò ê ðàáîòå

À. Í. Êîëìîãîðîâà î ïîïåðå÷íèêàõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ [1]. Ôîðìóëèðîâêà çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (íî â çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè, ÷åì

ïðèâåäåííàÿ çäåñü) ïðèíàäëåæèò Ñ. À. Ñìîëÿêó [2]. Ïðåäñòàâëåíèå î äàëüíåéøåì

ðàçâèòèè ïðîáëåìàòèêè, ñâÿçàííîé ñ çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ðàáîò [3]�[7]. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Mσ

ñîñòîèò èç îäíîãî îòðåçêà [−σ, σ], à p = 2 è ∞ ðàññìîòðåíà â [8]. Òàì æå äîêàçàíî,

÷òî â ýòîé ñèòóàöèè, åñëè 1 6 p < 2, òî âåðõíÿÿ ãðàíü â îïðåäåëåíèè E(k, σ, p, δ)
ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òî ýòîò ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà � ëþáîé ìåòîä

îïòèìàëåí. Ñëó÷àé, êîãäà Mσ ñîñòîèò èç âñåõ îòðåçêîâ äëèíû 2σ, à p = 2 èññëå-

äîâàí â [9]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà 2 < p < ∞.

Êðàéíèå ñëó÷àè p = 2 è ∞ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, íî ìû íà

ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Ïóñòü 2 < p < ∞. Ïîëîæèì

σ̂ =

( √
2π(n− k)1−1/p

δ
√

k + 1/2− 1/p B1/2−1/p

)1/(n+1/2−1/p)

,

ãäå

B = B

(
k + 1/2− 1/p

(n− k)(1− 2/p)
, 2

1− 1/p

1− 2/p

)
(2.1)

� B-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü k, n � öåëûå, 0 6 k 6 n − 1, σ > 0, δ > 0, 2 < p < ∞ è

σ0 = min(σ, σ̂). Òîãäà

E(k, σ, p, δ) =



√
δ2

2π

(
B

n− k

)1−2/p

σ2k+1−2/p +
1

σ2(n−k)
, σ 6 σ̂,

√
n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p
σ̂−(n−k), σ > σ̂.

Îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî � îòðåçîê [−σ0, σ0].
Îïòèìàëüíûé ìåòîä èìååò âèä

m̂(y(·))(t) = 1

2π

∫
|ξ|6σ0

(iξ)k

(
1−

(
ξ

σ0

)2(n−k)
)
y(ξ)eiξt dξ.

Êàê âèäíî èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû, çíàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå çà ïðåäåëà-

ìè îòðåçêà [−σ̂, σ̂] îêàçûâàåòñÿ ëèøíèì � ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ íå óìåíüøàåòñÿ. Ïîëåçíàÿ æå èíôîðìàöèÿ (òà, êîòîðàÿ íà îòðåçêå [−σ0, σ0])
ïîäâåðãàåòñÿ ñãëàæèâàíèþ.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Íèæå ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ýêñòðåìàëüíûìè

çàäà÷àìè, ó êîòîðûõ íåò ðåøåíèÿ, ïîýòîìó íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà îäíîãî óòâåð-

æäåíèÿ, êàñàþùåãîñÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ çàäà÷è â òàêîé ñèòóàöèè. Ïóñòü X �

ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . , N , αi ∈ R, i = 1, . . . , N , è

A � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f0(x) → max, fi(x) 6 αi, i = 1, . . . , N, x ∈ A, (3.1)

çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè òåõ äîïóñòèìûõ (ò. å. óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷å-

íèÿì çàäà÷è) ýëåìåíòîâ, íà êîòîðûõ f0 äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Âåðõíÿÿ ãðàíü f0(x)

ïî âñåì äîïóñòèìûì x íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì çàäà÷è (3.1).

Ñâÿæåì ñ çàäà÷åé (3.1) ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = −f0(x) +
N∑
i=1

λifi(x),

ãäå λ = (λ1, . . . , λN ) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íàáîð λ̂ = (λ̂1, . . . , λ̂N ) íåîòðèöàòåëüíûõ ìíî-

æèòåëåé Ëàãðàíæà, ÷èñëî L̂ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ {xm}
â (3.1) òàêèå, ÷òî

(a) L(x, λ̂) > L̂ äëÿ âñåõ x ∈ A,

(b) lim
m→∞

L(xm, λ̂) = L̂,

(c) lim
m→∞

λ̂i(fi(xm)− αi) = 0, i = 1, . . . , N.

Òîãäà
∑N

i=1 λ̂iαi − L̂ � çíà÷åíèå çàäà÷è (3.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S çíà÷åíèå çàäà÷è (3.1). Äëÿ ëþ-

áîãî äîïóñòèìîãî ýëåìåíòà x â (3.1) â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè λ̂i, i = 1, . . . , N , è

óñëîâèÿ (a) èìååì

−f0(x) > −f0(x) +

N∑
i=1

λ̂i(fi(x)− αi) = L(x, λ̂)−
N∑
i=1

λ̂iαi > L̂ −
N∑
i=1

λ̂iαi,

ò. å. S 6
∑N

i=1 λ̂iαi − L̂. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèé (b) è (c) ïîëó÷àåì, ÷òî

L̂ = lim
m→∞

L(xm, λ̂) = − lim
m→∞

f0(xm) +
N∑
i=1

lim
m→∞

λ̂ifi(xm)

= − lim
m→∞

f0(xm) +
N∑
i=1

lim
m→∞

λ̂i(fi(xm)− αi) +
N∑
i=1

λ̂iαi > −S +
N∑
i=1

λ̂iαi

è çíà÷èò, S >
∑N

i=1 λ̂iαi − L̂. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

1. Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû E(k, σ, p, δ). Ôèêñèðóåì Mσ ∈ Mσ è îáîçíà÷èì äëÿ

äàííîãî Mσ ÷åðåç E(k,Mσ, p, δ) âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ ïîä ïåðâîé íèæíåé ãðàíüþ â

îïðåäåëåíèè E(k, σ, p, δ). Ïîêàæåì, ÷òî E(k,Mσ, p, δ) íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è

∥x(k)(·)∥L2(R) → max, ∥Fx(·)∥Lp(Mσ) 6 δ, ∥x(n)(·)∥L2(R) 6 1. (3.2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x(·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ â (3.2) (ò. å. x(·) óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è), òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ−x(·) òàêæå äîïóñòèìà è ìû èìååì

äëÿ ëþáîãî m : Lp(Mσ) → L2(R)

2∥x(k)(·)∥L2(R) 6 ∥x(k)(·)−m(0)(·)∥L2(R) + ∥ − x(k)(·)−m(0)(·)∥L2(R)

6 2 sup
x(·)∈Wn

2 (R), ∥Fx(·)∥Lp(Mσ)6δ

∥x(k)(·)−m(0)(·)∥L2(R)

6 2 sup
x(·)∈Wn

2 (R), y(·)∈Lp(Mσ)
∥Fx(·)−y(·)∥Lp(Mσ)6δ

∥x(k)(·)−m(y(·))(·)∥L2(R).

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì â (3.2), à ñïðàâà ê

íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì m, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Â îáðàçàõ Ôóðüå, îáîçíà÷àÿ u(·) = (2π)−1/2|Fx(·)|, êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.2),
ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ðàâåí çíà÷åíèþ òàêîé çàäà÷è∫

R
ξ2ku2(ξ) dξ → max,

∫
Mσ

up(ξ) dξ 6
δp

(2π)p/2
,

∫
R
ξ2nu2(ξ) dξ 6 1, u(·) > 0.

(3.3)

Ïîëîæèì

â = sup{ a > 0 : mes{Mσ ∩ [−a, a] } = 2a}.

ßñíî, ÷òî íîëü ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Ïîêàæåì, ÷òî åñ-

ëè â = 0, òî çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3) (à çíà÷èò, è (3.2)) ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Äåé-

ñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå mes{Mσ ∩ [−ε, ε]} < 2ε äëÿ ëþáîãî ε > 0 è çíà÷èò,
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mesΩε = {(R \Mσ) ∩ [−ε, ε]} > 0. Ïîëîæèì

uε(ξ) =


(∫

Ωε
τ2n dτ

)−1/2

, ξ ∈ Ωε

0, ξ /∈ Ωε.

Ýòà ôóíêöèÿ äîïóñòèìà â çàäà÷å (3.3) è∫
R
ξ2ku2

ε(ξ) dξ =

∫
Ωε

ξ2k dξ∫
Ωε

τ2n dτ
=

∫
Ωε

ξ2nξ−2(n−k) dξ∫
Ωε

τ2n dτ
> ε−2(n−k),

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ìàêñèìèçèðóåìîãî ôóíêöè-
îíàëà â (3.3) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.

Ïóñòü òåïåðü â > 0. Íàéäåì çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3) â ýòîé ñèòóàöèè, îïèðàÿñü íà

äîêàçàííóþ âûøå ëåììó. Çàäà÷à (3.3) èìååò âèä çàäà÷è (3.1) (X � ñîâîêóïíîñòü

âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé u(·) íà R, A � ïîäìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé).

Ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (3.3) çàïèøåì â âèäå

L(u(·), λ1, λ2) =

∫
Mσ

(−ξ2ku2(ξ) + λ1u
p(ξ) + λ2ξ

2nu2(ξ)) dξ

+

∫
R\Mσ

(−ξ2k + λ2ξ
2n)u2(ξ) dξ. (3.4)

Ïîëîæèì a0 = min(σ̂, â), λ̂2 = a
−2(n−k)
0 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ1 > 0 ïðè ξ ∈ [−a0, a0]

ôóíêöèÿ u 7→ f(u) = −ξ2ku2+λ1u
p+a

−2(n−k)
0 ξ2nu2 íà [0,∞) äîñòèãàåò àáñîëþòíîãî

ìèíèìóìà â òî÷êå

ũ(ξ) =

(
2

λ1p

) 1
p−2

ξ
2k

p−2

(
1−

(
ξ

a0

)2(n−k)
) 1

p−2

,

à ïðè |ξ| > a0 � â íóëå.

Âûáåðåì òåïåðü λ1, êîòîðîå îáîçíà÷èì λ̂1, èç óñëîâèÿ∫ a0

−a0

ũp(ξ) dξ =

(
2

λ̂1p

) p
p−2

∫ a0

−a0

ξ
2pk
p−2

(
1−

(
ξ

a0

)2(n−k)
) p

p−2

dξ =
δp

(2π)p/2
. (3.5)

Äåëàÿ â èíòåãðàëå çàìåíó η = (ξ/a0)
2(n−k), ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì,

÷òî

λ̂1 =

(√
2π

δ

)p−2
2B1−2/p

p(n− k)1−2/p
a
2(k+1/2−1/p)
0 ,

ãäå B îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (2.1). Î÷åâèäíî, ÷òî λ̂1 > 0.
Ïîñêîëüêó mes{Mσ ∩ [−â, â]} = 2â è çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [−a0, a0] ôóíêöèÿ f

íåîòðèöàòåëüíà, òî äëÿ âñåõ u(·) > 0 èìååì∫
Mσ

f(u(ξ)) dξ >
∫
Mσ∩[−â,â]

f(u(ξ)) dξ =

∫ â

−â

f(u(ξ)) dξ

>
∫ a0

−a0

f(u(ξ)) dξ >
∫ a0

−a0

f(ũ(ξ)) dξ.
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Äàëåå, òàê êàê R \ Mσ ⊂ R \ [−â, â] ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû, à

ôóíêöèÿ ξ 7→ −ξ2k + a
−2(n−k)
0 ξ2n ïîëîæèòåëüíà ïðè |ξ| > a0, òî äëÿ âñåõ u(·)∫
R\Mσ

(−ξ2k + a
−2(n−k)
0 ξ2n)u2(ξ) dξ > 0.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ u(·) > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(u(·), λ̂1, λ̂2) >
∫ a0

−a0

f(ũ(ξ)) dξ. (3.6)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ, êîãäà â < σ̂ è êîãäà â > σ̂.
Ïóñòü â < σ̂. Òîãäà a0 = â. Äëÿ êàæäîãî m ∈ N ïîëîæèì Ωm = (R \ Mσ) ∩

((−â− 1/m, â) ∪ (â, â+ 1/m)). Èç îïðåäåëåíèÿ â âûòåêàåò, ÷òî mesΩm > 0 ïðè âñåõ

m. Ïîëîæèì

um(ξ) =


ũ(ξ), ξ ∈ [−â, â],

γm, ξ ∈ Ωm,

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

è γm âûáåðåì òàê, ÷òîáû∫
R
ξ2nu2

m(ξ) dξ =

∫ â

−â

ξ2nũ2(ξ) dξ + γ2
m

∫
Ωm

ξ2n dξ = 1. (3.7)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, äåëàÿ, êàê è âûøå, çàìåíó η =
(ξ/â)2(n−k) â âûðàæåíèè äëÿ ũ(·) è ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè B-ôóíêöèè,
ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ∫ â

−â

ξ2nũ2(ξ) dξ =
δ2(k + 1/2− 1/p)B1−2/p

2π(n− k)2−2/p
â2n+1−2/p.

Èç îïðåäåëåíèÿ σ̂ ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ñïðàâà ïðè â = σ̂ ðàâíà åäèíèöå, à òàê êàê

â < σ̂, òî ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå åäèíèöû. Îáîçíà÷àÿ åå ÷åðåç C, ïîëó÷àåì èç (3.7),

÷òî

γm = (1− C)1/2
(∫

Ωm

ξ2n dξ

)−1/2

.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî

lim
m→∞

L(um(·), λ̂1, λ̂2) = lim
m→∞

∫
Ωm

(−ξ2k + â2(n−k)ξ2n)u2
m(ξ) dξ

+

∫ â

−â

f(ũ(ξ)) dξ =

∫ â

−â

f(ũ(ξ)) dξ. (3.8)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ um(·) è γm, ïîëó÷àåì∫
Ωm

(−ξ2k + â2(n−k)ξ2n)u2
m(ξ) dξ = γ2

m

∫
Ωm

(−ξ2k + â−2(n−k)ξ2n) dξ

6
(
â−2(n−k) − (â+ 1/m)−2(n−k)

)
γ2
m

∫
Ωm

ξ2n dξ

= (1− C)
(
â−2(n−k) − (â+ 1/m)−2(n−k)

)
→ 0, m → ∞,
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÷òî è äîêàçûâàåò (3.8).

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3) ñîãëàñíî ëåììå (óñëîâèÿ êîòîðîé

(a), (b) è (c) ñëåäóþò ñîîòâåòñòâåííî èç (3.6), (3.8), (3.5) è (3.7)) â ñëó÷àå, êîãäà

â < σ̂. Ýòî çíà÷åíèå ðàâíî

δ2

2π

(
B

n− k

)1−2/p

â2k+1−2/p +
1

â2(n−k)
. (3.9)

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ â > σ̂. Òîãäà a0 = σ̂. Ïóñòü λ̂1 è λ̂2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê è

ðàíüøå (íî ñ a0 = σ̂). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um(·)} âûáåðåì ïîñòîÿííîé, à èìåííî,

um(ξ) =

{
ũ(ξ), ξ ∈ [−σ̂, σ̂],

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Èç îïðåäåëåíèÿ σ̂ ñëåäóåò, ÷òî∫
R
ξ2nu2

m(ξ) dξ =

∫ σ̂

−σ̂

ξ2nũ2(ξ) dξ = 1.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó, îñòàëüíûå óñëîâèÿ êîòîðîé î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîâåðÿþòñÿ, ïî-

ëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3) â äàííîé ñèòóàöèè ðàâíî

n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p
σ̂−2(n−k).

Ïóñòü σ < σ̂. Òîãäà, î÷åâèäíî, â 6 σ < σ̂. Âûðàæåíèå (3.9), êàê ôóíêöèÿ â,
óáûâàåò íà (0, σ̂] è ïîýòîìó çíà÷åíèå çàäà÷è (3.2) íå ìåíüøå, ÷åì√

δ2

2π

(
B

n− k

)1−2/p

σ2k+1−2/p +
1

σ2(n−k)
. (3.10)

Òîãäà ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, âåëè÷èíà E(k,Mσ, p, δ) íå ìåíüøå ÷èñëà (3.10),
íå çàâèñÿùåãî îò ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà Mσ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè σ < σ̂

E(k, σ, p, δ) >

√
δ2

2π

(
B

n− k

)1−2/p

σ2k+1−2/p +
1

σ2(n−k)
.

Ïóñòü σ > σ̂. Åñëè â < σ̂, òî ïî äîêàçàííîìó çíà÷åíèå çàäà÷è (3.2) çàâåäîìî íå

ìåíüøå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ (3.10) â òî÷êå σ = σ̂, êîòîðîå, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
ðàâíî √

n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p
σ̂−(n−k). (3.11)

Åñëè æå â > σ̂, òî áûëî äîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (3.2) ðàâíî âåëè÷èíå (3.11).

Òåì ñàìûì ïðè σ > σ̂

E(k, σ, p, δ) >

√
n+ 1/2− 1/p

k + 1/2− 1/p
σ̂−(n−k).
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2. Äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà ∆σ0
= [−σ0, σ0] è ìåòîäà m̂. Îï-

òèìàëüíîñòü ∆σ0
è m̂ îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå çàäà÷è (âåëè÷èíà âåðõíåé ãðàíè â

îïðåäåëåíèè E(k, σ, p, δ))

∥x(k)(·)− m̂(y(·))(·)∥L2(R) → max, ∥Fx(·)− y(·)∥Lp(∆σ0
) 6 δ,

∥x(n)(·)∥L2(R) 6 1, y(·) ∈ Lp(∆σ0) (3.12)

ñîâïàäàåò ñ E(k, σ, p, δ).

Îáîçíà÷àÿ z(·) = Fx(·)− y(·) è, äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè, γ(ξ) = (ξ/σ0)
2(n−k), ïîëó-

÷èì ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ, ÷òî êâàäðàò çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.12) ðàâåí çíà÷åíèþ

òàêîé çàäà÷è

1

2π

∫
∆σ0

ξ2k|(1− γ(ξ))z(ξ) + γ(ξ)Fx(ξ)|2 dξ + 1

2π

∫
R\∆σ0

ξ2k|Fx(ξ)|2 dξ → max,∫
∆σ0

|z(ξ)|p dξ 6 δp,
1

2π

∫
R
ξ2n|Fx(ξ)|2 dξ 6 1. (3.13)

Ïîëàãàÿ u(ξ) = (2π)−1/2|z(ξ)| è v(ξ) = (2π)−1/2|Fx(ξ)|, ñîïîñòàâèì (3.13) çàäà÷ó∫
∆σ0

ξ2k((1− γ(ξ))u(ξ) + γ(ξ)v(ξ))2 dξ +

∫
R\∆σ0

ξ2kv2(ξ) dξ → max,∫
∆σ0

up(ξ) dξ 6
δp

(2π)p/2
,

∫
R
ξ2nv2(ξ) dξ 6 1, u(ξ) > 0, v(ξ) > 0, (3.14)

çíà÷åíèå êîòîðîé, î÷åâèäíî, íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.13). Äëÿ íàõîæäåíèÿ

çíà÷åíèÿ çàäà÷è (3.14) ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äàííîé

çàäà÷è èìååò âèä

L(u(·), v(·), λ1, λ2) =

∫
∆σ0

(−ξ2k((1− γ(ξ))u(ξ) + γ(ξ)v(ξ))2+

+ λ1u
p(ξ) + λ2ξ

2nv2(ξ)) dξ +

∫
R\∆σ0

(−ξ2k + λ2ξ
2n)v2(ξ) dξ.

Ïóñòü ξ ∈ ∆σ0
. Ïîëîæèì λ̂2 = σ

−2(n−k)
0 è äëÿ ôèêñèðîâàííîãî λ1 > 0 ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ (u, v) 7→ g(u, v) = −ξ2k((1 − γ(ξ))u + γ(ξ)v)2 + λ1u
p + σ−2(n−k)ξ2nv2 íà

[0,∞) × [0,∞). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî u > 0 ôóíêöèÿ v 7→ g(u, v)
äîñòèãàåò àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà íà [0,∞) â òî÷êå v = u è çíà÷èò, g(u, v) > g(u, u)

äëÿ âñåõ u > 0 è v > 0. Íî g(u, u) = f(u), ãäå ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà âûøå è

ìèíèìóì f äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ũ(ξ) ïðè a0 = σ0.

Îïðåäåëèâ òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um(·)} òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ðàíåå è

âçÿâ vm(·) = um(·), èç ëåììû, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷èì, ÷òî
çíà÷åíèå çàäà÷è (3.14) ðàâíî

δ2

2π

(
B

n− k

)1−2/p

σ
2k+1−2/p
0 +

1

σ
2(n−k)
0

.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

E(k, σ, p, δ) >

√√√√ δ2

2π

(
B

n− k

)1−2/p

σ
2k+1−2/p
0 +

1

σ
2(n−k)
0

,

÷òî äîêàçûâàåò îïòèìàëüíîñòü îòðåçêà ∆σ0
è îïòèìàëüíîñòü ìåòîäà m̂. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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