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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ àá-
ñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè

dx

dt
+Ax = 0, (1)

x∣∣t=0
= x0(·) (2)

ïî íåòî÷íûì åãî èçìåðåíèÿì â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Çäåñü
îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç

{
x(·) ∈ L2(Rd) :

∫
Rd ψ

2(ξ)|Fx(ξ)|2 dξ <∞
}
â

L2(Rd) ïî ïðàâèëó Ax(·) = F−1(ψ(·)Fx(·))(·), ãäå ψ(·) � íåïðåðûâ-
íàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íà Rd òàêàÿ, ÷òî supξ∈Rd ψ(ξ) = +∞ è
minξ∈Rd ψ(ξ) = a > −∞, à F è F−1 � ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(2) ïîíèìàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ t→ x(t, ·) íà (0,∞) ñî çíà÷åíèÿìè â L2(Rd), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1)
è òàêàÿ, ÷òî x(t, ·)→ x0(·) ïðè t ↓ 0 â L2(Rd). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ t → Pψt x0(·) = F−1(e−ψ(·)tFx0(·))(·) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è.

Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 ≤ t1 < . . . < tn èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(2), ò. å. èçâåñòíû òàêèå ôóíêöèè yj(·) ∈ L2(Rd),
÷òî ‖Pψtjx0(·) − yj(·)‖L2(Rd) ≤ δj , ãäå δj > 0, j = 1, . . . , n. Òðåáóåòñÿ ïî
ýòîé èíôîðìàöèè âîññòàíîâèòü ðåøåíèå â ìîìåíò âðåìåíè τ 6= tj . Â
êà÷åñòâå ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûå îòîá-
ðàæåíèÿ m : (L2(Rd))n → L2(Rd). Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà m íàçîâåì âå-
ëè÷èíó (δ = (δ1, . . . , δn), y = (y1(·), . . . , yn(·)))

e(τ,A, δ,m) = sup
x0(·),y1(·),...,yn(·)∈L2(Rd)

‖Pψtjx0(·)−yj(·)‖L2(Rd)≤δj , j=1,...,n

‖Pψτ x0(·)−m(y)(·)‖L2(Rd).
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Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ,A, δ) = inf
m : (L2(Rd))n→L2(Rd)

e(τ,A, δ,m),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ è ìå-
òîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü, íàçûâàåìûé îïòèìàëüíûì
ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ.

Îáîçíà÷èìM = co { (tj , ln(1/δj), 1 ≤ j ≤ n }+{ (γ, aγ) | γ ≥ 0 }, ãäå
coC � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà C. Ïóñòü ôóíêöèÿ θ(·) íà [0,∞)
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì: θ(t) = max{x : (t, x) ∈ M }. ßñíî, ÷òî θ(·) �
ëîìàíàÿ íà [t1,∞). Ïóñòü ts1 < . . . < tsk � åå òî÷êè èçëîìà, êîòîðûå,
î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì òî÷åê {t1, . . . , tn}.

Òåîðåìà. Ïóñòü τ ∈ (tsj , tsj+1), 1 ≤ j ≤ k − 1. Òîãäà

E(τ,A, δ) = e−θ(τ)

è
m̂(y)(·) = Pψτ (K ∗ (λsjP

ψ
tsj
ysj + λsj+1

Pψtsj+1
ysj+1

))(·)

� îïòèìàëüíûé ìåòîä, ãäå

FK(·) = 1

λsje
−2ψ(·)tsj + λsj+1

e−2ψ(·)tsj+1

è

λsj =
tsj+1 − τ
tsj+1

− tsj

(
δsj+1

δsj

)2
τ−tsj

tsj+1
−tsj

, λsj+1
=

τ − tsj
tsj+1

− tsj

(
δsj
δsj+1

)2
tsj+1

−τ
tsj+1

−tsj
,

åñëè θ(tsj+1) − θ(tsj ) > a(tsj+1 − tsj ) è λsj = e−2a(τ−tsj ), λsj+1 = 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðåííàÿ çäåñü çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì çàäà÷àì
îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîäðîáíåå ñì. [1]
è [2].
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