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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå êëàññè÷åñêèå ìå-
òîäû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè è ïðèìåíåíèå ýòèõ
ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ �
öåíòðàëüíîå ïîíÿòèå â ìàòåìàòèêå. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì âû÷èñëå-
íèè äàæå äîâîëüíî ïðîñòûõ ôóíêöèé (òàêèõ, íàïðèìåð, êàê sinx,
cosx, ex) óæå âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê èõ âû÷èñëÿòü? ×àñòî íà ïðàê-
òèêå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé áûâàþò èçâåñòíû ëèøü â íåêîòîðîì ÷èñëå
òî÷åê. Êàê ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ òàêèõ ôóíêöèé â ïðîìåæóòî÷íûõ
òî÷êàõ? Â ýòèõ è äðóãèõ ïîäîáíûõ çàäà÷àõ èñïîëüçóåòñÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ (ïðèáëèæåíèå) èçó÷àåìûõ ôóíêöèé áîëåå ïðîñòûìè, êàê
ïðàâèëî, ìíîãî÷ëåíàìè.

Ðàñïðîñòðàíåííîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ òàêæå çàäà÷à ïðèáëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, åñëè îíà èçâåñòíà â íåêî-
òîðîì íàáîðå òî÷åê. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ, íà-
çûâàåìûå ôîðìóëàìè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèþ.

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ

1. Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C[a, b] ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåç-
êå [a, b] ôóíêöèé. ×åðåç Cn[a, b] áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé, äëÿ êîòîðûõ f (n) ∈ C[a, b], ò.å. ôóíêöèÿ f n ðàç äèôôåðåíöè-
ðóåìà è åå n-àÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ C[a, b]. Ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ôóíê-
öèè f â òî÷êå x0 ∈ [a, b] ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Pn(x) =
n∑
k=o

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Ïðèìåð 1.1. Íàéòè ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè n äëÿ ôóíêöèè
f(x) = sinx â íóëå.

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

f (2k−1)(x) = (−1)k−1 cosx, f (2k) = (−1)k sinx, k = 1, 2, . . . .

Ïîýòîìó äëÿ n = 2k − 1 èìååì

P2k−1(x) = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)k−1

(2k − 1)!
x2k−1.

Ýòîò æå ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà è äëÿ n = 2k,
òàê êàê f (2k)(0) = 0.

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà ñòåïåíè n îáëàäàåò òåì çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì, ÷òî âñå åãî ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî
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â òî÷êå x0 ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè
f , ò.å.

P (k)
n (x0) = f (k)(x0), k = 0, 1, . . . , n.

Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì Pn(x).

Ïîëîæèì
Rn(x) = f(x)− Pn(x).

Âåëè÷èíà Rn(x) ðàâíà ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè çàìåíå
ôóíêöèè íà åå ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà â òî÷êå x.

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî, åñëè f ∈
Cn+1[a, b], òî ïðè âñåõ x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåø-
íîñòè Rn(x) â ôîðìå Ëàãðàíæà

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

ãäå ξ íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ ñòðîãî ìåæäó x è x0, åñëè x 6= x0.
Òàê êàê f (n+1) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì

îòðåçêå. Ïîëîæèì

Mn+1 = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|.

Òîãäà èìååì äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]

|f(x)− Pn(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|x− x0|n+1. (1.1)

Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãî÷ëåíàìè Òåéëîðà (èëè, ÷òî òî æå, îòðåç-
êàìè ðÿäîâ Òåéëîðà) èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà ó ôóíêöèè ëåãêî âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ, à îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ýòî ïðåæäå âñåãî îòíîñèòñÿ ê ýëåìåí-
òàðíûì ôóíêöèÿì sinx, cosx, ex, ln(1+x) è arctg x. Íàïîìíèì ðÿäû
Òåéëîðà äëÿ ýòèõ ôóíêöèé:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . ,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . ,

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . . ,

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . ,

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . .

Ïåðâûå òðè ðÿäà ñõîäÿòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, à ïîñëåäíèå äâà
èìåþò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, ðàâíûé åäèíèöå.
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Ïðèìåð 1.2. Íàéòè àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè sinx ìíîãî÷ëå-
íîì Òåéëîðà, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü ýòó ôóíêöèþ ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé 10−6.

Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ sinx äëÿ 0 ≤ x <

π

2
. Áîëåå òîãî, â ñèëó ðàâåíñòâà

sinx = cos
(π

2
− x
)

ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îòðåçêîì 0 ≤ x ≤ π

4
, åñëè ñ òîé æå òî÷íîñòüþ

ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ íà ýòîì æå îòðåçêå äëÿ ôóíêöèè cosx.
Èìååì (ñì. ïðèìåð 1.1)

sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)k−1

(2k − 1)!
x2k−1 +Rs

2k,

cosx = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)k

(2k)!
x2k +Rc

2k+1.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

max
x∈[0, π4 ]

| sin(2k+1) x| = max
x∈[0, π4 ]

| cos(2k+2) x| = max
x∈[0, π4 ]

| cosx| = 1,

ïîëó÷àåì (ñì. (1.1))

|Rs
2k(x)| ≤ 1

(2k + 1)!
|x|2k+1 ≤ 1

(2k + 1)!

(π
4

)2k+1

,

|Rc
2k+1(x)| ≤ 1

(2k + 2)!
|x|2k+2 ≤ 1

(2k + 2)!

(π
4

)2k+2

.

(1.2)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç rs è rc ïðàâûå ÷àñòè â (1.2), áóäåì èìåòü:

k 0 1 2 3 4
rs 7, 85 · 10−1 8, 07 · 10−2 2, 49 · 10−3 3, 66 · 10−5 3, 13 · 10−7

rc 3, 08 · 10−1 1, 59 · 10−2 3, 26 · 10−4 3, 59 · 10−6 2, 46 · 10−8

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ x ∈
[
0,
π

4

]
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå àïïðîêñè-

ìàöèè

sinx ≈ x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
, |Rs

8(x)| ≤ 3, 13 · 10−7,

cosx ≈ 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+
x8

8!
, |Rc

9(x)| ≤ 2, 46 · 10−8.

(1.3)

2. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà. Ñõåìà Ãîðíåðà

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

Pn(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + anx

n.

×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå a ìîæíî ñíà-
÷àëà íàéòè ñ ïîìîùüþ (n − 1)-ãî óìíîæåíèÿ a, a2, . . . , an, à çàòåì
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âûïîëíèòü åùå n óìíîæåíèé è n ñëîæåíèé. Îáùåå ÷èñëî àðèôìå-
òè÷åñêèõ äåéñòâèé ïðè òàêîì àëãîðèòìå áóäåò ðàâíî 3n− 1.

Îäíàêî ñóùåñòâóåò áîëåå ýêîíîìíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà, îñíîâàííûé íà åãî ïðåäñòàâëåíèè â âèäå

Pn(x) = a0 + x(a1 + x(a2 + . . . x(an−2 + x(an−1 + xan)) . . . )).

Òîãäà âû÷èñëåíèå Pn(a) ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó íàõîæäå-
íèþ ñëåäóþùèõ âåëè÷èí

bn = an,

bn−1 = an−1 + abn,

bn−2 = an−2 + abn−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

b1 = a1 + ab2,

b0 = a0 + ab1 = Pn(a).

Ýòîò ñïîñîá íàçûâàåòñÿ ñõåìîé Ãîðíåðà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî àë-
ãîðèòìà òðåáóåòñÿ n óìíîæåíèé è n ñëîæåíèé, ò.å. âñåãî 2n àðèôìå-
òè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùå-
ñòâóåò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà n-îé ñòå-
ïåíè ìåíåå, ÷åì çà 2n àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè íà êîìïüþòåðå ìíîãî÷ëåíîâ ñ
áîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ñõåìå Ãîðíåðà ìîæåò ïðîèçîéòè
çíà÷èòåëüíàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè çà ñ÷åò âû÷èòàíèÿ áîëüøèõ îêðóã-
ëåííûõ ÷èñåë. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ äàëåå, ïðåäïî÷òèòåëüíåå â ñìûñëå òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çíà÷åíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

P2k(x) = a0 + a2x
2 + · · ·+ a2kx

2k,

òî åãî óäîáíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

P2k(x) = a0 + x2(a2 + · · ·+ x2(a2k−2 + x2a2k) . . . ).

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìíîãî÷ëåíà íå÷åòíîé ñòåïåíè

P2k+1(x) = a1x+ a3x
3 + · · ·+ a2k+1x

2k+1

óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

P2k+1(x) = x(a1 + x2(a3 + · · ·+ x2(a2k−1 + x2a2k+1) . . . )).

Íàïðèìåð, äëÿ àïïðîêñèìàöèé (1.3) èìååì

sinx ≈ x

(
1 + x2

(
− 1

3!
+ x2

(
1

5!
− x2 1

7!

)))
,

cosx ≈ 1 + x2

(
− 1

2!
+ x2

(
1

4!
+ x2

(
− 1

6!
+ x2 1

8!

)))
.
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3. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ çàäà÷ íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ çàäà÷à. Ôóíêöèÿ f(x) èçâåñòíà â íåêîòîðîé ñèñòåìå òî÷åê
x0, x1, . . . , xn, ò.å. èçâåñòíû çíà÷åíèÿ f(xi), i = 0, 1, . . . , n. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ â äàííûõ òî÷êàõ çàäàí-
íûå çíà÷åíèÿ, áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïîýòîìó, ÷òîáû çàäà÷à áûëà ïî-
ñòàâëåíà êîððåêòíî, íàäî çàäàòü íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ î òîì êëàññå, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìàÿ
ôóíêöèÿ, èëè ôèêñèðîâàòü êëàññ ïðèáëèæàþùèõ ôóíêöèé. Èñòî-
ðè÷åñêè ïåðâîé áûëà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ôóíêöèè íàèáîëåå ïðî-
ñòîãî âèäà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè, íàïðèìåð, ìíîãî-
÷ëåíà íàèìåíüøåé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí n-îé
ñòåïåíè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

Ln(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû
ñòåïåíè n

lnj(x) =
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
,

j = 0, 1, . . . , n.

Èìååì
lnj(xj) = 1, lnj(xi) = 0, i 6= j. (3.2)

Ïîëîæèì

Ln(x) =
n∑
j=0

lnj(x)f(xj). (3.3)

Â ñèëó ðàâåíñòâ (3.2) óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (3.1).
Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L̃n(x) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâàì (3.1). Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

Pn(x) = Ln(x)− L̃n(x).

Èìååì
Pn(xi) = Ln(xi)− L̃n(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n.

Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ÷èñëî íóëåé âñÿêîãî ìíîãî÷ëå-
íà, îòëè÷íîãî îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ, íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïå-
íè. Ñëåäîâàòåëüíî, Pn(x) ≡ 0, ò.å. L̃n(x) ≡ Ln(x). Òåîðåìà äîêàçà-
íà. �

Îïðåäåëåíèå.Ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì (3.1)
íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì.
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Îïðåäåëåíèå. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, çàïèñàííûé â
âèäå (3.3) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.

Ìíîãî÷ëåíû lnj ìîãóò áûòü çàïèñàíû â íåñêîëüêî èíîì âèäå.
Ïîëîæèì

ωn(x) = (x− x0) . . . (x− xn).

Òîãäà

(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn) =
ωn(x)

x− xj
.

Ïîñêîëüêó

ω′n(xj) = (xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn),

òî

lnj(x) =
ωn(x)

(x− xj)ω′n(xj)
.

Òåì ñàìûì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå

Ln(x) =
n∑
j=0

ωn(x)

(x− xj)ω′n(xj)
f(xj) = ωn(x)

n∑
j=0

f(xj)

(x− xj)ω′n(xj)
. (3.4)

Ïðèìåð 3.1. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàí-
æà ïî äàííûì

xi −1 0 1 3
f(xi) 1 2 1 0

è âû÷èñëèòü åãî çíà÷åíèå ïðè x = 2.

Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà (3.3)

L3(x) =
x(x− 1)(x− 3)

−8
+

(x+ 1)(x− 1)(x− 3)

3
2 +

(x+ 1)x(x− 3)

−4

=
7

24
x3 − x2 − 7

24
x+ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, L3(2) = −1

4
.

4. Ïîãðåøíîñòü ïðè èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíîì
Ëàãðàíæà

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé èñõîäíîé ôóíêöèè â ïðîìåæóòî÷-
íûõ òî÷êàõ. Âåëè÷èíà âîçíèêàþùåé ïðè òàêîé çàìåíå ïîãðåøíîñòè
ìîæåò áûòü îöåíåíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f ∈ Cn+1[a, b]. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [a, b]
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x), (4.1)

ãäå ξ ∈ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè x = xi, i = 0, 1, . . . , n, ðàâåíñòâî (4.1)
î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6= xi, i = 0, 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

ϕ(t) = f(t)− Ln(t)−Kωn(t),

ãäå

K =
f(x)− Ln(x)

ωn(x)
.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå K ϕ(x) = 0. Êðîìå òî-
ãî, ϕ(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n. Òåì ñàìûì ϕ îáðàùàåòñÿ â íóëü â
n + 2 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ϕ′ îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïî êðàéíåé ìåðå â n + 1 ðàçëè÷íîé òî÷êå èç èíòåðâàëà (a, b). Ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðîëëÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà ξ ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé ϕ(n+1)(ξ) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)−Kω(n+1)(ξ) = 0 (4.2)

(ìû èñïîëüçóåì çäåñü òîò ôàêò, ÷òî n + 1 ïðîèçâîäíàÿ îò ìíîãî-
÷ëåíà ñòåïåíè n òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ). Ïîñêîëüêó

ω(n+1)(t) ≡ (n+ 1)!,

òî èç (4.2) ïîëó÷àåì

f (n+1)(ξ) = K(n+ 1)!.

Âûðàæàÿ îòñþäà K, íàõîäèì

ϕ(t) = f(t)− Ln(t)− f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(t).

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî t = x è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ(x) = 0,
ïîëó÷àåì (4.1). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü f ∈ Cn+1[a, b] è

Mn+1 = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|. (4.3)

Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]

|f(x)− Ln(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
|ωn(x)|.
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Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò îöåíêà

max
x∈[a,b]

|f(x)− Ln(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
max
x∈[a,b]

|ωn(x)|. (4.4)

Ïðèìåð 4.1. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f ∈ C4[−1, 3], îöåíèòü ïî-

ãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ f(2) ≈ −1

4
èç ïðèìåðà 3.1 ÷åðåç ìàêñèìóì

ìîäóëÿ ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé M4.

Ðåøåíèå. Èç ñëåäñòâèÿ 4.1 ïîëó÷àåì

|f(x)− L3(x)| ≤ M4

4!
|(x+ 1)x(x− 1)(x− 3)|.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ x = 2, èìååì∣∣∣∣f(2) +
1

4

∣∣∣∣ = |f(2)− L3(2)| ≤ M4

4
.

5. Èíòåðïîëÿöèÿ ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè

Ïóñòü xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, � óçëû èíòåðïîëÿöèè è h > 0.
Òàêèå óçëû íàçûâàþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè èëè ðàâíîìåð-
íîé ñåòêîé. Ïðè ýòîì ÷èñëî h íàçûâàåòñÿ øàãîì ñåòêè. Ïðè èíòåð-
ïîëÿöèè ïî ðàâíîìåðíîé ñåòêå óäîáíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ

q =
x− x0

h
.

Òîãäà x = x0 + qh è, êðîìå òîãî,

x− xi = x0 + qh− (x0 + ih) = h(q − i),
xj − xi = h(j − i).

Òàêèì îáðàçîì,

lnj(x0 + qh) =
∏
i 6=j

x− xi
xj − xi

=
∏
i 6=j

q − i
j − i

=
q(q − 1) . . . (q − j + 1)(q − j − 1) . . . (q − n)

j(j − 1) . . . 2 · 1 · (−1) · (−2) . . . (j − n)

= (−1)n−j
q(q − 1) . . . (q − j + 1)(q − j − 1) . . . (q − n)

j!(n− j)!
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà äëÿ ðàâíîîòñòîÿùèõ óç-
ëîâ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Ln(x0 + qh)

=
n∑
j=0

(−1)n−j
q(q − 1) . . . (q − j + 1)(q − j − 1) . . . (q − n)

j!(n− j)!
f(xj).

(5.1)
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Ïðèìåð 5.1. Íàïèñàòü ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà âòîðîé ñòåïåíè
äëÿ ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ ñ øàãîì h.

Ðåøåíèå. Ïðè n = 2 èç (5.1) íàõîäèì

L2(x0 + qh) =
(q − 1)(q − 2)

2
f(x0)− q(q − 2)f(x1) +

q(q − 1)

2
f(x2).

Îöåíèì òåïåðü ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè çàìåíå ôóíê-
öèè íà åå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, êîãäà çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè çàäàíû â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ. Äëÿ ôóíêöèè ωn(x) èìå-
åì

ωn(x0 + qh) = hn+1q(q − 1) . . . (q − n).

Åñëè x ∈ [x0, xn], òî q ∈ [0, n]. Ïîëîæèì

Ωn = max
q∈[0,n]

|q(q − 1) . . . (q − n)|.

Òîãäà èç (4.4) ïîëó÷àåì

max
x∈[x0,xn]

|f(x)− Ln(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!
hn+1Ωn. (5.2)

Çíà÷åíèÿ Ωn ïðè n = 1, 2, 3 ìîãóò áûòü ëåãêî ïîñ÷èòàíû:

Ω1 =
1

4
, Ω2 =

2
√

3

9
, Ω3 = 1. (5.3)

Ïðèìåð 5.2. Ñ êàêèì øàãîì íàäî çàòàáóëèðîâàòü ôóíêöèþ
sinx, ÷òîáû ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà
âòîðîé ñòåïåíè ïî áëèæàéøèì òî÷êàì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìà-
öèè íå ïðåâîñõîäèëà 0, 5 · 10−6?

Ðåøåíèå. Äëÿ f(x) = sinx f ′′′(x) = − cosx. Ïîýòîìó M3 ≤ 1.
Èç (5.2) è (5.3) èìååì

|f(x)− L2(x)| ≤ 1

3!

2
√

3

9
h3.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû øàã h óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó

1

3!

2
√

3

9
h3 ≤ 0, 5 · 10−6.

Îòñþäà

h ≤ 3

√
3
√

3

2
· 10−2 ≈ 1, 37 · 10−2.
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6. Ìèíèìèçàöèÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè.
Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà

Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ Cn+1[a, b] è èçâåñòíà âåëè÷èíàMn+1

(ñì. (4.3)) èëè îöåíêà ýòîé âåëè÷èíû. Êàê âûáðàòü óçëû íà îòðåçêå
[a, b], ÷òîáû çíà÷åíèå

max
x∈[a.b]

|ωn(x)|

áûëî ìèíèìàëüíûì?
Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé, êîãäà [a, b] = [−1, 1]. Äëÿ

ýòîé çàäà÷è íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëå-
íû, çàäàâàåìûå íà îòðåçêå [−1, 1] ðàâåíñòâîì

Tn(x) = cos(n arccosx). (6.1)

Ëåãêî íàéòè ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà äëÿ n = 0, 1 è 2. Äåéñòâè-
òåëüíî,

T0(x) = 1,

T1(x) = cos(arccos x) = x,

T2(x) = cos(2 arccosx) = 2 cos2(arccosx)− 1 = 2x2 − 1.

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèè, çàäàâàåìûå ôîðìóëîé (6.1), äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n. Èç èçâåñòíûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì

cos(n+ 1)ϕ+ cos(n− 1)ϕ = 2 cosϕ cosnϕ.

Îòñþäà
cos(n+ 1)ϕ = 2 cosϕ cosnϕ− cos(n− 1)ϕ.

Ïîëàãàÿ ϕ = arccosx, ïîëó÷àåì

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . . . (6.2)

Ñëåäîâàòåëüíî,

T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 2x(2x2 − 1)− x = 4x3 − 3x,

T4(x) = 2xT3(x)− T2(x) = 2x(4x3 − 3x)− (2x2 − 1) = 8x4 − 8x2 + 1

è ò.ä. Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (6.2) ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì è ýôôåêòèâ-
íûì ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà.

Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà.

1. Åñëè n � ÷åòíîå, òî Tn(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, åñëè n �
íå÷åòíîå, òî Tn(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

2. Äëÿ ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà Tn(x) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

an = 2n−1.
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3. Tn(x) èìååò n ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ëåæàùèõ
â èíòåðâàëå (−1, 1)

xi = cos
(2i− 1)

2n
π, i = 1, 2, . . . , n.

4.
max
x∈[−1,1]

|Tn(x)| = 1,

ïðè÷åì ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â n+ 1 òî÷êå

xi = cos
iπ

n
, i = 0, 1, . . . , n. (6.3)

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí

T n(x) =
1

2n−1
Tn(x)

íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ìíîãî÷ëåíîì ×åáûøåâà (ó íåãî ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò ðàâåí åäèíèöå).

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Pn(x) ñòåïåíè n ñî

ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî

max
x∈[−1,1]

|Pn(x)| ≥ max
x∈[−1,1]

|T n(x)| = 1

2n−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ ìíîãî÷ëåí
Pn(x) ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå, äëÿ êîòîðî-
ãî

max
x∈[−1,1]

|Pn(x)| < 1

2n−1
.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

R(x) = T n(x)− Pn(x).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ó T n(x) è Pn(x) ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû
åäèíèöå, ìíîãî÷ëåí R(x) èìååò ñòåïåíü n − 1. Äëÿ òî÷åê xi, îïðå-
äåëåííûõ ðàâåíñòâàìè (6.3), èìååì

R(xi) =
(−1)i

2n−1
− Pn(xi) = (−1)i

(
1

2n−1
− (−1)iPn(xi)

)
= (−1)iεi,

ãäå εi > 0, i = 0, 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, ó ìíîãî÷ëåíà R(x) íà êàæ-
äîì èç èíòåðâàëîâ (xi−1, xi), i = 1, . . . , n, èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëü.
Ñëåäîâàòåëüíî, ó R(x) ïî êðàéíåé ìåðå n íóëåé, ÷òî íåâîçìîæíî,
òàê êàê R(x) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó, äîêàçàííîìó â òåîðåìå 6.1, ìíîãî÷ëåíû
×åáûøåâà íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíàìè, íàèìåíåå óêëîíÿþùèìèñÿ îò
íóëÿ.
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Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, . . . , xn èç îòðåçêà
[−1, 1] èìååì

max
x∈[−1,1]

|ωn(x)| ≥ 1

2n

(íàïîìíèì, ÷òî ωn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n+ 1). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ïîëîæèâ

xi = cos
(2i+ 1)

2(n+ 1)
π, i = 0, 1, . . . , n, (6.4)

áóäåì èìåòü
ωn(x) = T n+1(x)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

max
x∈[−1,1]

|ωn(x)| = 1

2n
.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (4.4) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà, êîãäà â
êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè âûáðàíû íóëè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà
(÷åáûøåâñêèå óçëû). Ïðè ýòîì îíà èìååò âèä

max
x∈[−1,1]

|f(x)− Ln(x)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!2n
. (6.5)

Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà óçëû (6.4) íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè óç-

ëàìè èíòåðïîëÿöèè.
Â ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèè ïî ÷åáûøåâñêèì óçëàì ìíîãî÷ëåí

Ëàãðàíæà ìîæíî óïðîñòèòü. Òàê êàê

ωn(x) = T n+1(x) =
1

2n
Tn+1(x),

òî

ω′n(x) =
1

2n
T ′n+1(x) =

(n+ 1) sin((n+ 1) arccosx)

2n
√

1− x2
.

Ïîýòîìó

ω′n(xi) =
(n+ 1) sin

2i+ 1

2
π

2n sin
(2i+ 1)

2(n+ 1)
π

= (−1)i
n+ 1

2n sin
(2i+ 1)

2(n+ 1)
π

.

Òàêèì îáðàçîì, èç (3.4) ïîëó÷àåì

Ln(x) =
Tn+1(x)

n+ 1

n∑
i=0

(−1)i
sin

(2i+ 1)

2(n+ 1)
π

x− xi
f(xi).

Ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèè íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a, b] ìîæíî ñâå-
ñòè ê îòðåçêó [−1, 1] ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé

t =
b− a

2
x+

b+ a

2
.
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Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûå óçëû èíòåðïîëÿöèè ïåðåõîäÿò â îïòèìàëü-
íûå óçëû íà îòðåçêå [a, b]

ti =
b− a

2
cos

2i+ 1

2(n+ 1)
π +

b+ a

2
, i = 0, 1, . . . , n,

à îöåíêà (4.4) áóäåò èìåòü âèä

max
t∈[a,b]

|f(t)− Ln(t)| ≤ Mn+1

(n+ 1)!

(b− a)n+1

22n+1
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [a, b] èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí
Ëàãðàíæà ïî îïòèìàëüíûì óçëàì çàïèøåòñÿ â âèäå

Ln(t) =
b− a

2

Tn+1

(
2t− a− b
b− a

)
n+ 1

n∑
i=0

(−1)i
sin

(2i+ 1)

2(n+ 1)
π

t− ti
f(ti).

7. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà

Ïóñòü x0, x1, . . . , xn, . . . � ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî

f(xi;xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Î÷åâèäíî, ÷òî f(xi;xi+1) = f(xi+1;xi).

Îïðåäåëåíèå. Ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ n-ãî ïîðÿäêà íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

f(xi;xi+1; . . . ;xi+n) =
f(xi+1; . . . ;xi+n)− f(xi;xi+1; . . . ;xi+n−1)

xi+n − xi
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè óäîáíî çàïèñûâàòü â âè-
äå ñëåäóþùåé òàáëèöû

x0

x1

x2

x3

x4

f(x0)

f(x1)

f(x2)

f(x3)

f(x4)

f(x0;x1)

f(x1;x2)

f(x2;x3)

f(x3;x4)

f(x0;x1;x2)

f(x1;x2;x3)

f(x2;x3;x4)

f(x0;x1;x2;x3)

f(x1;x2;x3;x4)
f(x0;x1;x2;x3;x4)

Ëåììà 7.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x0; . . . ;xk) =
k∑
j=0

f(xj)∏
i 6=j(xj − xi)

. (7.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè k = 1 ýòî ðàâåí-
ñòâî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåìmâåëè÷èíû f(x0;x1). Âîñïîëüçóåìñÿ
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (7.1) äîêà-
çàíî äëÿ âñåõ k ≤ l. Òîãäà

f(x0; . . . ;xl+1) =
f(x1; . . . ;xl+1)− f(x0; . . . ;xl)

xl+1 − x0

=
1

xl+1 − x0


l+1∑
j=1

f(xj)
l+1∏
i=1
i 6=j

(xj − xi)
−

l∑
j=0

f(xj)
l∏

i=0
i 6=j

(xj − xi)

 .

Ïóñòü j 6= 0, l + 1. Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè f(xj) â ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà åñòü

1

xl+1 − x0


1

l+1∏
i=1
i 6=j

(xj − xi)
− 1

l∏
i=0
i 6=j

(xj − xi)


=

(xj − x0)− (xj − xl+1)

(xl+1 − x0)
l+1∏
i=0
i 6=j

(xj − xi)
=

1
l+1∏
i=0
i 6=j

(xj − xi)
,

ò.å. èìååò òðåáóåìûé âèä. Ïðè j = 0 èëè l+ 1 f(xj) âõîäèò òîëüêî
â îäíî ñëàãàåìîå è íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè íåì
èìååò òàêæå òðåáóåìûé âèä. Ëåììà äîêàçàíà. �

Èç äîêàçàííîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü åñòü
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ x0, . . . , xk, ò.å. íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè ëþáîé èõ ïåðåñòàíîâêå.

Ïðè ïîìîùè ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ
ôîðìó çàïèñè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

Ln(x) = f(x0) + f(x0;x1)(x− x0) + . . .

+ f(x0;x1; . . . ;xn)(x− x0) . . . (x− xn−1). (7.2)

15



Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ (3.4) è (7.1) èìååì

f(x)− Ln(x) = f(x)− ωn(x)
n∑
j=0

f(xj)

(x− xj)
∏

i 6=j(xj − xi)

= ωn(x)

(
f(x)

ωn(x)
+

n∑
j=0

f(xj)

(xj − x)
∏

i 6=j(xj − xi)

)
. (7.3)

Èç ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü f(x;x0; . . . ;xn).
Òàêèì îáðàçîì,

f(x)− Ln(x) = f(x;x0; . . . ;xn)ωn(x).

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ln(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ln(x) = L0(x) + (L1(x)− L0(x)) + · · ·+ (Ln(x)− Ln−1(x)). (7.4)

Ðàçíîñòü Lk(x)−Lk−1(x) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k, êîòîðûé îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x0, . . . , xk−1, òàê êàê

f(xj) = Lk(xj) = Lk−1(xj), j = 0, 1, . . . , k − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Lk(x)− Lk−1(xk) = Ak(x− x0) . . . (x− xk−1) = Akωk−1(x). (7.5)

Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî x = xk è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
Lk(xk) = f(xk). Áóäåì èìåòü

f(xk)− Lk−1(xk) = Akωk−1(xk).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäñòàâèì â (7.3) x = xk ïðè n = k−1, ïîëó÷àåì

f(xk)− Lk−1(xk) = f(xk;x0; . . . ;xk−1)ωk−1(xk).

Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé,
íàõîäèì

Ak = f(x0;x1; . . . ;xk).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (7.4) è
ðàâåíñòâà (7.5). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, çàïèñàííûé â
âèäå (7.2) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Íüþòîíà.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà èìååò îäíî âàæíîå
ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì
Ëàãðàíæà. Åñëè ê óçëàì èíòåðïîëÿöèè äîáàâèòü åùå îäíó òî÷êó
xn+1, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà íàäî ñòðîèòü çà-
íîâî, à ê èíòåðïîëÿöèîííîìó ìíîãî÷ëåíó Íüþòîíà â ñèëó ðàâåí-
ñòâà (ñì. (7.5))

Ln+1(x) = Ln(x) + f(x0;x1; . . . ;xn+1)(x− x0) . . . (x− xn)
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ñëåäóåò äîáàâèòü ëèøü îäíî ñëàãàåìîå. Òåì íå ìåíåå, ðÿä âû÷èñ-
ëåíèé âñå æå íàäî ïðîâåñòè, ÷òîáû íàéòè ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü
f(x0;x1; . . . ;xn+1).

8. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà äëÿ
ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ

Ïóñòü xi = x0 + ih � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì h è fi = f(xi).

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
f â òî÷êå xi íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∆fi = f(xi + h)− f(xi) = fi+1 − fi.

Êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå xi íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

∆nfi = ∆(∆n−1fi) = ∆n−1fi+1 −∆n−1fi.

Íàïðèìåð,

∆2fi = ∆fi+1 −∆fi = fi+2 − 2fi+1 + fi.

Ïðè âû÷èñëåíèè êîíå÷íûå ðàçíîñòè óäîáíî ðàñïîëàãàòü â òàá-
ëèöó

x0

x1

x2

x3

x4

f0

f1

f2

f3

f4

∆f0

∆f1

∆f2

∆f3

∆2f0

∆2f1

∆2f2

∆3f0

∆3f1

∆4f0

Ëåììà 8.1. Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè xi = x0 + ih èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

f(x0;x1; . . . ;xn) =
∆nf0

n!hn
. (8.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ýòî ðàâåíñòâî ïî èíäóê-
öèè. Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì

f(x0;x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

=
f1 − f0

h
=

∆f0

h
.

Ïóñòü ðàâåíñòâî (8.1) äîêàçàíî äëÿ n−1. Äîêàæåì åãî äëÿ n. Èìååì

f(x0;x1; . . . ;xn) =
f(x1; . . . ;xn)− f(x0; . . . ;xn−1)

xn − x0

=
1

nh

(
∆n−1f1

(n− 1)!hn−1
− ∆n−1f0

(n− 1)!hn−1

)
=

∆nf0

n!hn
.

Ëåììà äîêàçàíà. �
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Ïóñòü èìååòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n.
Ââåäåì ïåðåìåííóþ

q =
x− x0

h
.

Òîãäà x− xi = h(q − i) è â ñèëó ëåììû 8.1 äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî
ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà (ñì. (7.2)) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

Ln(x0+qh) = f0+q∆f0+q(q−1)
∆2f0

2!
+· · ·+q(q−1) . . . (q−n+1)

∆nf0

n!
.

(8.2)
Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Íüþ-
òîíà äëÿ èíòåðïîëÿöèè âïåðåä. Èì óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ x
áëèçêèõ ê x0.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñåòêó, èäóùóþ âëåâî îò òî÷êè x0

x−i = x0 − ih, i = 0, 1, . . . , n.

Òîãäà àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (8.1) ïîëó÷àåì

f(x0;x−1; . . . ;x−k) =
∆kf−k
k!hk

, k = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà

Ln(x) = f(x0) + f(x0;x−1)(x− x0) + . . .

+ f(x0;x−1; . . . ;x−n)(x− x0)(x− x−1) . . . (x− x−n+1)

èìååì ïðåäñòàâëåíèå

Ln(x0 + qh) = f0 + q∆f−1 + q(q + 1)
∆2f−2

2!
+ . . .

+ q(q + 1) . . . (q + n− 1)
∆nf−n
n!

. (8.3)

Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Íüþ-
òîíà äëÿ èíòåðïîëÿöèè íàçàä. Îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíòåðïîëÿöèè
â êîíöå òàáëèöû. Ïðè ýòîì êîíå÷íûå ðàçíîñòè óäîáíî ïîëó÷àòü,
ïîëüçóÿñü òàáëèöåé

x−4

x−3

x−2

x−1

x0

f−4

f−3

f−2

f−1

f0

∆f−4

∆f−3

∆f−2

∆f−1

∆2f−4

∆2f−3

∆2f−2

∆3f−4

∆3f−3

∆4f−4
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Ïðèìåð 8.1. Ïóñòü çàäàíà òàáëèöà äëÿ ôóíêöèè f(x) = sinx è
åå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

x f(x) ∆f ∆2f ∆3f ∆4f

5◦

10◦

15◦

20◦

25◦

0, 08716
0, 17365
0, 25882
0, 34202
0, 42262

8649
8517
8320
8060

−132
−197
−260

−65
−63

2

Íàéòè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ sin 8◦ è sin 22◦ ñ ïîìîùüþ èíòåðïî-
ëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Íüþòîíà 1, 2, 3 è 4-îé ñòåïåíåé.

Ðåøåíèå.Íàéäåì ñíà÷àëà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå sin 8◦. Ó íàñ
çàäàíû çíà÷åíèÿ ñèíóñà â ðàâíîìåðíîé ñåòêå xi = x0 + ih, ãäå x0 =
h = 5◦. Ïîñêîëüêó

q =
x− x0

h
=

8◦ − 5◦

5◦
= 0, 6,

òî

L1(x0 + qh) = f0 + q∆f0 = 0, 139054,

L2(x0 + qh) = L1(x0 + qh) + q(q − 1)
∆2f0

2!
= 0, 139212,

L3(x0 + qh) = L2(x0 + qh) + q(q − 1)(q − 2)
∆3f0

3!
= 0, 139176,

L4(x0 + qh) = L3(x0 + qh) + q(q − 1)(q − 2)(q − 3)
∆4f0

4!
= 0, 139175.

Â ñèëó òîãî, ÷òî sin 8◦ = 0, 13917309 . . . , äëÿ ïîãðåøíîñòåé ïîëó-
÷åííûõ ïðèáëèæåíèé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ε1 = 1, 19 · 10−4,

ε2 = 3, 89 · 10−5,

ε3 = 2, 91 · 10−6,

ε4 = 1, 91 · 10−6.

Íàéäåì òåïåðü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå sin 22◦. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-
çóåìñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Íüþòîíà äëÿ èíòåðïîëÿ-
öèè íàçàä. Ïîëîæèì x0 = 25◦, h = 5◦ è x−i = x0− ih, i = 0, 1, . . . , 4.
Òîãäà

q =
x− x0

h
= −0, 6.
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïîëó÷àåì

L1(x0 + qh) = f0 + q∆f−1 = 0, 374260,

L2(x0 + qh) = L1(x0 + qh) + q(q + 1)
∆2f−1

2!
= 0, 37745772,

L3(x0 + qh) = L2(x0 + qh) + q(q + 1)(q + 2)
∆3f−1

3!
= 0, 37460728,

L4(x0 + qh) = L3(x0 + qh) + q(q + 1)(q + 2)(q + 3)
∆4f−1

4!
= 0, 374606608.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì çíà÷åíèå sin 22◦ ñ òî÷íîñòüþ äî äåâÿòè
çíàêîâ

sin 22◦ = 0, 374606593.

Òåì ñàìûì äëÿ ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåíèé ñïðàâåäëè-
âû ðàâåíñòâà

ε1 = 3, 47 · 10−4,

ε2 = 3, 46 · 10−5,

ε3 = 6, 87 · 10−7,

ε4 = 1, 46 · 10−8.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ

9. Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

f ′(x) = lim
∆x→x

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Åñëè ïðîèçâîäíóþ íå óäàåòñÿ âû÷èñëèòü òî÷íî èëè ýòî ñëèøêîì
ñëîæíî ñäåëàòü, òî ïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ôîðìóëàìè, èñ-
ïîëüçóþùèìè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ. Ýòè ôîð-
ìóëû íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íà-
ïðèìåð,

f ′(x) ≈ f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ýòîé ïðîñòåéøåé ôîðìóëû ÷èñëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îáû÷íî äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó ôóíêöèè íåêîòîðûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, ÷åì èñêîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ðàññìîòðèì ðàâíîìåðíóþ
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ñåòêó ñ øàãîì h > 0 xi = x0 +ih, i = 0,±1, . . . . Ïîëîæèì fi = f(xi)
è f ′i = f ′(xi). Åñëè f ∈ C2[x0, x1], òî ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f1 = f0 + f ′0(x1 − x0) +
f ′′(ξ)

2!
(x1 − x0)2,

ãäå ξ ∈ (x0, x1). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 − x0 = h, íàõîäèì

f ′0 =
f1 − f0

h
− f ′′(ξ)

2
h.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣f ′0 − f1 − f0

h

∣∣∣∣ ≤ M2

2
h. (9.1)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îäíó èç ïðîñòåéøèõ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ

f ′0 ≈
f1 − f0

h
(9.2)

ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè (9.1).
Ïóñòü òåïåðü f ∈ C2[x−1, x1]. Òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f1 = f0 + f ′0h+
f ′′0
2!
h2 +

f ′′′(ξ1)

3!
h3,

f−1 = f0 − f ′0h+
f ′′0
2!
h2 − f ′′′(ξ2)

3!
h3,

ãäå ξ1, ξ2 ∈ (x−1, x1). Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, íàõîäèì

f1 − f−1 = 2f ′0h+
h3

6
(f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)).

Îòñþäà

f ′0 =
f1 − f−1

2h
− h2

12
(f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣f ′0 − f1 − f−1

2h

∣∣∣∣ ≤ h2

6
M3. (9.3)

Òåì ñàìûì ïîëó÷åíà åùå îäíà ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ

f ′0 ≈
f1 − f−1

2h
(9.4)

ñ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè (9.3).
Ïóñòü, íàêîíåö, f ∈ C4[x−1, x1]. Òîãäà

f1 = f0 + f ′0h+
f ′′0
2!
h2 +

f ′′′0

3!
h3 +

f (4)(ξ1)

4!
h4,

f−1 = f0 − f ′0h+
f ′′0
2!
h2 − f ′′′0

3!
h3 +

f (4)(ξ2)

4!
h4.

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, íàõîäèì

f1 − 2f0 + f−1 = f ′′0 h
2 +

h4

4!
(f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)).
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Îòñþäà

f ′′0 =
f1 − 2f0 + f−1

h2
− h2

24
(f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′′0 ≈
f1 − 2f0 + f−1

h2
. (9.5)

Ïðè ýòîì äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîé ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣f ′′0 − f1 − 2f0 + f−1

h2

∣∣∣∣ ≤ h2

12
M4. (9.6)

10. Îïòèìàëüíûé âûáîð øàãà

Èç îöåíîê ïîãðåøíîñòåé (9.1), (9.3) è (9.6) âûòåêàåò, ÷òî âûáè-
ðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà÷åíèå øàãà h, ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî ïðè ïðàêòè÷åñêîì âû-
÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ øàã íå áåðåòñÿ ñëèøêîì ìàëåíüêèì. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì,
÷òî ðåàëüíî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé âñåãäà èçâåñòíû ñ íåêîòîðîé ïî-
ãðåøíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî ôîðìó-
ëå (9.2), â êîòîðîé âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé f0 è f1 èñïîëüçóþòñÿ
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ

f̃0 = f0 + δ0, f̃1 = f1 + δ1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |δ0| ≤ δ è |δ1| ≤ δ (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âû÷èñëåíû ñ ïîãðåøíîñòüþ δ). Òîãäà â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåíèÿ ê f ′0 ìû âû÷èñëÿåì

f ′0 ≈
f̃1 − f̃0

h
=
f1 − f0

h
+
δ1 − δ0

h
.

Äëÿ ïîãðåøíîñòè òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì îöåíêó∣∣∣∣∣f ′0 − f̃1 − f̃0

h

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣f ′0 − f1 − f0

h

∣∣∣∣+

∣∣∣∣δ1 − δ0

h

∣∣∣∣ ≤ M2

2
h+

2δ

h
= ϕ(h).

Ïðè êàêîì øàãå h îöåíêà òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò ìèíèìàëü-
íîé? Ïîñêîëüêó

ϕ′(h) =
M2

2
− 2δ

h2
,

òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(h) ïðè h > 0 èìååò åäèíñòâåí-
íûé ìèíèìóì

h0 = 2

√
δ

M2

.

Ýòîò øàã ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ôîðìóëû (9.1) ïðè âû÷èñëå-
íèè ôóíêöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ δ.
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Çàäà÷à. Íàéòè îïòèìàëüíûé øàã äëÿ ôîðìóë (9.4) è (9.5).

11. Ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî

ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà

Îäèí èç óíèâåðñàëüíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííî-
ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè
f â íåêîòîðûõ óçëàõ x0, x1, . . . , xn ñòðîÿò èíòåðïîëÿöèîííûé ìíî-
ãî÷ëåí Ëàãðàíæà Ln(x) è ïðèáëèæåííî ïîëàãàþò

f (m)(x) ≈ L(m)
n (x).

Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óçëû ðàñïðåäåëåíû
ðàâíîìåðíî: xi = x0 + ih, h > 0. Áóäåì ïî-ïðåæíåìó ïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèåì fi = f(xi). Òîãäà (ñì. (5.1))

Ln(x) =
n∑
i=0

(−1)n−i
q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n)

i!(n− i)!
fi,

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
hn+1Ωn(q),

ãäå
x = x0 + qh, Ωn(q) = q(q − 1) . . . (q − n).

Ïîñêîëüêó
dq

dx
=

1

h
, òî

d

dx
=

1

h

d

dq
è

f ′(x) ≈ L′n(x) =
1

h

n∑
i=0

(−1)n−i

i!(n− i)!

× d

dq
(q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n)) fi.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Èìååì

f ′(x)− L′n(x) =
hn+1

(n+ 1)!

(
Ωn(q)

d

dx
f (n+1)(ξ) + f (n+1)(ξ)

1

h

d

dq
Ωn(q)

)
.

Â ñëó÷àå, êîãäà îöåíèâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé â óçëå xi, q = i è Ωn(q) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f ′(xi)− L′n(xi) =
hn

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

d

dq
Ωn(q)∣∣

q=i

.

Îòñþäà, ïîëîæèâ f ′i = f ′(xi), ïîëó÷àåì

|f ′i − L′n(xi)| ≤
Mn+1h

n

(n+ 1)!

d

dq
Ωn(q)∣∣

q=i

. (11.1)

Ïðèìåðû. Ïðè n = 2 (ñì. ïðèìåð 5.1) èìååì

L2(x0 + qh) =
(q − 1)(q − 2)

2
f0 − q(q − 2)f1 +

q(q − 1)

2
f2.
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Òåì ñàìûì

f ′(x0 + qh) ≈ L′2(x0 + qh) =
(2q − 3)f0 − 4(q − 1)f1 + (2q − 1)f2

2h
.

Ó÷èòûâàÿ (11.1) è òî, ÷òî Ω2(q) = q(q − 1)(q − 2), ïîëó÷àåì:

1. q = 0 ∣∣∣∣f ′0 − −3f0 + 4f1 − f2

2h

∣∣∣∣ ≤ h2

3
M3.

2. q = 1 ∣∣∣∣f ′1 − f2 − f0

2h

∣∣∣∣ ≤ h2

6
M3.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
óæå áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà (ñì. (9.3)).

3. q = 2 ∣∣∣∣f ′2 − f0 − 4f1 + 3f2

2h

∣∣∣∣ ≤ h2

3
M3.

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé èìååì

f ′′(x0 + qh) ≈ L′′2(x0 + qh) =
f0 − 2f1 + f2

h2
.

Ýòà ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (è åå îöåíêà) áûëà
òàêæå ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà (ñì. (9.5)).

Ïóñòü òåïåðü n = 3. Òîãäà

L3(x0 + qh) = −(q − 1)(q − 2)(q − 3)

6
f0 +

q(q − 2)(q − 3)

2
f1

− q(q − 1)(q − 3)

2
f2 +

q(q − 1)(q − 2)

6
f3.

Òàêèì îáðàçîì,

f ′(x0 + qh) ≈ L′3(x0 + qh) = −3q2 − 12q + 11

6h
f0 +

3q2 − 10q + 6

2h
f1

− 3q2 − 8q + 3

2h
f2 +

3q2 − 6q + 2

6h
f3.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ:

1. q = 0

f ′0 ≈
−11f0 + 18f1 − 9f2 + 2f3

6h
;

2. q = 1

f ′1 ≈
−2f0 − 3f1 + 6f2 − f3

6h
;

3. q = 2

f ′2 ≈
f0 − 6f1 + 3f2 + 2f3

6h
;
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4. q = 3

f ′3 ≈
−2f0 + 9f1 − 18f2 + 11f3

6h
.

Çàäà÷à. Äëÿ ñëó÷àåâ 1�4 îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ôîðìóë ÷èñ-
ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

12. Ïðèìåíåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ÷èñëåííîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Â ï.7 ìû ãîâîðèëè îá óäîáñòâàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì èí-
òåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà. Ïîëüçóÿñü ýòèì ìíîãî÷ëå-
íîì, ìîæíî ïîëó÷àòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
ñîäåðæàùèå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè èëè êîíå÷íûå ðàçíîñòè.

Ïóñòü èìååòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . .
Òîãäà (ñì. (8.2))

Ln(x0+qh) = f0+q∆f0+q(q−1)
∆2f0

2!
+· · ·+q(q−1) . . . (q−n+1)

∆nf0

n!
.

Òàê êàê
d

dx
=

1

h

d

dq
, òî

f ′(x0 + qh) ≈ L′n(x0 + qh) =
1

h

(
∆f0 + (2q − 1)

∆2f0

2!

+(3q2 − 6q + 2)
∆3f0

3!
+ · · ·+ d

dq
(q(q − 1) . . . (q − n+ 1))

∆nf0

n!

)
.

Ýòîé ôîðìóëîé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìàëûõ q, ò.å. â íà÷à-
ëå òàáëèöû. Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç
èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà äëÿ èíòåðïîëÿöèè íàçàä
(ñì. (8.3))

f ′(x0 + qh) ≈ L′n(x0 + qh) =
1

h

(
∆f−1 + (2q + 1)

∆2f−2

2!

+(3q2 + 6q + 2)
∆3f−3

3!
+ · · ·+ d

dq
(q(q + 1) . . . (q + n− 1))

∆nf−n
n!

)
,

êîòîðîé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ â êîíöå òàáëèöû.
Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷àòü ôîðìóëû ÷èñëåííîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ è äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Íàïðèìåð,

f ′′(x0 + qh) ≈ L′′n(x0 + qh) =
1

h2

(
∆2f0 + (q − 1)∆3f0 + . . .

+
d2

dq2
(q(q − 1) . . . (q − n+ 1))

∆nf0

n!

)
.
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