
Ãîñóäàðñòâåííûé êîìèòåò Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ïî âûñøåìó îáðàçîâàíèþ

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé

òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.

Ê. Ý. Öèîëêîâñêîãî

Êàôåäðà �Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà�

ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ïî êóðñó �×èñëåííûå

ìåòîäû�

Ñîñòàâèòåëü: Îñèïåíêî Ê.Þ.

Ìîñêâà 1995 ã.



Ââåäåíèå

Åñëè f(x) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ è F (x) � åå
ïåðâîîáðàçíàÿ, òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà∫ b

a

f(x) dx = F (a)− F (b).

Îäíàêî ÷àñòî ïåðâîîáðàçíàÿ íå ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ôóíêöèè èëè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíîé. Íàïðèìåð,
ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ∫ 1

0

e−x
2

dx,

∫ 1

0

dx

(1 + x2)10

â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ òåì, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
e−x

2
íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, à âî âòîðîì � ñ

òåì, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè (1+x2)−10 ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì
ãðîìîçäêèì âûðàæåíèåì.

Êðîìå òîãî, íà ïðàêòèêå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îáû÷-
íî áûâàåò çàäàíà â äèñêðåòíîì ÷èñëå òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâî-
îáðàçíàÿ F (x) âîîáùå íå ìîæåò áûòü íàéäåíà òî÷íî. Òåì ñàìûì
âîçíèêàåò çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà îò ôóíêöèè ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ýòîé ôóíêöèè â
íåêîòîðîé ñèñòåìå òî÷åê. Òàêîãî ðîäà ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ êâàä-
ðàòóðíûìè ôîðìóëàìè. Â äàííîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ îñ-
íîâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðîñòåéøèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è
îöåíêè èõ ïîãðåøíîñòåé.

1. Ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà∫ h/2

−h/2
f(x) dx

ïî çíà÷åíèþ f(0) = f0. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ âñþäó
ïðèáëèæåííî ðàâíà f0, è çàìåíèòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò èñõîä-
íîé ôóíêöèè íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò ïîñòîÿííîé f0. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîñòåéøåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå∫ h/2

−h/2
f(x) dx ≈ hf0,

íàçûâàåìîé ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïëîùàäü ïîä
ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x) çàìåíÿåòñÿ íà ïëîùàäü ïðÿìîóãîëü-
íèêà ñ âûñîòîé, ðàâíîé f(0).
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Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ó ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âòîðàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà èìååì

f(x) = f0 + f ′0x+
f ′′(ξ)

2!
x2,

ãäå f ′0 = f ′(0). Îòñþäà∫ h/2

−h/2
f(x) dx = hf0 +

∫ h/2

−h/2

f ′′(ξ)

2!
x2 dx.

Ïîëîæèì

M2 = max
x∈[−h/2,h/2]

|f ′′(x)|.

Òîãäà ∣∣∣∣∣
∫ h/2

−h/2
f(x) dx− hf0

∣∣∣∣∣ ≤ M2

2

∫ h/2

−h/2
x2 dx =

M2

24
h3. (1.1)

2. Óñëîæíåííàÿ ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Ïóñòü èìååòñÿ îòðåçîê [a, b] è òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñ-
ëèòü ∫ b

a

f(x) dx.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà N ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè

xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , N, h =
b− a
N

.

Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [xi, xi+1], i = 0, . . . , N − 1, âû÷èñëèì çíà-
÷åíèå ôóíêöèè â ñðåäíåé òî÷êå xi+1/2 = a+ (i+ 1/2)h è ïðèìåíèì
ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ∫ xi+1

xi

f(x) dx ≈ hfi+1/2, (2.1)

ãäå fi+1/2 = f(xi+1/2).
Ïîñêîëüêó ∫ b

a

f(x) dx =
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx,

òî, ñëîæèâ ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà (2.1), ïîëó÷èì∫ b

a

f(x) dx ≈ h(f1/2 + f3/2 + . . .+ fN−1/2). (2.2)

Ôîðìóëà (2.2) íàçûâàåòñÿ óñëîæíåííîé ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ (÷àñòî èìåííî ýòó ôîðìóëó íàçûâàþò ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ).
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Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (2.2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå
[a, b] è

M2 = max
x∈[a,b]

|f ′′(x)|.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (1.1), èìååì∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx− h
N−1∑
i=0

fi+1/2

∣∣∣∣ ≤ N−1∑
i=0

M2

24
h3 =

M2

24
(b− a)h2.

Â ñèëó ðàâåíñòâà Nh = b− a ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòó îöåíêó ñëåäó-
þùèì îáðàçîì∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx− h
N−1∑
i=0

fi+1/2

∣∣∣∣ ≤ M2(b− a)3

24N2
.

3. Èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà

Ëàãðàíæà äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Îäíèì èç îáùèõ ïðèåìîâ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìåíà ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåçêå [a, b], íåêîòîðîé áîëåå
ïðîñòîé è â òî æå âðåìÿ áëèçêîé ê èñõîäíîé ôóíêöèåé. Íàïðèìåð,
åñëè f(x) èçâåñòíà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, b] x0, x1, . . . , xn,
òî ìîæíî çàìåíèòü åå íà èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà
Ln(x) è ïîëîæèòü ∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

Ln(x) dx.

Äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî (ñì. [7, ñòð. 9])

Ln(x) =
n∑

i=0

lni(x)fi,

ãäå

lni(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
, fi = f(xi).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

i=0

Aifi, (3.1)

â êîòîðîé

Ai =

∫ b

a

lni(x) dx. (3.2)

Çàìå÷àíèå. Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ≤ n, òî â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà f(x) ≡
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Ln(x). Òåì ñàìûì êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (3.1) òî÷íà íà ìíîãî÷ëå-
íàõ ñòåïåíè k ≤ n. Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , n∫ b

a

xk dx =
n∑

i=0

Aix
k
i . (3.3)

Ïðèìåð 3.1. Ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó âèäà∫ 1

−1
f(x) dx ≈ A0f(−1/2) + A1f(0) + A2f(1/4).

Ðåøåíèå.Ìîæíî áûëî áû âû÷èñëÿòü A0, A1 è A2 ïî ôîðìóëàì
(3.2). Íàïðèìåð,

A0 =

∫ 1

−1

x(x− 1/4)

3/8
dx =

8

3

(
x3

3
− x2

8

)∣∣∣∣1
−1

=
16

9
.

Ìû æå âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (3.3). Èìååì∫ 1

−1
dx = A0 + A1 + A2,∫ 1

−1
x dx = A0

(
−1

2

)
+ A2

1

4
,∫ 1

−1
x2 dx = A0

(
−1

2

)2

+ A2

(
1

4

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
3A0 + A1 + A2 = 2,

−1

2
A0 +

1

4
A2 = 0,

1

4
A0 +

1

16
A2 =

2

3
.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì

A0 =
16

9
, A1 = −

10

3
, A2 =

32

9
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä∫ 1

−1
f(x) dx ≈ 16

9
f(−1/2)− 10

3
f(0) +

32

9
f(1/4).

4. Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Íüþòîíà�Êîòåñà

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà∫ b

a

f(x) dx

ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè

xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n, h =
b− a
n
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(x0 = a, xn = b). Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) íà åå èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ïîñòðîåííûé ïî çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè â
òî÷êàõ x0, x1, . . . , xn. Äëÿ ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè (ñì.
[7, ñòð. 12])

lni(x) =
(−1)n−i

i!(n− i)!
q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n),

ãäå

q =
x− x0
h

. (4.1)

Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé (4.1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî dx = h dq, ïîëó-
÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (3.1), â êîòîðîé

Ai = h
(−1)n−i

i!(n− i)!

∫ n

0

q(q − 1) . . . (q − i+ 1)(q − i− 1) . . . (q − n) dq.

Ïîëîæèì

Hi =
1

n

(−1)n−i

i!(n− i)!

∫ n

0

q(q−1) . . . (q−i+1)(q−i−1) . . . (q−n) dq. (4.2)

Òàê êàê h =
b− a
n

, òî Ai = (b− a)Hi. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì êâàäðà-

òóðíóþ ôîðìóëó ∫ b

a

f(x) dx ≈ (b− a)
n∑

i=0

Hifi, (4.3)

íàçûâàåìóþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé Íüþòîíà�Êîòåñà. Âåëè÷èíû
(4.2) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Êîòåñà. Äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò
òàáëèöû.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Êîòå-
ñà. Ïîñêîëüêó êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà (4.3) òî÷íà äëÿ ëþáîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ñòåïåíè k ≤ n, òî îíà, â ÷àñòíîñòè òî÷íà äëÿ f(x) ≡ 1.
Ïîäñòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â (4.3), íàõîäèì

n∑
i=0

Hi = 1. (4.4)

Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííî èç (4.2) âûòåêàþò ðàâåíñòâà

Hn−i = Hi, i = 0, 1, . . . , n− 1. (4.5)

5. Ôîðìóëà òðàïåöèé

Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Íüþòîíà�Êîòåñà ïðè n =
1. Â ýòîì ñëó÷àå h = b− a, à ñàìà ôîðìóëà èìååò âèä∫ b

a

f(x) dx ≈ h(H0f0 +H1f1).
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Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè (4.4) è (4.5), íàõîäèì

H0 +H1 = 1,

H0 = H1.

Ñëåäîâàòåëüíî, H0 = H1 = 1/2.
Èòàê, ïîëó÷åíà ôîðìóëà∫ b

a

f(x) dx ≈ h
f0 + f1

2
,

íàçûâàåìàÿ ôîðìóëîé òðàïåöèé.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû òðàïåöèé. Äëÿ ïîãðåøíîñòè

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (ñì. [7, ñòð. 10, 12])

f(x)− L1(x) =
f ′′(ξ)

2
h2q(q − 1),

ãäå ξ íåêîòîðàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (a, b), à q îïðåäåëåíî ðàâåí-
ñòâîì (4.1). Òàêèì îáðàçîì, èìååì∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx− hf0 + f1
2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(f(x)− L1(x)) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0

f ′′(ξ)

2
h3q(q − 1) dq

∣∣∣∣ ≤ M2

2
h3
∫ 1

0

q(1− q) dq = M2

12
h3.

Àíàëîãè÷íî óñëîæíåííîé ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü óñëîæíåííóþ ôîðìóëó òðàïåöèé, ðàçáèâ âåñü îòðåçîê [a, b]
íà n ðàâíûõ ÷àñòåé è ïðèìåíèâ íà êàæäîé èç ÷àñòåé ôîðìóëó òðà-

ïåöèé. Òîãäà h =
b− a
n

, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
èìååò âèä ∫ b

a

f(x) dx ≈ h

(
f0
2

+ f1 + . . .+ fn−1 +
fn
2

)
.

Ïðè ýòîì äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (ìû îáî-
çíà÷àåì åå ÷åðåç Rt) áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Rt ≤ n
M2

12
h3 =

M2

12
(b− a)h2 = M2(b− a)3

12n2
. (5.1)

Ïðèìåð 5.1. Â ñêîëüêèõ òî÷êàõ íàäî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ
f(x) = ex

2
, ÷òîáû ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà∫ 1

0

ex
2

dx

ïî óñëîæíåííîé ôîðìóëå òðàïåöèé ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèëà
10−5.
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Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó f ′′(x) = (2 + 4x2)ex
2
, òî M2 = 6e. Èç

(5.1) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

M2

12n2
≤ 10−5.

Îòñþäà n ≥ 100
√
5e = 368, 6 . . . . ×èñëî âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðè

ðàçáèåíèè îòðåçêà íà n ÷àñòåé ðàâíî n+1, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïîòðåáóåòñÿ íà-
õîäèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â 370 òî÷êàõ.

6. Ôîðìóëà Ñèìïñîíà

Ïóñòü òåïåðü n = 2, ò.å. x0 = a, x1 = a + h, x2 = b, à h =
b− a
2

.

Èç (4.2) èìååì

H0 =
1

4

∫ 2

0

(q − 1)(q − 2) dq =
1

4

(
q3

3
− 3q2

2
+ 2q

)∣∣∣∣2
0

=
1

6
.

Òîãäà â ñèëó (4.5) H2 = H0 = 1/6, à èç (4.4) âûòåêàåò, ÷òî H1 = 2/3.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó∫ b

a

f(x) dx ≈ h

3
(f0 + 4f1 + f2),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ñèìïñîíà. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ýòîé ôîðìóëû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî èíòåãðàëà îò èñõîä-
íîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë îò ïàðàáîëû, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ a,
a+ b

2
è b.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû Ñèìïñîíà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò âûáðàíî â òî÷êå
a+ b

2
. Òåì ñàìûì áóäåì îöåíèâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó∫ h

−h
f(x) dx ≈ h

3
(f(−h) + 4f(0) + f(h)). (6.1)

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Ñèìïñîíà òî÷íà íå òîëüêî
íà ìíîãî÷ëåíàõ âòîðîé ñòåïåíè, êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ â ï. 3,
íî è íà ìíîãî÷ëåíàõ òðåòüåé ñòåïåíè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (6.1) òî÷íà äëÿ f(x) = x3.

Ïóñòü c � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà (0, h). Ðàññìîòðèì
èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà L3(x), èíòåðïîëèðóþùèé
ôóíêöèþ f(x) â òî÷êàõ −h, 0, c è h. Èìååì∫ h

−h
L3(x) dx =

h

3
(L3(−h)+4L3(0)+L3(h)) =

h

3
(f(−h)+4f(0)+f(h)).
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Ïîýòîìó äëÿ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû Ñèìïñîíà, êîòîðóþ ìû îáî-
çíà÷èì ÷åðåç R, áóäåì èìåòü

R =

∣∣∣∣∫ h

−h
f(x) dx− h

3
(f(−h) + 4f(0) + f(h))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ h

−h
f(x) dx−

∫ h

−h
L3(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ h

−h
(f(x)− L3(x)) dx

∣∣∣∣
≤
∫ h

−h
|f(x)− L3(x)| dx.

Ïîëîæèì

M4 = max
x∈[−h,h]

|f (4)(x)|.

Òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) ìíîãî÷ëåíîì
Ëàãðàíæà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà (ñì. [7, ñòð. 11])

|f(x)− L3(x)| ≤
M4

4!
|(x+ h)x(x− c)(x− h)|.

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, h)

R ≤ M4

24

∫ h

−h
|(x+ h)x(x− c)(x− h)| dx.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðè c→ 0, ïîëó÷àåì

R ≤ M4

24

∫ h

−h
x2(h2 − x2) dx =

M4

24

(
h2
x3

3
− x5

5

)∣∣∣∣h
−h

=
M4

90
h5. (6.2)

Âûâåäåì òåïåðü óñëîæíåííóþ ôîðìóëó Ñèìïñîíà. Ðàçäåëèì îò-
ðåçîê [a, b] íà ÷åòíîå ÷èñëî îòðåçêîâ 2n

xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . , 2n, h =
b− a
2n

.

Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [x2i, x2i+2] ïðèìåíèì ôîðìóëó Ñèìïñîíà∫ x2i+2

x2i

f(x) dx ≈ h

3
(f2i + 4f2i+1 + f2i+2).

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì óñëîæíåííóþ ôîðìóëó Ñèìïñîíà∫ b

a

f(x) dx ≈ h

3

(
f0 + f2n + 4

n∑
i=1

f2i−1 + 2
n−1∑
i=1

f2i

)
.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (6.2), äëÿ ïîãðåøíîñòè óñëîæíåííîé ôîðìó-
ëû Ñèìïñîíà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Rs, áóäåì èìåòü

Rs ≤ n
M4

90
h5 =

M4

180
(b− a)h4,

ãäå

M4 = max
x∈[a,b]

|f (4)(x)|.
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Ïîñêîëüêó h =
b− a
2n

, òî îöåíêà âåëè÷èíû Rs ìîæåò áûòü äàíà
÷åðåç n

Rs ≤
M4(b− a)5

2880n4
.

Ïðèìåð 6.1. Ðàññìîòðåòü ïðèìåð 5.1 äëÿ ôîðìóëû Ñèìïñîíà.

Ðåøåíèå. Èìååì f (4)(x) = (12 + 48x2 + 16x4)ex
2
. Òåì ñàìûì

M4 = 76e. Äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî âûïîë-
íåíèÿ íåðàâåíñòâà

M4

2880n4
≤ 10−5.

Îòñþäà

n ≥ 10
4

√
19e

72
= 9, 2 . . . .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Ñèìïñîíà îòðåçîê ðàçáèâàåòñÿ íà 2n
÷àñòåé. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà ñ çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ ïîòðåáóåòñÿ íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â 21
òî÷êå (íàïîìíèì, ÷òî â àíàëîãè÷íîì ïðèìåðå äëÿ ôîðìóëû òðàïå-
öèé ïðè òîé æå òî÷íîñòè òðåáîâàëèñü âû÷èñëåíèÿ â 370 òî÷êàõ).

7. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë

Äëÿ óñëîæíåííîé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ áûëî äîêàçàíî
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x) dx = h
n−1∑
i=0

fi+1/2 + r1, (7.1)

ãäå h =
b− a
n

, à

|r1| ≤
M2

24
(b− a)h2.

Ìû ïîëó÷èì áîëåå òî÷íóþ îöåíêó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà [a, b] = [−h/2, h/2]. Ïî ôîð-
ìóëå Òåéëîðà

f(x) = f0 + f ′0x+
f ′′0
2!
x2 +

f ′′′0
3!
x3 +

f (4)(ξ)

4!
x4, (7.2)

ãäå f
(i)
0 = f (i)(0), i = 0, 1, 2, 3, à ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà

(−h/2, h/2). Èíòåãðèðóÿ (7.2), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî∫ h/2

−h/2
f(x) dx = f0h+

f ′′0
24
h3 + r2,

â êîòîðîì

r2 =

∫ h/2

−h/2

f (4)(ξ)

4!
x4 dx.
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Äëÿ âåëè÷èíû r2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

|r2| ≤
M4

4!

∫ h/2

−h/2
x4 dx =

M4

1920
h5.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óñëîæíåííîé ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìå-
åì ∫ b

a

f(x) dx = h

n−1∑
i=0

fi+1/2 +
h3

24

n−1∑
i=0

f ′′i+1/2 + r3, (7.3)

ãäå

|r3| ≤ n
M4

1920
h5 =

M4

1920
(b− a)h4.

Ïðèìåíÿÿ (7.1) äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé, íàõîäèì∫ b

a

f ′′(x) dx = h

n−1∑
i=0

f ′′i+1/2 + r4,

ïðè ýòîì

|r4| ≤
M4

24
(b− a)h2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

h
n−1∑
i=0

f ′′i+1/2 =

∫ b

a

f ′′(x) dx− r4.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (7.3), ïîëó÷àåì∫ b

a

f(x) dx = h
n−1∑
i=0

fi+1/2 +
h2

24

∫ b

a

f ′′(x) dx+ r5,

ãäå

|r5| =
∣∣∣−h2

24
r4 + r3

∣∣∣ ≤ M4

242
(b− a)h4 + M4

1920
(b− a)h4 = 13M4

5760
(b− a)h4.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ϕ(h) = O(hk) (÷èòàåòñÿ �î áîëü-
øîå�), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, äëÿ êîòîðîé

|ϕ(h)| ≤ Chk.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x) dx = h

n−1∑
i=0

fi+1/2 + ch2 +O(h4), (7.4)

â êîòîðîì

c =
1

24

∫ b

a

f ′′(x) dx.

Ïîëîæèì

I =

∫ b

a

f(x) dx, Irh = h
n−1∑
i=0

fi+1/2.
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Òîãäà ðàâåíñòâî (7.4) çàïèøåòñÿ â âèäå

I = Irh + ch2 +O(h4).

Âåëè÷èíà ch2 íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû
ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ôîðìóë òðàïåöèé
è Ñèìïñîíà

I = I th + c1h
2 +O(h4),

I = Ish + c2h
4 +O(h6)

(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàäî òðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) èìåëà
íåïðåðûâíóþ øåñòóþ ïðîèçâîäíóþ).

8. Ïðàâèëî Ðóíãå ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè

Ïóñòü z � íåèçâåñòíîå òî÷íîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû, zh
� èçâåñòíîå åå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå, çàâèñÿùåå îò ïîëîæèòåëü-
íîãî ïàðàìåòðà h, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå
çíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëè-
æåííûì çíà÷åíèÿìè

z = zh + chk +O(hk+m), (8.1)

ãäå c � íåèçâåñòíàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò h ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà

z = zh/2 + c

(
h

2

)k

+O(hk+m), (8.2)

òàê êàê äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C O((Ch)n) = O(hn). Âû÷èòàÿ èç
(8.1) ðàâåíñòâî (8.2), áóäåì èìåòü

zh/2 − zh = c

(
h

2

)k

(2k − 1) +O(hk+m). (8.3)

Îòñþäà

c

(
h

2

)k

=
zh/2 − zh
2k − 1

+O(hk+m).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè c 6= 0 âåëè÷èíà
zh/2 − zh
2k − 1

îòëè÷àåòñÿ îò ãëàâ-

íîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè z − zh/2 íà O(hk+m), ò.å.

z − zh/2 =
zh/2 − zh
2k − 1

+O(hk+m). (8.4)

Òåì ñàìûì ïðè c 6= 0 îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ìîæíî òàê:

z − zh/2 ≈
zh/2 − zh
2k − 1

.

Òàêîé ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì Ðóíãå.
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Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå c 6= 0 âûïîë-
íåíî, åñëè ∣∣∣∣2k zh/2 − zhzh − z2h

− 1

∣∣∣∣ < 0, 1. (8.5)

Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ðóíãå.
Ïîÿñíèì óñëîâèå (8.5). Èç (8.3) ñëåäóåò, ÷òî

zh/2 − zh = c

(
h

2

)k

(2k − 1) +O(hk+m),

zh − z2h = chk(2k − 1) +O(hk+m).

Ïîýòîìó
zh/2 − zh
zh − z2h

≈ 1

2k
.

Òàêèì îáðàçîì,

2k
zh/2 − zh
zh − z2h

≈ 1.

9. Óòî÷íåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó

Ïîëîæèì

z∗h =
2kzh/2 − zh

2k − 1
.

Òîãäà èç (8.4) ïîëó÷àåì

z = zh/2 +
zh/2 − zh
2k − 1

+O(hk+m) = z∗h +O(hk+m).

Ïðè c 6= 0 z−zh/2 èìååò k-ûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, à z−z∗h � (k+m)-ûé
ïîðÿäîê ìàëîñòè, ò.å. z∗h � áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå. Îíî íîñèò
íàçâàíèå óòî÷íåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî
óñëîæíåííûì ôîðìóëàì ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè òðàïåöèé, òî k = 2,
è ìû ìîæåì îöåíèòü ïðèáëèæåííî ïîãðåøíîñòü ïî ïðàâèëó Ðóíãå

I − Ih/2 ≈
Ih/2 − Ih

3
.

Êðîìå òîãî, ìîæíî íàéòè óòî÷íåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó

I∗h =
4Ih/2 − Ih

3
.

Äëÿ ôîðìóëû Ñèìïñîíà k = 4, è ïðèáëèæåííàÿ îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè èìååò âèä

I − Ish/2 ≈
Ish/2 − Ish

15
.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó èìååì

Ish
∗ =

16Ish/2 − Ish
15

.
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Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû òðàïåöèé è Ñèìïñîíà óäîáíû òåì, ÷òî
ïðè ïåðåõîäå îò h ê h/2 âñå âû÷èñëåííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
èñïîëüçóþòñÿ â íîâîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå.

Ïðàâèëî Ðóíãå è óòî÷íåíèå ïî Ðè÷àðäñîíó ìîæíî ïðèìåíÿòü è
äëÿ äðóãèõ çàäà÷ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êàõ xi = x0 + ih, i = 0,±1. Ïîëîæèì fi = f(xi),
i = 0,±1. Õîðîøî èçâåñòíà ôîðìóëà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ (ñì., íàïðèìåð, [7, ñòð. 26])

f ′′0 ≈
f1 − 2f0 + f−1

h2
= f ′′0h.

Íàéäåì ãëàâíóþ ÷àñòü ïîãðåøíîñòè â ýòîì ìåòîäå. Ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà èìååì

f±1 = f0 ± f ′0h+
f ′′0
2!
h2 ± f ′′′0

3!
h3 +

f
(4)
0

4!
h4 ± f

(5)
0

5!
+
f (6)(ξ±1)

6!
h6,

ãäå f
(i)
0 = f (i)(0), i = 0, 1, . . . , 5, ξ1 ∈ (0, h), à ξ−1 ∈ (−h, 0). Ïîëîæèì

r = −f
(6)(ξ1) + f (6)(ξ−1)

6!
h4.

Òîãäà

f1 + f−1 = 2f0 + f ′′0 h
2 +

f
(4)
0

12
h4 − rh2.

Òåì ñàìûì

f ′′0 =
f1 − 2f0 + f−1

h2
− f

(4)
0

12
h2 + r. (9.1)

Ïîñêîëüêó

|r| ≤ 2M6

6!
h4,

òî ðàâåíñòâî (9.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

f ′′0 = f ′′0h + ch2 +O(h4),

ãäå c = −f (4)
0 /12. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó Ðóíãå

f ′′0 − f ′′0,h/2 ≈
f ′′0,h/2 − f ′′0h

3
,

à äëÿ óòî÷íåíèÿ ïî Ðè÷àðäñîíó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f ′′0h
∗
=

4f ′′0,h/2 − f ′′0h
3

.
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