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�1. Íàèëó÷øèå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî ïðè-
áëèæåííûì çíà÷åíèÿì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ l̃1, . . . , l̃n òàêèõ, ÷òî

‖l̃x − lx‖ ≤ δ ïðè âñåõ x ∈ W , ãäå l̃x = (l̃1x, . . . , l̃nx), lx =
(l1x, . . . , lnx), à ‖·‖ � êàêàÿ-ëèáî íîðìà â R. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ÷åðåç A(l, δ).
Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåâîç-

ìîæíûå ôóíêöèè T (y), y ∈ Rn. Ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ íàçîâåì âåëè÷èíó

r(l, δ) = inf
T

sup
l̃∈A(l,δ)

sup
x∈W
|L(x)− T (l̃x)|.

Ìåòîä T0 áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øèì, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
l̃∈A(l,δ)

sup
x∈W
|L(x)− T0(l̃x)| = r(l, δ).

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1], [2] âûòåêàåò

Òåîðåìà 1. Ïóñòü W � âûïóêëîå, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå

ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ öåíòðîì ñèììåòðèè

0. Òîãäà ïðè âñåõ δ ≥ 0:
1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(l, δ) = sup
x∈Wδ

L(x), ãäå Wδ = {x ∈ W : ‖lx‖ ≤ δ},

ïðè÷åì ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ëè-

íåéíûé, ò. å. èìåþùèé âèä

(1) L(x) ≈
n∑
k=1

Dk(δ)l̃k(x);

2) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(2) sup
x∈Wδ

L(x) = min
Dk

{
sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
k=1

Dklk(x)

∣∣∣∣+ δ‖D‖∗
}
,
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ãäå

(3) ‖D‖∗ = sup
y∈Rn
‖y‖≤1

∣∣∣∣ n∑
k=1

Dkyk

∣∣∣∣,
à ìåòîä (1) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

D1(δ), . . . , Dn(δ) ìèíèìèçèðóþò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà y
èç ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî ïðèáëèæåííûì
çíà÷åíèÿì x1, . . . , xn ∈ X. Çàäàäèì â Rn íîðìó, óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ ñâîéñòâó: ‖a‖ ≤ ‖b‖ ïðè |ak| ≤ |bk|, k = 1, . . . , n. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíû ýëåìåíòû x̃1, . . . , x̃n òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ X∗, ‖f‖ ≤ 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖fx̃ − fx‖ ≤ δ, ãäå fx̃ = (f(x̃1), . . . , f(x̃n)), fx = (f(x1), . . . , f(xn)).
Ìíîæåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ x̃1, . . . , x̃n îáîçíà÷èì ÷åðåç F1(δ).
×åðåç F2(δ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x̃1, . . . , x̃n, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó ‖ρ‖ ≤ δ, ãäå ρ = (‖x̃1− x1‖, . . . , ‖x̃n− xn‖).
Ïîëîæèì

(4) Ri(x1, . . . , xn, δ) = inf
Dk

sup
x̃1,...,x̃n∈Fi(δ)

∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥, i = 1, 2.

Â ñèëó î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ F2(δ) ⊂ F1(δ) èìååì

(5) R2(x1, . . . , xn, δ) ≤ R1(x1, . . . , xn, δ).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè â íåðàâåíñòâå (5) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 2. Ïðè âñåõ δ ≥ 0:
1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ri(x1, . . . , xn, δ) = sup
f∈Φδ

f(y), i = 1, 2,

ãäå Φδ = {f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤ 1, ‖fx‖ ≤ δ}, fx = (f(x1), . . . , f(xn));
2) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(6) sup
f∈Φδ

f(y) = min
Dk

(∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkxk

∥∥∥∥+ δ‖D‖∗
)
,

ãäå ‖D‖∗ îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (3); êðîìå òîãî, D1(δ), . . . , Dn(δ)
ìèíèìèçèðóþò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4) òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îíè ìèíèìèçèðóþò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ D1, . . . , Dn èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà
(7)

sup
x̃1,...,x̃n∈Fi(δ)

∥∥∥∥y− n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥ = sup
‖ρ‖≤δ

sup
f∈X∗
‖f‖≤1

∣∣∣∣f(y)−
n∑
k=1

Dk[f(xk)+ρk]

∣∣∣∣ ≡ R.
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Â ñèëó ðàâåíñòâà∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥ = sup
f∈X∗
‖f‖≤1

∣∣∣∣f(y)−
n∑
k=1

Dk[f(xk) + f(x̃k − xk)]
∣∣∣∣

è âêëþ÷åíèÿ F2(δ) ⊂ F1(δ) èìååì

sup
x̃1,...,x̃n∈F2(δ)

∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥ ≤ sup
x̃1,...,x̃n∈F1(δ)

∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥ ≤ R.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

(8) R ≤ sup
x̃1,...,x̃n∈F2(δ)

∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥.
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ fε 6= 0, ‖fε‖ ≤ 1 è ρε = (ρε1, . . . , ρ

ε
n),

‖ρε‖ ≤ δ, òàêèå, ÷òî∣∣∣∣fε(y)−
n∑
k=1

Dk[fε(xk) + ρεk]

∣∣∣∣ > R− ε.

Ïîëîæèì

f ε =
fε
‖fε‖

sign

[
fε(y)−

n∑
k=1

Dkfε(xk)

]
.

Òàê êàê ‖f ε‖ = 1, òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò ξε ∈ X, ‖ξε‖ ≤ 1,
÷òî f ε(ξε) > 1− ε.

Ïîëîæèì x̃εk = ρεkξε + xk, ãäå ρ
ε
k = −ρεk sign

( n∑
k=1

Dkρ
ε
k

)
. Èç íåðà-

âåíñòâ ‖x̃εk− xk‖ ≤ |ρεk|, k = 1, . . . , n, ñëåäóåò, ÷òî x̃ε1, . . . , x̃
ε
n ∈ F2(δ).

Èìååì öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

sup
x̃1,...,x̃n∈F2(δ)

∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃k

∥∥∥∥ ≥ ∥∥∥∥y − n∑
k=1

Dkx̃
ε
k

∥∥∥∥
≥ f ε(y)−

n∑
k=1

Dk

[
f ε(xk) + f ε(ξε)ρ

ε
k

]
=

∣∣∣∣f ε(y)−
n∑
k=1

Dkf ε(xk)

∣∣∣∣
+f ε(ξε)

∣∣∣∣ n∑
k=1

Dkρ
ε
k

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣fε(y)−
n∑
k=1

Dkfε(xk)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ n∑
k=1

Dkρ
ε
k

∣∣∣∣−ε∣∣∣∣ n∑
k=1

Dkρ
ε
k

∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣fε(y)−

n∑
k=1

Dk [fε(xk) + ρεk]

∣∣∣∣− εδ‖D‖∗ > R− ε(1 + δ‖D‖∗).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 íåðàâåíñòâî (8) äîêàçàíî, à ñëåäîâà-
òåëüíî, äîêàçàíû ðàâåíñòâà (7).
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Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Ri(x1, . . . , xn, δ) = inf
Dk

sup
‖ρ‖≤δ

sup
f∈X∗
‖f‖≤1

∣∣∣∣f(y)−
n∑
k=1

Dk[f(xk) + ρk]

∣∣∣∣, i = 1, 2.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 ê çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-
ëà L(f) = f(y), f ∈ X∗, ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíà-
ëîâ lk(f) = f(xk), k = 1, . . . , n, íà ìíîæåñòâå B = {f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤
1}, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Èç òåîðåì 1, 2 ïðè δ = 0 âûòåêàþò òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè,
ïîëó÷åííûå Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì [3].

�2. Ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè ñèñòåì

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ïðèáëèæåíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà
ìíîæåñòâåW èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî ïðèáëèæåííûì çíà-
÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln. Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì íåêîòîðîé
ïîäñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ lτ = (li1 , . . . , lik), τ = (i1, . . . , ik). Ïðè
ýòîì ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ åñòåñòâåííî îïðåäå-
ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(lτ , δ) = inf
T

sup
l̃∈A(l,δ)

sup
x∈W
|L(x)− T (Pτ l̃x)|,

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì T (y), y ∈
Rn, a Pτ l̃x = (l̃i1(x), . . . , l̃ik(x)). Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïî ïîäñèñòåìå lτ èìååì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

(9) r(lτ , δ) ≥ r(l, δ).

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln íå
íåñóò ïîëåçíîé èíôîðìàöèè â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîä-
ñèñòåìû lτ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî r(lτ , δ) = r(l, δ). Îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ òàêèõ ïîäñèñòåì, âêëþ÷àÿ ñèñòåìó l1, . . . , ln, ÷åðåç
S(δ). Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
c∈R

sup
x∈W
|L(x)− c| = r(l, δ),

òî â ìíîæåñòâî S(δ) âîéäåò ïóñòàÿ ïîäñèñòåìà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
÷åðåç l0.
Ïîðÿäêîì ïîäñèñòåìû íàçîâåì ÷èñëî ôóíêöèîíàëîâ, âõîäÿùèõ

â íåå. Ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû l0 ïîëîæèì ðàâíûì íóëþ. Ïîðÿäêîì
èíôîðìàòèâíîñòè In(l1, . . . , ln, δ) äàííîé ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì δ áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåì, âõîäÿùèõ
â ìíîæåñòâî S(δ). Ïîëíûìè èíôîðìàòèâíûìè ñèñòåìàìè áóäåì
íàçûâàòü ïîäñèñòåìû èç ìíîæåñòâà S(δ), ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí
ïîðÿäêó èíôîðìàòèâíîñòè.
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Àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ ìîæíî ââåñòè äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå
çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà y èç ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç k(δ) ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïðè äàííîì δ êîýôôèöèåíòîâ Dj(δ) â

ëèíåéíûõ íàèëó÷øèõ ìåòîäàõ ïðèáëèæåíèÿ L(x) ≈
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x)

ôóíêöèîíàëà L ïî ñèñòåìå l1, . . . , ln. Òîãäà, åñëè íîðìà â îïðå-

äåëåíèè ìíîæåñòâà A(l, δ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖a‖ ≤ ‖b‖
ïðè |ak| ≤ |bk|, k = 1, . . . , n, òî äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíî-

ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî In(l1, . . . , ln, δ) = k(δ), à ïîäñèñòåìà

lτ = (li1 , . . . , lik(δ)) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìå-

òîä ïðèáëèæåíèÿ L(x) ≈
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x) ïî ñèñòåìå l1, . . . , ln òà-

êîé, ÷òî Dj(δ) = 0, j /∈ τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Rk, k ≤ n, ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ‖a‖(k) = ‖b‖, ãäå

bj =

{
aj, j ∈ τ,
0, j /∈ τ.

Ïîëîæèì

A(lτ , δ) = {l̃τ : ‖l̃τx− lτx‖(k) ≤ δ ïðè âñåõ x ∈ W}.

Â ñèëó ñâîéñòâà íîðìû â Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A(lτ , δ) =
PτA(l, δ). Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîé ïîä-
ñèñòåìû lτ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ.

Ïóñòü r(lτ , δ) = r(l, δ). Òîãäà, åñëè L(x) ≈
∑
j∈τ

Dj(δ)l̃j(x) � íàè-

ëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L ïî ïîäñèñòåìå lτ , òî,
ïîëîæèâ Dj(δ) = 0, áóäåì èìåòü

sup
l̃∈A(l,δ)

sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣
= sup

l̃τ∈A(lτ ,δ)

sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
∑
j∈τ

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ = r(lτ , δ) = r(l, δ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæå-
íèÿ ïî ñèñòåìå l1, . . . , ln òàêîé, ÷òî Dj(δ) = 0, j /∈ τ .
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Îáðàòíî, åñëè L(x) ≈
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòî-

äîì ïðèáëèæåíèÿ è Dj(δ) = 0, j /∈ τ , òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

r(lτ , δ) ≤ sup
l̃τ∈A(lτ ,δ)

sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
∑
j∈τ

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣
= sup

l̃∈A(l,δ)

sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ = r(l, δ).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (9) èìååì: r(lτ , δ) = r(l, δ). Òåì ñàìûì ðà-
âåíñòâî r(lτ , δ) = r(l, δ) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ L(x) ≈
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x) òàêîé, ÷òî Dj(δ) = 0, j /∈ τ . Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çà-
äà÷è íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ ëè-
íåéíîãî ôóíêöèîíàëà L íà ìíîæåñòâå B = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} ïî
ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ èç ìíîæåñòâà A(l, δ), åãî
ïîãðåøíîñòè è ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè ñèñòåìû l1, . . . , ln. Çàìå-
òèì, ÷òî â ñèëó îáùåãî âèäà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèì çàäà÷àì äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà y ∈ X ïî ïðèáëè-
æåííûì çíà÷åíèÿì x1, . . . , xn èç ìíîæåñòâ F1(δ), F2(δ) (ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî íîðìû â Rn ïðè îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ A(l, δ), F1(δ), F2(δ) ñîâ-
ïàäàþò), ãäå

(10) L(x) = (y, x), li(x) = (xi, x), i = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 3. Ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè ñèñòåìû l1, . . . , ln (êî-
òîðûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (10) îáîçíà÷èì ÷åðåç

In(x1, . . . , xn, δ)) ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ ≥ µ,
ãäå

µ =

{
0, y = 0,

‖C‖/‖y‖, y 6= 0;

çäåñü C = (C1, . . . , Cn), à Ci = (xi, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè è èç
òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî In(x1, . . . , xn, δ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

(11) sup
x∈Bδ

(y, x) = ‖y‖,

ãäå Bδ = {x ∈ B : ‖lx‖ ≤ δ}, lx = (l1(x), . . . , ln(x)). Ðàâåíñòâî (11)
âûïîëíåíî ïðè âñåõ δ ≥ 0, åñëè y = 0. Ïóñòü y 6= 0 è èìååò ìåñòî
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ðàâåíñòâî (11). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Bδ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íûì è çàìêíóòûì. Â ñèëó òîãî, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
âñÿêîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ñëàáî êîìïàêòíî â ñå-
áå, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ Bδ òàêîé, ÷òî sup

x∈Bδ
(y, x) = (y, x0), ò. å.

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (y, x0) = ‖y‖. Èç òîãî, ÷òî ‖x0‖ ≤ 1, ñëåäóåò
ðàâåíñòâî x0 = y/‖y‖. Îòñþäà δ ≥ ‖lx0‖ = ‖ly‖/‖y‖ = ‖C‖/‖y‖.
Åñëè δ ≥ ‖C‖/‖y‖, òî y/‖y‖ ∈ Bδ, à çíà÷èò, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(11). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Îïðåäåëèì íîðìó â Rn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖a‖p =

( n∑
i=1

|ai|p
)1/p

ïðè 1 ≤ p <∞, ‖a‖∞ = max
1≤i≤n

|ai|.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç rp(x1, . . . , xn, δ), ãäå x1, . . . , xn îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì
(10).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn îáðàçóþò îðòîíîðìèðî-

âàííóþ ñèñòåìó è òàêîâû, ÷òî Ci = (y, xi) 6= 0, i = 1, . . . , k,
Ci = (y, xi) = 0, i = k + 1, . . . , n. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r2(x1, . . . , xn, δ) =


‖y‖, δ ≥ µ,

√
1− δ2

√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

C2
i + δ

√√√√ k∑
i=1

C2
i ,

0 ≤ δ < µ,

ãäå

µ =


0, y = 0,

‖y‖−1

√√√√ k∑
i=1

C2
i , y 6= 0.

Ïðè δ = µ = 1 âñÿêèé ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ

èìååò âèä L(x) ≈ λ
k∑
i=1

Cil̃i(x), ãäå λ ∈ [0, 1]. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

L(x) ≈

(
1− δ

µ

√
1− µ2

1− δ2

)
k∑
i=1

Di(δ)l̃i(x),

ãäå Di(δ) =

{
Ci, 0 ≤ δ < µ,

0, δ ≥ µ.
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Äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè ñèñòåìû x1, . . . , xn ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

In(x1, . . . , xn, δ) =

{
k, 0 ≤ δ < µ,

0, δ ≥ µ,

à åäèíñòâåííîé ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé ïðè 0 ≤ δ < µ
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà x1, . . . , xk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà (2) èìååì: r2(x1, . . . , xn, δ) =
min
Di

ϕ(D1, . . . , Dn), ãäå

ϕ(D1, . . . , Dn) =

√√√√‖y‖2 − 2
n∑
i=1

CiDi +
n∑
i=1

D2
i + δ

√√√√ n∑
i=1

D2
i .

Íàéäÿ êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèÿ ϕ(D1, . . . , Dn) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî â òî÷êàõ
(λD1, . . . , λDn), ãäå λ ≥ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r2(x1, . . . , xn, δ) =
min
λ≥0

ψ(λ); çäåñü ψ(λ) = ϕ(λD1, . . . , λDn).

Ïóñòü k = 0; òîãäà r2(x1, . . . , xn, δ) = ‖y‖, è åäèíñòâåííîé òî÷-
êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè ϕ(D1, . . . , Dn) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (0, . . . , 0). Èç
òåîðåìû 1 è ëåììû âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ðàññìàòðèâà-
åìîì ñëó÷àå.

Ïóñòü k > 0 è y =
k∑
i=1

Cixi. Òîãäà

r2(x1, . . . , xn, δ) = ‖y‖min
λ≥0

(|λ− 1|+ δλ) = ‖y‖min(1, δ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè 0 ≤ δ < 1 åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì,
ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ ψ(λ), λ ≥ 0, ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå, ÿâëÿåòñÿ λ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìèíèìó-
ìà ôóíêöèè ϕ(D1, . . . , Dn) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (C1, . . . , Cn). Ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 1 è ëåììó, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ äàííîãî
ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé, êîãäà δ > 1, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïðè δ = 1 ìèíèìóì ôóíêöèè ψ(λ), λ ≥ 0, äîñòèãàåòñÿ ïðè âñåõ

λ ∈ [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òî÷êè (λC1, . . . , λCn), λ ∈ [0, 1], è
òîëüêî îíè ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèþ ϕ(D1, . . . , Dn). Òàêèì îáðà-
çîì, âñÿêèé ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

L(x) ≈ λ
k∑
i=1

Cil̃i(x), ãäå λ ∈ [0, 1], à äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî

ïðèáëèæåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî r2(x1, . . . , xn, δ) = ‖y‖.
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Ïóñòü òåïåðü k > 0 è y 6=
k∑
i=1

Cixi. Òîãäà ‖y‖2 >

k∑
i=1

C2
i è ïðîèç-

âîäíàÿ ôóíêöèè ψ(λ)

ψ′(λ) =

(λ− 1)
k∑
i=1

C2
i√√√√‖y‖2 − 2λ

k∑
i=1

Ci + λ2

k∑
i=1

C2
i

+ δ

√√√√ k∑
i=1

C2
i

îïðåäåëåíà ïðè âñåõ λ. Ïðåîáðàçîâûâàÿ óðàâíåíèå ψ′(λ) = 0, ïî-
ëó÷àåì

δ

√√√√‖y‖2 − 2λ
k∑
i=1

Ci + λ2

k∑
i=1

C2
i = (1− λ)

√√√√ k∑
i=1

C2
i .

Ïðè δ ≥ 1 ýòî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò, à ïðè δ < 1 èìååò

ðåøåíèå λ0 = 1− δ
µ

√
1− µ2

1− δ2
, ãäå µ =

√√√√ k∑
i=1

C2
i

/
‖y‖. Óñëîâèå λ0 ≥ 0

ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ δ ≤ µ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè δ ≥ µ ìèíèìóì
ôóíêöèè ψ(λ), λ ≥ 0, äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå λ = 0. Ïðè
δ < µ

ψ(λ0) =
√

1− δ2

√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

C2
i + δ

√√√√ k∑
i=1

C2
i .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè δ < µ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
ψ(λ0) < ψ(0). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(λ), λ ≥ 0,
äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè δ < µ â åäèíñòâåííîé òî÷êå λ0. Ïðè-
ìåíåíèå òåîðåìû 1 è ëåììû çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ýëåìåíòû x1, . . . , xk1 , . . . , xkr+1, . . . , xn îáðàçó-

þò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó è òàêîâû, ÷òî |Cji | = Ai, i =
1, . . . , r + 1, ji = ki−1 + 1, . . . , ki, k0 = 0, kr+1 = n, à, êðîìå òîãî,

A1 > A2 > . . . > Ar > Ar+1 = 0. Ïðè kr = n ïîëîæèì Ar+1 = 0.
Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ïðè µl+1 ≤ δ < µl, l = 0, . . . , r,

(12) r∞(x1, . . . , xn, δ) =
√

1− klδ2

√√√√‖y‖2 −
kl∑
i=1

C2
i + δ

kl∑
i=1

|Ci|,
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ãäå µ0 =∞,

µl =


0, y = 0,

Al(
‖y‖2 −

kl∑
i=1

C2
i + klA

2
l

)1/2
, y 6= 0, l = 1, . . . , r + 1.

Ïðè δ = µr = 1/
√
kr âñÿêèé ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëè-

æåíèÿ èìååò âèä

L(x) ≈
kr∑
i=1

(
Ci −

λ√
kr

signCi

)
l̃i((x),

ãäå λ ∈ [0, Ar
√
kr]. Äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî In(x1, . . . , xn, δ) = kr−1, à åäèíñòâåííîé ïîëíîé èíôîð-

ìàòèâíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà x1, . . . , xkr−1. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïðè µl+1 ≤ δ < µl, l = 0, . . . , r, åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì

íàèëó÷øèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

(13) L(x) ≈
kl∑
i=1

Ci

1− Alδ

|Ci|µl

√
1− klµ2

l

1− klδ2

 l̃i((x),

äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî In(x1, . . . ,
xn, δ) = kl, à åäèíñòâåííîé ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèñòåìà x1, . . . , xkl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 èìååì

(14) r∞(x1, . . . , xn, δ) = min
Di

√√√√‖y‖2 − 2
n∑
i=1

CiDi +
n∑
i=1

D2
i

+δ

√√√√ n∑
i=1

|Di|

 .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî r∞(x1, . . . , xn, δ) = min
Bi≥0

ϕ(B1, . . . , Bn), ãäå

ϕ(B1, . . . , Bn) =

√√√√‖y‖2 − 2
n∑
i=1

|Ci|Bi +
n∑
i=1

B2
i + δ

√√√√ n∑
i=1

Bi.

Ïðè ýòîì òî÷êà (B1, . . . , Bn) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ ϕ(B1, . . . , Bn),
Bi ≥ 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà (B1 signC1, . . . , Bn signCn)
ìèíèìèçèðóåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (14). Åñëè òî÷êà (B1, . . . ,
Bn) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, (íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò) è Bi > 0 ïðè i ∈ τ = (i1, . . . , ik),
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i1 < . . . < ik, à Bi = 0 ïðè i /∈ τ , òî ∂ϕ/∂Bi ïðè i ∈ τ ëèáî ðàâíû
íóëþ, ëèáî íå ñóùåñòâóþò â ýòîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî

(15)
−|Ci|+Bi√

‖y‖2 − 2
∑
i∈τ

|Ci|Bi +
∑
i∈τ

B2
i

+ δ = 0, i ∈ τ,

ëèáî

(16) ‖y‖2 − 2
∑
i∈τ

|Ci|Bi +
∑
i∈τ

B2
i = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè y =
n∑
i=1

Cixi è Bi = |Ci|, i ∈ τ , à τ = (1, . . . , kr). Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

(15) ïîëó÷àåì, ÷òî Bi = |Ci| − δλ, i ∈ τ , ãäå äëÿ λ ≥ 0 èìååì
óðàâíåíèå

(17) (1− kδ2)λ2 = ‖y‖2 −
∑
i∈τ

C2
i .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü y 6=
n∑
i=1

Cixi. Òîãäà òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ

ìèíèìóì ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, íàõîäÿòñÿ ñðåäè òî÷åê
(B1, . . . , Bn) òàêèõ, ÷òî

(18) Bi =

|Ci| − δ
√√√√‖y‖2 −

∑
i∈τ

C2
i

1− kδ2
, i ∈ τ,

0, i /∈ τ,

à (Ci1 , . . . , Cik) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(19) min
i∈τ
|Ci| > δ

√√√√√‖y‖2 −
∑
i∈τ

C2
i

1− kδ2
.

Çàìåòèì, ÷òî â ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (18),
(19), âõîäèò òî÷êà (0, . . . , 0), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè τ = ∅.

2. Ïóñòü y =
n∑
i=1

Cixi è δ 6= 1/
√
kr. Òîãäà òî÷êà (|C1|, . . . , |Cn|),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (18), (19), íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû (15), íî óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (16). Òåì ñàìûì è â ýòîì ñëó-
÷àå òî÷êè, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn),
Bi ≥ 0, íàõîäÿòñÿ ñðåäè òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (18),
(19).
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3. Ïóñòü y =
n∑
i=1

Cixi è δ = 1/
√
kr. Òîãäà ïðè τ = (1, . . . , kr)

óðàâíåíèþ (17) óäîâëåòâîðÿþò âñåâîçìîæíûå λ. Èç óñëîâèÿ λ ≥ 0,
à òàêæå Bi = |Ci| − δλ > 0, i ∈ τ , èìååì λ ∈ [0, Ar

√
kr). Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè λ ∈ (0, Ar
√
kr) ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Bi

óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (15), à ïðè λ = 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
(16). Èòàê, ìíîæåñòâî òî÷åê, ñðåäè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíè-
ìóì ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå,
ýòî òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (18), (19), à òàêæå òî÷êè
(B1, . . . , Bn), îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè

Bi =

{
|Ci| − δλ, 1 ≤ i ≤ kr,

0, kr < i ≤ n,
ïðè âñåõ λ ∈ [0, Ar

√
kr).

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïîäñèñòåìû (Ci1 , . . . , Cik), 1 ≤ i1 <
. . . < ik ≤ kr, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (19). Îïðåäåëèâ Bi ðàâåí-
ñòâàìè (18), ïîëó÷èì: ϕ(B1, . . . , Bn) = ψ(|Ci1|, . . . , |Cik |), ãäå

ψ(x1, . . . , xk) =
√

1− kδ2

√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

x2
i + δ

k∑
i=1

xi.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäñèñòåìà (Ci1 , . . . , Cik) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ (19), à ïîäñèñòåìà (Cj1 , . . . , Cjk) òàêîâà, ÷òî |Cjs| ≥ |Cis|,
s = 1, . . . , k, òî ïîäñèñòåìà (Cj1 , . . . , Cjk) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (19), è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(20) ψ(|Ci1|, . . . , |Cik |) ≥ ψ(|Cj1|, . . . , |Cjk |).

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn) ïî
âîçìîæíûì òî÷êàì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (18), (19) ïðè
ôèêñèðîâàííîì k, åñòü

ϕk =
√

1− kδ2

√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

C2
i + δ

k∑
i=1

|Ci|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäñèñòåìà (C1, . . . , Ck+1), óäî-

âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (19). Ïóñòü ëèáî y 6=
k+1∑
i=1

Cixi, ëèáî åñëè

y =
k+1∑
i=1

Cixi, òî |Ck| = |Ck+1| = Ar. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà èìååò
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ìåñòî íåðàâåíñòâî

(21)
√

1− kδ2

√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

C2
i + δ

k∑
i=1

|Ci|

>
√

1− (k + 1)δ2

√√√√‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i + δ

k+1∑
i=1

|Ci|.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîäñèñòåìà (C1, . . . , Ck+1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(19), èìååì

(22) |Ck+1| > δ

√√√√(‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i

)/
(1− (k + 1)δ2).

Åñëè y 6=
k+1∑
i=1

Cixi, òî ‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, 1 −

(k + 1)δ2 > 0. Åñëè æå ‖y‖2 =
k+1∑
i=1

C2
i , òî èç òîãî, ÷òî ïîäñè-

ñòåìà (C1, . . . , Ck) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (19), ïîëó÷àåì

Ar > δ
√
A2
r/(1− kδ2). Ñëåäîâàòåëüíî, 1− (k+1)δ2 > 0. Òåì ñàìûì

äîêàçàíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (22) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå√1− (k + 1)δ2|Ck+1| − δ

√√√√‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i

2

> 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(1− kδ2)

(
‖y‖2−

k+1∑
i=1

C2
i +C2

k+1

)
> (1− (k+ 1)δ2)

(
‖y‖2−

k+1∑
i=1

C2
i

)

+ 2δ|Ck+1|
√

1− (k + 1)δ2

√√√√‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i + δ2C2

k+1.

Èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, èìå-
åì

√
1− kδ2

√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

C2
i >

√
1− (k + 1)δ2

√√√√‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i +δ|Ck+1|.

Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà âåëè÷èíó δ
k∑
i=1

|Ci|, ïîëó÷èì

íåðàâåíñòâî (21).
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Ïóñòü ïîäñèñòåìà (C1, . . . , Ck) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (19), ò. å.
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(23) |Ck| > δ

√√√√√√‖y‖2 −
k∑
i=1

C2
i

1− kδ2
.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè |Ck+1| = |Ck|, òî äëÿ Ck+1 âåðíî íåðàâåíñòâî

(24) |Ck+1| > δ

√√√√√√‖y‖2 −
k+1∑
i=1

C2
i

1− (k + 1)δ2
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (23) â ñèëó òîãî, ÷òî C2
k = C2

k+1,
ïîëó÷àåì

(1− (k + 1)δ2)C2
k+1 > δ2

(
‖y‖2 −

k+1∑
i=1

C2
i

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (24).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàæåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (24) ïðè |Ck+1| ≤

|Ck| è
k+1∑
i=1

C2
i < ‖y‖2 ñëåäóåò (23). Èç íåðàâåíñòâà (24) èìååì

(1− kδ2)C2
k+1 − δ2C2

k+1 > δ2

(
‖y‖2 −

k∑
i=1

C2
i

)
− δ2C2

k+1.

Òàêèì îáðàçîì, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî 1− kδ2 > 0, ïîëó÷àåì

(1− kδ2)C2
k ≥ (1− kδ2)C2

k+1 > δ2

(
‖y‖2 −

k∑
i=1

C2
i

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò (23).
Òåì ñàìûì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn) íà òî÷-

êàõ, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (18), (19), åñòü

(25) ϕkl =
√

1− klδ2

√√√√‖y‖2 −
kl∑
i=1

C2
i + δ

kl∑
i=1

|Ci|,

åñëè y 6=
n∑
i=1

Cixi, è åñòü min(ϕkl , ϕkr), åñëè òî÷êà (|C1|, . . . , |Cn|)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (18), (19); çäåñü kl, 0 ≤ l ≤ r, � ìàêñè-

ìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû (C1, . . . , Ckl) òàêîé, ÷òî

kl∑
i=1

C2
i < ‖y‖2
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è

(26) |Ckl | > δ

√√√√(‖y‖2 −
kl∑
i=1

C2
i

)/
(1− klδ2).

Ïðè ýòîì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (|C1|, . . . , |Cn|) ëèáî â òî÷êå
(B1, . . . , Bn), ãäå

(27) Bi =

|Ci| − δ
√√√√(‖y‖2 −

kl∑
i=1

C2
i

)/
(1− klδ2), 1 ≤ i ≤ kl,

0, i > kl.

Åäèíñòâåííîñòü ìèíèìèçèðóþùåé òî÷êè âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî
íåðàâåíñòâî (20) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ
|Cjs| ≥ |Cis|, s = 1, . . . , k, ñòðîãîå.
Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ δ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (26). Ïîëîæèì

µ0 =∞,

µl =


0, y = 0,

Al

(
‖y‖2 −

kl∑
i=1

C2
i + klA

2
l

)−1/2

, y 6= 0,
l = 1, . . . , r + 1.

Ïðè y = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî; ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî y 6= 0. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

‖y‖2 −
kl∑
i=1

C2
i

1− klδ2


1/2

=
Al
µl

(
1− klµ2

l

1− klδ2

)1/2

, l = 1, . . . , r.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (27), à òàêæå

òî÷êà (|C1|, . . . , |Cn|) ïðè y =
n∑
i=1

Cixi è l = r áóäóò èìåòü âèä

Bi =

|Ci| −
δAl
µl

√
1− klµ2

l

1− klδ2
, 1 ≤ i ≤ kl,

0, i > kl.

Â ñèëó ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé íåðàâåíñòâî (26) ýêâèâàëåíòíî íåðà-

âåíñòâó µl > δ
√

(1− klµ2
l )/(1− klδ2), êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè

‖y‖2 >

kl∑
i=1

C2
i , åñëè δ < µl.
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Èòàê, åñëè y 6=
n∑
i=1

Cixi, òî ïðè µl+1 ≤ δ < µl, l = 0, . . . , r, ìàêñè-

ìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó (26),
ðàâåí kl, a çíà÷èò, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (12), (13). Îñòàëüíûå
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûòåêàþò èç ëåì-
ìû.

Ïóñòü y =
n∑
i=1

Cixi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µl+1 ≤ δ < µl, 0 ≤ l ≤

r− 1. ×òîáû íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn),
Bi ≥ 0, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

(25), ñî çíà÷åíèåì ϕ(|C1|, . . . , |Cn|) = δ

n∑
i=1

|Ci|. Èç íåðàâåíñòâà

(28)
n∑

i=kl+1

C2
i ≤ Al+1

n∑
i=kl+1

|Ci|

ñëåäóåò, ÷òî

(29) δ2

( n∑
i=kl+1

|Ci|
)2

≥ δ2

( n∑
i=kl+1

C2
i

)2

A−2
l+1.

Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ

δ ≥ µl+1 = Al+1

(
‖y‖2 −

kl+1∑
i=1

C2
i + kl+1A

2
l+1

)−1/2

= Al+1

( n∑
i=kl+1

C2
i + klA

2
l+1

)−1/2

ïîëó÷àåì

(30) δ2

n∑
i=kl+1

C2
i ≥ A2

l+1(1− klδ2).

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (29), áóäåì èìåòü

δ2

( n∑
i=kl+1

|Ci|
)2

≥ (1− klδ2)
n∑

i=kl+1

C2
i = (1− klδ2)

(
‖y‖2 −

kl∑
i=1

C2
i

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

√
1− klδ2

√√√√‖y‖2 −
kl∑
i=1

C2
i + δ

kl∑
i=1

|Ci| ≤ δ
n∑
i=1

|Ci|.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âñåãäà ñòðîãîå, åñëè δ 6= µr. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè µl+1 ≤ δ < µl, 0 ≤ l ≤ r−2, íåðàâåíñòâî (28) ñòðîãîå, à ïðè µr ≤
δ < µr−1 íåðàâåíñòâî (30) ñòðîãîå. Èòàê, åñëè µl+1 ≤ δ < µl, 0 ≤
l ≤ r−1, δ 6= µr, åäèíñòâåííîé òî÷êîé, ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèþ
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ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâàìè
(27). Ïðè 0 = µr+1 ≤ δ < µr íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

√
1− kr−1δ2

√√√√‖y‖2 −
kr−1∑
i=1

C2
i + δ

kr−1∑
i=1

|Ci| > δ

n∑
i=1

|Ci|.

Òåì ñàìûì åäèíñòâåííîé òî÷êîé, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
(|C1|, . . . , |Cn|). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 è ëåììó, ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Ïóñòü, íàêîíåö, y =
n∑
i=1

Cixi è δ = µr. Â ñèëó ðàâåíñòâ

δ


‖y‖2 −

kr−1∑
i=1

C2
i

1− kr−1δ2


1/2

= δ


‖y‖2 −

kr−1+1∑
i=1

C2
i

1− (kr−1 + 1)δ2


1/2

= Ar

ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåí-
ñòâó (26), ðàâåí kr−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ϕ(B1, . . . , Bn) ñðåäè òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (18), (19),
åñòü

ϕkr−1 =
√

1− kr−1δ2

√√√√‖y‖2 −
kr−1∑
i=1

C2
i + δ

kr−1∑
i=1

|Ci|,

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå (B∗1 , . . . , B
∗
n),

B∗i =

|Ci| − δ
√√√√(‖y‖2 −

kr−1∑
i=1

C2
i

)/
(1− kr−1δ2), 1 ≤ i ≤ kr−1,

0, i > kr−1.

Îäíàêî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òàêæå çíà÷åíèÿ ϕ(B1, . . . , Bn) â
òî÷êàõ (Bλ

1 , . . . , B
λ
n)

(31) Bλ
i =

{
|Ci| − δλ, 1 ≤ i ≤ kr,

0, i > kr,

ïðè âñåõ λ ∈ [0, Ar
√
kr). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà

(Bλ
1 , . . . , B

λ
n) ïðè λ = Ar

√
kr ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (B∗1 , . . . , B

∗
n) è,

êðîìå òîãî, ϕ(Bλ
1 , . . . , B

λ
n) =

1√
kr

n∑
i=1

Ai = δ

n∑
i=1

|Ci| ïðè âñåõ

λ ∈ [0, Ar
√
kr]. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè



18 ÍÀÈËÓ×ØÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß

ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ íà òî÷êàõ, îïðå-
äåëåííûõ ðàâåíñòâîì (31), ïðè âñåõ λ ∈ [0, Ar

√
kr], è òîëüêî íà

íèõ. Èç òåîðåìû 1 è ëåììû âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû â ýòîì
ñëó÷àå. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 6. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(32) r1(x1, . . . , xn, δ)

=



√
kl − δ2

kl

√√√√kl

(
‖y‖2 −

n∑
i=kl+1

C2
i

)
−
( kl∑
i=1

|Ci|
)2

+
δ

kl

kl∑
i=1

|Ci|, µl−1 ≤ δ < µl, l = 1, . . . , r,

‖y‖, µr ≤ δ < µr+1,

ãäå µr+1 =∞, µ0 = 0,

µl =



kl∑
i=1

(|Ci| − Al+1)

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i +

kl∑
i=1

(|Ci| − Al+1)2

)1/2
, y 6= 0,

0, y = 0,

l = 1, . . . , r.

Ïðè δ = µ1 = 1/
√
k1 âñÿêèé ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðè-

áëèæåíèÿ èìååò âèä L(x) ≈ D

k1∑
i=1

signCil̃i(x) +

k2∑
i=k1+1

Cil̃i(x), ãäå

D ∈ [A2, A1]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè µl−1 ≤ δ < µl, l = 1, . . . , r+1,
åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

(33) L(x) ≈ D(δ)

kl∑
i=1

signCil̃i(x) +
kr∑

i=kl+1

Cil̃i(x),

ãäå

D(δ) =


(

1

kl

kl∑
i=1

(|Ci| − Al+1

)(
1− δ

µl

√
kl − µ2

l

kl − δ2

)
+ Al+1,

l 6= r + 1,

0, l = r + 1.

Äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

In(x1, . . . , xn, δ) =

{
kr, 0 ≤ δ < µr,

0, δ ≥ µr,

à åäèíñòâåííîé ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé ïðè 0 ≤ δ < µr
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà x1, . . . , xkr .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 èìååì

(34) r1(x1, . . . , xn, δ)

min
Di

√√√√‖y‖2 − 2
n∑
i=1

CiDi +
n∑
i=1

D2
i + δ max

1≤i≤n
|Di|

 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî r1(x1, . . . , xn, δ) = min
Bi≥0

ϕ(B1, . . . , Bn), ãäå

ϕ(B1, . . . , Bn) =

√√√√‖y‖2 − 2
n∑
i=1

|Ci|Bi +
n∑
i=1

B2
i + δ max

1≤i≤n
Bi.

Ïðè ýòîì òî÷êà (B1, . . . , Bn) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ ϕ(B1, . . . , Bn),
Bi ≥ 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà (B1 signC1, . . . , Bn signCn)
ìèíèìèçèðóåò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (34).
Ïóñòü òî÷êà (B1, . . . , Bn) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ ϕ(B1, . . . , Bn),

Bi ≥ 0, è Bi = Di, i ∈ τ = (i1, . . . , ik), 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, a
Bi < D, i /∈ τ . Â ñèëó íåðàâåíñòâà∑

i/∈τ

B2
i − 2

∑
i/∈τ

|Ci|Bi ≥ −
∑
i/∈τ

C2
i ,

êîòîðîå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè Bi = |Ci|, i /∈ τ , èìååì

ϕ(B1, . . . , Bn) = ψ(D) =

√
‖y‖2 −

∑
i/∈τ

C2
i + kD2 − 2D

∑
i∈τ

|Ci|+ δD

è |Ci| < D, i /∈ τ . Èç òîãî, ÷òî òî÷êà D ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì
ôóíêöèè ψ(D), D ≥ 0, ñëåäóåò, ÷òî ëèáî

(35) ψ′(D) =

kD −
∑
i∈τ

|Ci|√
‖y‖2 −

∑
i/∈τ

C2
i + kD2 − 2D

∑
i∈τ

|Ci|
+ δ = 0,

ëèáîD = B1 = . . . = Bn = 0, ëèáî ‖y‖2−
∑
i/∈τ

C2
i +kD2−2D

∑
i∈τ

|Ci| =

0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ñîãëàñíî óñëîâèþ D > max
i/∈τ
|Ci|, èìååò

ìåñòî òîëüêî, åñëè y =
n∑
i=1

Cixi, D = A1 è τ = (1, . . . , k1). Èç
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ðàâåíñòâà (35) ïîëó÷àåì

(36) D2(k2 − kδ2)− 2D(k − δ2)
∑
i∈τ

|Ci| −
(∑
i∈τ

|Ci|
)2

= δ2

(
‖y‖2 −

∑
i/∈τ

C2
i

)
= 0

ïðè óñëîâèè max
i/∈τ
|Ci| < D ≤ 1

k

∑
i∈τ

|Ci|. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâ-

íåíèå (36) ïðè δ =
√
k èìååò ðåøåíèå òîëüêî êîãäà τ = (1, . . . , k1).

Ñëåäîâàòåëüíî, k = k1, à ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáîå D ∈ (A2, A1].

Åñëè δ 6=
√
k, óðàâíåíèå (36) ïðè óñëîâèè D ≤ 1

k

∑
i∈τ

|Ci| èìååò

ðåøåíèå

(37) D =
1

k

∑
i∈τ

|Ci| −
δ

k

√√√√√√k

(
‖y‖2 −

∑
i/∈τ

C2
i

)
−
(∑
i∈τ

|Ci|
)2

k − δ2
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè y 6=
n∑
i=1

Cixi èëè y =
n∑
i=1

Cixi, íî δ 6=
√
k1,

ìèíèìóì ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, äîñòèãàåòñÿ ñðåäè òî÷åê
(0, . . . , 0), (B1, . . . , Bn), ãäå

(38) Bi =

{
D, i ∈ τ,
|Ci|, i /∈ τ,

a D îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (37). Êðîìå òîãî, äëÿ ïîäñèñòåìû
(Ci1 , . . . , Cik) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(39) max
i/∈τ
|Ci| <

1

k

∑
i∈τ

|Ci| −
δ

k

√√√√√√k

(
‖y‖2 −

∑
i/∈τ

C2
i

)
−
(∑
i∈τ

|Ci|
)2

k − δ2
.

Ïðè y =
n∑
i=1

Cixi, δ =
√
k1 ê ðàññìàòðèâàåìûì òî÷êàì íåîáõîäèìî

äîáàâèòü òî÷êè (B1, . . . , Bn),

Bi =

{
D, i = 1, . . . , k1,

|Ci|, i = k1 + 1, . . . , n,

ãäå D ∈ (A2, A1].
Ïóñòü åñòü ïîäñèñòåìà (Ci1 , . . . , Cik), τ = (i1, . . . , ik), óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèþ (39). Ïîëîæèì j = max
i/∈τ

i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè
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íåêîòîðîì s, 1 ≤ s ≤ k, âûïîëíåíî óñëîâèå is−1 < j < is, i0 = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîäñèñòåìà (Ci1 , . . . , Cis−1 , x, Cis+1 , . . . , Cik) ïðè âñåõ
x, |Cis| ≤ |x| ≤ |Cj|, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó
(40)

|x| < 1

k

∑
i∈τ

|gi| −
δ

k

√√√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

∑
i∈τ

g2
i −

(∑
i∈τ

|gi|
)2

k − δ2
,

ãäå

gi =

{
Ci, i 6= is,

x, i = is,
i ∈ τ.

Èç íåðàâåíñòâà (39) è òîãî, ÷òî max
i/∈τ
|Ci| = |Cj|, èìååì

|Cis| ≤ |x| ≤ |Cj| <
1

k

∑
i∈τ

|Ci| ≤
1

k

∑
i∈τ

|gi|.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

|x|+ |Cis| <
1

k

(∑
i∈τ

|Ci|+
∑
i∈τ

|gi|
)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ gi ñëåäóåò, ÷òî∑
i∈τ

|gi| −
∑
i∈τ

|Ci| = |x|+ |Cis| ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

k
(
x2 − C2

is

)
≤
(∑
i∈τ

|gi|
)2

−
(∑
i∈τ

|Ci|
)2

,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî

k
∑
i∈τ

g2
i −

(∑
i∈τ

|gi|
)2

≤ k
∑
i∈τ

C2
i −

(∑
i∈τ

|Ci|
)2

.

Ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

|Cis| ≤ |x| ≤ |Cj| <
1

k

∑
i∈τ

|Ci|

− δ

k

√√√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

∑
i∈τ

g2
i −

(∑
i∈τ

|gi|
)2

k − δ2

≤ 1

k

∑
i∈τ

|gi| −
δ

k

√√√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

∑
i∈τ

g2
i −

(∑
i∈τ

|gi|
)2

k − δ2
.
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Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (40) äîêàçàíî ïðè âñåõ õ, |Cis| ≤ |x| ≤
|Cj|. Èç íåðàâåíñòâà (40) ïðè x = Cj, à òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ
max
i/∈τ ′
|Ci| = |Cis| < |Cj|, ãäå τ ′ = (i1, . . . , is−1, j, is+1, . . . , ik), âûòåêàåò,

÷òî ïîäñèñòåìà τ ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39).
Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâîì (38), â ôóíêöèþ

ϕ(B1, . . . , Bn), äëÿ ïîäñèñòåìû τ ïîëó÷èì çíà÷åíèå α(Cis), à äëÿ τ
′

� çíà÷åíèå α(Cj), ãäå

α(x) =

√
k − δ2

k

√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

∑
i∈τ

g2
i −

(∑
i∈τ

|gi|
)2

+
δ

k

∑
i∈τ

|gi|.

Äîêàæåì, ÷òî

(41) α(Cj) ≤ α(Cis).

Ïóñòü |Cis | < |Cj|, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (41) î÷åâèä-
íûì îáðàçîì îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè α(x) ïðè |Cj| > |x| > |Cis| (íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà
îïðåäåëåíà)

α′(x) =
√
k − δ2


|x| − 1

k

∑
i∈τ

|gi|√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

∑
i∈τ

g2
i −

(∑
i∈τ

|gi|
)2

+
δ

k
√
k − δ2

 signx.

Èç íåðàâåíñòâà (40) ñëåäóåò, ÷òî α′(x) signx < 0. Îòñþäà è èç
íåïðåðûâíîñòè α(x) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (41).
Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn) ñðåäè

òî÷åê âèäà (38) ïðè ôèêñèðîâàííîì k ðàâåí

ϕk =

√
k − δ2

k

√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

k∑
i=1

C2
i −

( k∑
i=1

|Ci|
)2

+
δ

k

k∑
i=1

|Ci|.
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ïðè÷åì k ≥ k1.
Ïóñòü ïîäñèñòåìû (C1, . . . , Ck) è (C1, . . . , Ck+1) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ (39) è ëèáî y 6=
n∑
i=1

Cixi, ëèáî, åñëè y =
n∑
i=1

Cixi è k = k1

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà |Ck+1| = |Ck+2| = A2. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà

ϕk < ϕk+1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî k− δ2 > 0. Åñëè y 6=
n∑
i=1

Cixi èëè

k 6= k1 ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

k∑
i=1

C2
i −

( k∑
i=1

|Ci|
)2

> 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà y =
n∑
i=1

Cixi, k = k1 è |Ck+1| = |Ck+2| = A2, èç

óñëîâèÿ (39) äëÿ ñèñòåìû (C1, . . . , Ck+1) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî k1 −
δ2 > 0. Â ñèëó òîãî, ÷òî k − δ2 > 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(42)
(√

k − δ2fk − δek
)2

> 0,

ãäå

fk =
k∑
i=1

|Ci| − k|Ck+1|,

ek =

√√√√k

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ k

k∑
i=1

C2
i −

( k∑
i=1

|Ci|
)2

.

Óìíîæèâ íåðàâåíñòâî (42) íà k + 1, ïîëó÷èì

(k + 1)δ2e2
k − 2δ(k + 1)

√
k − δ2ekfk + (k + 1)(k − δ2)f 2

k > 0.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

k(k + 1)(k + 1− δ2)− (k + 1)2(k − δ2) = (k + 1)δ2,

k(k + 1− δ2)− δ2 = (k + 1)(k − δ2),

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(43) k2(k + 1− δ2)

(
k + 1

k
e2
k +

1

k
f 2
k

)
> (k + 1)2(k − δ2)e2

k + 2δ(k + 1)
√
k − δ2ekfk + δ2f 2

k .

Ëåãêî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

(44) e2
k+1 =

k + 1

k
e2
k +

1

k
f 2
k .
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Òàêèì îáðàçîì, èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (43),
áóäåì èìåòü

k
√
k + 1− δ2ek+1 > (k + 1)

√
k − δ2ek + δfk.

Îòñþäà â ñèëó ðàâåíñòâà

(k + 1)
k∑
i=1

|Ci| − k
k+1∑
i=1

|Ci| = fk

ïîëó÷àåì

k
√
k + 1− δ2ek+1 + kδ

k+1∑
i=1

|Ci| > (k + 1)
√
k − δ2ek + (k + 1)δ

k∑
i=1

|Ci|,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕk+1 > ϕk.
Ïóñòü ïîäñèñòåìà (C1, . . . , Ck+1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39) è
|Ck+1| = |Ck+2|. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà ïîäñèñòåìà (C1, . . . , Ck) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39). Äëÿ ïîäñèñòåìû (C1, . . . , Ck+1) ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Ck+2| <
1

k + 1

k+1∑
i=1

|Ci| −
δ

k + 1

ek+1√
k + 1− δ2

.

Îòñþäà â ñèëó òîãî, ÷òî |Ck+2| = |Ck+1| è
k+1∑
i=1

|Ci|−(k+1)|Ck+1| = fk,

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (k + 1− δ2)f 2
k > δ2e2

k+1.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (44), ïîëó÷èì

(k + 1− δ2)f 2
k > δ2

(
k + 1

k
e2
k +

1

k
f 2
k

)
,

à ñëåäîâàòåëüíî, (k − δ2)f 2
k > δ2e2

k. Ïîýòîìó

(45) |Ck+1| <
1

k

k∑
i=1

|Ci| −
δ

k

ek√
k − δ2

,

ò. å. ñèñòåìà (C1, . . . , Ck) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39).
Ïóñòü ïîäñèñòåìà (C1, . . . , Ck) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39) è ëèáî

y 6=
n∑
i=1

Cixi, ëèáî, åñëè y =
n∑
i=1

Cixi, òî k > k1 Òîãäà ek > 0, à

ñëåäîâàòåëüíî, k − δ2 > 0. Ïîâòîðÿÿ ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ
â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷àåì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (45) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

|Ck+1| <
1

k + 1

k+1∑
i=1

|Ci| −
δ

k + 1

ek+1√
k + 1− δ2

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî |Ck+2| ≤ |Ck+1|, ñèñòåìà (C1, . . . , Ck+1) òàêæå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (39).
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn)

ñðåäè òî÷åê âèäà (38) ðàâåí ϕkl , åñëè y 6=
n∑
i=1

Cixi, è ðàâåí

min(ϕkl , ϕk1), åñëè y =
n∑
i=1

Cixi, δ 6=
√
k1; çäåñü kl, l = 1, . . . , r, �

ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû (C1, . . . , Ckl), óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèþ (39), è òàêîé, ÷òî kl > k1 ïðè y =
n∑
i=1

Cixi. Ïðè ýòîì ìè-

íèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (|C1|, . . . , |Cn|) èëè â òî÷êå (B1, . . . , Bn),
ãäå
(46)

Bi =



1

kl

kl∑
i=1

|Ci|

− δ
kl

√√√√√√kl

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ kl

kl∑
i=1

C2
i −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2

kl − δ2
,

i = 1, . . . , kl,

|Ci|, i = kl + 1, . . . , n.

Åäèíñòâåííîñòü òî÷êè, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, âûòåêàåò
èç òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî (41) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, åñëè |Cis| < |Cj|.
Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ δ ñèñòåìà (C1, . . . , Ckl) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ (39). Ïðè r = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî, ïîýòîìó áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî r > 0. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(47)
1

kl

kl∑
i=1

|Ci| −
δ

kl

√√√√√√kl

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ kl

kl∑
i=1

C2
i −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2

kl − δ2

=

(
1

kl

kl∑
i=1

(|Ci| − Al+1

)(
1− δ

µl

√
kl − µ2

l

kl − δ2

)
+ Al+1, l = 1, . . . , r,

ãäå µl îïðåäåëåíû â óñëîâèè òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ
(39) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(
1

kl

kl∑
i=1

(|Ci| − Al+1

)(
1− δ

µl

√
kl − µ2

l

kl − δ2

)
> 0.
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

δ

√
kl − µ2

l

kl − δ2
< µl.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè µl <
√
kl (à µl ïðè âñåõ 1 ≤ l ≤ r óäîâëå-

òâîðÿåò íåðàâåíñòâó µl ≤
√
kl ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü

ïðè y =
n∑
i=1

Cixi è l = 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî δ < µl. Èòàê,

åñëè y =
n∑
i=1

Cixi, òî ïðè µl−1 ≤ δ < µl, l = 1, . . . , r, ìèíèìàëüíûé

ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (39), ðàâåí kl, à
ïðè δ ≥ µr òàêèõ ïîäñèñòåì íåò è åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìèíèìóìà
ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (0, . . . , 0).
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

√
k − δ2

kl

√√√√kl

(
‖y‖2 −

n∑
i=1

C2
i

)
+ kl

kl∑
i=1

C2
i −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2

+
δ

kl

kl∑
i=1

|Ci| < ‖y‖.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçóÿ òî÷êó (B1, . . . , Bn), îïðåäåëåííóþ ðà-
âåíñòâîì (46), ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (47), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ
(32), (33).

Ïóñòü y =
n∑
i=1

Cixi è δ 6= µ1. Åñëè δ 6= µr ïðè r > 1 è δ > µr ïðè

r = 1, òî â ñèëó ðàâåíñòâà µr =
kr∑
i=1

|Ci|/‖y‖

‖y‖ ≤

kr∑
i=1

|Ci|

‖y‖
≤ δA1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âñåãäà ñòðîãîå, òàê êàê ëèáî ‖y‖2 <
kr∑
i=1

|Ci|Ai ïðè r > 1, ëèáî δ > µr ïðè r = 1. Îòñþäà ñëåäóþò

ñîîòíîøåíèÿ (32), (33) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µl−1 ≤ δ < µl, l = 2, . . . , r; òîãäà ìèíèìàëü-

íûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (39), ñòðîãî
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áîëüøèé k1, ðàâåí kl. Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(48)

√
k − δ2

kl

√√√√kl

(
‖y‖2 −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2

+
δ

kl

kl∑
i=1

|Ci| < δA1.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ

ñëó÷àÿ y =
n∑
i=1

Cixi, µ1 < δ < µr.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè yi ≥ 0, i = 1, . . . , k, è
k∑
i=1

y2
i > 0 èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

(49)

k
k∑
i=1

y2
i −

( k∑
i=1

yi

)2

k∑
i=1

(yi − a)2

≤

( k∑
i=1

yi

)2

k∑
i=1

y2
i

,

ãäå a ≥ yi, i = 1, . . . , k. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ α2 =
k∑
i=1

y2
i , β =

k∑
i=1

yi.

Èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

(50) α2 ≤ aβ, β2 ≤ kα2, β ≤ ak

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (αβ − α2)[kα2 − β2 + β(ka − β)] ≥ 0. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî kα4 − α2β2 ≤ β2α2 − 2aβ3 + ka2β2, è ñëåäîâàòåëüíî,

kα2 − β2

α2 − 2aβ + ka2
≤ β2

α2
.

Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (49) äîêàçàíî.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà èç y1, . . . , yk

ðàçëè÷íû, íåðàâåíñòâà (50), à ñëåäîâàòåëüíî, è íåðàâåíñòâî (49)
ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.
Ïîëîæèâ yi = |Ci| − Al, a = A1 − Al è k = kl îò íåðàâåíñòâà (49)

ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

kl

kl∑
i=1

C2
i −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2

kl∑
i=1

(|Ci| − A1)2

≤

[ kl∑
i=1

(|Ci| − Al)
]2

kl∑
i=1

(|Ci| − Al)2

.
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Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî

(51) δ ≥ µl−1 =

kl−1∑
i=1

(|Ci| − Al)√√√√kl−1∑
i=1

(|Ci| − Al)2

=

kl∑
i=1

(|Ci| − Al)√√√√ kl∑
i=1

(|Ci| − Al)2

,

ïðè÷åì ïðè l = 2 íåðàâåíñòâî â ñîîòíîøåíèè (51) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì,
à ïðè l > 2 õîòÿ áû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà èç |C1|−Al, . . . , |Ckl |−
Al ðàçëè÷íû, èìååì

kl

kl∑
i=1

C2
i −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2

kl∑
i=1

(|Ci| − A1)2

< δ2.

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(kl − δ2)

[
kl

kl∑
i=1

C2
i −

( kl∑
i=1

|Ci|
)2]

< δ2

( kl∑
i=1

|Ci| − klA1

)2

,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò (48).

Ïóñòü òåïåðü y =
n∑
i=1

Cixi è 0 ≤ δ < µ1 =
√
k1. Ñîîòíîøåíèÿ (32),

(33) â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþò èç ëåãêî äîêàçûâàåìîãî íåðàâåíñòâà

√
k2 − δ2

k2

√√√√k2

k2∑
i=1

C2
i −

( k2∑
i=1

|Ci|
)2

+
δ

k2

k2∑
i=1

|Ci| > δA1.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà y =
n∑
i=1

Cixi è δ = µ1 =

√
k1. Ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîäñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-

âèþ (39), ðàâåí â ýòîì ñëó÷àå k2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn) ñðåäè òî÷åê âèäà (38) åñòü

√
k2 − k1

k2

√√√√k2

k2∑
i=1

C2
i −

( k2∑
i=1

|Ci|
)2

+

√
k1

k2

k2∑
i=1

|Ci| =
√
k1A1,

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé (ñðåäè òî÷åê âèäà (38)) òî÷êå

Bi =

{
A2, 1 ≤ i ≤ k2,

|Ci|, i > k2.
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Îäíàêî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü òàêæå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ,
îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè

(52) Bi =

{
D, 1 ≤ i ≤ k1,

|Ci|, i > k1,

ãäå D ∈ (A2, A1]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ òî-
÷åê ϕ(B1, . . . , Bn) =

√
k1A1. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå çíà÷å-

íèå ôóíêöèè ϕ(B1, . . . , Bn), Bi ≥ 0, â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ íà
òî÷êàõ, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâîì (52) ïðè D ∈ [A2, A1], è òîëüêî
íà íèõ.
Òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèÿ (32), (33) äîêàçàíû. Óòâåðæäåíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè è ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñè-
ñòåìû ñëåäóþò èç ëåììû. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íåñêîëüêî èíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìûì,
ïðèâåäåíû â ðàáîòå [4].

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ
14/III 1979 ã.
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