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Ââåäåíèå

Ïóñòü L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà âåùåñòâåííîì ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå X, W � ìíîæåñòâî èç X. Â ðàáîòàõ [1], [2]
áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèîíàëà
L íà ìíîæåñòâå W ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln. Ïîãðåø-
íîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íàçûâàëàñü âåëè÷èíà

r(L, l) = inf
T

sup
x∈W
|L(x)− T (lx)|,

ãäå lx = (l1(x), . . . , ln(x)), a T : Rn → R. Ìåòîä T0 íàçûâàëñÿ íàè-
ëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ, åñëè âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

sup
x∈W
|L(x)− T0(lx)| = r(L, l).

Â ýòèõ æå ðàáîòàõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà W � âû-
ïóêëîå è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî ñ öåíòðîì ñèììåò-
ðèè 0, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(L, l) = sup
x∈W0

|L(x)|,

ãäå W0 = {x ∈ W : lx = 0}, ïðè÷åì ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ

ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

(
ò. å. èìåþùèé âèä T (lx) =

n∑
j=1

Djlj(x)

)
.

Ýòà çàäà÷à, à òàêæå çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû r(L, l) çà ñ÷åò
âûáîðà ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ðàññìàò-
ðèâàëèñü â ðàáîòàõ [3�9].
Â ðàáîòå [10] ïîñëå îáîáùåíèÿ äàííîé ïîñòàíîâêè è ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ðåçóëüòàòîâ íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à
ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì â êî-
íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
Â ñèëó òîãî, ÷òî â çàäà÷àõ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëû l1, . . . , ln

÷àñòî áûâàþò èçâåñòíû ñ ïîãðåøíîñòüþ, â ðàáîòå [11] áûëî ïðåäëî-
æåíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L ïî çíà-

÷åíèÿì l̃1, . . . , l̃n òàêèì, ÷òî l̃i(x) = li(x) +ρi(x), ãäå ïðè âñåõ x ∈ W
äëÿ ρ(x) = (ρ1(x), . . . , ρn(x)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖ρ(x)‖ ≤ δ, à
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‖ · ‖ � êàêàÿ-ëèáî íîðìà â Rn. Ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàëàñü âåëè÷èíà

(0.1) r(L, l, δ) = inf
T

sup
x∈W

sup
‖ρ‖≤δ

|L(x)− T (l̃x)|,

à íàèëó÷øèì ìåòîäîì � ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíü â ðàâåíñòâå (0.1).
Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, à òàêæå

ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ê êîíêðåòíûì
êëàññàì ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [12�14] (ñì. òàêæå [15],
[16]).
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ðåçóëüòàò, âûòåêàþùèé èç ðàáîò [10�12].

Òåîðåìà A. Ïóñòü L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà âåùå-

ñòâåííîì (êîìïëåêñíîì) ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X. Ìíîæåñòâî

W ⊂ X ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ñ öåí-

òðîì ñèììåòðèè 0 (âûïóêëûì è êðóãîâûì). Òîãäà ïðè âñåõ δ ≥ 0:
1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(L, l, δ) = sup
x∈Wδ

|L(x)|,

ãäå Wδ = {x ∈ W : ‖lx‖ ≤ δ}, ïðè÷åì ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ

ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé, ò. å. èìåþùèé âèä

(0.2) L(x) ≈
n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x);

2) åñëè ôóíêöèÿ ϕj(ε, δ) = sup
x∈Aj(ε,δ)

ReL(x) (è ψj(ε, δ) = ϕj(iε, δ)),

ãäå Aj(ε, δ) = {x ∈ W : ImL(x) = 0, ‖lx − εej‖ ≤ δ‖}, {ej} ={
0, j 6= k,

1, j = k,
äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå ïî ε, òî êîýôôèöèåíò Dj(δ) â

ëèíåéíîì íàèëó÷øåì ìåòîäå (0.2) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî: Dj(δ) =
∂ϕj(0, δ)

∂ε

(
Dj(δ) =

∂ϕj(0, δ)

∂ε
− i∂ψj(0, δ)

∂ε

)
;

3) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(0.3) r(L, l, δ) = min
Dj∈R(C)

{
sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Djlj(x)

∣∣∣∣+ δ‖D‖∗
}
,

ãäå

‖D‖∗ = sup
y∈Rn(Cn)
‖y‖≤1

∣∣∣∣ n∑
j=1

Djyj

∣∣∣∣,
à ìåòîä (0.2) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

D1(δ), . . . , Dn(δ) ìèíèìèçèðóþò ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (0.3).
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Äëÿ çàäà÷ ïðèáëèæåíèÿ ïî ôóíêöèîíàëàì l1, . . . , ln, çàäàííûì ñ
ïîãðåøíîñòüþ, õàðàêòåðåí ñëó÷àé, êîãäà èíôîðìàöèÿ î íåêîòîðûõ
ôóíêöèîíàëàõ ÿâëÿåòñÿ ëèøíåé. Ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L ïî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì íåêîòîðîé
ïîäñèñòåìû ôóíêöèîíàëîâ lτ = (li1 , . . . , lik), τ = (i1, . . . , ik), íàçâàâ
ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíó

r(L, lτ , δ) = inf
T

sup
x∈W

sup
‖ρ‖≤δ

|L(x)− T (Pτ l̃x)|,

ãäå T : Rk → R, à Pτ l̃x = (l̃i1 , . . . , l̃ik). Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ ïî ïîäñèñòåìå lτ âûïîëíåíî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

(0.4) r(L, lτ , δ) ≥ r(L, l, δ).

Â ðàáîòå [17] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè
ñèñòåìû In(l1, . . . , ln, δ) êàê íàèìåíüøåãî ÷èñëà ôóíêöèîíàëîâ â
ïîäñèñòåìàõ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå (0.4) îáðàùàåòñÿ â ðàâåí-
ñòâî. Ïîäñèñòåìû, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, ÷èñëî ôóíêöèîíà-
ëîâ â êîòîðûõ ðàâíÿëîñü ïîðÿäêó èíôîðìàòèâíîñòè, íàçûâàëèñü
ïîëíûìè èíôîðìàòèâíûìè ñèñòåìàìè. Ðàáîòà [17] áûëà ïîñâÿùå-
íà èññëåäîâàíèþ ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà X � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî.
Ýôôåêò �ëèøíåé èíôîðìàöèè� áûë îòìå÷åí òàêæå â ðàáîòå [18],

â êîòîðîé èçó÷àëàñü çàäà÷à íàèëó÷øåé èíòåðïîëÿöèè íà êëàññå
ãëàäêèõ ôóíêöèé ïî íåòî÷íûì äàííûì. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáî-
òû è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ñòàòüå, íåñìîòðÿ íà ðàçëè-
÷èÿ èññëåäóåìûõ êëàññîâ ôóíêöèé, àíàëîãè÷íû. Àíàëîãèÿ ìåæ-
äó çàäà÷àìè ïðèáëèæåíèÿ ïî òî÷íûì äàííûì íà êëàññàõ ãëàäêèõ
ôóíêöèé, ãäå ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò èäåàëüíûå ñïëàéíû, è çà-
äà÷àìè ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãäå ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ðîëü èãðàþò ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, îòìå÷àëàñü â
ðàáîòå [14]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà àíàëîãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ è â ñëó÷àå
ïðèáëèæåíèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà èíôîðìàöèÿ î íåêîòîðûõ

èç ôóíêöèîíàëîâ íå óìåíüøàåò ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ, èìååò ìåñòî è äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïî òî÷íûì äàííûì, õîòÿ,
âèäèìî, íå ñòîëü õàðàêòåðíà, êàê â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ïî íåòî÷-
íûì äàííûì. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ÷åðåç W (2n)(M ; a, b) îáîçíà÷èòü
êëàññ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [a, b] è óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |f (2n)(x)| ≤ M , x ∈ [a, b], òî íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðè-

áëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(f) =

∫ b

a

f(x)p(x) dx, p(x) > 0, ïî òî÷-

íûì çíà÷åíèÿì f(x1), f
′(x1), . . . , f(xn), f ′(xn) ÿâëÿåòñÿ ïðîèíòåãðè-

ðîâàííàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ýðìèòà

(0.5)

∫ b

a

f(x)p(x) dx ≈
n∑
j=1

Cjf(xj) +
n∑
j=1

Djf
′(xj)
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ñ ïîãðåøíîñòüþ

r(x1, . . . , xn) =
M

(2n)!

∫ b

a

n∏
j=1

(x− xj)2p(x) dx.

Ýòîò ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä, îïèñàííûé â
ðàáîòå [11] (êîýôôèöèåíòû Cj è Dj ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì
âèäå).
Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü îïòèìàëüíóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó

(îïòèìàëüíûì íàçûâàþò ìåòîä, ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî ìèíèìèçè-
ðîâàíà çà ñ÷åò âûáîðà óçëîâ), òî êîýôôèöèåíòû Dj îáðàòÿòñÿ â
íóëü, è â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå, ÿâëÿþùåéñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìó-
ëîé Ãàóññà, èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ f ′(x01), . . . , f

′(x0n) ó÷èòûâàòü-
ñÿ íå áóäåò. Èíòåðåñíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè
ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû íà êëàññå àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. [5]).
Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êîòîðàÿ áóäåò èññëåäîâàòüñÿ â

äàííîé ðàáîòå. Ïóñòü B � êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå
K = {z : |z| < 1} ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |f(z)| ≤ 1,
z ∈ K. Ïîëîæèì â (0.1) W = B, L(f) = f(z0), lj(f) = f(zj),
j = 1, . . . , n, ãäå z0 ∈ K, z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç êðóãà K,
à ‖ρ‖ = max

j
|ρj|. Ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ñèëó

ýòîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç r(z0, z1, . . . , zn, δ). Òðåáóåòñÿ íàéòè
âåëè÷èíó r(z0, z1, . . . , zn, δ), íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ, ïîðÿ-
äîê èíôîðìàòèâíîñòè ñèñòåìû f(z1), . . . , f(zn), êîòîðûé áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç In(z0, z1, . . . , zn, δ), è ïîëíûå èíôîðìàòèâíûå ñèñòå-
ìû (óçëû). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà òî÷êè z0, z1, . . . , zn ëåæàò íà âåùåñòâåííîé îñè.
Â ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷å áîëüøóþ ðîëü èãðàåò îáîáùåííàÿ

ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à Õåéíñà�Óîëøà (ñì. [19]) î íàõîæäåíèè âåëè-
÷èíû

(0.6) sup
f∈B

|f(z)|≤δ<1, z∈E

|f(z0)|.

Òåîðåìà B. Ïóñòü E ⊂ (−1, 1) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðè

δ > 0 ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗(z) â çàäà÷å (0.6), ãäå z0 ∈ (−1, 1)\
E, åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ eiα, α ∈ R, è èìååò

âèä

f ∗(z) = eiα
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1).

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî DN = {z1, . . . , zN}, zj ∈ E, òà-
êîå, ÷òî |f(z)| = δ, z ∈ DN , è ðåøåíèå çàäà÷è (0.6) íà ìíîæåñòâå

E ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì íà ìíîæåñòâå DN .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4.7 ðàáîòû [19] ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðå-
ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗(z) â çàäà÷å (0.6) åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ eiα è èìååò âèä

f ∗(z) = eiα
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, |αj| < 1.

Ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà DN âûòåêàåò èç òåîðåìû 6.1 òîé æå ðà-
áîòû. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü âåùåñòâåííîñòü íóëåé f ∗(z). Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

g(z) =
m∏
j=1
j 6=k

z − αj
1− αjz

· z − αk
1− αkz

.

Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà ïðè z ∈ (−1, 1)∣∣∣∣ z − αk1− αkz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ z − αk1− αkz

∣∣∣∣
ñëåäóåò, ÷òî g(z) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé â çàäà÷å
(0.6). Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåêîòîðîì β ∈ R äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî eiβg(z) = f ∗(z), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî αk = αk. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà. �

�1. Ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ è ïîðÿäîê

èíôîðìàòèâíîñòè

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1.1. Ïîëîæèì

B1(z) = eiα
n∏
j=1

z − αj
1− αjz

, |αj| < 1, B2(z) = eiβ
k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, |βj| < 1.

Ïóñòü ðàçíîñòü Φ(z) = B1(z)−B2(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü â l òî÷êàõ
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1. Òîãäà åñëè B1(z) 6≡ B2(z), òî
÷èñëî íóëåé m (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ôóíêöèè Φ(z) â êðóãå K =
{z : |z| < 1} óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(1.1) m ≤ n+ k − l
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

Φ(z) = p(z)

[ n∏
j=1

(1− αjz)
k∏
j=1

(1− βjz)

]−1
,

ãäå

p(z) = eiα
n∏
j=1

(z − αj)
k∏
j=1

(1− βjz)− eiβ
k∏
j=1

(z − βj)
n∏
j=1

(1− αjz).
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Ïðè âñåõ z 6= 0 èìååì

(1.2) p

(
1

z

)
= −e−i(α+β)p(z)z−(n+k).

Â ñèëó òîãî, ÷òî p(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå n+k,
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

p(z) = Czp
s∏
j=1

(z − aj)kj , p+
s∑
j=1

kj ≤ n+ k,

ãäå a1, . . . , as ðàçëè÷íû è íå ðàâíû íóëþ. Èç ðàâåíñòâà (1.2) èìååì

Cz−p
s∏
j=1

(
1

z
− aj

)kj
= −e−i(α+β)z−(n+k)Czp

s∏
j=1

(z − aj)kj .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

zn+k
s∏
j=1

(
z − 1

aj

)kj
= z

2p+
s∑
j=1

kj
s∏
j=1

(z − aj)kj .

Ñëåäîâàòåëüíî, n+k = 2p+
s∑
j=1

kj è, åñëè aj � êîðåíü p(z) êðàòíîñòè

kj, òî a−1j òàêæå êîðåíü êðàòíîñòè kj. Ïóñòü r � ÷èñëî íóëåé
ôóíêöèè Φ(z), à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè p(z), ëåæàùèõ â êðóãå
K è îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Òîãäà

p+ 2r + l ≤ p+
s∑
j=1

kj = n+ k − p.

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî íóëåé â
êðóãå K ðàâíî p+ r, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (1.1). Ëåììà äîêàçàíà.

�

Ëåììà 1.2. Ïóñòü −1 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3 < b3 < 1,

z0 ∈ (b2, a3) è f(z) =
z − α1

1− α1z
· z − α2

1− α2z
, ãäå b1 < α1 ≤ α2 < a2. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(z) ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì

(1.3) |g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [ai, bi], i = 1, 2, 3, |g(z0)| > |f(z0)|.

Ïðè b2 < α1 ≤ α2 < a3 è z0 ∈ (b1, a2) òàêæå ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

g(z) ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà b1 < α1 <
α2 < a2 è z0 ∈ (b2, a3). Ïîëîæèì z1 = b2, z2 = a3,

Ai = f(zi), Ai(β) = Ai
1− βzi
β − zi

, i = 1, 2.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè β, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, ñóùåñòâóþò
γ1, γ2, áëèçêèå ê α1, α2, òàêèå, ÷òî

(1.4)
zi − γ1
1− γ1zi

· zi − γ2
1− γ2zi

= Ai(β), i = 1, 2.

Ðàâåíñòâà (1.4) ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå

zi [Ai(β)− 1] p+
[
1− Ai(β)z2i

]
q = Ai(β)− z2i , i = 1, 2,

ãäå p = γ1 + γ2, q = γ1γ2. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü
ýòîé ñèñòåìû ïðè β → 1 ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå, îòëè÷íîé îò íóëÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè β, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, çíà÷åíèÿ p
è q áóäóò îïðåäåëåíû è áëèçêè ê çíà÷åíèÿì α1 +α2 è α1α2. Â ñèëó
òîãî, ÷òî α1 6= α2, ïðè β, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, p2 − 4q >
0. Òàêèì îáðàçîì, γ1, γ2 áóäóò âåùåñòâåííû è áëèçêè ê α1, α2.
Âûáåðåì β ∈ (b3, 1) òàê, ÷òîáû γ1, γ2 ∈ (b1, a2).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ

g(z) =
z − γ1
1− γ1z

· z − γ2
1− γ2z

· β − z
1− βz

.

Âñëåäñòâèå âûáîðà γ1, γ2 ðàçíîñòü g(z) − f(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïðè z = b2, a3,−1. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî â êðóãå K ó ýòîé
ðàçíîñòè ëèøü äâà êîðíÿ b2 è a3 (îáà êðàòíîñòè åäèíèöà). Ñëåäî-
âàòåëüíî, g(z)− f(z) ≤ 0 ïðè z ∈ [ai, bi], i = 1, 2, 3, è g(z)− f(z) > 0
ïðè z ∈ (b2, a3). Èç òîãî, ÷òî γ1, γ2 ∈ (b1, a2), à β ∈ (b3, 1), âûòå-
êàåò íåðàâåíñòâî g(z) > 0 ïðè z ∈ [ai, bi], i = 1, 2, 3. Òåì ñàìûì
íåðàâåíñòâà (1.3) äëÿ ôóíêöèè g(z) äîêàçàíû.
Ïóñòü òåïåðü b1 < α1 = α2 < a2, z0 ∈ (b2, a3). Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ

f1(z) =
f(z)− ε2

1− ε2f(z)
=

z − α̃1

1− α̃1z
· z − α̃2

1− α̃2z
,

ãäå α̃1 =
α1 + ε

1 + εα1

, α̃2 =
α1 − ε
1− εα1

. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà b1 < α̃1 < α̃2 < a2. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g1(z) ∈ B òàêàÿ, ÷òî

(1.5) 0 < g1(z) ≤ f1(z), z ∈ [ai, bi], i = 1, 2, 3, g1(z0) > f1(z0).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) =
g1(z) + ε2

1 + ε2g1(z)
. Èç íåðàâåíñòâ (1.5) è òî-

ãî, ÷òî f(z) =
f1(z) + ε2

1 + ε2f1(z)
, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (1.5)

äëÿ ôóíêöèé g(z) è f(z), à òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé
(1.3) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü b2 < α1 ≤ α2 < a3, z0 ∈ (b1, a2). Ðàññìàòðèâàÿ îò-

ðåçêè [−bi,−ai], i = 1, 2, 3, òî÷êó −z0 ∈ (−a2,−b1) è ôóíêöèþ
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f1(z) =
z + α1

1 + α1z
· z + α2

1 + α2z
, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ g1(z) ∈ B,

óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâàì

|g1(z)| ≤ |f1(z)|, z ∈ [−bi,−ai], i = 1, 2, 3, |g1(−z0)| > |f1(−z0)|.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) = g1(−z) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâàì (1.3), òàê êàê f(z) = −f1(−z). Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 1.3. Ïóñòü −1 < a1 < b1 < a2 < b2 < 1, z0 ∈ (b1, a2) è

f(z) =
z − α
1− αz

, ãäå α ∈ (b1, a2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(z) ∈
B, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì

(1.6) |g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [ai, bi], i = 1, 2, |g(z0)| > |f(z0)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ≤ z0. Ïîëîæèì

γ =
a2 − A
1− Aa2

, A =
a2 − α
1− αa2

· 1− βa2
β − a2

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî γ → α−0, åñëè β → 1−0, ìîæíî âûáðàòü β ∈ (b2, 1)
òàê, ÷òîáû γ ∈ (b1, α). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) =
z − γ
1− γz

· β − z
1− βz

.

Âñëåäñòâèå âûáîðà γ ðàçíîñòü g(z) − f(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
z = a2,−1. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî â êðóãå K ó ýòîé ðàçíîñòè
ëèøü îäèí êîðåíü a2. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z)−g(z) ≥ 0 ïðè a2 ≤ z < 1
è f(z)− g(z) ≤ 0 ïðè −1 < z ≤ a2. Òàê êàê g(z) > 0 ïðè z ∈ (γ, b2),
èìååì

|g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [a2, b2], |g(z0)| > |f(z0)|.
Íåðàâåíñòâî |g(z)| ≤ |f(z)|, z ∈ [a1, b1], ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî f(z) ≤
g(z) < 0 ïðè z ∈ (−1, b1].
Ñëó÷àé α > z0 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïóòåì ïåðåõîäà ê îòðåçêàì

[−bi,−ai], i = 1, 2, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ëåììû 1.2. Ëåììà äîêàçàíà. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B0 êëàññ ôóíêöèé èç B, âåùåñòâåííûõ íà èí-
òåðâàëå (−1, 1).

Ëåììà 1.4. Ïóñòü −1 = z0 < z1 < . . . < zn < zn+1 = 1.
1) Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ∈ B0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(1.7) f(zj) = δ
(0)
j , j = 1, . . . , n,

åäèíñòâåííà, òî îíà èìååò âèä

f(z) = λ

k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, |αj| < 1,

ãäå k < n, à λ = 1 èëè −1.
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2) Åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç B0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(1.7), ñîäåðæèò áîëåå îäíîé ôóíêöèè, òî îíî ñîäåðæèò ôóíêöèþ

âèäà

(1.8) g0(z) = (−1)n+p
n∏
j=1

z − αj
1− αjz

, |αj| < 1, 0 ≤ p ≤ n,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

(1.9)

gm−1(z) =

[
z − zm
1− zmz

gm(z) + δ(m−1)m

] [
1 + δ(m−1)m

z − zm
1− zmz

gm(z)

]−1
,

ãäå gn(z) = (−1)n+p,

δ
(m)
k =

1− zmzk
zk − zm

· δ
(m−1)
k − δ(m−1)m

1− δ(m−1)m δ
(m−1)
k

, k = m+1, . . . , n, m = 1, . . . , n−1.

3) Åñëè ôóíêöèÿ g0 ∈ B0 èìååò âèä (1.8), òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
g(z) ∈ B0, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

(1.10)
(−1)j+p[g(zj)− g0(zj)] ≤ 0, j = 1, . . . , p,

(−1)j+p+1[g(zj)− g0(zj)] ≤ 0, j = p+ 1, . . . , n,

è äëÿ ëþáîãî z∗ ∈ (zp, zp+1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g(z∗) ≤ g0(z
∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ f(z) ∈
B0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1.7), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

|δ(0)1 | < 1, . . . , |δ(k−1)k | < 1, |δ(k)k+1| = 1, δ
(k)
k+1 = . . . = δ(k)n ;(1.11)

|δ(0)1 | < 1, . . . , |δ(n−1)n | < 1.(1.12)

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (1.11) ôóíêöèÿ f(z) åäèíñòâåííà è

ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë (1.9) ïðè m = 1, . . . , k, ãäå gk(z) = δ
(k)
k+1, à

f(z) = g0(z). Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (1.12) ôóíêöèÿ f(z) íå
åäèíñòâåííà. Âñå òàêèå ôóíêöèè è òîëüêî òàêèå ôóíêöèè ïîëó÷à-
þòñÿ èç ôîðìóë (1.9), ãäå gn(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç B0, à
f(z) = g0(z). Ýòè óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ êëàññà B (ñì. [20, ñ. 344]).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ ëåììû îñòàåòñÿ äîêà-

çàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

g(z) =
Bm(z) + α

1 + αBm(z)
, α ∈ (−1, 1),

ãäå Bm(z) ∈ B0 è èìååò âèä

Bm(z) = λ
m∏
j=1

z − βj
1− βjz

, |βj| < 1,
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à λ = 1 èëè −1, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

g(z) = λ

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, |αj| < 1.

Ïîñëåäíåå íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì Bm(1/z) =
B−1m (z).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîé ôóíêöèè èç êëàññà B0, óäîâëå-

òâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì (1.7). Ïîëîæèì ϕ(t) = g0(z
∗), ãäå g0(z

∗)
îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ (1.9) ïðè gn(z∗) = t. Èìååì

ϕ′(t) =
n∏
j=1

z∗ − zj
1− zjz∗

[
1−

(
δ
(j−1)
j

)2] [
1 + δ

(j−1)
j

z∗ − zj
1− zjz∗

gj(z
∗)

]−2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè z∗ ∈ (zp, zp+1) ôóíêöèÿ ϕ(t) ïðèíèìàåò ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå íà îòðåçêå [−1, 1] â òî÷êå t = (−1)n+p. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñðåäè âñåõ ôóíêöèé èç êëàññà B0, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ðàâåíñòâàì (1.7) (åñëè ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîé òàêîé ôóíêöèè),
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå z∗ ∈ (zp, zp+1) ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ
âèäà (1.8).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g(z) ∈ B0, óäîâëå-

òâîðÿþùåé óñëîâèÿì (1.10), ãäå g0(z) ∈ B0 è èìååò âèä (1.8),
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî g(z∗) > g0(z

∗). Ïîêàæåì, ÷òî ðàçíîñòü
Φ(z) := g(z)− g0(z) ïðè z ∈ (−1, 1) èìååò íå ìåíåå n íóëåé. Ïîëî-
æèì uj = zj, j = 1, . . . , p, up+1 = z∗, uj = zj−1, j = p + 2, . . . , n + 1.
Òîãäà (−1)j+pΦ(uj) ≤ 0, j = 1, . . . , n+ 1. Åñëè

(1.13) Φ(uk) 6= 0, Φ(uk+1) = . . . = Φ(uk+s) = 0, Φ(uk+s+1) 6= 0,

òî Φ(uk) è (−1)s+1Φ(uk+s+1) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Ïîýòîìó
÷èñëî íóëåé ðàçíîñòè Φ(z) â èíòåðâàëå (uk, uk+s+1) èìååò òó æå
÷åòíîñòü, ÷òî è ÷èñëî s + 1. Èç (1.13) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëåé â
èíòåðâàëå (uk, uk+s+1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå s + 1. Åñëè Φ(u1) =
. . . = Φ(uk−1) = 0, Φ(uk) 6= 0 èëè Φ(un−k+2) 6= 0, Φ(un−k+3) =
. . . = Φ(un+1) = 0, òî íà ïðîìåæóòêå [u1, uk) èëè, ñîîòâåòñòâåííî,
(un−k+2, un+1] ÷èñëî íóëåé åñòü ïî êðàéíåé ìåðå k − 1. Òåì ñàìûì
äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) èìååò íå ìåíåå n íóëåé â èíòåðâàëå
(−1, 1).
Åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà B0, ïðèíèìàþùèõ â òî÷êàõ

zj çíà÷åíèÿ g(zj), ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé ôóíêöèè g(z), òî, êàê
áûëî ïîêàçàíî,

g(z) = λ

k∏
j=1

z − βj
1− βjz

,

ãäå k < n. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè Φ(z) =
g(z)− g0(z) â êðóãå K äîëæíî áûòü ìåíüøå n.
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Åñëè ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç êëàññà B0, ïðèíèìàþùèõ â òî÷êàõ
zj çíà÷åíèÿ g(zj), ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé ôóíêöèè, òî â íåì
ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

g1(z) = (−1)n+p
n∏
j=1

z − βj
1− βjz

,

äëÿ êîòîðîé g1(z
∗) ≥ g(z∗) > g0(z

∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü
Φ1(z) = g1(z)−g0(z) èìååò íå ìåíåå n íóëåé â èíòåðâàëå (−1, 1). Ïî
ëåììå 1.1 ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè Φ1(z) â êðóãå K ìåíüøå n (èìååòñÿ
äâà êîðíÿ z = ±1 íà îêðóæíîñòè |z| = 1). Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå-
÷èÿ äîêàçûâàþò ï. 3 ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü E = {z1, . . . , zn}, E ⊂ (−1, 1), z0 ∈ (−1, 1) \E
è z1 < . . . < zn. Ôóíêöèÿ

f ∗(z) = λ
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1),

íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0, ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé â

çàäà÷å (0.6) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ z ∈ E âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |f ∗(z)| ≤ δ è íàéäóòñÿ òî÷êè zi1 < . . . < zim òàêèå,

÷òî

(1.14) f ∗(zik) =

{
(−1)p+kδ, k = 1, . . . , p,

(−1)p+k+1δ, k = p+ 1, . . . ,m,

ãäå p òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (zip , zip+1), à λ = (−1)m+p; çäåñü zi0 = −1,
zim+1 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∗(z) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å
(0.6), íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(z0) > 0. Ïðè δ = 0 óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

f ∗(z) = (−1)n+p
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

(ñì. [10]), ãäå p òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (zp, zp+1). Ïóñòü 0 < δ < 1. Èç
òåîðåìû Â ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè u1 < . . . < uN , uj ∈ E,
äëÿ êîòîðûõ |f ∗(uj)| = δ, j = 1, . . . , N , è ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.6) íà
ìíîæåñòâàõ E è D = {u1, . . . , uN} ñîâïàäàþò. Ïîëîæèì u0 = −1,
uN+1 = l. Ïóñòü s òàêîâî, ÷òî z0 ∈ (us, us+1). Ïîêàæåì, ÷òî f

∗(z)
íå èìååò íóëåé ïðè z ∈ (us, us+1). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì j αj ∈
(us, us+1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

a1 = [min(u1, z0, αj)− 1] /2, b1 = [max(z0, αj) + max(us, a1)] /2,

b2 = [max(uN , z0, αj) + 1] /2, a2 = [max(z0, αj) + min(us+1, b2)] /2.
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ÏîñêîëüêóD ⊂ [a1, b1]∪[a2, b2] è αj, z0 ∈ (b1, a2), òî â ñèëó ëåììû 1.3
íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g(z) ∈ B òàêàÿ, ÷òî

(1.15) |g(z)| ≤
∣∣∣∣ z − αj1− αjz

∣∣∣∣ , z ∈ D, |g(z0)| >
∣∣∣∣ z0 − αj1− αjz0

∣∣∣∣ .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(z) = g(z)
m∏
i=1
i 6=j

z − αi
1− αiz

.

Èç (1.15) èìååì

(1.16) |f1(z)| ≤ δ, z ∈ D, |f1(z0)| > |f ∗(z0)|,
ò.å. f ∗(z) íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèåé. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî â èíòåðâàëå (us, us+1) íåò íóëåé ôóíêöèè
f ∗(z).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè ôóíêöèè

f ∗(z) íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà èç ìíîæåñòâà D. Ïóñòü
αi ≤ αj è â èíòåðâàëå (αi, αj) íåò òî÷åê ìíîæåñòâà D. Òîãäà íàé-
äåòñÿ k, 0 ≤ k ≤ N , òàêîå, ÷òî uk < αi ≤ αj < uk+1. Î÷åâèäíî,
÷òî k 6= s, òàê êàê íà èíòåðâàëå (us, us+1) íåò íóëåé ôóíêöèè f

∗(z).
Ïóñòü k < s. Ïîëîæèì

a1 = (min(u1, αi)− 1) /2, b1 = (max(uk, a1) + αi) /2,

a2 = (αj + uk+1)/2, b2 = (us + z0)/2,

b3 = (max(uN , z0) + 1) /2, a3 = (z0 + min(us+1, b3) /2.

Òîãäà D ⊂ [a1, b1] ∪ [a2, b2] ∪ [a3, b3], αi, αj ∈ (b1, a2), à z0 ∈ (b2, a3).
Ïî ëåììå 1.2 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g(z) ∈ B òàêàÿ, ÷òî

|g(z)| ≤
∣∣∣∣ z − αi1− αiz

z − αj
1− αjz

∣∣∣∣ , z ∈ D, |g(z0)| >
∣∣∣∣ z0 − αi1− αiz0

z0 − αj
1− αjz0

∣∣∣∣ .
Ïîëîæèì

f1(z) = g(z)
m∏
r=1
r 6=i,j

z − αr
1− αrz

.

Äëÿ ôóíêöèè f1(z) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (1.16), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ýêñòðåìàëüíîñòè f ∗(z). Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé
k > s.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî âñå íóëè ôóíêöèè f ∗(z) ïðîñòûå è ìåæäó

ëþáûìè äâóìÿ íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà D.
Ïóñòü íóëè ôóíêöèè f ∗(z) óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ: α1 <

. . . < αm è z0 ∈ (αp, αp+1), 0 ≤ p ≤ m (α0 = −1, αm+1 = 1).
Ïîñêîëüêó â èíòåðâàëå (us, us+1) íåò íóëåé ôóíêöèè f ∗(z), òî
αp ≤ us < z0 < us+1 ≤ αp+1. Ïîëîæèì zip = us, zip+1 = us+1. Â êàæ-
äîì èíòåðâàëå (αk, αk+1), k = 1, . . . , p−1, (αk−1, αk), k = p+2, . . . ,m,
íàéäåòñÿ òî÷êà zik ∈ D. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â òî÷êàõ zi1 , . . . , zim
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áóäóò âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1.14). Ðàâåíñòâî λ = (−1)m+p âûòåêà-
åò èç íîðìèðîâêè f ∗(z0) > 0.
Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ

f ∗(z) = λ
m∏
j=1

z − αj
1− αjz

òàêàÿ, ÷òî |f ∗(z)| ≤ δ, z ∈ E, è ñóùåñòâóþò òî÷êè zi1 < . . . < zim ,
zik ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1.14), ïðè÷åì λ = (−1)m+p. Èç
òåîðåìû B ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷å î íàõîæäåíèè âåëè÷èíû

(1.17) R = sup
f∈B

|f(zik )|≤δ, k=1,...,m

|f(z0)|

ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà B0. Òàêèì îáðàçîì,
èç ï. 3 ëåììû 1.4 âûòåêàåò, ÷òî f ∗(z) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíê-
öèåé â çàäà÷å (1.17). Â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

R ≥ sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈E

|f(z0)|

è òîãî, ÷òî |f ∗(z)| ≤ δ, z ∈ E, ôóíêöèÿ f ∗(z) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëü-
íîé è â çàäà÷å (0.6). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü z1, . . . , zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà

(−1, 1), E = {z1, . . . , zn} è z0 ∈ (−1, 1). Äëÿ ïîðÿäêà èíôîðìàòèâ-

íîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(1.18) In(z0, z1, . . . , zn, δ) =


0 ïðè δ ≥ 1,

1 ïðè 0 ≤ δ < 1, z0 ∈ E,
m ïðè 0 ≤ δ < 1, z0 /∈ E,

ãäå m � ÷èñëî ëèñòîâ ìíîãîëèñòíîãî êðóãà, íà êîòîðûé ýêñòðå-

ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗(z) â çàäà÷å (0.6) îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã

K.

Ïðè 0 ≤ δ < 1 è z0 = zk, 1 ≤ k ≤ n, åäèíñòâåííîé ïîëíîé èíôîð-
ìàòèâíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà èç îäíîé òî÷êè zk. Ïðè

0 ≤ δ < 1 è z0 /∈ E òî÷êè zi1 < . . . < zim ÿâëÿþòñÿ ïîëíîé èíôîð-

ìàòèâíîé ñèñòåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ýêñòðåìàëü-

íîé ôóíêöèè f ∗(z), íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì f ∗(z) > 0, âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî (1.14), ãäå z0 ∈ (zip , zip+1) (zi0 = −1, zim+1 = 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû À ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(1.19) r(z0, z1, . . . , zn, δ) = sup
f∈B

|f(z)|≤δ, z∈E

|f(z0)|.

Ïðè δ ≥ 1 r(z0, z1, . . . , zn, δ) = 1 è óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ïóñòü 0 ≤ δ < 1 è z0 = zk, 1 ≤ k ≤ n. Èç ðàâåíñòâà (1.19) ñëåäóåò,
÷òî

r(z0, z1, . . . , zn, δ) = r(z0, zk, δ) = δ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè l 6= k ôóíêöèÿ

f(z) =
δ +W (z)

1 + δW (z)
, ãäå W (z) =

z − zl
1− zlz

sign
z0 − zl
1− zlz0

ïðèíàäëåæèò êëàññó B è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(zl) = δ. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

r(z0, zl, δ) ≥ f(z0) > δ.

Ïóñòü òåïåðü 0 ≤ δ < 1, z0 /∈ E, a m � ÷èñëî ëèñòîâ ìíîãî-
ëèñòíîãî êðóãà, íà êîòîðûé ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗(z) â çàäà÷å
(0.6) îòîáðàæàåò åäèíè÷íûé êðóã. Ïî òåîðåìå 1.1 íàéäóòñÿ òî÷êè
zi1 < . . . < zim òàêèå, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.6) íà ìíîæåñòâàõ E è
E1 = {zi1 , . . . , zim} ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,

r(z0, zi1 , . . . , zim , δ) = r(z0, z1, . . . , zn, δ).

Äëÿ ëþáûõ óçëîâ zj1 , . . . , zjk , k < m, èç òåîðåìû 1.1 èìååì

r(z0, zj1 , . . . , zjk , δ) =
l∏

j=1

∣∣∣∣ z0 − βj1− βjz0

∣∣∣∣ ,
ãäå l ≤ k. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ eiα èìååì

r(z0, zj1 , . . . , zjk , δ) > r(z0, z1, . . . , zn, δ).

Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî (1.18) äîêàçàíî.
Ñèñòåìà zi1 < . . . < zim ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòå-

ìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (0.6) íà ìíîæå-
ñòâàõ E è E1 ñîâïàäàþò. Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ òî÷åê zi1 , . . . , zim è ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè f ∗(z),
íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì f ∗(z) > 0, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (1.14).
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

2. Íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ
çíà÷åíèÿ f(z0) ïî çíà÷åíèÿì f(z1), . . . , f(zn), çàäàííûì ñ ïîãðåø-
íîñòüþ δ, íà êëàññå ôóíêöèé B ýêâèâàëåíòíà ñîîòâåòñòâóþùåé çà-
äà÷å íà êëàññå B0 â ñèëó ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè òî÷êè z0, z1, . . . , zn ëåæàò â èíòåðâàëå (−1, 1),
òî ìåòîä

(2.1) f(z0) ≈
n∑
j=1

Dj(δ)f̃(zj)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ çíà÷åíèÿ f(z0) no

çíà÷åíèÿì f(z1), . . . , f(zn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, íà êëàññå
B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è íà êëàññå B0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîãðåøíîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-
íèÿ íà êëàññå B0 ÷åðåç r0(z0, z1, . . . , zn, δ). Â ñèëó òåîðåìû B ñó-
ùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (0.6), ïðèíàäëåæàùàÿ
êëàññó B0. Èç òåîðåìû A èìååì

r(z0, z1, . . . , zn, δ) = r0(z0, z1, . . . , zn, δ) = R;

êðîìå òîãî, èç òîé æå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

(2.2) min
Cj∈S

[
sup
f∈H

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Cjf(zj)

∣∣∣∣+ δ

n∑
j=1

|Cj|
]

= R

äëÿ H = B, S = C è H = B0, S = R; ïðè÷åì ìåòîä (2.1) ÿâëÿåò-
ñÿ íàèëó÷øèì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîýôôèöèåíòû D1(δ), . . . , Dn(δ) ìèíèìèçèðóþò ëåâóþ ÷àñòü
ðàâåíñòâà (2.2).
Ïóñòü ìåòîä (2.1) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì íà êëàññå B. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(2.3) R = sup
f∈B

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣+ δ
n∑
j=1

|Dj(δ)|

≥ sup
f∈B0

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

ReDj(δ)f(zj)

∣∣∣∣+ δ
n∑
j=1

|ReDj(δ)|.

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî êîýôôèöèåíòà ImDj(δ) 6= 0, òî íåðà-
âåíñòâî â ñîîòíîøåíèè (2.3) ñòðîãîå, ÷åãî íå ìîæåò áûòü â ñèëó
ðàâåíñòâ (2.2). Òàêèì îáðàçîì, âñå êîýôôèöèåíòû D1(δ), . . . , Dn(δ)
âåùåñòâåííû è ìåòîä (2.1) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì íà êëàññå
B0.
Ïóñòü òåïåðü ìåòîä (2.1) íàèëó÷øèé íà êëàññå B0, ò. å. ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî

sup
f∈B0

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣+ δ
n∑
j=1

|Dj(δ)| = R

è D1(δ), . . . , Dn(δ) âåùåñòâåííû. Åñëè äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(2.4) sup
f∈B0

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣ = sup
f∈B

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣,
òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìåòîä (2.1) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì íà
êëàññå B. Â ñèëó âêëþ÷åíèÿ B0 ⊂ B äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåí-
ñòâî

(2.5) sup
f∈B0

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣ ≥ sup
f∈B

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣.
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Ïóñòü f(z) ∈ B. Ïîëîæèì α = arg

[
f(z0) −

n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

]
è ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèè f ∗(z) = e−iαf(z), f1(z) =
[
f ∗(z) + f ∗(z)

]//
2.

Î÷åâèäíî, ÷òî f1(z) ∈ B0. Èç ðàâåíñòâ∣∣∣∣f1(z0)− n∑
j=1

Dj(δ)f1(zj)

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣f ∗(z0)− n∑
j=1

Dj(δ)f
∗(zj)

+ f ∗(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f ∗(zj)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣
ïðè âñåõ f ∈ B èìååì

sup
f∈B0

∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣f(z0)−
n∑
j=1

Dj(δ)f(zj)

∣∣∣∣.
Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.5). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü zi1 < . . . < zim � ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ

ñèñòåìà íà ìíîæåñòâå E = {z1, . . . , zn}, E ⊂ (−1, 1), äëÿ çàäà÷è

íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà êëàññå B âåëè÷èíû f(z0) ïî çíà÷åíè-
ÿì f(z1), . . . , f(zn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ < 1. Òîãäà ìåòîä

(2.6) f(z0) ≈
m∑
j=1

ωj(z0)

ωj(zij)

[
1−W 2

j (z0)
] q2j0(zij , δ)
q2j0(z0, δ)

f̃(zij)

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì. Åñëè â çàäà÷å (0.6) ñóùåñòâó-

åò ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗(z) òàêàÿ, ÷òî |f ∗(z)| < δ ïðè

z ∈ E{zi1 , . . . , zim}, òî ìåòîä (2.6) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëè-

íåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì. Â ÷àñòíîñòè, òàê áóäåò, åñëè

m = n èëè z0 ∈ E.
Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(2.7) r(z0, z1, . . . , zn, δ) =
p10(z0, δ)

q10(z0, δ)
= . . . =

pm0(z0, δ)

qm0(z0, δ)
.

Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ωj(z) =
m∏
k=1
k 6=j

Wk(z), Wk(z) =
z − zik
1− zikz

,

âåëè÷èíû pj0(z, δ) è qj0(z, δ) íàõîäÿòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíî-

øåíèé

(2.8)

pj,k−1(z, δ) = Wjk(z)pjk(z, δ) + δ
(k−1)
jk qjk(z, δ),

qj,k−1(z, δ) = qjk(z, δ) + δ
(k−1)
jk Wjk(z)pjk(z, δ), k = 1, . . . ,m,

pjm(z, δ) = sign
m∏
k=1

Wk(z0), qjm(z, δ) = 1,
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ãäå

δ
(l)
jk = W−1

jl (ujk)
δ
(l−1)
jk − δ(l−1)jl

1− δ(l−1)jl δ
(l−1)
jk

, k = l + 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m,

δ
(0)
jk ,Wjk, ujk =


∆k,Wk, zik ïðè k 6= j,m,

∆m,Wm, zim ïðè k = j,

∆j,Wj, zij ïðè k = m,

∆l = δ sign
ωl(z0)

ωl(zil)
, l = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ìåòîä (2.6) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ êëàññà B0. Ïðè z0 = zk,
1 ≤ k ≤ n èç òåîðåìû 1.2 âûòåêàþò ðàâåíñòâà

r(z0, z1, . . . , zn, δ) = r(z0, z0, δ) = δ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(ε, δ) = sup
f∈B0

|f(z0)−ε|≤δ

f(z0) = min{δ + ε, 1}.

Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ∂ϕ(0, δ)/∂ε = 1 èç òåîðåìû A ïîëó÷àåì, ÷òî

ìåòîä (2.6), êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä f(z0) ≈ f̃(z0),
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì.
Ïóñòü z0 /∈ E. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå p, 0 ≤ p ≤ m, ÷òî z0 ∈

(zip , zip+1) (zi0 = −1, zim+1 = 1). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕj(ε, δ) = sup
f∈Aj(ε,δ)

f(z0),

ãäå Aj(ε, δ) = {f ∈ B0 : |f(zik)| ≤ δ, k 6= j, |f(zij) − ε| ≤ δ}. Èç
òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå â çàäà÷å (0.6) ýêñòðåìàëüíîé
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (1.14). Â ñèëó ï. 1 ëåììû 1.4
ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîé ôóíêöèè èç êëàññà B0, óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì (1.14), êîòîðûå â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå f ∗(zik) = ∆k, k = 1, . . . ,m. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ áîëåå îäíîé ôóíêöèè èç êëàññà B0,
óäîâëåòâîðÿþùåé ïîñëåäíèì ðàâåíñòâàì, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû ∥∥∥∥1−∆k∆l

1− zikzil

∥∥∥∥m
1

(ñì. [21, ñ. 100, 273]). Èç òîãî, ÷òî ýòà ìàòðèöà áóäåò ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (∆1, . . . ,∆m), ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå áîëåå îäíîé ôóíêöèè èç êëàññà B0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| óñëîâèÿì

f(zik) = ∆k, k 6= j, f(zij) = ∆j + ε.
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Èç ëåììû 1.4 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| ϕj(ε, δ) =
gj0(z0, ε), ãäå

gj,k−1(z, ε) =
[
Wjk(z)gj,k(z, ε) + d

(k−1)
jk

] [
1 + d

(k−1)
jk Wjk(z)gj,k(z, ε)

]−1
,

k = 1, . . . ,m,

gj,m(z, ε) = (−1)m+p = sign
m∏
j=1

Wk(z0),

d
(l)
jk = W−1

jl (ujk)
d
(l−1)
jk − d(l−1)jl

1− d(l−1)jl d
(l−1)
jk

, k = l + 1, . . . ,m, l = 1, . . . ,m,

d
(0)
jk = δ

(0)
jk , k = 1, . . . ,m− 1, d

(0)
jm = δ

(0)
jm + ε.

Ââåäÿ ôóíêöèè sjk(z, δ, ε), tjk(z, δ, ε), îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè
(2.9)

sj,k−1(z, δ, ε) = Wjk(z)sjk(z, δ, ε) + d
(k−1)
jk tjk(z, δ, ε),

tj,k−1(z, δ, ε) = tjk(z, δ, ε) + d
(k−1)
jk Wjk(z)sjk(z, δ, ε), k = 1, . . . ,m,

sjm(z, δ, ε) = sign
m∏
k=1

Wk(z0), tjm(z, δ, ε) = 1,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

(2.10) ϕj(ε, δ) =
sj0(z0, δ, ε)

tj0(z0, δ, ε)
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Φj(z, δ, ε) =
sj0(z, δ, ε)

tj0(z, δ, ε)
.

Èç ñîîòíîøåíèé (2.8), (2.9) è ðàâåíñòâ

sjk(z, δ, 0) = pjk(z, δ), tjk(z, δ, 0) = qjk(z, δ), k = 0, . . . ,m,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî d
(k−1)
jk ïðè k < m íå çàâèñÿò îò ε, èìååì

∂Φj(z, δ, 0)

∂ε
= ωj(z)

[
1−W 2

j (z)
] α(δ)

q2j0(z, δ)
,

ãäå

α(δ) =
∂d

(m−1)
jm

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

m−1∏
k=1

[
1−

(
δ
(k−1)
jk

)2]
.

Â ñèëó ðàâåíñòâà Φj(zij , δ, ε) = ∆j + ε ïîëó÷àåì

∂Φj(zij , δ, 0)

∂ε
= ωj(zij)

α(δ)

q2j0(zij , δ)
= 1.
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Îòñþäà íàõîäèòñÿ α(δ). Òåì ñàìûì

(2.11)
∂ϕj(0, δ)

∂ε
=
∂Φj(z0, δ, 0)

∂ε
=
ωj(z0)

ωj(zij)

[
1−W 2

j (z0)
] q2j0(zij , δ)
q2j0(z0, δ)

.

Èç òåîðåìû A ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä (2.6) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ çà-
äà÷è ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(z0) ïî çíà÷åíèÿì f(zi1), . . . , f(zim),
çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, à âñëåäñòâèå ïîëíîé èíôîðìàòèâíî-
ñòè ñèñòåìû zi1 , . . . , zim è äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ðàâåíñòâà (2.7)
âûòåêàþò èç (2.10), òåîðåìû A è î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

ϕ1(0, δ) = . . . = ϕm(0, δ).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè z0 = zk, 1 ≤ k ≤ n, â çàäà÷å (0.6) íàéäåòñÿ
ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∗(z) ∈ B0, äëÿ êîòîðîé áóäåò âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |f ∗(z)| < δ, z ∈ E \ {zk}. Èñêîìîé ôóíêöèåé áóäåò
ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà B0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì ε > 0 ðàâåíñòâàì f(zj) = δ − ε, j 6= k, f(zk) = δ. Ñóùåñòâî-
âàíèå òàêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
ìàòðèöû ∥∥∥∥ 1− δ2

1− zizj

∥∥∥∥n
1

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (0.6) ñóùåñòâóåò ýêñòðåìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ f ∗(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: |f ∗(z)| < δ, z ∈ E \
{zi1 , . . . , zim}. Â ñèëó òåîðåìû B è ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî f ∗(z) ∈ B0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ψj(ε, δ) = sup
f∈Cj(ε,δ)

f(z0),

ãäå Cj(ε, δ) = {f ∈ B0 : |f(zk)| ≤ δ, k 6= j, |f(zj)− ε| ≤ δ}. Ïóñòü j
òàêîâî, ÷òî zj ∈ E \ {zi1 , . . . , zim}. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε|
ψj(ε, δ) = |f ∗(z0)| è, ñëåäîâàòåëüíî,

∂ψj(0, δ)

∂ε
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä äëÿ èñõîäíîé
çàäà÷è íà êëàññå B0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì äëÿ
çàäà÷è ïðèáëèæåíèÿ âåëè÷èíû f(z0) íà êëàññå B0 ïî çíà÷åíèÿì
f(zi1), . . . , f(zim), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Ïîñëåäíèé åäèí-
ñòâåí â ñèëó ðàâåíñòâ (2.11) è òåîðåìû A. Åäèíñòâåííîñòü äëÿ
êëàññà B âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.1. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ â ïîñòðîåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëè-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìû. Èç
òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê èíôîðìàòèâíîñòè In(u, z1, . . . , zn,
δ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ z1 < . . . < zn è δ < 1 çàâèñèò ëèøü îò òîãî, â
êàêîé èç èíòåðâàëîâ (−1, z1), (z1, z2), . . . , (zn, 1) ïîïàäàåò çíà÷åíèå
u. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì óäîáíåå îáîçíà÷èòü ïîðÿäîê èíôîðìà-
òèâíîñòè ÷åðåç Ins(z1, . . . , zn, δ) ïðè z1 < . . . < zn, u ∈ (zs, zs+1),
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0 ≤ s ≤ n (z0 = −1, zn+1 = 1). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè
u ∈ (zs, zs+1) è f

∗(z) � ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (0.6) ïðè
z0 = u, íîðìèðîâàííàÿ óñëîâèåì f ∗(u) > 0, òî òî÷êè zip , zip+1

â ðàâåíñòâàõ (1.14) ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè zs, zs+1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ó ôóíêöèè [f ∗(z)]′ ÷èñëî íóëåé â êðóãå
K ðàâíî m − 1 (ñì. [19, òåîðåìà 7.2]) è, ñëåäîâàòåëüíî, f ∗(z) > δ,
z ∈ (zip , zip+1).
Äîêàæåì äâå ëåììû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áóäåò îïèñàí àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìû.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü äëÿ òî÷åê zi1 < . . . < zik èç ìíîæåñòâà E =
{z1, . . . , zn} ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(z) ∈ B0, èìåþùàÿ âèä

f(z) = (−1)k+s
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1),

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

(2.12)

f(zij) =

{
(−1)j+sδ, j = 1, . . . , s,

(−1)j+s+1δ, j = s+ 1, . . . , k,
ãäå is = p, is+1 = p+ 1.

Òîãäà

Inp(z1, . . . , zn, δ) ≥ k − νp;
çäåñü

νp =

{
0, ïðè p = 0, n,

2, ïðè 0 < p < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Inp(z1, . . . , zn, δ) = m. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f ∗(z) = λ
m∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ (−1, 1),

λ = 1 èëè −1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |f ∗(z)| ≤ δ,
z ∈ E, f ∗(z) > 0, z ∈ (zp, zp+1). Ïî òåîðåìå 1.1 äëÿ ôóíêöèè f(z)
òàêæå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(2.13) f(z) > 0, z ∈ (zp, zp+1).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ(z) = f(z)− f ∗(z). Èìååì

(2.14) (−1)j+sΦ(zij) ≥ 0, j = 1, . . . , s, (−1)j+s+1Φ(zij) ≥ 0,

j = s+ 1, . . . , k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = (−1)k+s+1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.13) p < n.
Òàêèì îáðàçîì,

(−1)k+s+1Φ(zik) ≥ 0, (−1)k+sΦ(1) > 0.
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Åñëè λ = (−1)k+s, à m è n ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî p > 0 è

(−1)s+1Φ(zi1) ≥ 0, (−1)sΦ(−1) > 0.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 1.4, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ó ôóíê-
öèè Φ(z) ÷èñëî íóëåé â èíòåðâàëå (−1, 1) ïî êðàéíåé ìåðå ðàâíî
k− 1, à ïðè p = 0, n ðàâíî k. Èç (1.1) ïîëó÷àåì m ≥ k− 2 è m ≥ k,
åñëè p = 0, n. Â ñëó÷àå λ = (−1)k+s, à m è n îäèíàêîâîé ÷åòíî-
ñòè èç (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëåé ó ôóíêöèè Φ(z) â èíòåðâàëå
(−1, 1) íå ìåíåå k − 2, à ïðè p = 0, n � íå ìåíåå k − 1. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî Φ(±1) = 0, èç íåðàâåíñòâà (1.1) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû
â ýòîì ñëó÷àå. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 2.2. Ïóñòü Inp(z1, . . . , zn, δ) = k. Òîãäà ïðè z∗ ∈ (−1, z1),
0 < p ≤ n èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

k − νp ≤ Inp+1(z
∗, z1, . . . , zn, δ) ≤ k + 1.

Ýòè æå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ Inp(z1, . . . , zn, z
∗, δ) ïðè z∗ ∈

(zn, 1), 0 ≤ p < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè ñíèçó íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ëåì-
ìû 2.1. Äîêàæåì îöåíêè ñâåðõó. Ïóñòü z∗ ∈ (−1, z1) è p > 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Inp+1(z

∗, z1, . . . , zn, δ) = m. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ

f ∗(z) = (−1)m+s

m∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1),

è òî÷êè u1 < . . . < um èç ìíîæåñòâà {z∗, z1, . . . , zn} òàêèå, ÷òî

f ∗(uj) =

{
(−1)j+sδ, j = 1, . . . , s,

(−1)j+s+1δ, j = s+ 1, . . . ,m,

ãäå us = zp, us+1 = zp+1. Êðîìå òîãî, òàê êàê Inp(z1, . . . , znδ) = k,
òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

f(z) = λ

k∏
j=1

z − βj
1− βjz

, βj ∈ (−1, 1),

λ = 1 èëè −1, äëÿ êîòîðîé |f(zj)| ≤ δ, j = 1, . . . , n, è f(z) > 0,
z ∈ (zp, zp+1). Äëÿ ôóíêöèè f(z) áóäóò òàêæå âûïîëíåíû íåðàâåí-
ñòâà |f(uj)| ≤ δ, j = 2, . . . ,m, f(u) ≥ f ∗(u), u ∈ (zp, zp+1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçíîñòè Φ(z) = f ∗(z)− f(z) ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ

(2.15)
(−1)j+sΦ(uj) ≥ 0, j = 2, . . . , s, Φ(u) ≤ 0, u ∈ (zp, zp+1),

(−1)j+s+1Φ(uj) ≥ 0, j = s+ 1, . . . ,m.

Òåì ñàìûì ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè Φ(z) íà îòðåçêå [u2, um] íå ìåíåå
m− 1. Èç íåðàâåíñòâà (1.1) èìååì îöåíêó m ≤ k + 2.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àém = k+2 íåâîçìîæåí. Åñëè λ = (−1)m+s+1,
òî p < n è

(−1)m+s+1Φ(um) ≥ 0, (−1)m+sΦ(1) > 0.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè (2.15) ïîêàçûâàåò,
÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) èìååò â èíòåðâàëå (−1, 1) íå ìåíååm íóëåé, à ýòî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.1). Ïðè λ = (−1)m+s ôóíêöèÿ Φ(z)
îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ ±1, ÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåí-
ñòâó (1.1). Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà z∗ ∈ (zn, 1)
è p < n. Ëåììà äîêàçàíà. �

Èç ëåììû 2.2 âûòåêàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé èíôîðìà-
òèâíîé ñèñòåìû. Ïóñòü äëÿ òî÷åê zr < . . . < zp < zp+1 < . . . < zp+s
óæå ïîñòðîåíà ïîëíàÿ èíôîðìàòèâíàÿ ñèñòåìà zi1 , . . . , zik . Åñëè
îíà íå îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè äîáàâëåíèè òî÷êè zr−1 < zr (èëè
zp+s+1 > zp+s), òî â ïîëíóþ èíôîðìàòèâíóþ ñèñòåìó íà íîâîì ìíî-
æåñòâå áóäóò âõîäèòü òî÷êè zr−1 (èëè zp+s+1), zp, zp+1. Îñòàëüíûå
òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç ìíîæåñòâà zr, . . . , zp−1, zp+2, . . . , zp+s ïåðåáîðîì
ïî m òî÷êàì, ãäå m = k − 2, k − 3, k − 4, k − 5 ïðè 0 < p < n
è m = k − 1, k − 2 ïðè p = 0, n, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ôàêò,
âûòåêàþùèé èç òåîðåì 1.1, 1.2. Òî÷êè zi1 , . . . , zik ÿâëÿþòñÿ ïîë-
íîé èíôîðìàòèâíîé ñèñòåìîé ïðè çàäàííûõ p è δ íà ìíîæåñòâå
E = {z1, . . . , zn} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò áîëåå îä-
íîé ôóíêöèè f(z) ∈ B0, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (2.12) (÷òî
ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâ âèäà (1.12)), è äëÿ ôóíêöèè
g0(z), îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè (1.9), ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |g0(z)| ≤ δ, z ∈ E.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ f(z0) ïî çíà÷åíèÿì

f(z1), . . . , f(zn), çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ δ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ìåòîäîì, ÿâëÿþùèìñÿ íàèëó÷øèì ïðè δ = 0, ïîñòðîåííûì â ðà-
áîòå [10] (ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè δ = 0 èç òåîðåìû 2.2:

(2.16) f(z0) ≈
n∑
j=1

ωj(z0)

ωj(zj)

[
1−W 2

j (z0)
]
f̃(zj),

çäåñü Wj(z) =
z − zj
1− zjz

, ωj(z) =
n∏
k=1
k 6=j

Wk(z). Äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîãî

ìåòîäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rT (z0, z1, . . . , znδ) = |W (z0)|+ δ

n∑
j=1

∣∣∣∣ωj(z0)ωj(zj)

[
1−W 2

j (z0)
]∣∣∣∣ ,

ãäå W (z) =
n∏
k=1

Wk(z).
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Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (2.7), (2.8) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïî-
ãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(z0, z1, . . . , znδ) = |W (z0)|+ δ

n∑
j=1

∣∣∣∣ωj(z0)ωj(zj)

[
1−W 2

j (z0)
]∣∣∣∣+O(δ2).

Òåì ñàìûì ìåòîä (2.16) äàåò ïîãðåøíîñòü, îòëè÷àþùóþñÿ îò ïî-
ãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà âåëè÷èíó O(δ2).

3. Çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà èíôîðìàòèâíîñòè îò

ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ ôóíêöèè

Ïóñòü H � êëàññ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ â
åäèíè÷íîì êðóãå K, ïðèíèìàþùèõ âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà âå-
ùåñòâåííîé îñè. Ïîëîæèì

‖f‖ = sup
|z|<1

|f(z)|.

Èçâåñòíî (ñì. [20, � 10.3]), ÷òî ñðåäè ôóíêöèé èç êëàññà H, ïðèíè-

ìàþùèõ çíà÷åíèÿ δ
(0)
1 , . . . , δ

(0)
n â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ z1, . . . , zn èç èí-

òåðâàëà (−1, 1), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f0(z), äëÿ êîòî-
ðîé íîðìà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Âåëè÷èíà M = ‖f0‖
ìîæåò áûòü íàéäåíà èç îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàïèñàííîãî óðàâ-
íåíèÿ

(3.1) |δ(n−1)n | = M,

ãäå

δ
(m)
k = M21− zmzk

zk − zm
· δ

(m−1)
k − δ(m−1)m

M2 − δ(m−1)m δ
(m−1)
k

, k = m+ 1, . . . , n,

m = 1, . . . , n− 1.

Èñêîìîå çíà÷åíèå M ÿâëÿåòñÿ òåì íàèìåíüøèì êîðíåì óðàâíåíèÿ
(3.1), äëÿ êîòîðîãî ïðè íåêîòîðîì m ≤ n− 1 âûïîëíåíû ñîîòíîøå-
íèÿ

|δ(0)1 | < M, . . . , |δ(m−1)m | < M, |δ(m)
m+1| = M, δ

(m)
m+1 = . . . = δ(m)

n .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà M ìîæåò áûòü íàéäåíà òàêæå êàê
íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

det

∥∥∥∥∥M2 − δ(0)m δ
(0)
k

1− zkzm

∥∥∥∥∥
n

1

= 0

(ñì. [21, ñ. 100]).
Ïóñòü z1 < . . . < zn � ðàçëè÷íûå òî÷êè èç èíòåðâàëà (−1, 1).

Äëÿ äàííîãî p, 0 ≤ p ≤ n, ïîëîæèì

δp1 = 1, δ−1pk = min
(i1,...,ik)∈Ipk

min
f∈Api1,...,ik

‖f‖, k = 2, . . . , n,
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ãäå Api1,...,ik � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç H, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåí-
ñòâàì

f(zij) =

{
(−1)j+s, j = 1, . . . , s,

(−1)j+s+1, j = s+ 1, . . . , k,

ïðè is = p, is+1 = p + 1 (i0 = 0, ik+1 = n + 1), a Ipk � ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû Api1,...,ik .
Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå âåëè÷èíû ïðè k = n äëÿ àíàëîãè÷íûõ çà-
äà÷ íà êëàññàõ ãëàäêèõ ôóíêöèé ââîäèëèñü â ðàáîòå [18].
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî δp2 = 1 ïðè p = 1, . . . , n−1. Êðîìå òîãî,

èç âêëþ÷åíèé Api1,...,ik+1
⊂ Api2,...,ik+1

ïðè i1 < p è Api1,...,ik+1
⊂ Api1,...,ik

ïðè i1 ≥ p (÷åðåç Api1 áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç
H, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó f(zi1) = 1) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà
δp,k+1 ≤ δpk, k = 1, . . . , n− 1.

Ëåììà 3.1. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

δp,k+2 < δpk, k = 1, . . . , n− 2.

Ïðè p = 0, n

δp,k+1 < δpk, k = 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k è r, 1 ≤ k ≤
n− r, 1 ≤ r ≤ 2, δp,k+r = δpk. Ïóñòü i1, . . . , ik+r òàêîâû, ÷òî

(3.2) δ−1p,k+r = min
f∈Api1,...,ik+r

‖f‖.

Åñëè i1 < p, ik+r > p + 1, òî Api1,...,ik+r ⊂ Api1,...,ik+1
, åñëè i1 ≥ p,

òî Api1,...,ik+r ⊂ Api1,...,ik , íàêîíåö, åñëè ik+r ≤ p + 1, òî Api1,...,ik+r ⊂
Apir+1,...,ik+r

. Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà íàéäóòñÿ j1, . . . , jk òàêèå, ÷òî

(3.3) Api1,...,ik+r ⊂ Apj1,...,jk .

Îòñþäà èìååì

δ−1p,k+r ≥ min
f∈Apj1,...,jk

‖f‖ ≥ δ−1pk .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(3.4) min
f∈Api1,...,ik+r

‖f‖ = min
f∈Apj1,...,jk

‖f‖.

Ïóñòü f ∗(z) � ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â ðà-
âåíñòâå (3.2). Èç ðàâåíñòâà (3.4) è âêëþ÷åíèÿ (3.3) ñëåäóåò ìè-
íèìàëüíîñòü ‖f ∗‖ ñðåäè ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà Apj1,...,jk . Èç åäèí-
ñòâåííîñòè ôóíêöèè f ∗(z) ñëåäóåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü-
íîé ôóíêöèåé ñòåïåíè, ñòðîãî ìåíüøåé k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
f ∗ ∈ Api1,...,ik+r è èìååò íå ìåíåå k+ r− 2 íóëåé, åñëè 0 < p < n, è íå
ìåíåå k + r − 1 íóëåé, åñëè p = 0, n. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ p è k, 0 ≤ p ≤ n, 1 ≤ k ≤
n − 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî δp,k+1 ≤ δ < δpk. Òîãäà äëÿ ïîðÿäêà

èíôîðìàòèâíîñòè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

k − νp ≤ Inp(z1, . . . , zn, δ) ≤ k,

ãäå νp îïðåäåëåíû â ëåììå 2.1. Ïðè 0 ≤ δ < δpn èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

Inp(z1, . . . , zn, δ) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Inp(z1, . . . , zn, δ) = k. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ

(3.5) f ∗(z) = (−1)k+s
k∏
j=1

z − αj
1− αjz

, αj ∈ (−1, 1),

è òî÷êè zi1 < . . . < zik òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (2.12).
Èç ëåììû 1.4 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f(z) ∈ B0, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì (2.12) è íåðàâåíñòâó ‖f‖ < 1. Òîãäà äëÿ
ôóíêöèè δ−1f ∈ Api1,...,ik èìååì δ−1pk ≤ ‖δ−1f‖ < δ−1. Òåì ñàìûì
äîêàçàíî, ÷òî Inp(z1, . . . , zn, δ) ≤ k ïðè δ ≥ δp,k+1.
Ïóñòü òåïåðü δ < δpk. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè zi1 , . . . , zik , äëÿ

êîòîðûõ

(3.6) min
f∈Api1,...,ik

‖f‖ < δ−1.

Ïóñòü ìèíèìóì â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.6) äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ôóíêöèè f1 ∈ Api1,...,ik . Òîãäà ôóíêöèÿ δf1(z) ∈ B0 óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâàì (2.12), ïðè÷åì ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííîé òàêîé ôóíê-
öèåé èç êëàññà B0. Èç ëåììû 1.4 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè
âèäà (3.5), óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì (2.12). Â ñèëó ëåììû 2.1
èìååì

Inp(z1, . . . , zn, δ) ≥ k − νp.
Ïðè k = n èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî Inp(z1, . . . , zn, δ) = n. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà. �

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 3.1 â ñèëó ðàâåíñòâà (1.18) äàåò
îöåíêó äëÿ ÷èñëà ëèñòîâ ìíîãîëèñòíîãî êðóãà, íà êîòîðûé ýêñòðå-
ìàëüíàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (0.6) ïðè E = {z1, . . . , zn} îòîáðàæàåò
åäèíè÷íûé êðóã K.
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