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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Äëÿ îäíîãî êëàññà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñòðîèòñÿ îïòè-
ìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà ïî çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè
óçëîâ, ïðè÷åì îïòèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìíîæåñòâó ïðî-
èçâîëüíûõ, íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ, ñïîñîáîâ èíòåðïîëÿöèè.
Äëÿ îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû íàõîäÿòñÿ îïòè-
ìàëüíûå óçëû è íîðìà ïîãðåøíîñòè. Áèáë. 6 íàçâ.

Ïóñòü çàäàí êëàññ ôóíêöèé H, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Q, è ñî-
âîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ l1(z, a1, . . . , aN , f), . . . , lm(z, a1,
. . . , aN , f), ãäå f ∈ H, à a1, . . . , aN � ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà Ω. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè èç
çàäàííîãî êëàññà íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ l1, . . . , lm.
Èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ S(z, l1, . . . , lm) ïðè z ∈ Q. Ïîãðåøíîñòüþ èíòåðïîëÿöèîííîé
ôîðìóëû S â òî÷êå z ∈ Q íàçîâåì âåëè÷èíó

r(z, S, a1, . . . , aN) = sup
f∈H
|f(z)− S(z, l1, . . . , lm)|.

Áóäåì íàçûâàòü S0 îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé
ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ, åñëè ïðè âñåõ z ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî

r(z, S0, a1, . . . , aN) = inf
S
r(z, S, a1, . . . , aN).

Íîðìîé ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû S íàçîâåì âå-
ëè÷èíó

T (S, a1, . . . , aN) = sup
z∈Q

r(z, S, a1, . . . , aN).

Íàçîâåì a01, . . . , a
0
N îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííîé ôîðìóëû S, åñëè

T (S, a01, . . . , a
0
N) = inf

a1,...,aN∈O
T (S, a1, . . . , aN).

Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé èíòåð-
ïîëÿöèîííîé ôîðìóëû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ è çàäà÷ó ìèíèìè-
çàöèè íîðìû ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîé ôîðìóëû çà ñ÷åò âûáîðà
ïàðàìåòðîâ.
Ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïðèíàäëåæàò Í. Ñ. Áàõâà-

ëîâó.
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Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ äëÿ êëàññà A(G,M) ôóíêöèé
f(x), îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè [a, b], äîïóñ-
êàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â îäíîñâÿçíóþ, ñèììåòðè÷-
íóþ îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè îáëàñòü G, ñîäåðæàùóþ îò-
ðåçîê [a, b], è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |f(z)| < M ïðè z ∈
G. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè z1, . . . , zN
èç îòðåçêà [a, b], à â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëîâ âîçüìåì çíà÷åíèÿ
f(z1), . . . , f

(k1)(z1), . . . , f(zN), . . . , f (kN )(zN).
� 1. Îïòèìèçàöèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû. Äëÿ íà-

õîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû è åå ïîãðåø-
íîñòè íà êëàññå A(G,M) íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà è ñëåäñòâèå èç íåå
èç [1], [2]. Ñôîðìóëèðóåì èõ ñðàçó äëÿ êëàññà A(G,M).

Ëåììà 1. Ïðè âñåõ z ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρ(z) = inf
S

sup
f∈A(G,M)

∣∣f(z)− S
(
z, f(z1), . . . , f

(kN )(zN)
)∣∣

= sup
f∈A(G,M)

f(z1)=...=f
(kN )(zN )=0

|f(z)|,

ïðè÷åì ñóùåñòâóþò òàêèå Dij(z), ÷òî

ρ(z) = sup
f∈A(G,M)

∣∣∣∣f(z)−
N∑
j=1

kj∑
i=0

Dij(z)f (i)(zj)

∣∣∣∣.
Ñëåäñòâèå. Ïðè z ∈ [a, b] ïîëîæèì

ϕij(ε, z) = sup
f∈A(G,M), f (k)(zl)=δikδjlε

l=1,...,N ; k=0,...,kl

f(z).

Åñëè ϕij(ε, z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî ε â íóëå, òî

Dij(z) =
∂ϕij(0, z)

∂ε
.

Èíûìè ñëîâàìè, ëåììà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ êëàññà A(G,M)
ñóùåñòâóþò òàêèåDij(z), ÷òî îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîð-
ìóëà èìååò âèä

S0 =
N∑
j=1

kj∑
i=0

Dij(z)f (i)(zj),

ïðè÷åì

r(z, S0, z1, . . . , zN) = sup
f∈A(G,M)

f(z1)=...=f
(kN )(zN )=0

|f(z)|.

Ñëåäñòâèå èç ëåììû 1 äàåò ñïîñîá îòûñêàíèÿ Dij(z).
2



Òåîðåìà 1. Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîð-

ìóëû

r(z, S0, z1, . . . , zN) = M
N∏
i=1

|Wi(z)|ki+1,

ãäåWi(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå G íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷-

íîãî êðóãà, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âåùå-

ñòâåííîé îñè è òî÷êó zi â íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(z) ∈ A(G,M) è f(z1) = . . . = f (kN )(zN) =
0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(z) = f(z)

/(
M

N∏
i=1

W ki+1
i (z)

)
. Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî ϕ(z) àíàëèòè÷íà â G, èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ
äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååì |ϕ(z)| ≤ 1 ïðè z ∈ G. Îòñþ-

äà |f(z)| ≤ M
N∏
i=1

|Wi(z)|ki+1 ïðè z ∈ G. Ïðèìåð ôóíêöèè f(z) =

M
N∏
i=1

W ki+1
i (z) ïîêàçûâàåò íåóëó÷øàåìîñòü îöåíêè. �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû íàì
ïîòðåáóþòñÿ äâå ëåììû.
Ïðè z ∈ [a, b] ïîëîæèì

ϕjf0,...,fn(ε, z) = sup
ϕ∈A(G,M), ϕ(i)(zj)=fi(ε)

(i=0,...,n)

ϕ(z),

ãäå fi(ε) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è
f0(0) = . . . , fn(0) = 0.

Ëåììà 2. Ïðè âñåõ z ∈ [a, b] ôóíêöèÿ ϕjf0,...,fn(ε, z) íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî ε â îêðåñòíîñòè íóëÿ è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

|ε| ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(1) ϕjf0,...,fn(ε, z) =
|Wj(z)|ϕj

f10 ,...,f
1
n−1

(ε, z) + f0(ε)

1 +
f0(ε)

M2
|Wj(z)|ϕj

f10 ,...,f
1
n−1

(ε, z)

,

ãäå

 f 1
0
...

f 1
n−1

 = A−1n,j


∂

∂z
ψ(zj, ε)

...
∂n

∂zn
ψ(zj, ε)

 signWj(z), ψ(z, ε) =
ϕ(z)− f0(z)

1− f0(ε)

M2
ϕ(z)

,
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ϕ(z) ∈ A(G,M) è ϕ(k)(zj) = fk(ε) (k = 0, . . . , n), à ýëåìåíòû ìàò-

ðèöû An,j çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

alm =

{
Cm−1
l W

(l−m+1)
j (zj), m ≤ l,

0, m > l
(1 ≤ m, l ≤ n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(z) ∈ A(G,M), êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì ϕ(i)(zj) = fi(ε) (i = 0, . . . , n). Ôóíê-
öèÿ

ψ(z, ε) =
ϕ(z)− f0(ε)

1− f0(ε)

M2
ϕ(z)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε| ïðèíàäëåæèò êëàññó A(G,M), ïðè÷åì
ψ(zj, ε) = 0, ïîýòîìó

ψ(z, ε) ≤ ϕj0,g1,...,gn(ε, z),

ãäå

gk(ε) =
∂kψ(zj, ε)

∂zk
(k = 1, . . . , n).

Íàéäåì ϕj0,g1,...,gn(ε, z). Ïóñòü ϕ1(z) ∈ A(G,M) è ϕ1(zj) = 0,

ϕ
(i)
1 (zj) = gi(ε) (i = 1, . . . , n). Ôóíêöèþ ϕ1(z) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ϕ1(z) = ϕ̃(z)Wj(z), ãäå ϕ̃(z) ∈ A(G,M). Çíà÷åíèÿ
ϕ̃(zj), . . . , ϕ̃

(n−1)(zj) ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé
äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà â òî÷êå zj,

An,j

 ϕ̃(zj)
...

ϕ̃(n−1)(zj)

 =

g1...
gn

 .

Îòñþäà

ϕj0,g1,...,gn(ε, z) = sup
ϕ̃∈A(G,M)

ϕ̃(zj)

...
ϕ̃(n−1)(zj)

=A−1
n,j


g1

...
gn



ϕ(z)

= |Wj(z)|ϕj
f10 ,...,f

1
n−1

(ε, z).

Òàêèì îáðàçîì,

ψ(z, ε) ≤ ϕ(z)− f0(ε)

1− f0(ε)

M2
ϕ(z)

= |Wj(z)|ϕj
f10 ,...,f

1
n−1

(ε, z).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε|

ϕ(z) ≤
|Wj(z)|ϕj

f10 ,...,f
1
n−1

(ε, z) + f0(ε)

1 +
f0(ε)

M2
|Wj(z)|ϕj

f10 ,...,f
1
n−1

(ε, z)

.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè, íà êîòîðîé äîñòèãàåò-
ñÿ îöåíêà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z ∈ [a, b], è íåïðåðûâíóþ äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü ϕjf0,...,fn(ε, z) ïî ε â îêðåñòíîñòè íóëÿ. �

Ëåììà 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∂ϕjf0,...,fn(0, z)

∂ε
=

n∑
k=0

W k
j (z)

[
1−W 2(n−k+1)

j (z)
]

(T jk , F0);

çäåñü (T jk , F0) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà F0 =

(
df0(0)

dε
,

. . . ,
dfn(0)

dε

)T
íà âåêòîð T jk , ãäå T

j
0 = (1, 0, . . . , 0)T , (T jk )T � k + 1

ñòðîêà ìàòðèöû

0∏
i=k−1

Bj
i ïðè k = 1, . . . , n,

Bj
i =

 0 0

0 A−1n−i,j


� êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n + 1, à ìàòðèöû An−i,j îïðåäå-
ëåíû â ëåììå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëó (1),
òîãäà íà k+ 1 øàãå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ fk+1

0 , . . . , fk+1
n−k−1, êîòîðûå âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç fk0 , . . . , f
k
n−k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 fk+1
0
...

fk+1
n−k−1

 = A−1n−k,j


∂

∂z
ψk(zj, ε)

...
∂n−k

∂zn−k
ψk(zj, ε)

 signWj(z),

ãäå

ψk(z, ε) =
ϕ(z)− fk0 (ε)

1− fk0 (ε)

M2
ϕ(z)

, ϕ(z) ∈ A(G,M) è ϕ(l)(zj) = fkl (ε)

(l = 0, . . . , n− k).
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Ïðåäñòàâëÿÿ
∂l

∂zl
ψk(z, ε) â âèäå

∂l

∂zl
ψk(z, ε) =

ϕ(l)(z)

1− fk0 (ε)

M2
ϕ(z)

+ fk0 (ε)Kl(z, ε),

ãäå Kl(zj, 0) = 0, íàõîäèì

d

dε

∂l

∂zl
ψk(zj, ε)

∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε
fkl (0).

Òàêèì îáðàçîì,
d

dε
fk+1
0 (0)

...
d

dε
fk+1
n−k−1(0)

 = A−1n−k,j


d

dε
fk1 (0)

...
d

dε
fkn−k(0)

 signWj(z).

Ââîäÿ ìàòðèöû Bj
k è âåêòîðû Fk =

(
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k ðàç

,
d

dε
fk0 (0), . . . ,

d

dε
fkn−k(0)

)T
, ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåì ê âèäó

Fk+1 = Bj
kFk signWj(z) = . . . =

0∏
i=k

Bj
iF0 signW k+1

j (z).

Îòñþäà

(2)
d

dε
fk+1
0 (0) = (T jk+1, F0) signW k+1

j (z).

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ϕj
f10 ,...,f

1
n−1

(0, z) = M |W n
j (z)|,

èìååì

∂ϕjf0,...,fn(0, z)

∂ε
= |Wj(z)|

∂ϕj
f10 ,...,f

1
n−1

(0, z)

∂ε
+
df0(0)

dε

[
1−W 2(n+1)

j (z)
]
.

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ê
∂ϕj

f10 ,...,f
1
n−1

(0, z)

∂ε
è ò. ä., íàõîäèì

∂ϕjf0,...,fn(0, z)

∂ε
=

n∑
k=0

dfk0 (0)

dε
|Wj(z)|k

[
1−W 2(n−k+1)

j (z)
]
.

Ïîäñòàâèâ
dfk0 (0)

dε
èç ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.

�
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Òåîðåìà 2. Îïòèìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

S0 =
N∑
j=1

ωj(z)

kj∑
k=0

W k
j (z)

[
1−W 2(kj−k+1)

j (z)
]

(T jk , A
−1
j f j);

çäåñü

f j = (f(zj), . . . , f
(kj)(zj))

T , ωj(z) =
N∏
i=1
i 6=j

W ki+1
i (z),

à ýëåìåíòû ìàòðèöû Aj çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

alm =

{
Cm−1
l−1 ω

(l−m)
j (zj), m ≤ l,

0, m > l
(1 ≤ m, l ≤ kj + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî

(3) S0 =
N∑
j=1

kj∑
k=0

Dij(z)f (i)(zj),

ãäå Dij(z) =
∂ϕij(0, z)

∂ε
. Ïóñòü f(z) ∈ A(G,M) è

f (k)(zl) = δki, δljε (l = 1, . . . , N ; k = 0, . . . , kl).

Òîãäà f(z) ïðåäñòàâèìà â âèäå f(z) = ϕ(z)ωj(z), ãäå ϕ(z) ∈
A(G,M). Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â òî÷êå zj, ïîëó÷èì

Aj

 ϕ(zj)
...

ϕ(kj)(zj)

 = εei, ãäå ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i ðàç

, 1, 0, . . . , 0)T .

Îòñþäà

ϕij(ε, z) = sup
ϕ∈A(G,M)

ϕ(zj)

...
ϕ(kj)(zj)

=εA−1
j ei

ωj(z)ϕ(z) = |ωj(z)|ϕjf0,...,fkj (ε, z)

è (f0, . . . , fkj)
T = εA−1j ei signωj(z). Èç ëåììû 2

∂ϕij(0, z)

∂ε
= |ωj(z)|

kj∑
k=0

W k
j (z)

[
1−W 2(kj−k+1)

j (z)
]

(T jk , F0),

ãäå F0 = A−1j ei signωj(z). Ñëåäîâàòåëüíî,

Dij(z) =
∂ϕij(0, z)

∂ε
= ωj(z)

kj∑
k=0

W k
j (z)

[
1−W 2(kj−k+1)

j (z)
]

(T jk , A
−1
j ei).

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îïòèìàëüíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåò-
ñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé â îáû÷íîì ñìûñëå, ò. å.

S
(i)
0 (zj) = f (i)(zj).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.
I. Ïóñòü çàäàíû f(z1), f(z2), . . . , f(zN), òîãäà èç òåîðåìû 2 îïòè-

ìàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

S0 =
N∑
j=1

ωj(z)

ωj(zj)

[
1−W 2

j (z)
]
f(zj), ãäå ωj(z) =

N∏
i=1
i 6=j

Wi(z),

à èç òåîðåìû 1 r(z, S0, z1, . . . , zN) = M

N∏
i=1

|Wj(z)|.

II. Ïóñòü G � âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà è çàäàíû f(0),
f ′(0), . . . , f (n)(0). Èç òåîðåìû 2

S0 =
n∑
k=0

zk

k!

[
1− z2(n−k+1)

]
f (k)(0),

à èç òåîðåìû 1 r(z, S0, 0) = M |z|n+1.
Ëþáîïûòíî, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà S =

n∑
k=0

(zk/k!)f (k)(0) íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

� 2. Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî
íîðìà ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû

T (S0, z1, . . . , zN) = M sup
z∈[a,b]

N∏
j=1

|Wj(z)|kj+1.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå kj ðàâíû íåêîòîðîìó k, ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè íîðìû ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîé ôîðìóëû çà ñ÷åò
âûáîðà z1, . . . , zN .
Åñëè Φ(z) � êàêîå-íèáóäü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G

íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåí-
íîé îñè â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, òî Wj(z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

Wj(z) =
Φ(z)− Φ(zj)

1− Φ(zj)Φ(z)
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ

(4) T0 = inf
z1,...,zN

T (S0, z1, . . . , zN)

= M

[
inf

z1,...,zN

sup
z∈[a,b]

N∏
i=1

∣∣∣∣ Φ(z)− Φ(zj)

1− Φ(zj)Φ(z)

∣∣∣∣]k+1

è z01 , . . . , z
0
N , íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü.
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Ïóñòü ýòà çàäà÷à ðåøåíà äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè G1, ñîäåðæà-
ùåé îòðåçîê [a1, b1]. Èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî åñëè W (z) �
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G1 íà âíóòðåííîñòü îáëàñòè G,
ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, à
îòðåçîê [a1, b1] â îòðåçîê [a, b] ⊂ G, òî çíà÷åíèå T0 îäíî è òî æå
äëÿ îáëàñòåé G è G1, à W (z01), . . . ,W (z0N) ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè
óçëàìè â îáëàñòè G, åñëè z01 , . . . , z

0
N ÿâëÿëèñü îïòèìàëüíûìè óç-

ëàìè â îáëàñòè G1. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ
êàêîé-íèáóäü îäíîé îáëàñòè.
Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà ôóíêöèþ τ(x) = (1− x)/(1 + x).

Ëåììà 4. Ïóñòü G � âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ñîäåðæà-

ùàÿ îòðåçîê [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

à) îïòèìàëüíûå óçëû èìåþò âèä

z0j =

dn

[
2j − 1

2N
K, k

]
− τ(b)

dn

[
2j − 1

2N
K, k

]
+ τ(b)

,

ãäå K � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëÿ

k:

K =

∫ 1

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, k =

√
1− τ 2(b)

τ 2(a)
;

á) íîðìà ïîãðåøíîñòè

T0 = M2k+1h−(k+1)N +O
(
h−(k+5)N

)
,

ãäå h = exp(πK ′/(2K)), à K ′ � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë

ïåðâîãî ðîäà äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ìîäóëÿ k′ =
√

1− k2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G � âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, òî

T0 = M

[
inf

z1,...,zN

sup
z∈[a,b]

N∏
j=1

|(z − zj)/(1− zjz)|
]k+1

.

Èç ðàáîò [3], [4] ìîæíî èçâëå÷ü ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè

T = inf
z1,...,zN

sup
z∈[a,b]

N∏
j=1

|(z − zj)/(1− zjz)|.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è:

z0j =

dn

[
2j − 1

2N
K, k

]
− τ(b)

dn

[
2j − 1

2N
K, k

]
+ τ(b)

, k =
√

1− τ 2(b)/τ 2(a);

T = 2q + O(q5), ãäå q = exp(−N(πK ′)/(2K)) = h−N . Îòñþäà âûòå-
êàåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû. �
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Ëåììà 5. Ïóñòü G � âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ

±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c, à îòðåçîê [a, b] = [−1, 1]. Òîãäà ñïðàâåä-

ëèâû óòâåðæäåíèÿ:

à) îïòèìàëüíûìè óçëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû ×åáûøåâà

z0j = cos(2j − 1)π/(2N);

á) íîðìà ïîãðåøíîñòè

T0 = M2k+1c−(k+1)N +O(c−(k+5)N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

W (u) = sin

[
π

2L
ϕ

(
2u

l(1 + u2)

)]
,

ãäå

ϕ(ξ) =

∫ ξ

0

dt√
(1− t2)(1− l2t2)

,

l îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ c = exp(πL′/(2L)), à L, L′ � ïîëíûå
ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà äëÿ ìîäóëåé l, l′. Ôóíê-
öèÿ W (u) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà
íà âíóòðåííîñòü ýëëèïñà G, ïðè÷åì òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè ïåðå-
õîäÿò â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, à òî÷êè a1 = −(1 −

√
1− l2)/l,

b1 = (1−
√

1− l2)/l â òî÷êè −1, 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî τ(b1) =
√

(1− l)/(1 + l), à
√

1− τ 2(b1)/τ 2(a1) = 2
√
l/(1 + l).

Òîãäà, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

z0j = W


dn

[
2j − 1

2N
K, k

]
−
√

1− l
1 + l

dn

[
2j − 1

2N
K, k

]
+

√
1− l
1 + l

 , k =
2
√
l

1 + l
.

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé ([5], [6]), ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî z0j = cos(2j −
1)π/(2N). Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ á) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ
c = exp(πL′/(2L)) = exp(πK ′/(2K)) = h. �

Ïóñòü Φ(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè ýëëèïñà ñ
ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c íà âíóòðåííîñòü îáëà-
ñòè G, ñîäåðæàùåé îòðåçîê [a, b], ïåðåâîäÿùåå òî÷êè âåùåñòâåííîé
îñè â òî÷êè âåùåñòâåííîé îñè, à îòðåçîê [−1, 1] â îòðåçîê [a, b].

Òåîðåìà 3. Îïòèìàëüíûå óçëû äëÿ îïòèìàëüíîé èíòåðïîëÿöè-

îííîé ôîðìóëû èìåþò âèä z0j = Φ(cos((2j−1)π/(2N))), à ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ íîðìà ïîãðåøíîñòè T0 = M2k+1c−(k+1)N +O(c−(k+5)N).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåì-
ìû 5. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà G � âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ
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ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è ñóììîé ïîëóîñåé c, T0 ñîâïàäàåò ïî ïî-
ðÿäêó ñ íîðìîé ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíàìè â óçëàõ
×åáûøåâà.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé Ïîñòóïèëî
óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà 14.X.1971
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