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×ÈÑËÅ ÒÎ×ÅÊ

À. Ã. ÌÀÐ×ÓÊ, Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷-
íûõ êëàññîâ ôóíêöèé ñðåäè íàèëó÷øèõ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ïî çíà÷åíèÿì, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ìåòîä. Äëÿ íåêî-
òîðûõ ïðîñòåéøèõ êëàññîâ ñòðîÿòñÿ ëèíåéíûå íàèëó÷øèå ìå-
òîäû è îöåíèâàåòñÿ èõ ïîãðåøíîñòü. Áèáë. 3 íàçâ.

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x), x ∈ [a, b] èç
íåêîòîðîãî êëàññà W ïî åå ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèÿì fk = f(xk)+
ρk, xk ∈ [a, b], k = 1, . . . , n, ïðè óñëîâèè ‖ρ‖ ≤ δ; çäåñü ‖ · ‖ � êàêàÿ-
ëèáî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ρ = (ρ1, . . . , ρn). Âñÿêèé ìåòîä
ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x), èñïîëüçóþùèé èíôîðìàöèþ òîëüêî
î çíà÷åíèÿõ f1, . . . , fn, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå íåêîòîðîé
ôóíêöèè f(x) ≈ S(x, δ, f1, . . . , fn). Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà â
òî÷êå x ∈ [a, b] íà êëàññå W íàçîâåì âåëè÷èíó

rS(x, δ, x1, . . . , xn) = sup
f∈W
‖ρ‖≤δ

|f(x)− S(x, δ, f1, . . . , fn)|.

Âåëè÷èíó

r(x, δ, x1, . . . , xn) = inf
S
rS(x, δ, x1, . . . , xn)

áóäåì íàçûâàòü íàèëó÷øåé îöåíêîé ïîãðåøíîñòè â òî÷êå x, à ìåòîä
S0(x, δ, f1, . . . , fn) � íàèëó÷øèì ìåòîäîì, åñëè ïðè âñåõ x ∈ [a, b]
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(x, δ, x1, . . . , xn) = rS0(x, δ, x1, . . . , xn).

Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íàèëó÷øåé îöåíêè
ïîãðåøíîñòè â òî÷êàõ x ∈ [a, b] çà ñ÷åò âûáîðà òî÷åê x1, . . . , xn.
Íàçîâåì âåëè÷èíó

rn(δ) = inf
{xk}
‖r(x, δ, x1, . . . , xn)‖C[a,b]

íàèëó÷øåé îöåíêîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íà [a, b], à òî÷êè
x01, . . . , x

0
n � îïòèìàëüíûìè óçëàìè, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rn(δ) = ‖r(x, δ, x01, . . . , x0n)‖C[a,b].

Äëÿ ñëó÷àÿ δ = 0 (ïðèáëèæåíèå ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì) ñîîò-
âåòñòâóþùèå çàäà÷è äëÿ êëàññà ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêè ïðîäîë-
æàåìûõ â íåêîòîðóþ îäíîñâÿçíóþ è ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî
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âåùåñòâåííîé îñè îáëàñòü è îãðàíè÷åííûõ â íåé, ðàññìàòðèâàëèñü
â ðàáîòå [1].
2. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèè ïî åå çíà÷åíèÿì, çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ, è íàõîæäåíèÿ
åãî ïîãðåøíîñòè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â áîëåå îáùåì âè-
äå. Ïóñòü L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå W ⊂ X íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î çíà÷å-

íèÿõ l̃k(x) = lk(x) + ρk, ãäå x ∈ W , ‖ρ‖ ≤ δ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâ W ñðåäè íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ
ïðèáëèæåíèÿ (â ñìûñëå äàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ) ñóùåñòâóåò ëè-
íåéíûé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü W � âûïóêëîå, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå

ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ öåíòðîì ñèììåòðèè

0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf
S

sup
x∈W
‖ρ‖≤δ

|L(x)− S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x))| = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|,

ãäå l(x) = (l1(x), . . . , ln(x)); ïðè÷åì ñóùåñòâóþò ÷èñëà Dj(δ) òà-
êèå, ÷òî

sup
x∈W
‖ρ‖≤δ

∣∣∣∣L(x)− n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê
(n+ 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà

(y0, y1, . . . , yn) = (L(x), l̃1(x), . . . , l̃n(x)),

ãäå x ∈ W , ‖ρ‖ ≤ δ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Y áó-
äåò âûïóêëûì è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ñ öåíòðîì ñèììåòðèè
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëîæèì

D0(δ) = sup
(y0,0,...,0)∈Y

y0.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

(1) D0(δ) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|.

Äåéñòâèòåëüíî,

D0(δ) = sup
x∈W

l̃k(x)=0, k=1,...,n
‖ρ‖≤δ

L(x) = sup
x∈W

l(x)=−ρ
‖ρ‖≤δ

L(x) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

L(x).

2



Òàê êàê ìíîæåñòâî W öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî, òî

sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

L(x) = sup
x∈W
‖l(x)‖≤δ

|L(x)|.

Ïóñòü D0(δ) < ∞. Âñëåäñòâèå âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Y ÷åðåç
êàæäóþ åãî ãðàíè÷íóþ òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè îïîðíóþ ãèïåðïëîñ-
êîñòü. Óðàâíåíèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(D0(δ), 0, . . . , 0), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y0 =
n∑
j=1

Dj(δ)yj +D0(δ).

Ïëîñêîñòüþ, ñèììåòðè÷íîé ýòîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò, áóäåò ïëîñêîñòü

y0 =
n∑
j=1

Dj(δ)yj −D0(δ).

Èç ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà Y îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü òàêæå áóäåò îïîðíîé ê ìíîæåñòâó Y .
Ìíîæåñòâî Y íàõîäèòñÿ ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè è ïîýòîìó äëÿ
âñåõ òî÷åê Y ∣∣∣∣y0 − n∑

j=1

Dj(δ)yj

∣∣∣∣ ≤ D0(δ);

âñïîìèíàÿ ñìûñë êîîðäèíàò yj, ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå∣∣∣∣L(x)− n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ D0(δ)

ïðè âñåõ x ∈ W , ‖ρ‖ ≤ δ. Òàêèì îáðàçîì,

(2) sup
x∈W
‖ρ‖≤δ

∣∣∣∣L(x)− n∑
j=1

Dj(δ)l̃j(x)

∣∣∣∣ ≤ D0(δ).

Èç ðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-

åò ýëåìåíò xε ∈ W òàêîé, ÷òî |L(xε)| > D0(δ) − ε è l̃1(xε) =

. . . = l̃n(xε) = 0. Òåìè æå ñâîéñòâàìè áóäåò îáëàäàòü ýëåìåíò
−xε. Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ, òîãäà äëÿ
ýëåìåíòîâ ±xε ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà L(±xε) ðàâíî
S(δ, l̃1(±xε), . . . , l̃n(±xε)) = S(δ, 0, . . . , 0) = S0. Èç íåðàâåíñòâ

|L(xε)− S0|+ |L(−xε)− S0| ≥ |L(xε)− S0 + (S0 − L(−xε))|
> 2(D0(δ)− ε)
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ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îäíîãî èç ýëåìåíòîâ ±xε îøèáêà ïðèáëèæåííîãî
çíà÷åíèÿ áîëüøå D0(δ)− ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε è ðàññìàòðè-
âàåìîãî ìåòîäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

inf
S

sup
x∈W
‖ρ‖≤δ

|L(x)− S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x))| ≥ D0(δ).

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñ íåðàâåíñòâîì (2) è çàìå÷àÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìåòîäîâ ñîäåðæèò ëèíåéíûå, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Â ñëó÷àå, êîãäà D0(δ) =∞, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

inf
S

sup
x∈W
‖ρ‖≤δ

|L(x)− S(δ, l̃1(x), . . . , l̃n(x))| =∞.

Òîãäà âñÿêèé ìåòîä, â ÷àñòíîñòè âñÿêèé ëèíåéíûé ìåòîä, áóäåò
íàèëó÷øèì, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòàåòñÿ â ñèëå. �

Ñëåäñòâèå. Ïîëîæèì

ϕδj(ε) = sup
x∈W

‖l(x)−εej‖≤δ

L(x),

ãäå ej = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, 1, 0, . . . , 0). Åñëè ôóíêöèÿ ϕδj(ε) äèôôåðåíöèðóåìà

â íóëå, òî

Dj(δ) =
dϕδj(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû ïðè ðàññìîòðåíèè ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê Y
ïëîñêîñòüþ (y0, yj).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëü-

ñòâà ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ δ = 0 èç ðàáîòû [2]
(ñì. òàêæå [3]).
Èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò

Òåîðåìà 1′. Ïóñòü W � âûïóêëûé è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé

ñ öåíòðîì ñèììåòðèè 0 êëàññ ôóíêöèé. Òîãäà ñðåäè íàèëó÷øèõ

ìåòîäîâ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

S0(x, δ, f1, . . . , fn) =
n∑
j=1

Dj(δ, x)fj

ñ ïîãðåøíîñòüþ

r(x, δ, x1, . . . , xn) = sup
f∈W
‖f‖≤δ

|f(x)|,
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ãäå f = (f(x1), . . . , f(xn)); ïðè÷åì åñëè ôóíêöèÿ

ϕδj(ε, x) = sup
f∈W

‖f−εej‖≤δ

f(x)

äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå ïî ε, òî Dj(δ, x) =
dϕδj(ε, x)

dε

∣∣∣∣
ε=0

.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå êëàññû ôóíêöèé è ïîñòðîèì
äëÿ íèõ ëèíåéíûå íàèëó÷øèå ìåòîäû ïðèáëèæåíèÿ. Â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ:

‖ρ‖p =
( n∑
j=1

|ρj|p
)1/p

, 1 ≤ p ≤ ∞,

à íàèëó÷øèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñíàáæàòü ñîîòâåòñòâóþùèì èí-
äåêñîì.
3. Ðàññìîòðèì òèïè÷íûé äëÿ êëàññè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè êëàññ

W (n)(M ; a, b) ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî-
ðÿäêà n, îãðàíè÷åííóþ êîíñòàíòîé M , ãäå n � ÷èñëî òî÷åê, â êî-
òîðûõ çàäàíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïðè èçìåðåíèè ïîãðåøíîñòè äàííûõ â ‖ · ‖p èíòåðïî-
ëÿöèÿ Ëàãðàíæà

S0(x, δ, f1, . . . , fn) =
n∑
j=1

Pj(x)fj,

Pj(x) =
∏
i 6=j

x− xi
xj − xi

,

ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ â êëàññå W (n)(M ; a,
b). Ïðè âñåõ 1 ≤ p ≤ ∞. Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ìåòîäà

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(3) rp(x, δ, x1, . . . , xn) =
M |ωn(x)|

n!
+ δ‖P (x)‖q;

çäåñü ωn(x) =
n∏
i=1

(x− xi), P (x) = (P1(x), . . . , Pn(x)) è
1

p
+

1

q
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, W (n)(M ; a, b) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 1′, ñëåäîâàòåëüíî,

rp(x, δ, x1, . . . , xn) = sup
f∈W (n)(M ;a,b)

‖f‖p≤δ

|f(x)|.

Îöåíèì rp(x, δ, x1, . . . , xn) ñíèçó. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(y) =
M |ωn(y)|

n!
signωn(x) +

n∑
j=1

Pj(y) signPj(x);

5



çäåñü ïðè p = 1

ρj =

0 ïðè |Pj(x)| 6= max
k
|Pk(x)|,

δ ïðè |Pj(x)| = max
k
|Pk(x)|;

ïðè 1 < p <∞ ρj = δ
|Pj(x)|q−1

‖P (x)‖q−1q

; ïðè p =∞ ρj = δ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f(y) ∈ W (n)(M,a, b) è ‖f‖p = ‖ρ‖p = δ.
Òàêèì îáðàçîì,

(4) rp(x, δ, x1, . . . , xn) ≥ f(x) =
M |ωn(x)|

n!
+ δ‖P (x)‖q.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà íà
êëàññå W (n)(M,a, b):

(5)

∣∣∣∣f(x)− n∑
j=1

Pj(x)fj

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f(x)− n∑
j=1

Pj(x)f(xj)

∣∣∣∣+∣∣∣∣ n∑
j=1

Pj(x)ρj

∣∣∣∣
≤ M |ωn(x)|

n!
+ ‖ρ‖p‖P (x)‖q ≤

M |ωn(x)|
n!

+ δ‖P (x)‖q.

Îòñþäà ñëåäóåò

rp(x, δ, x1, . . . , xn) ≤
M |ωn(x)|

n!
+ δ‖P (x)‖q,

÷òî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (4) äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (3). Îöåíêà
(5) ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì
ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ. �

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hω êëàññ ôóíêöèé, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò ôèêñèðîâàííîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè
ω(ε). Äëÿ ýòîãî êëàññà ìîæíî ïîñòðîèòü öåëîå ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ, åñëè ïîãðåøíîñòü äàííûõ èçìåðÿåòñÿ â
‖ρ‖∞ = max

1≤j≤n
|ρj|.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b. Ïðè èçìåðåíèè

ïîãðåøíîñòè äàííûõ â ‖ · ‖∞ ìåòîäû

(6) Sλ0 (x, δ, f1, . . . , fn)

=



f1 ïðè x ∈
[
a,
x1 + x2

2

)
,

fk ïðè x ∈
(
xk−1 + xk

2
,
xk + xk+1

2

)
,

k = 2, . . . , n− 1,

fn ïðè x ∈
(
xn−1 + xn

2
, b

]
,

λkfk + (1− λk)fk+1 ïðè x =
xk + xk+1

2
, k = 1, . . . , n− 1,

6



ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè ìåòîäàìè äëÿ êëàññà Hω ïðè âñåõ λ =
(λ1, . . . , λn−1), λk ∈ [0, 1], k = 1, . . . , n − 1; äëÿ íàèëó÷øåé îöåíêè

ïîãðåøíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(7) r∞(x, δ, x1, . . . , xn) = δ + ω

(
min
1≤i≤n

|x− xi|
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1′ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàâåíñòâà (7) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

sup
f∈Hω

‖f‖∞≤δ

|f(x)| = δ + ω

(
min
1≤i≤n

|x− xi|
)
.

Ïóñòü f(x) ∈ Hω è ‖f‖∞ ≤ δ, òîãäà

|f(x)| ≤ |f(x)− f(xk)|+ |f(xk)| ≤ δ + ω(|x− xk|).
Âûáåðåì xk èç óñëîâèÿ |x− xk| = min

1≤i≤n
|x− xi|. Èìååì

(8) sup
f∈Hω

‖f‖∞≤δ

|f(x)| ≤ δ + ω

(
min
1≤i≤n

|x− xi|
)
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) = δ+ω

(
min
1≤i≤n

|x− xi|
)
ïðèíàäëåæèò êëàññó

Hω è ‖f‖∞ = δ, íåðàâåíñòâî (8) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ÷òî è
äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (7).

Ïóñòü x ∈
(
xk−1 + xk

2
,
xk + xk+1

2

)
. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèáëèæåíèå

f(x) ≈ fk áóäåò íàèëó÷øèì. Äåéñòâèòåëüíî,

|f(x)−fk| ≤ δ+ |f(x)−f(xk)| ≤ δ+ω(|x−xk|) = r∞(x, δ, x1, . . . , xn).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè x ∈
[
a,
x1 + x2

2

)
è x ∈(

xn−1 + xn
2

, b

]
. Ïóñòü òåïåðü x =

xk + xk+1

2
. Ðàññìîòðèì ïðèáëè-

æåíèå f

(
xk + xk+1

2

)
≈ λkfk + (1− λk)fk+1, ãäå λk ∈ [0, 1]. Èìååì∣∣∣∣f (xk + xk+1

2

)
− λkfk − (1− λk)fk+1

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣λk [f (xk + xk+1

2

)
− f(xk)

]
+(1− λk)

[
f

(
xk + xk+1

2

)
− f(xk+1)

]∣∣∣∣+ δ ≤ ω

(
xk+1 − xk

2

)
+ δ

= r∞

(
xk + xk+1

2
, δ, x1, . . . , xn

)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðè
ëþáîì k ∈ [0, 1]. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå. Äëÿ íàèëó÷øåé îöåíêè ïîãðåøíîñòè íà [a, b] â êëàññå
Hω èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(9) rn(δ) = δ + ω

(
b− a
2n

)
,

à îïòèìàëüíûìè óçëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû

x0j = a+ (2j − 1)
b− a
2n

, j = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ ω(ε) íå óáûâàåò, çàäà÷à íàõîæ-
äåíèÿ óçëîâ, ìèíèìèçèðóþùèõ ‖r∞(x, δ, x1, . . . , xn)‖C[a,b], ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ óçëîâ, ìèíèìèçèðóþùèõ∥∥∥∥max

1≤i≤n
|x− xi|

∥∥∥∥
C[a,b]

.

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ óçëû x0j = a+ (2j − 1)
b− a
2n

,

j = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî,

rn(δ) = ‖r∞(x, δ, x01, . . . , x0n)‖C[a,b] = δ + ω

(
b− a
2n

)
.

�

Èç ðàâåíñòâà (9) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî óçëîâ n ïðè ïðèáëèæåíèè

íà êëàññå Hω ðàçóìíî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ω

(
b− a
2n

)
∼ δ (íàïðè-

ìåð, äëÿ êëàññà ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ

êîíñòàíòîé K: n ∼ K
b− a
2δ

), äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå íå äàåò ñóùå-

ñòâåííîãî âûèãðûøà â òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé Ïîñòóïèëî
óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà 9.IV.1974
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