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Â ÊÎÍÅ×ÍÎÌ ×ÈÑËÅ ÒÎ×ÅÊ

Ê. Þ. ÎÑÈÏÅÍÊÎ

Äëÿ êëàññà îãðàíè÷åííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè ôóíêöèé ñòðîèòñÿ ëèíåéíûé íàèëó÷øèé ìåòîä ïðèáëè-
æåíèÿ ïî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷-
êàõ îáëàñòè, äîêàçûâàåòñÿ åãî åäèíñòâåííîñòü. Íàéäåíî ïðå-
äåëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ íèæíåé ãðàíè íîðìû ïîãðåøíîñòè
íàèëó÷øåãî ìåòîäà íà ïðîèçâîëüíîì êîìïàêòå ñî ñâÿçíûì äî-
ïîëíåíèåì, ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî óçëàì èç îáëàñòè àíà-
ëèòè÷íîñòè. Áèáë. 6 íàçâ.

1. Ïóñòü L, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà êîìïëåêñ-
íîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèîíàëà L ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1, . . . , ln íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå W ⊂ X. Âñÿêèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèîíàëà
L, èñïîëüçóþùèé èíôîðìàöèþ òîëüêî î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèîíàëîâ
l1, . . . , ln íà ìíîæåñòâå W , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå íåêîòî-
ðîé êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ

L(x) ≈ S(l1(x), . . . , ln(x)), x ∈ W.

Ïîãðåøíîñòüþ äàííîãî ìåòîäà åñòåñòâåííî íàçâàòü âåëè÷èíó

rn(S) = sup
x∈W
|L(x)− S(l1(x), . . . , ln(x))|.

Íàçîâåì ìåòîä S0(l1(x), . . . , ln(x)) íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæå-
íèÿ, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

rn(S0) = inf
S
rn(S).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâ ñðåäè
íàèëó÷øèõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ìåòîä.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâîW èç êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 1) W � âûïóêëî, 2) W �

êðóãîâîå ìíîæåñòâî, ò. å. èç x ∈ W ñëåäóåò, ÷òî eiϕ ∈ W ïðè

âñåõ ϕ ∈ [0, 2π]. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà Dj,

÷òî ìåòîä

S0(l1(x), . . . , ln(x)) =
n∑
j=1

Djlj(x)
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ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ, è äëÿ åãî ïîãðåøíî-

ñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

rn(S0) = sup
x∈W

l1(x)=...=ln(x)=0

|L(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê â (2n + 2)-ìåðíîì
âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå

(x0, y0, x1, y1, . . . , xn, yn) = (ReL(x), ImL(x),

Re l1(x), Im l1(x), . . . ,Re ln(x), Im ln(x))

ïðè âñåõ x ∈ W , êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Wn. Â ñèëó ñâîéñòâà
1) ìíîæåñòâà W ìíîæåñòâî òî÷åê Wn áóäåò âûïóêëî. Îáîçíà÷èì
÷åðåçWϕ

n ìíîæåñòâî òî÷åê, ïîëó÷åííûõ èç òî÷åêWn ïðè ëèíåéíîì
ïðåîáðàçîâàíèè Pϕ, çàäàâàåìîì ðàâåíñòâàìè

x′k = xk cosϕ− yk sinϕ,

y′k = xk sinϕ+ yk cosϕ,
k = 0, . . . , n.

Â ñèëó ñâîéñòâà 2) ìíîæåñòâî òî÷åê Wϕ
n áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæå-

ñòâîì Wn ïðè âñåõ ϕ ∈ [0, 2π]. Ïîëîæèì

R = sup
(x0,y0,0,...,0)∈Wn

√
x2

0 + y2
0

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî R < ∞. Âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè ìíîæå-
ñòâàWn îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Pϕ âñå òî÷êè (x0, y0, 0, . . . , 0),
ãäå x2

0 + y2
0 = R2 ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà Wn.

×åðåç êàæäóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïðî-
âåñòè ê íåìó îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Óðàâíåíèå îïîðíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè ê Wn, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíè÷íóþ òî÷êó (R, 0, . . . , 0),
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(1) x0 =
n∑
j=1

(ajxj + bjyj) +R.

Ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè Pϕ ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ïåðåéäåò â
îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ê Wϕ

n = Wn, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ãðàíè÷-
íóþ òî÷êó (R cosϕ,R sinϕ, 0, . . . , 0) è èìåþùóþ âèä

x0 cosϕ+ y0 sinϕ =
n∑
j=1

(aj cosϕ− bj sinϕ)xj

+
n∑
j=1

(aj sinϕ+ bj cosϕ)yj +R.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ϕ ∈ [0, 2π] òî÷êè ìíîæåñòâà Wn

ëåæàò â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå(
x0 −

n∑
j=1

(ajxj + bjyj)

)
cosϕ+

(
y0 −

n∑
j=1

(−bjxj + ajyj)

)
sinϕ ≤ R.

Ìíîæåñòâî òî÷åê (A,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó A cosϕ +
B sinϕ ≤ R ïðè ëþáîì ϕ ∈ [0, 2π], ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà R. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ òî÷åê èç Wn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(

x0 −
n∑
j=1

(ajxj + bjyj)

)2

+

(
y0 −

n∑
j=1

(−bjxj + ajyj)

)2

≤ R2.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâàWn, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî â âèäå ∣∣∣∣L(x)−

n∑
j=1

(aj − ibj)lj(x)

∣∣∣∣ ≤ R.

Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ W , èìååì

(2) sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Djlj(x)

∣∣∣∣ ≤ R, Dj = aj − ibj.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòîäà S(l1(x), . . . ,
ln(x)) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî rn(S) ≥ R. Èç îïðåäåëåíèÿ R è
ìíîæåñòâà Wn ñëåäóåò, ÷òî

(3) R = sup
x∈W

l1(x)=...=ln(x)=0

|L(x)|.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò xε ∈ W òàêîé, ÷òî
l1(xε) = . . . = ln(xε) = 0 è |L(xε)| > R− ε. Ýòèì æå ñâîéñòâîì áóäåò
îáëàäàòü −xε ∈ W . Èç íåðàâåíñòâ

|L(xε)− S(0, . . . , 0)|+ |L(−xε)− S(0, . . . , 0)| ≥ 2|L(xε)| > 2(R− ε)

âûòåêàåò, ÷òî ëèáî äëÿ xε, ëèáî äëÿ −xε ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèîíàëà L áîëüøå R− ε.
Îòñþäà

rn(S) = sup
x∈W
|L(x)− S(l1(x), . . . , ln(x))| > R− ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 è ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ïîëó÷àåì

(4) inf
S
rn(S) ≥ R.

Íåðàâåíñòâà (2) è (4) äàþò öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé

(5) inf
S
rn(S) ≥ R ≥ rn(S0),
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ãäå S0(l1(x), . . . , ln(x)) =
n∑
j=1

Djlj(x). Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìå-

òîäîâ ïðèáëèæåíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ìåòîäîâ,
ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (5) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Ïðè R =∞ äëÿ
ëþáîãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ rn(S) =∞, è âñÿêèé ìåòîä, à çíà÷èò,
è âñÿêèé ëèíåéíûé ìåòîä, áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàèëó÷øèì. Òåîðåìà äî-
êàçàíà. �

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèîíàëû L, l1,
. . . , ln ìîæåò áûòü äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ëèíåéíîãî
íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàW âûïîëíåíû ïðåä-

ïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà, åñëè ôóíêöèè ϕj(ε) = sup
x∈Aj(ε)

ReL(x)

è ψj(ε) = ϕj(iε), ãäå

Aj(ε) = {x|x ∈ W, ImL(x) = 0, lk(x) = εδjk, k = 1, . . . , n },

δjk =

{
1, j = k,

0, j 6= k,

äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå ïðè âñåõ j = 1, . . . , n, òî ìåòîä

S0(l1(x), . . . , ln(x)) =
n∑
j=1

[ϕ′j(0)− iψ′j(0)]lj(x)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèÿ ôóíêöèîíàëà L(x) no çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëîâ l1(x), . . . ,
ln(x) íà ìíîæåñòâå W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 1 áûëî îïðåäåëåíî ìíîæåñòâîWn è äî-
êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îïîðíîé ê íåìó ãèïåðïëîñêîñòè (1). Ðàññìàò-
ðèâàÿ òî÷êè Wn, ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõ (x0, xj) è (x0, yj), íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ϕj(ε) è
ψj(ε) â íóëå ãèïåðïëîñêîñòü (1) åäèíñòâåííà è èìåþò ìåñòî ðàâåí-
ñòâà aj = ϕ′j(0), bj = ψ′j(0), j = 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä

S0(l1(x), . . . , ln(x)) =
n∑
j=1

(aj − ibj)lj(x) =
n∑
j=1

[ϕ′j(0)− iψ′j(0)]lj(x)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü òå-

ïåðü S ′0(l1(x), . . . , ln(x)) =
n∑
j=1

Cjlj(x) � íåêîòîðûé ëèíåéíûé íàè-

ëó÷øèé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

sup
x∈W

∣∣∣∣L(x)−
n∑
j=1

Cjlj(x)

∣∣∣∣ = sup
x∈W

l1(x)=...=ln(x)=0

|L(x)| = R.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

ReL(x)−
n∑
j=1

ReCj Re lj(x) +
n∑
j=1

ImCj Im lj(x) ≤ R

ïðè âñåõ x ∈ W . Ïåðåõîäÿ ê òî÷êàì ìíîæåñòâà Wn, ïîëó÷àåì, ÷òî
ãèïåðïëîñêîñòü

x0 =
n∑
j=1

ReCj Rexj(x) +
n∑
j=1

ImCjyj(x) +R

áóäåò îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ê ìíîæåñòâó Wn, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç ãðàíè÷íóþ òî÷êó (R, 0, . . . , 0). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè òàêîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè ReCj = aj = ϕ′j(0), ImCj = −bj = −ψ′j(0). Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèîíàëîâ L, l1, . . . , ln è ïðîñòðàíñòâà X
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 áûëî äîêàçàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1].
2. Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé A(G,M), àíàëèòè÷åñêèõ â îäíî-

ñâÿçíîé îáëàñòè G è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |f(z)| ≤M , z ∈ G.
Ïóñòü z1, . . . , zn � íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå òî÷êè èç îáëàñòèG. Ïîñòà-
âèì çàäà÷ó î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíû f(z) ïî çíà÷åíèÿì
f(z1), . . . , f(zn) íà êëàññå A(G,M) ïðè ëþáîì z ∈ G.
Íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êå z âå-

ëè÷èíó

r(z, z1, . . . , zn) = inf
S

sup
f∈A(G,M)

|f(z)− S(z, f(z1), . . . , f(zn))|,

à ìåòîä S0(z, f(z1), . . . , f(zn)) � íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæåíèÿ,
åñëè ïðè âñåõ z ∈ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = sup
f∈A(G,M)

|f(z)− S0(z, f(z1), . . . , f(zn))|.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü G íå åñòü âñÿ ðàñøè-
ðåííàÿ ïëîñêîñòü èëè ðàñøèðåííàÿ ïëîñêîñòü ñ îäíîé âûêîëîòîé
òî÷êîé, òàê êàê â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ òî÷-
íî â ëþáîé òî÷êå z ∈ G.

Òåîðåìà 3. Ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f(zn)) =
n∑
j=1

ωj(z)

ωj(zj)
[1− |Wj(z)|2]f(zj)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì íà êëàññå

A(G,M) è äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

r(z, z1, . . . , zn) = M

n∏
j=1

|Wj(z)|;
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çäåñü Wj(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè G â åäèíè÷íûé

êðóã, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó zj â íóëü, à ωj(z) =
∏
k 6=j

Wk(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, êëàññ A(G,M) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì òåîðåìû 1. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî íàè-
ëó÷øåãî ìåòîäà è ðàâåíñòâî äëÿ åãî ïîãðåøíîñòè

r(z, z1, . . . , zn) = sup
f∈A(G,M)

f(z1)=...=f(zn)=0

|f(z)|.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(z) ∈ A(G,M), îáðàùàþùåéñÿ â íóëü â òî÷êàõ z1, . . . , zn, ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f(z) =
n∏
j=1

Wj(z)g(z), ãäå g(z) ∈ A(G,M).

Òàêèì îáðàçîì,

r(z, z1, . . . , zn) = M
n∏
j=1

|Wj(z)|.

Ïî òåîðåìå 2 äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîãî íàèëó÷øåãî ìåòîäà è äî-
êàçàòåëüñòâà åãî åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü ïî ε â íóëå ôóíêöèé

ϕj(ε, z) = sup
f∈Aj(ε)

Re f(z), ψj(ε, z) = ϕj(iε, z),

ãäå

Aj(ε) = { f |f ∈ A(G,M), Im f(z) = 0, f(zk) = εδjk },

è íàéòè ∂ϕj(0, z)/∂ε, ∂ψj(0, z)/∂ε. Ïóñòü f(ξ) ∈ A(G,M) è f((zj) =
wδjk. Òîãäà f(ξ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(ξ) = ωj(ξ)g(ξ), ãäå
g(ξ) ∈ A(G,M) è g(zj) = w/ωj(zj). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |w| <
M |ωj(zj)|, òîãäà ôóíêöèÿ

g1(ξ) = M2 g(ξ)− w/ωj(zj)
M2 − wg(ξ)/ωj(zj)

áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó A(G,M) è îáðàùàòüñÿ â íóëü â òî÷êå
zj. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå g1(ξ) = Wj(ξ)f1(ξ), ãäå
f1(ξ) ∈ A(G,M). Èòàê, äëÿ ôóíêöèè f(ξ) èìååì ïðåäñòàâëåíèå

f(ξ) = M2ωj(ξ)

Wj(ξ)f1(ξ) +
w

ωj(zj)

M2 +
w

ωj(zj)
Wj(ξ)f1(ξ)

, f1(ξ) ∈ A(G,M).
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Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ϕj(ε, z) è ψj(ε, z) ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì z ñâåëîñü ê èññëåäîâàíèþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè

u = M2ωj(z)

Wj(z)v +
w

ωj(zj)
w

ωj(zj)
Wj(z)v +M2

ïðè |v| ≤ M è w = ε, iε. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè äðîáíî-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé (ñì. [2]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ε|

ϕj(ε, z) = Rew0 +
√
ρ2 − (Imw0)2,

ψj(ε, z) = − Imw0 +
√
ρ2 − (Rew0)2,

ãäå

w0 = εM2 ωj(z)

ωj(zj)
· 1− |Wj(z)|2

M2 − ε2

∣∣∣∣Wj(z)

ωj(zj)

∣∣∣∣2 ,
ρ = M2|ωj(z)Wj(z)|M

2 − ε2|ωj(zj)|−2

M2 − ε2

∣∣∣∣Wj(z)

ωj(zj)

∣∣∣∣2 .
Îòñþäà

∂ϕj(0, z)

∂ε
=
[
1− |Wj(z)|2

]
Re

ωj(z)

ωj(zj)
,

∂ψj(0, z)

∂ε
= −

[
1− |Wj(z)|2

]
Im

ωj(z)

ωj(zj)
.

Ïî òåîðåìå 2 ìåòîä

S0(z, f(z1), . . . , f(zn)) =
n∑
j=1

ωj(z)

ωj(zj)
[1− |Wj(z)|2]f(zj)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì íàèëó÷øèì ìåòîäîì ïðèáëèæå-
íèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

3. Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî E ñî ñâÿçíûì
äîïîëíåíèåì CE. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà E çà ñ÷åò âûáîðà
óçëîâ z1, . . . , zn. Âåëè÷èíó

Rn(G,E) = inf
z1,...,zn

‖r(z, z1, . . . , zn)‖E

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà ìíîæåñòâå E;
‖r(z)‖E = max

z∈E
|r(z)|. Òî÷êè z0

1 , . . . , z
0
n íàçîâåì îïòèìàëüíûìè óçëà-

ìè, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Rn(G,E) = ‖r(z, z0
1 , . . . , z

0
n)‖E.
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Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü G � ýëëèïñ Ýc ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ ±1 è
ñóììîé ïîëóîñåé c, à ìíîæåñòâî E åñòü îòðåçîê [−1, 1], èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

Rn(Ýc, [−1, 1]) = 2Mc−n +O(c−5n),

à îïòèìàëüíûå óçëû íå çàâèñÿò îò c è ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ×åáûøåâà

z0
j = cos

2j − 1

2n
π (ñì. [3]).

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå åì-
êîñòè êîíäåíñàòîðà, êîòîðîå áûëî ââåäåíî è èññëåäîâàíî â ðàáîòàõ
Ïîëíà è Ñåãå (ñì. [4]). Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì åì-
êîñòè, äàííûì â ðàáîòå [5]. Êîíäåíñàòîðîì áóäåì íàçûâàòü ïàðó
(E,F ), ãäå E è F � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà
ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò
ñâÿçíîå äîïîëíåíèå. Ïóñòü H � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðè-
õëå â îáëàñòè D = C(E ∪ F ), ïîñòðîåííîå ïî ãðàíè÷íûì äàííûì,
ðàâíûì 0 íà ∂E è 1 íà ∂F ; Γ � ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ, ïðèíàä-

ëåæàùèõ D è â ñîâîêóïíîñòè ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà E è F ;
∂

∂n
� ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ê êîíòóðó Γ, âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê
ìíîæåñòâó, îãðàíè÷åííîìó Γ è ñîäåðæàùåìó E.
Åìêîñòüþ êîíäåíñàòîðà (E,F ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

c(E,F ) =
1

2π

∫
Γ

∂H

∂n
ds,

à âåëè÷èíà h(E,F ) = c−1(E,F ) íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîíäåíñàòî-
ðà (E,F ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè D � äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü, òî ðèìàíîâ
ìîäóëü ρ îáëàñòè D ñâÿçàí ñ ìîäóëåì êîíäåíñàòîðà (E,F ) ñîîòíî-
øåíèåì ρ = eh(E,F ).

Òåîðåìà 4. Äëÿ ïîãðåøíîñòè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà E
èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

Rn(G,E) ≥Me−nh(E,CG) ïðè âñåõ n ≥ 0;(6)

lim
n→∞

n
√
Rn(G,E) = e−h(E,CG),(7)

ãäå h(E,CG) � ìîäóëü êîíäåíñàòîðà (E,CG).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èí Rn(G,E) è h(E,
CG) îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàñòè G äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî G � åäèíè÷íûé
êðóã. Â ýòîì ñëó÷àå

r(z, z1, . . . , zn) = M

n∏
j=1

∣∣∣∣ z − zj1− zjz

∣∣∣∣ ,
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è

Rn(G,E) = M inf
|zj |<1

∥∥∥∥ n∏
j=1

z − zj
1− zjz

∥∥∥∥
E

.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F , ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâó Å îòíîñèòåëü-
íî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïîëîæèì

σn(E,F ) = sup
rn

min{|rn(z)|, z ∈ F}
max{|rn(z)|, z ∈ E}

,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé
ïîðÿäêà íå âûøå n. Î÷åâèäíî,

σn(E,F ) ≥ sup
Bn

min{|Bn(z)|, z ∈ F}
max{|Bn(z)|, z ∈ E}

,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ â êëàññå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âè-

äà Bn(z) =
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

, |zj| < 1. Èç ðàâåíñòâà |Bn(1/z)| = |Bn(z)|−1

ñëåäóåò, ÷òî

(8) min{|Bn(z)|, z ∈ F} = [max{|Bn(z)|, z ∈ E}]−1 .

Èìååì
σn(E,F ) ≥ sup

Bn

[max{|Bn(z)|, z ∈ E}]−2

èëè
inf
Bn

‖Bn(z)‖E ≥ σ−1/2
n (E,F ).

Ïîëüçóÿñü îöåíêîé

σn(E,F ) ≤ enh(E,F ),

ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [5], è çàìå÷àÿ, ÷òî h(E,F ) = 2h(E,CG), ïî-
ëó÷èì

Rn(G,E) ≥Me−nh(E,CG).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (7) íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà èç ðà-
áîòû [5], êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà E è F ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî N(ε) òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ n > N(ε) ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè Bn(z) âèäà

Bn(z) =
n∏
j=1

z − zj
1− zjz

òàêèå, ÷òî

min{|Bn(z)|, z ∈ F}
max{|Bn(z)|, z ∈ E}

> en[h(E,F )−ε].

Èç ðàâåíñòâà (8) è ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè Bn(z)
òàêèå, ÷òî

‖Bn(z)‖E < e−n[h(E,F )−ε].
9



Îòñþäà
lim
n→∞

n
√
Rn(G,E) ≤ e−h(E,CG).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (6)

lim
n→∞

n
√
Rn(G,E) ≥ e−h(E,CG).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (7). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Åñëè ìíîæåñòâî E îãðàíè÷åíî êîíå÷íûì ÷èñëîì íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ, òî óçëû z̃j, âûáðàííûå ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûìè íà ∂E îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà σ, dσ =
∂H

∂n
ds

(H(z) � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îáëàñòè G \ E, ïðèíèìàþ-
ùåå çíà÷åíèå 0 íà ∂E è 1 íà ∂G), èëè íà ëþáîé ëèíèè óðîâíÿ
Γρ = {z|H(z) = ρ, ρ < 0}, ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè, â êîòîðóþ
ìîæíî ïðîäîëæèòü ãàðìîíè÷åñêè H(z), áóäóò îïòèìàëüíûìè ïî
ïîðÿäêó, ò. å.

lim
n→∞

n
√
‖r(z, z1, . . . , zn)‖E = e−h(E,CG).

Ýòî ñëåäóåò èç îäíîé òåîðåìû Óîëøà [6, � 8.7, òåîðåìà 9].

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé Ïîñòóïèëî
óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà 25.11.1974
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