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Ââåäåíèå. Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ â òåîðèè
ïðèáëèæåíèé áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèîíàëîâ íà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ ïî çàäàííîé èíôîð-
ìàöèè îá ýëåìåíòàõ ýòèõ ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, âîññòàíîâëåíèå èí-
òåãðàëà îò ôóíêöèè èç íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà ïî åå
çíà÷åíèÿì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê). Îäíèì èç âàæíåéøèõ ðåçóëü-
òàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ñìîëÿêà [1], óòâåðæäà-
þùàÿ, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñðåäè îïòèìàëüíûõ ñïîñî-
áîâ âîññòàíîâëåíèÿ åñòü àôôèííûé.
Ïðîáëåìàòèêà âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ïî íåòî÷íî çàäàí-

íîé èíôîðìàöèè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðåäóöèðóåòñÿ ê áîëåå îá-
ùåé çàäà÷å îá àïïðîêñèìàöèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé îäíî-
çíà÷íûìè. Çäåñü òàêæå âîçíèêàåò âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâà-
íèÿ îïòèìàëüíûõ àôôèííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè.
Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíî-

ãî àôôèííîãî è ëèíåéíîãî ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè äëÿ çàäà÷è ïðè-
áëèæåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòà-
íàâëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûå êðèòåðèè äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ.
Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì èç íèõ ñîäåðæàòñÿ

ïîñòàíîâêè çàäà÷ è íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ. Âî
âòîðîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâàì.
1. Ïîñòàíîâêè çàäà÷. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà W , Y , ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Z, ρ), îòîáðàæåíèå f : W → Z, ìíîãîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå (ì. î.) F : W → Y (ò. å. êàæäîìó x ∈ W ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî F (x) ⊂ Y ) è îòîáðàæåíèå (ìåòîä)
ϕ : Y → Z. Âåëè÷èíó

e(f,W, F, ϕ) := sup
x∈W
y∈F (x)

ρ(f(x), ϕ(y))

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæå-
ñòâå W ïî èíôîðìàöèè F ïðè ïîìîùè ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ ϕ.
Âåëè÷èíó

(1) e(f,W, F ) := inf
ϕ
e(f,W, F, ϕ),
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ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ìåòîäàì ϕ : Y → Z,
áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ, à âñÿ-
êèé ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (1), íàçîâåì
îïòèìàëüíûì.
Ìíîãîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ F îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá

ýëåìåíòàõ W çàäàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòî÷íî. Åñëè F � îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïî òî÷íûì
äàííûì. ×àñòî â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ïî íåòî÷íûì äàííûì ðàñ-
ñìàòðèâàþò îòîáðàæåíèÿ F (x) = I(x) + U , ãäå I : W → Y � îäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå, a U � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî.
Íàïðèìåð, åñëè Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî, êàê ïðàâèëî,
U = {y ∈ Y |‖y‖ ≤ δ}.
Çàäà÷à (1) â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ

[1�12]. Âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ íàõîæäåíèåì îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ
âîññòàíîâëåíèÿ è îöåíêàì èõ ïîãðåøíîñòåé â êîíêðåòíûõ ñèòóàöè-
ÿõ, ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ññûëêè íà êîòîðûå ìîæ-
íî íàéòè â îáçîðíûõ ñòàòüÿõ [4, 6, 8], à òàêæå â ìîíîãðàôèè [5]. Â
àëãåáðàè÷åñêîì ñëó÷àå (à èìåííî òàêîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ýòîé ðàáîòå) ñóùåñòâîâàíèå ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíî-
ãî â âûïóêëîé óðàâíîâåøåííîé çàäà÷å äîêàçàëè R. Scharlach [7],
Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ è ×àí Òõè Ëå [10], à â áîëåå îáùåé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è � äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
îäíîçíà÷íûì (ñì. íèæå) � Â. Â. Àðåñòîâ [11].
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è îá àïïðîêñèìàöèè ìíîãî-

çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé îäíîçíà÷íûìè. Ïóñòü çàäàíû íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî Ω, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Z, ρ), ì. î. Φ: Ω→ Z è îòîá-
ðàæåíèå ϕ : Ω→ Z. Âåëè÷èíó

E(Φ,Ω, ϕ) := sup
y∈Ω
z∈Φ(y)

ρ(z, ϕ(y))

íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè ì. î. Φ îòîáðàæåíèåì (ìå-
òîäîì) ϕ. Âåëè÷èíó

(2) E(Φ,Ω) := inf
ϕ
E(Φ,Ω, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ìåòîäàì ϕ : Ω → Z,
áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè, à âñÿ-
êèé ìåòîä, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (2), � îïòè-
ìàëüíûì.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è

(2). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : Ω→ Z

(3) e(f,W, F, ϕ) = E(f ◦ F−1, F (W ), ϕ),
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ãäå F (W ) � îáðàçW ïðè îòîáðàæåíèè F è ì. î. f ◦F−1 : F (W )→ Z
îïðåäåëåíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì: f ◦ F−1 := f(F−1(y)). Ñëåäîâà-
òåëüíî,

(4) e(f,W, F ) = E(f ◦ F−1, F (W )).

Ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ è àïïðîêñèìàöèè ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ðàíåå áûëà îòìå÷åíà òàêæå â ðàáîòå [11].
Ñ çàäà÷åé îá àïïðîêñèìàöèè ì. î. Φ: Ω→ Z ñâÿæåì ñëåäóþùóþ

âåëè÷èíó

R(Φ,Ω) := sup
y∈Ω

inf
a∈Z

sup
z∈Φ(y)

ρ(z, a),

êîòîðóþ íàçîâåì ðàäèóñîì ìíîãîçíà÷íîñòè ì. î. Φ. Ñîîòâåòñòâó-
þùóþ âåëè÷èíó äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ (åå îáû÷íî íàçûâàþò
ðàäèóñîì èíôîðìàöèè) îáîçíà÷èì ÷åðåç r(f,W, F ), ò. å.

(5) r(f,W, F ) := R(f ◦ F−1, F (W )).

Ëåììà. Ïóñòü Ω � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, (Z, ρ) � ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî è Φ: Ω→ Z � ì. î. Òîãäà

E(Φ,Ω) = R(Φ,Ω).

×àñòíûå ñëó÷àè ýòîãî ëåãêî ïðîâåðÿåìîãî óòâåðæäåíèÿ èìåþò-
ñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â äàííîé ôîðìóëèðîâêå îíî ñîäåðæèòñÿ â
ðàáîòå [11].
Ïðèâåäåì åùå íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íè-

æå. Ïóñòü K = R èëè C, X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K è X ′

� ïðîñòðàíñòâî, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ñ X. Çíà÷åíèå ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà x′ ∈ X ′ íà ýëåìåíòå x ∈ X îáîçíà÷àåì 〈x′, x〉.
Ôóíêöèÿ f : X → K íàçûâàåòñÿ àôôèííîé, åñëè f(x) = 〈x′, x〉 + a
äëÿ íåêîòîðûõ x′ ∈ X ′ è a ∈ K. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Aff(X).
Åñëè Ω ⊂ X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî co Ω è bco Ω îáîçíà÷à-

þò, ñîîòâåòñòâåííî, âûïóêëóþ è âûïóêëóþ óðàâíîâåøåííóþ îáî-
ëî÷êè Ω. Ïóñòü Ω ⊂ X � âûïóêëîå (âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå)
ïîäìíîæåñòâî è Y � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K. Ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå Φ: Ω→ Y íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì (âûïóêëûì óðàâíî-
âåøåííûì), åñëè åãî ãðàôèê gr(Φ) := {(x, y) ∈ Ω × Y |y ∈ Φ(x)} �
âûïóêëîå (âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå) ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X × Y .
Êàæäîìó íåïóñòîìó ïîäìíîæåñòâó Ω ⊂ X è ì. î. Φ: Ω → Y

ìîæíî ñîïîñòàâèòü âûïóêëîå (âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå) ì. î.
co Φ: co Ω→ Y (bco Φ: bco Ω→ Y ) ïî ïðàâèëó

co Φ(x) := { y ∈ Y |(x, y) ∈ co gr(Φ) }
(bco Φ(x) := { y ∈ Y |(x, y) ∈ bco gr(Φ) }).

2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ.
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Òåîðåìà. à) Ïóñòü Y � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,

Ω ⊂ Y � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è Φ: Ω→ R � ìíîãîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ϕ ∈ Aff(Y ) òàêîãî, ÷òî

(6) E(Φ,Ω, ϕ) = E(Φ,Ω),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(7) R(Φ,Ω) = R(co Φ, co Ω).

á) Ïóñòü Y � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K (K = R èëè C),
Ω ⊂ Y � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è Φ: Ω→ K � ìíîãîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ y′ ∈ Y ′ òàêîãî, ÷òî
(8) E(Φ,Ω, y′) = E(Φ,Ω),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

R(Φ,Ω) = R(bco Φ, bco Ω).

Ïðè ýòîì

(9) E(Φ,Ω) = sup
α∈bco Φ(0)

|α|.

Ñëåäñòâèå. à) Ïóñòü X, Y � âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ïðîñòðàí-

ñòâà, W ⊂ X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, f ∈ Aff(X) è F : W → Y �

ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ϕ ∈ Aff(Y )
òàêîãî, ÷òî

e(f,W, F, ϕ) = e(f,W, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

r(f,W, F ) = r(f, coW, coF ).

á) Ïóñòü X, Y � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä K (K = R èëè

C), W ⊂ X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, x′ ∈ X ′ è F : W → Y � ìíî-

ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ y′ ∈ Y ′ òàêîãî,
÷òî

e(x′,W, F, y′) = e(x′,W, F ),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

r(x′,W, F ) = r(x′, bcoW, bcoF ).

Ïðè ýòîì

e(x′,W, F ) = sup
x∈(bcoF )−1(0)

|〈x′, x〉|.

Ç à ì å ÷ à í è å. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
óòâåðæäåíèÿ ï.ï. à) òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ íå èìåþò ìåñòà. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé ïðèìåð ïðèâåäåí â êîíöå ðàçäåëà 3.
3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. à) Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî ýòî-

ãî ïóíêòà íà íåñêîëüêî ýòàïîâ.
1) Ïîêàæåì, ÷òî åñëè Ω ⊂ Y � âûïóêëîå ìíîæåñòâî è Φ: Ω→ R

� âûïóêëîå ì. î., òî ñóùåñòâóåò ϕ ∈ Aff(Y ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíå-
íî ðàâåíñòâî (6). Åñëè R := R(Φ,Ω) =∞, òî ïî ëåììå E(Φ,Ω) =∞
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ìåòîä îïòèìàëåí. Åñëè R = 0, òî Φ

� îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü Ω̃ := Ω − y0, ãäå y0 ∈ Ω è
Φ̃(z) := Φ(z + y0) − Φ(y0), z ∈ Ω̃. ßñíî, ÷òî 0 ∈ Ω̃, Φ̃(0) = 0 è,

òàê êàê gr(Φ) � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ ëþáûõ zj ∈ Ω̃, λj ≥ 0
(j = 1, . . . , n),

∑n
j=1 λj = 1, èìååì

Φ̃

( n∑
j=1

λjzj

)
=

n∑
j=1

λjΦ̃(zj).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Φ̃ ïî ëèíåéíîñòè åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðî-
äîëæàåòñÿ íà span Ω̃ � ëèíåéíóþ îáîëî÷êó Ω̃. Îáîçíà÷èì ýòî ïðî-
äîëæåíèå ÷åðåç Φ′. Åñëè òåïåðü y′ ∈ Y ′ � ëþáîå ïðîäîëæåíèå Φ′ íà
âñå Y (êàê èçâåñòíî, òàêîå y′ âñåãäà ñóùåñòâóåò), òî Φ åñòü ñóæåíèå
íà Ω àôôèííîé ôóíêöèè ϕ(y) = 〈y′, y〉+Φ(y0)−〈y′, y0〉 è òåì ñàìûì
E(Φ,Ω, ϕ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, (6) äîêàçàíî.
Ïóñòü 0 < R < ∞. Ðàññìîòðèì âûïóêëîå è óðàâíîâåøåííîå

ìíîæåñòâî W := gr(Φ) − gr(Φ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(u) := inf{t >
0|u ∈ tW} åãî ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî è ïîêàæåì, ÷òî åñëè
u = (0, α) ∈ Y × R, α > 0, òî p(u) = α(2R)−1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(10) R = sup
y∈Ω

1

2

(
sup
β∈Φ(y)

β − inf
β∈Φ(y)

β

)
.

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 2R íàéäóòñÿ yε ∈ Ω è β1, β2 ∈ Φ(yε)
òàêèå, ÷òî β1 − β2 ≥ 2R − ε. Ïîëîæèì t0 := α(β1 − β2)−1. Òîãäà
u := t0(0, β1 − β2) = t0((yε, β1) − (yε, β2)) ∈ t0W , ò. å. p(u) ≤ t0 ≤
α(2R−ε)−1. Òàêèì îáðàçîì, p(u) ≤ α(2R)−1 â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
ε. Åñëè p(u) < α(2R)−1, òî íàéäåòñÿ òàêîå 0 < t1 < α(2R)−1, ÷òî
(0, α) ∈ t1W . Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ y ∈ Ω è γ1, γ2 ∈
Φ(y), äëÿ êîòîðûõ γ1 − γ2 = t−1

1 α > 2R, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (10).
Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L := {u ∈ Y × R|u = (0, α)} è

ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë u′ íà L, îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì 〈u′, u〉 :=
α(2R)−1. Ïî äîêàçàííîìó 〈u′, u〉 ≤ p(u) äëÿ âñåõ u ∈ L. Èç òåîðåìû
Õàíà�Áàíàõà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ôóíêöèîíàëà u′1 ∈ (Y×
R)′ ÷òî 〈u′1, u〉 ≤ p(u), u ∈ Y ×R, è ñóæåíèå u′1 íà L ñîâïàäàåò ñ u′.
Ïîñêîëüêó u′1 = (y′1, γ), ãäå y′1 ∈ Y ′, γ ∈ R, è p(u) ≤ 1 äëÿ u ∈ W ,
òî ïðè âñåõ y1, y2 ∈ Ω è β1 ∈ Φ(y1), β2 ∈ Φ(y2) èìååì

(11) 〈u′1, (y1 − y2, β1 − β2)〉 = 〈y′1, y1 − y2〉+ γ(β1 − β2)〉 ≤ 1.

Òàê êàê 〈u′, u〉 = α(2R)−1, åñëè u = (0, α), òî γ = (2R)−1. Òîãäà,
ïîëàãàÿ y′ := −2Ry′1, ïîëó÷àåì èç (11)

β1 − 〈y′, y1〉 −R ≤ β2 − 〈y′, y2〉+R.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ R, ÷òî ïðè âñåõ y1, y2 ∈ Ω è
β1 ∈ Φ(y1), β2 ∈ Φ(y2)

β1 − 〈y′, y1〉 −R ≤ a ≤ β2 − 〈y′, y2〉+R.

Òàêèì îáðàçîì,

sup
(y,β)∈gr(Φ)

|β − 〈y′, y〉 − a| ≤ R,

ò. å. E(Φ,Ω, ϕ) ≤ R(Φ,Ω), ãäå ϕ(y) := 〈y′, y〉+a. Ýòî âìåñòå ñ ëåììîé
äîêàçûâàåò 1).

2) Äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû èç (6) ñëåäóåò (7). Ïðîâåðèì
ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ϕ ∈ Aff(Y ), òî

(12) E(Φ,Ω, ϕ) = E(co Φ, co Ω, ϕ).

Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü â (12), î÷åâèäíî, íå áîëüøå ïðà-
âîé. Îáðàòíî, ïóñòü (y, β) ∈ gr(co Φ) = co gr(Φ). Òîãäà (y, β) =∑n

j=1 λj(yj, βj), ãäå
∑n

j=1 λj = 1, λj ≥ 0 è (yj, βj) ∈ gr(Φ), j =
1, . . . , n. Èìååì

|β − ϕ(y)| =
∣∣∣∣ n∑
j=1

λjβj − ϕ
( n∑
j=1

λjyj

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
j=1

λj(βj − ϕ(yj))

∣∣∣∣
≤ max

1≤j≤n
|βj − ϕ(yj)| ≤ E(Φ,Ω, ϕ).

Ñëåäîâàòåëüíî, E(co Φ, co Ω, ϕ) ≤ E(Φ,Ω, ϕ) è ðàâåíñòâî (12) äîêà-
çàíî.
Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (6). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó è (12), ïîëó÷àåì

R(co Φ, co Ω) = E(co Φ, co Ω) ≤ E(co Φ, co Ω, ϕ) = E(Φ,Ω, ϕ)

= E(Φ,Ω) = R(Φ,Ω).

Ïîñêîëüêó îáðàòíîå íåðàâåíñòâî R(Φ,Ω) ≤ R(co Φ, co Ω) î÷åâèäíî,
òî (7) äîêàçàíî.

3) Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç (7) ñëåäóåò (6). Äåéñòâèòåëüíî, ïî
äîêàçàííîìó â 1) ñóùåñòâóåò ϕ ∈ Aff(Y ), ÷òî

E(co Φ, co Ω, ϕ) = E(co Φ, co Ω).

Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî, ëåììó è ðàâåíñòâî (12), áóäåì èìåòü

E(Φ,Ω, ϕ) = E(co Φ, co Ω, ϕ) = E(co Φ, co Ω) = R(co Φ, co Ω)

= R(Φ,Ω) = E(Φ,Ω).

Òåì ñàìûì ÷àñòü a) òåîðåìû äîêàçàíà.
á) Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè Ω � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå

ìíîæåñòâî è Φ: Ω → K � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ì. î., òî ñó-
ùåñòâóåò y′ ∈ Y ′, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8). ßñíî,
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÷òî 0 ∈ Ω è Φ(0) � âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíîæåñòâî. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

(13) R(Φ,Ω) ≥ inf
a∈K

sup
β∈Φ(0)

|β − a| = sup
β∈Φ(0)

|β| =: R0.

Åñëè R0 = ∞, òî èç (13) è ëåììû âûòåêàåò, ÷òî E(Φ,Ω) = ∞, è,
ñòàëî áûòü, ëþáîé ìåòîä îïòèìàëåí. Åñëè æå R0 = 0, òî íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî Φ � îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, è àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ÷àñòè à), ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Φ åñòü ñóæåíèå
íà Ω íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà y′ ∈ Y ′. Òàêèì îáðàçîì,
E(Φ,Ω, y′) = 0, à ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (8).
Ïóñòü 0 < R0 < ∞. Ðàññìîòðèì âûïóêëîå óðàâíîâåøåííîå ìíî-

æåñòâî W := gr(Φ). Åñëè p(u) � ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ýòîãî
ìíîæåñòâà è u = (0, α) ∈ Y ×K, òî

p(u) = inf{t > 0|(0, α) ∈ tW} = inf{t > 0|αt−1 ∈ Φ(0)}

= |α|
(

sup
β∈Φ(0)

|β|
)−1

= |α|R−1
0 .

Îïðåäåëèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå L := {u ∈ Y × K|u = (0, α)} ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë u′ ðàâåíñòâîì 〈u′, u〉 := αR−1

0 . Òîãäà |〈u′, u〉| =
p(u), u ∈ L, è ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò òàêîå åãî ïðîäîë-
æåíèå u′1 íà Y ×K, ÷òî |〈u′1, u〉| ≤ p(u) ïðè u ∈ Y ×K. Àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ÷àñòè à) òåîðåìû äëÿ ëþáûõ y ∈ Ω è β ∈ Φ(y)
èìååì

|〈u′1, (y, β)〉| = |βR−1
0 + 〈y′1, y〉| ≤ 1,

ãäå y′1 ∈ Y ′. Ïîëàãàÿ y′ := −R0y
′
1, ïîëó÷àåì

|β − 〈y′, y〉| ≤ R0,

ò. å. E(Φ,Ω, y′) ≤ R0. Âìåñòå ñ (13) è ëåììîé ýòî äîêàçûâàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (8) è (9) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Äàëüíåéøèé õîä
äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè á) ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí äîêàçàòåëüñòâó ÷à-
ñòè à). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3)�(5), äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

co(f ◦ F−1) = f ◦ (coF )−1, f ∈ Aff(X),

bco(x′ ◦ F−1) = x′ ◦ (bcoF )−1, x′ ∈ X ′,

è

co(F (W )) = coF (coW ), bco(F (W )) = bcoF (bcoW ).

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ðàâåíñòâ ëåãêî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèé.
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Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ïï.
à) òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå èìåþò ìåñòà. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ (êîòîðóþ ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü è êàê çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ). Ïóñòü X = Y = C, W := {z ∈ C|λ1|Re z|+
λ2| Im z| ≤ 1}, 0 < λ1 < λ2, f(z) := z, F (z) := Re z+δU , U := [−1, 1],
0 < δ < µ/3, ãäå µ := 2λ1/(λ

2
1 + λ2

2). Èç ëåììû è ðàâåíñòâ (4), (5)
èìååì

(14) e(f,W, F ) = r(f,W, F ) ≥ inf
α∈C

sup
z∈F−1(0)

|z − α|

= inf
α∈C

sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − α| = sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z| = λ−1
2 .

Ïîëîæèì

ϕ0(y) :=

{
0, |y| ≤ 2δ,

y, |y| > 2δ.

Òîãäà, åñëè |y| ≤ 2δ, òî

sup
z∈W

|Re z−y|≤δ

|z| = λ−1
2 ,

òàê êàê |Re z| ≤ 3δ < µ. Ïðè |y| > 2δ |Re z| > δ è, ñëåäîâàòåëüíî,
| Im z| < (1− λ1δ)λ

−1
2 , ïîýòîìó

sup
z∈W

|Re z−y|≤δ

|z − y| <
√
δ2 + (1− λ1δ)2λ−2

2 < λ−1
2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî e(f,W, F, ϕ0) = λ−1
2 . Ýòî âìåñòå ñ ñîîòíîøåíè-

ÿìè (14) äàåò

e(f,W, F ) = λ−1
2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ìåòîäà ϕ(y) = c1y +
ic2u+ α, ãäå c1, c2 ∈ R, α ∈ C, èìååì

(15) e(f,W, F, ϕ) = sup
z∈W

|Re z−y|≤δ

|z − ϕ(y)|

≥ sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − ϕ(0)| = sup
z∈W
|Re z|≤δ

|z − α| ≥ λ−1
2 .

Åñëè α 6= 0, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (15) ñòðîãîå è òåì ñàìûì
e(f,W, F, ϕ) > λ−1

2 . Ïóñòü α = 0. Ïîñêîëüêó

e(f,W, F, ϕ) = sup
z∈W

|Re z−y|≤δ

√
(Re z − c1y)2 + (Im z − c2y)2,
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òî, ïîëàãàÿ z = y = λ−1
1 , à çàòåì z = iλ−1

2 , y = ±δ, ïîëó÷àåì

e(f,W, F, ϕ) ≥ max

{√
λ−2

1 (1− c1)2 + λ−2
1 c2

2,√
δ2c2

1 + (λ−1
2 ± δc2)2

}
> λ−1

2 .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòà-
íîâëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò àôôèííîãî.
Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé îä-

íîãî ïðèìåðà èç [12].

Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé Ïîñòóïèëî
èíñòèòóò êîìïëåêñíîé àâòîìàòèçàöèè 12.04.90
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